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AZ OLVASOHOZ

Ez a jegyzet a Matematika.c, jegyzetsorozat V. kitete. A sorozata k-
vetkez( kitetekb6] 411:

I, kotet. A matematika alapjai

II. kotet, Egyvéltoz6s vales fliggvények

I, kitet, Linedris algebra

IV. kttet, Végtelen sorok

V., kttet, TtbbvAltoz6s valss fuggvények

V1. kttet, Differencidlgeometria és vektoranalizis
VII. kdtet. Komplex fliggvények
VIII. kotet. Differenciélegyenletek

A sorozat a szigorlati Matematika anyagot tartalmazza, A jegyzet azok-
hoz & gépészmérntk hallgatckhoz sz6l, akik a Matematika c. tdrgy elSadédsalt
és gyakorlatait ldtogatjdk. Ezért nem tartalmaz hosszadalmas magyarédzato-
xat, bevezet6 és illusztrativ példdkat stb., hanem "csupin” e tulajdonképpeni
anyagot lehet6ség szerint teljességre és maximilis tumreégre torekedve,

(A levelezd hallgatok szdmara kilon utmutatd csatlakozik a sorozathoz.) A Bo-
rozatot a Matematika Példatsr kitetei egészitik ki, amelyekben az olvasoé nagy
szdmu kidolgozott és kidolgozatian példat és feladatot taldl.

A kbtet fejezetekre, a fejezetek pontokra vannak osztva, de a pontok
szémozésa a fejezetekt6l fuggetlentl, folyamatosan tortént, Az egyes pontokon
belul killon-kUlon szdmozzuk 2 definicickat, tételeket (segédtételeket, kbvet-
kezményeket), példdkat, formuldkat, ill. gbrékat. A példdk részben a nehéz
fogaimakat, tételeket vildgitjdk meg, részben "ellenpélddk" és nagyrészt az
elméleti anyag szerves részét képezik. A hivatkozdsok egy kiteten bellll az
idézett definicls, tétel stb. szdménak megaddsdival, més kotet esetében, ezen
kivil a hivatkozott kotet szdménak megadéséval torténik (mindkét esetben g
fejezet megadésa nélkl). Tehst pl, az I. kbtetbena "1, 13.2 Tétel" hivatko-
zés az 1. Kotet 13. pont 2, tételét jelenti; a IL. Kutetben ugyanerre a tételre
ugy hivatkozunk: "1. I. Kotet, 13.2 Tétel". A bizonyitdsok végét pont és fel-
kigltojel jelzi: .!



Az Irodalomjegyzék els6sorban az anyag irdnt mélyebben érdekl6d6 olva-
sénak ajdnlott milvek és nem az eredmények eredeti forrdsainak cimeit tartal-
mazza. Az irodalomijegyzékben felsorolt mivekre szdgletes zdrdjelbe tett szd -
mokkal hivatkozunk,

Bp. 1971 mércius
A szerkesztd
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Elsé fefjezet

HATARERTEK ES FOLYTONOSSAG

1. A rendezett szam n-esek metrikus tere

Ebben a kidtetben a rendezett (valés) szdm n-esek RP halmaz4n (vagy en-
nek egy részhalmazin) értelmezett valés szdm értékl figgvényekkel foglalko-~
zunk, Az R™ halmaz elemeit pontoknak nevezzik és aldhuzott kis betivel jeldl-

juk, tehdt x € R™ azt jelenti,hogy x = (x;, X,, ..., X o)» aholx, € R,

k=1, 2, ..., n, az x pont k-adik koordinitéja.

Az RD halmaz elemei kozott értelmezzik a "tdvolsdg” fogalm4it ugy, hogy
azazm=1, 2, ill. 3. specidlis esetben az egyenes, a kozonséges sik, iil. tér
pontjainak tdvolsigit szolgiltagsa, amennyiben a sikon, ill. a térben Descartes-
féle derékszigii koordindtarendszert vezetlnk be (1. TI. K&tet, 4, pont) ésa
rendezett szdmpédrokat, ill. szdmhdrmasokat a pontok koordinitdinak tekintjuk,

] n .
1.1 Definicié. Legyenx, y € R, x = (xl.. .. ,xn), y= (VI,. .. ,yn), a

;1- N

2
oLy = ( Z (%, - ) (1. 1)
szdmot az x és y pont tdvolsdgdnak nevezzik,

(1. 1)~gyel voltaképpen egy £: R® x Rng::-. R fuggvényt értelmeztiink,
mely nyilvdnvalGan a ktvetkez§ tulajdonsdgokkal rendelkezik:

M 1. Nem-negativitds: 33(15,3_{) 20, x,¥ eRn .

M2. ¢ (x,y) akkor és csak akkor zérus, hax =y,
M 3, Szimmetria: ¢ X, 9) = ¢ (y,X), X,¥ € R™
érvényes tovébbd az un.

M 4, Hiromszog egyenlidtlenség: minden x,y,2 € R" -

P+ o2 2 &2 .




Bizonyitds
) 114
(g 23 = T ieym,” -

Il
= Z ()‘k—yk‘{.yk—zk)z =
k=1
n

= gl [(xk'vk)zﬂ(xk—vk) (yk-zk) + (yk-zk)zj =
. 2 n
=[pa. ﬂz + o2 +2 kgl(xk~vk) ¥ 7 -

A Cauchy-féle egyenittlenség (1dsd III. Kotet, 16.2 Kovetkezmény) felhasznd -
14gdval

[9(’-"5325[9(5!324[9(1.5)}2 +
I

n 27 n 5 1

+2(F &x vy ) (D 720 T

e KK o kK

Loy +[og. 20 +2 90 &y 0 ) =
lowp+ po.zl” 1

Azgltal, hogy R”-ben az ML. -M4. ktivetelményekoek eleget tevs tdvoisdg-
fogalmat értelmeztik az RD halmazt un, n-dimenzi6s metrikus térré véltoztattuk
(a térben "metrikdt vezettlink be"). A tovdbbiakban R" e metrikus teret fogja
jelenteni. Megjegyezzilk, hogy R"-ben a tdvolsdgfogalom a kivetkezCképpen is
bevezethetS lett volna, A Iil. Kutet, 16.8.6s 16. 11 Példdja alapjdn R™ n-dimen-
z168 euklideszi térnek is tekinthet6. Ha e térben két elem tdvolsdgdt kUldnbsé-
gk norméjéval értelmezzlk, éppen az (1. 1) tivolsdgfogalomhoz jutunk., Mi
ezért nem ktvettik ezt az utat, mert egyrészt minimglisra kivdntuk cstkken-
teni a 1. Kotet Otsdik fejezetére valé hivatkozdst, mésrészt meg akartuk mu-
tatni, hogy tdvolsig bevezetéséhez nem sziikséges az elemek kyzutti skaldris
szorzéds értelmezése, Helyenként azonban kényelmi okokbdl haszndljuk az
1x1= P (x,0) jelotést,

Megjegyezzlk tovibbé, hogy tbb (1. 1)-t6l kulsnbsz6, de az M1. ~-M4.
alapvet§ kivetelményeknek eleget tevs tdvolsdgdefinici6 is lehetséges.

1.1Példa. Ha R" tetszdleges x és y elemének tdvolsdgit a

go* x,y) = max|x

-y |
e T e

-8 -



kifejezéssel értelmezzitk, ez is eleget tesz az M1, -M4, kdvetelményeknek,
Az, hogy M1, M2, és M3. teljestl, nyilvinvals, M4-et a kbvetkezGképpen iga-
zoljuk. Legyen max|x, - zkl =ixi -zil. akkor

—zk|=ixi -z

l =

k

9* Lx'_z}zmaxlx i
k

iy - o lelx - i
=lxp vy el sy s

< max!xk—yk|+ maxlyk~ zk; =
k - k -

=+ 072y !

Az R" tér részhalmazait italdban tartoményoknak nevezzik, Az 0 =
= ({,0,...,0) pontot :a.z‘Rn tér origdjdnak nevezzilk. Azt mondjuk, hogya
Hc R tartomény korldtos, ha van r > 0 szdm, melyreh € H> o (h,0) < 1.

n
9%
- - Sz 2 = =

Mivel minden k= 1,2,..., 1 re[hkl [1=l hi) ¢ (,0), 1L ¢ (, 0)

n 1

L .22 n
it hi & ﬁmax|h_ |, nyflvdnval6, hogy H ¢ R~ akkor és csak akkor kor-

= PR

l4tos, ha az Usszes pontjinak Usszes koordindtéjibol &l16 szdmhalmaz korlitos.

Legyen H < RD korl4tos tartomany, Ha H pontjainak egymaést6l vett t4-
volsdgdt képezzilk, nyllvin felilr6l korldtos szdmhalmazt kapunk, més széval
a{?(g.y) X, ¥ E H} szdmhslmaz felilr 6l korlatos. E szdmhalmaz legkisebb
feist korlétjit, a

d(H) = sup Q(x, ) (L.2)
X,y €H

nem-negattv szdmot H dtméréjének nevezzik. (Az Ures halmaz, ill. az egyet-
len pontbs] 4116 tartomény atmérsjét zérusnak vesszik). Legyen H 1 és Hz

két tetszlleges tartominy R"-ben. Ha képezzik H, tsszes pontjinak H, Usszes
pontjét6l mért tivolsdgat, més szoval a{Q(x,y) :1x € Hj, y € Hp}szdmhal-
mazt, alulrdl korlétos szémhalmazt kapunk, hiszen 0 nyilvén alsé korlét. E
szAmhalmaz legnagyobb alsé korldtjét a

@M, Hy) = inf p(x, y) (1.3}
X€H, y€H,

nem-negattv szémot a Hj és H, tartomény tdvolséginak nevezzlk.
-0 -




Legyen [, 3] tetszGleges zért intervallum ( &, 3 € R, or < 3 ),

LP [ets a7 R folytonos figgvény - (ezen a ) = (¢ l(t), ... , x.p o),
t, € [_‘o(,ﬁ.] jeltléasel élve azt é].'"]ljk hogy ;. € C° e, (5] =1,2,..., D)~

s f(x)=2,9(B)=b Az{x=9 @) :t€ [cz,{B]} ¢ R" halmazt az a és
b pontokat dsszekits folytonos utnak nevezzlik. Roviden azt mondjuk, hogy
uP ) te [, (&J az a €s b pontokat &sszekétS folytonos ut.

1.2 Definfci6. A He R tartomdnyt gsszeflggének nevezzilk, ha bdrmely két
pontja dsszekithetd H-ban halad6 folytonos uttal, vagyis ha min-
deng € Hésb € H-hoz vanq(t), t € [a,3] folytonos ut,
melyre LP(ot)—a LP({S) bés LP(") €H, te [a,3] -

1.2 Példa. Legyena={a_, 2,1 seer @ 3 b= (b b ) bn)' ‘Az a ésbpon- -

tokat dgszekots egyenes égyenlete”

x = @ - at+a, teR, (1.4) -

X "(b a’tlapk—lyzl LN nrtei"'

Ennek az egyenesnek az a é3 b pontok kbzé esé "szakasza” az
{x=¢ ©:tef0, 1]} ponthalmaz, ahol

u?(t) G-a)+a=(b-aj+a »-w(b -a t+a ) g, t e0,1]
az a €s b pontokat sszekstd folytonos utak egy:ke hiszen

Q0 =a, ()=(b-2a)+a=bésa 9 =0 ak)t+a
fuggvény folytones, k= 1,2,..., n.

k k

1.3 Definici6, A Hc R tartomédnyt konvexnek nevezzik, ha birmely két pont-

jval egylitt az azokat 8sszekots egyenesszakaszt is tartalmazza,
vagyis, ha

a,b € H=(@-aX+a) €H, te[0,1].

A tdvolsigfogalom Iehetdséget nyujt arra, hogy az R" térben "kizeli",
ilL. "tévoli" pontokr6l, pontok kornyezetérél, pontsorozatok limeszér6l stb.

beszéljunk. Ezek a fogalmak nélkultzhetetlenek a tobbvaltozss fliggvények ana-
lizisében,

A (t¥mbr) goly6 szemléletes fogalmdanak &ltal&nositdsaként értelmezzuk
az "n-dimenziés goly6t”.

1.4 Definici6. Legyena € R" ésr > 0szédm; R" azon pontjainak halmaz4t,
melyek a-t6l r-nél kisebb t4volsdgra vannak, vagyis a

thr ={§ eR": p xa)< r}

- 10 -



halmazt 2 kbzéppontu r sugaru golydnak, illetfleg az a pont
1 sugaru kvrnyezetének nevezzlk,

Ha az a pont kurnyezete sugarénak nincs jelentésége, akkor az g pont
Ka kornyezetér6l beszélink (v, 6. I. Kotet, 12.2 Deflnici6), Az n = 1 egetben
aza e R pont r > 0 sugaru kbrnyezete az (a-r, atr) nyilt intervallum. Az
n=2esethenaza € R2 pont r > 0 sugaru kdrnyezete a sik azon pontjainak
halmaza, melyek a-t6l mért tévolsdga r-nél kisebb, vagyis K, . az a kézép-
pontu r sugaru korlap (az a kézéppontu r sugaru krvonal nélkul),

1.5 Definici6. Legyena D Rn tartomény adott; a b, k, 1ll. h pontot D bels6,
kilsé6, ill, hatdrpontjdnak nevezzlk, ha van Kh kbrnyezet, mely-
re Kbc D, van Kk kornyezet, melyre Kk Nn D=p, iil. minden
K, Kornyezetre K ND#FPEsK N ®" N D)#9

1,6 Definici6, AD C R" tartomél-ny hatérpontjai_nak halmazét D hatérdnak ne-
vezzlk és front D-vel jelsljuk (la frontiére, francia).

Xr
1.1 dbra

Az elfbbi két definici6val kapcsolatban 14sd az 1.1 dbrét. Lithat6, hogy
R? pontjainak egy adott D tartomédnyra vonatkoztatott felosztésa bels6, kUiss
{11, hatérpontokra, teljes osztilyozds, Nyilvinval6, hogy ha b a D tartomény
belsS pontja, akkor b € D, ill. ha k a D tartomédny kiis6 pontja, akkor k ¢ D.
Ha h a D tartomény hatérpontja, akkor az is lehet, hogy h eleme D-nek és az
is, hogy nem. Kilondsen fontos szerepet jdtszanak azok a tartoményok, me-
lyeknek egyetlen hatdrpont sem elemllk, ill. azok, melyek 8sszes hatdrpont -
jukat tartalmazzdk,

-11-



1, 7 Definici6, Az U c R™ tartoményt nylitnak nevezzik, ha minden x € U-hoz
van K ktrnyezet, melyre K C U, vagylsha U minden pontja

belsd pont,

1.8 Definici6. AV c R" tartoményt zdrtnak nevezzitk, ha tsszes hatdrpontjir
tartalmazza, vagyis ha front V c V.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a myilt, ill. a zdrt tartoményok specié-
lis széls6 esetek, Vannak, és ez az 4ltaldnos eset, “sem nem nylilt sem nem
zArt” tartomdnyok, Az egész tér, RM és az tres halmaz nyllt i3 és z4rt is.
Valamely D tartomény hatdrpontjainak halmaza megegyezik D komplementere,
REN D, hatérpontjainak helmazdval, vagyis front D = front (R® \ D), Ezért
nyllvdn igaz a kévetkezd

1,1 Tétel, Az U ¢ R® tartomény akkor és csak akkor nyilt (z4rt), ha komple-
mentere, R® \ U zdrt (ayilt).

1.9 Definicid, A D c R” tartomény lezdrdsdnak nevezzik a
D=DuU front D
tartoményt,

Nyilvdnvald, hogy bérmely D tartomdny D lezdrésa zéxt, ill. V akkor és
csak akkor zdrt tartomdny, ha V = V., Z4rt tartomény nem szukségképpen kor-
l4tos.

1.3 Példa. Az x; = 0 egyenletii "hipersik” az R" teret két féltérre ogztja az
i{xl,xz. cear X)X 2 0} féltér z4rt. Ui. e féltér hatdra az x, = 0 egyen-

letlt sik és ennek pontjai hozzdtartozmak a féltérhez.

1.4 Példa, Tetszllegesa € R" pont tetszdleges K kdrnyezete nyilt tarto-
mény. Legyen ui. x € K és P, x )=r . Mwel::l <r, ezertr-rl:» 0.

Képezzuk§_~(r - rl)_’sugaru K!E» - T, kbrnyezetét. Hay €K 5 T- rl, az M4.)

hiromsztg egyenitlenség miatt P (a,y)< o @,x)+ p K, ¥) < T et

. T - €
vagylsy € Kg,r ehdt x-nek van KE' rr, kdrnyezete, melyre K:_c,r-rl

=r’

C K l!
a,r

A K golv() hatdra, front K ar "a" kbzéppontu r sugaru gomb,

melynek egyenieteg{a X)=r. A K golyo lezdrasit, K » -etzért golyonak nevez-
ziik, Ka " konvex tanomény. Ug'yanis hab € K és c€ K ar akkor a

bésc pontokat degzekits x ={c -by+b, tel 0,1] uzalmsz minden pontja K -
hez tartozik, mivel a,r

- 12 -



ol t+b, o) = él(ckt+bk(1.t) -2 =

n
=S t) -a t - aWe =
= f-’_fl (ckt + bk(l t) akt ak(l ) =

n n
= g (€, - ak)2t2 + b, - ak)2 -0 +
=1 k=1

n
+ 2 Z {c. ~a )b -a)t{l-t}=
ok KTk kK
< 92 (£.§)+(l-t)29 2(_!:3.5)+ (1) p (c,a) o &, @) =

st pa+unpmafs ol <r, telol] ,

ahol felhaszndltuk a Cauchy-féle egyenlStlenséget (1dsd III, kitet, 16,2 Kuvet-
kezmény) és az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltettltk, hogy

Pl < ple, @)t

1.5 P&ida. Tetsz6leges D tartomény hatdra, front D z4rt tartomény. Legyen
uf. ha front D tartomdny tetsz6leges hatdrpontja és Ky .. h-nak tetszfleges

ktirnyezete, Kh r-ben van pontja front D-nek. Legyen e Kh . N from D és
-t 1=y
r, = ¢ (0.f) < r; képezzitk f-nek I(f ror kbrnyezetét. Az el5z§ példédban
_"_ 1
kdvetett okoskodds szerint K C X . fazonban D hatdrpontja, igy
-f.’ r-ri l_l'r
K -ben és ennek kdvetkeztében Kh -ben i8 van D-hez tartozé és D-hez
f,r-r 1 h,r

nem tartozé pont, Mivel Kh " h-nak tetgzS8leges kiérnyezete volt, azt kaptuk,

=
hogy h D-nek hatérpontja, vagyls h € front D. |

{
1.2 Tétel. Tetszllegesen sok nyilt halmaz egyesitése nyiit.

Bizonyitds. Legyen U= Uu
— peml
nyilt, i € M. Hax € U, akkor van oEM, hogy x € Uu,. Mivel Uy, myilt,
van Kx r kornyezet, melyre K;,r clUu,C U. Tehit x beisS pontja U-nak, |

ahol M tetszfleges indexhalmaz és U n c R®

1.3 Kovetkezmény. Tetszllegesen sok zdrt halmaz kizts része zdrt,

-13-



Bizonyitds. LegyenV = QHV:“' , ahol M tetszfleges indexhalmaz és Vi © RE
zdrt, 0 € M, Az I, Kitet, (1,8) mésodik de Morgan-féle azonossdg felhaszné -
ldsdval {ott a fellilvonis a komplementer képzést jelsli) V komplementere

RN vVv=rR™NvVv =U@ERN V).

pem? pewm - F

Mivel V}_L zért, az 1.1 Tétel szerint R% VH nyilt és igy az 1.2 Tétel szerint
RB .V is nyilt., Az 1.1 Tétel ujboli felhasznilésdval adddik, hogy V z4rt. |

1.4 Tétel. Véges szdmu nyilt halmaz kdzbs része nyilt.
m
Bizonyltés. Legyen U= (] U, ahol U _C R" nyilt, k=1,2,...,m. Hax €U, »
k=1
akkor x minden Uk-nak is eleme &s minden k-ra van Kx - goly6, hogy
o0 k
ch’rk C Uk ; ekkor Kg,r C KZ-rkC Uk’

minden k = 1,2,..., m-re vagyis Kx < U, Mivel U minden pontjinak egy kor-

» k=1,2,..., m, Legyen r = min rk

nyezetét is tartalmazza, U nyilt. |

1.5 Kovetkezmény. Véges szdmu zirt halmaz egyesitése zirt,

Bizonyités. Az 1.3 Kovetkezmény bizonyitdsshoz hasonlé gondolatmenettel adddik. |

1. 6 Példa. Legyenak< bk’ k=1,2,...,n, §=(al,....an), b= (bl.....bn);

az (ak'bk) nyllt intervallumok direkt szorzatdt, ill, az [ak. bk] zért interval-

lumok direkt szorzatdt (ldsd I. Kuotet, 3.1 Definici6), k= 1,2,..., n, n-dimen-
zi6s nylit tégldnak, ill. zért tégldnak nevezzlk és (a; b)-vel, ill. [a;b] -vel
jeloljuk, Més szoval

(§;.?)={(xlt---rxn)nk< xk< bk» k=1121--- n}r

illetve

[g;t_a]={(xl,...,xn):ak.<: x <b, k= 1,2,...,n}.

Kénnyen beldthat6, hogy az (a;b) nyllt tégla nyilt tartomény, az [a;b]
z4rt tégla z4rt tartomény és (2;b) lezdrdsa (a;b} = [ a;b]. Megmutatjuk, hogy
az (a;b) tégla dtmérsije - o 1
| n A2
d (a;b) =[Z ®, -3 ] (1.5)
k=1
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= € ; = s D). v
Legyen x (xl, cees xn) (a;b)h, ¥ (yl. ,yn)e (a;b). Mivel 8 <x < bk

2 2 ..
ak<nyk< bk' BZé}_rt (yk xk) < (bk ak) » k=1.2,...,0, Igy o &.y)<
<[ 5 (bk-ak)z] 2 , teh4t az (1.5) jobb oldalén 4116 szdm a tégla pontjai egy-
k=1

méstol mért tdvolsdgainak felss korldtja., Megmutatjuk, hogy ez egyben a leg-
kisebb fels§ korlét, vagyis hogy mincllen £>0-hoz van a tégldnak olyan két pont-

ja, melyek tdvolsiga { ﬁ (bk-ak)z] 2 - ¢ -nil nagyobb. Tekintstk azaéshb
k=1 -

pontokat Bsszekit§ egyenes szakaszt (14sd 1.2 Példa), melynek egyenlete

x=(-at+a, t€(0,17. At=0ésat=1 értékekhez tartozs pontok, a & b

kivételével e szakasz minden pontja a tégléhoz tartoztk. Legyen 0 < T< 3

ésx =(b-a) T +a, y=(b-a) (- T)+a; ekkor x, y € (a; b) és

= 2 '21'
P = ( P [(bk-ak) T+a, - (® -2,) 1 -T)+ ak)] J =
k=1

N =

n 2
- Z[ZT(b-a)+a-b]]
[M KT Kk

[ R

=[§1 (bk-ak)z(x -27T )2]
1

n
Z:(b'a)22=
L &e))

1

n - n
_ A 2
_[k; (bk ak)] u(k:l (bk ak)] >

=(1-2t)(

™~

n 2%
>( L o-e)) - €.
k=1
ha o -
£ 2
T<—=|2 (b -a) L
2{1@1 k k]

B2 —

Ugyanigy lsthato be, hogy az{a;b] z4rt tégla 4tmérdjét is (1.5) szolgéltatia.
Ac= (cl, Cor vves cn) pontot, ahol ¢y =-2-(ak+bk), k=1,2,...,n, 2z

[a;b] tégla kozéppontjinak nevezzitk, Az X 1 = ¢ hipersikkal az [a;b] téglae
két egyenld téglira vighatjuk szét. Az x5 = c, hipersik e két tégldt ujabb
két-kér téglira végia. Az eljdrist tovibb folytatva, az n-edik lépésben
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az X, =C, hipersikkal kettévégva az addig keletkezett tégldkat, végulis az ere-
deti tégla 2" szému egyenlS téglira bonthats fel:

EXXE

s ca % X% x ,C <X <
{(xl’ x)ig X €0, .08 X 20 P S E,T bn}’

.., [eb].

Az igy keletkezett 2" szému tégla mindegyikének dAtmérdie pl.[ a;c]
Atmérébjével egyenls és

1
n a-+b 2
2
d[_a_;c]:(ZI[ kzk -ak] ] =
. -
2 —
n (b,-a )" 2
- {Z T ] = 5 dfan]. (1.6)
k=1

Az itt elmondottak dsszhangban vannak a kdzbnséges tér téglatestjeinek
elem] tulajdonsdgaival.

2. Pontsorozatok. Torlodasi pontok

Az R™ tér pontsorozatait a végtelen numerikus sorozatokhoz {(l4sd I. Ko-
tet, Negyedik fejezet) hasonléan, mint a természetes szdmok halmazénak
RO-be valG leképezéaeit értelmezzik. Ilyen értelemben beszélunk az xy, k € T
végtelen pontsorozatrdl, melynek k-adik tagja xy € RT, A végtelen pontsorozat
korlétos, ha a tagjalbol 4116 taxtomény korlétos.

2, 1 Definici6, Azt mondjuk, hogy az X, k € T pontsorozat konvergens, és
hatdrértéke 2z a pont,

ha minden i(a £ kirnyezethez van N € T, melyre k = N-b6l
x € Ka £ kovetkezik, mds szoval, ha minden £ > 0-hoz van
N € T, melyre k 2 N-bfl ¢ (Ek' a)< € kovetkezik.
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Ha a pontsorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezzik. Kbnayen
14that6, hogy ha a pontsorozat konvergens, akkor korldtos. Az olvasora bizzuk
a kivetkezs egyszeri tétel bizonyitdsét:

2.1 Tétel. Legyen5k= (xkl’ vees xkn)ik eT, és gﬁal, vens an); um3k=§
k+co
akkor és csak akkor, ha lim xki =a,i=1,2,..., 1.
k>o0 i

2.2 Tétel, (Bolzano-Weierstrass-tétel, v.o. 1. Kotet, 16,2 Tétel), Korlitos
pontsorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen _)_(k = (xkl' eres x]m), k € T, korldtos pontsorozat. Ekkor

az ku, k¥ € T, numerikus sorozat is korldtos, van tehdt konvergens részsoro-

zata:xi It ke T, Az X 9

k k
részsorozata:x, ., keT. Azx,

i, 2 i, 1

pontsorozat részsorozata, tehdt maga is konvergens. Az x, , k € T pontsoro-

, ke Tnumerikus sorozat korldtos, ezért van konvergens

, keT, sorozatazonbana konverges x, v keT
-1

i
I
zat ezek szerint mér olyan, hogy az els6, ill. & mésodik koordindtékbol alko-
tott két numerikus sorozat konvergens. Az eljirdst tovdbb folytatva, a harma-
dik koordindt4kbol alkotott korldtos sorozatb6l kivdlasztva egy konvergens rész-
sorozatot és igy tovdbb, n 1épés utdn olyan X o k € T, pontsorozatot kapunk,
k
amelynek mindegyikikoordinéta-sorozata konvergens, mely tehdt az el&zd tétel
szerini maga is konvergens. |

2.3 Tétel. (Cauchy-féle kritérium). Az xi, k € T pontsorozat akkor és csak
akkor konvergens, ha minden £ »0-hoz van N € T, hogy minden
k,h > N-re o (Ek’ _}_th)< £ .

Bizonyitds, A bizonyitds az I. Kotet. 16.3 Tétel bizonyitdsénak gondolatmene-
tét kbveti (a megfelel6 becslések a hdromszdg egyenlitlenség alapjdn végezhe-
t6k), igy azt nem részletezziik, !

2,2 Definicié, Legyen D R" végtelen (végtelen sok elemet tartaimaz6) pont-
halmaz; az 2 & RY pontot D torl6dési pontjdnak nevezzlk, ha
minden K, kdrnyezethez van végtelen szdmossédgu Ac D, mely
re A c K. :

Torl6disi port minden kdrnyezetében tehat a halmaznak végtelen sok
eleme van, Az elébbivel ekvivalens a ktivetkezd definicié {az ekvivalencla az
I. Kotet, 17,1 és 17,1’ Defintci6k ekvivalencidjdval analég modon 14that6 be)!
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2. 2'Definiclé, Legyen D ¢ R® végtelen ponthalmaz; az 2 € RD ponte D torié-
N ddsi pontjénak nevezzlk, ha minden K, kirnyezetre
Ky, N(D\{2})# B, vagyls ha a minden kbrnyezetében van D-nek
2a~t6l kulonbyz6 pontja.

Természetesen 4ltaldban abb6l, hogy a a D halmaz torléddsi pontja, nem
kivetkezik a € D, Ervényes azonban a kdvetkezo

2.4 Téel. AV tartomédny akkor és csak akkor zdrt, ha 6sszes torl6ddsi pontjét
tartalmazza.

Bizonyitds, Tételezzlik fel eldszdr, hogy V tartalmazza 8sszes torlédési pont-
jét. Be kell bizonyitanunk, hogy V 8gszes hatdrpontja V-nek eleme., Lecven h
V-nek tetszdleges hatdrpontja. Ha h €V, akkor nincs mit bizonyitani, Ha feltételez-
ziik, hogyh £V, akkor az 1. 4 Definicid szerinth mindenkornyezetébenvan V-nek
(h-tol kiltnbbz6) pontja, vagyis h V-nek torléd4si pontja, tehdt mint ilyen,

b €V, ami ellentmondds. Forditva, tételezztik fel, hogy V zdrt és legyena
V-nek tetszOleges torléddst pontja. Mivel ekkor a minden kdrnyezetében van
V-nek (a-tdl killonboz6) pontja, az 1.5 Definicl6 szerint a vagy bels6 pont, vagy
hatdrpont. Miutdn V zdrt,ebbdl a € V ktivetkezik, |

E tételtS] kdnnyen kaphat6 a

2,5 Kvetkezmény, Legyen V zdrt tartomdny és xy, k € T, konvergens pont-
sorozat, melyre x &V, ke T, akkor lim x eV,
k ~» °°

2.6 Tétel. Korldtos végteten ponthalmazrak van torl6ddsi pontja.

Bizonyitds, Legyen D korldtos, végtelen sok pontot tartalmazo tartomdny, Mi-
utdn D-nek végtelen sok eleme van, D elemeib6l alkothaté olyan x;, k € T,
pontsorozat, melynek minden tagja kilsnbsz6: X # X ; k#h (1étezik a termé-

szetes szdmok T halmazdnak D-be térténd egy-egyertelmu leképezége, lisd
I. Kotet, 2.1 és 4.2 Definici6, valamint a 13, 1 Tételt ktvets megjegyzés).
Mivel D korlétos és 5 € D, a8z X k € T, pontsorozat is korlitos. A 2.2
Tétel szerint tehdt kivdlaszthatd belfle konvergens részsorozat: lim X =g
k—»cok
a a D tartomény torlddési pontja, mivel minden Ka kirnyezetre 1:1 € Ka' ha
—_ k —

k elég nagy, x, #x , k#h, éaigy Ka a D tartomdny végtelen sok pomtjit

ok

tartalmazza. !

A ktvetkezlkben néhdny korldtos, zdrt tartomédnyokra vonatkozé alap-
vet§ tételt bizonyitunk,
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2.7 Tétel, Legyen V nem ires, korldtos és zart, W pedig nem lres, z4rt
tartomény és V1 W=9; ekkor vanvy € V és w € W, hogy

eV, W)= o{,w) >0,
az ilyen tartoményok kbzitti tdvolsag tehdt pozitiv.

Bizonyitds. (1.3) szerint @ (V,W)=inf [~ (x,y), vagyis minden k pozitiv egész
xeV,yeW

. : , 2 1
szdmhoz vangckeV éslrk €W, hogy P(V,W) = 9(5‘(, _yk)< PV, Wi+ T

= 2 = i ; =
k=123, ....lgylimo (}k, Xk) [« (V, W), Mivel V korlitos, 2z X, k
ksoo
=1,2,... pontsarozat is korldtos és ezért kivdlaszthato belSle _:_ci , ke T,
k
konvergens részsorozat (2.2 Tétel). Mivel minden k € T-re _p(}i R Xi e(V, W
k 'k
—i—l—s PV, W)+ 1, az ¥, k € T, pontsorozat is korlétos, van tehit konvergens
k k
részsorozata:_ji » ke T, Az X k ¢ T, pontsorozat 8z % k € T kon-

mk mk k

vergens pontsorozat részsorozate, tehit ez is konvergens. A 2.5 Kovetkez-
mény szerint v = lim x € Vésw=1limy € W, tovdbbd
- k>ool

Um 0. .y, )=¢ (V, W). A hiromsztg egyenlibtlenség miatt

ksocc 'm, m

k k

p,ws o (nx, )4 p(zim Y e &y w)
T kK Mk My

és

ok, Ly, I plnx, Jtplwtel; W,
e Mk My Ty
ahonnan
P& Y ) - oy )- 9wy, splvaw)<
m m

My K K my

SPh Ly It eWx I+ P Wy, )
Ty T My oy
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ktvetkezik, Mivel az ut6bbi egyenldtlenség ldnc els6 és utolsé tagja k — oo
esetén Q(V,W)-hez tart, @ v,w) = % V., W), éa miwtdn V N W= miatt
v #w, e tivoladg pozitiv. |

Hasonl6an bizonyithat6 a kivetkez6

2.8 Tétel. Ha V nem iires, korldtos, zdrt tartomdny, akkor vanv, w& V,
hogy V dtmérje

dV)= @ (v,w).

2.9 Tétel. (Cantor-féle tulajdonsdg, v.6. I. Kotet, 12,1 Tétel), Legyen Vi,
k € T, nem-lUres, korldtos, zirt tartomdnyok "egyarréésba skatulyé-
zott" gorozata, vagyls V. oV ke T;ekkor N V, #8.
k k=1 k

k+t’

Bizonyitds. Vilasszuk ki tetsz(legesen a A € Vk,_k € T, pontokat. Mivel a I

k € T, pontsorozat korldtos, kivdlaszthat6 beifle konvergens részsorozat
(2.2 Tétel) :v_ , k€T, melyrev=1lmy_ ., Legyen m & T tetszblegesen
m - ~m
X k»oak
adott; bizonyos k-t6l kezdve m,_ > mésigyyv € V C V . MivelV
k 'mk mk m m
zéwt, a 2,5 Kévetkezmény szerint vE Vm' v tehdt minden Vm tartomédnynak

m
eleme, igyy e 1 V,..!

k=1 k
2. 10 Tétel. (Borel-féle lefedési tétel, v.d. L Kotet, 12,2 Tétel). Legyen
V C RI nem ires, korldtos, zdrt tartomdny és a {K,‘": € M}
(nyilt) golySk halmaza (M tetsz(leges indexhalmaz) fedje le V-t,
vagyis legyen V.C U KM ekkor a {x}*: € MY halmazbol ki-
vélaszthatd véges Szdmu goly6, mely lefedi V-t.

Bizonyitds. A tételt reductio ad absurdummal bizonyitjuk. Tegyuk fel, hogy

nem vélaszthat6 ki véges sok K} goly6 ugy, hogy ezek egyesitése lefedje V-t.

Mivel V korldtos, van B z4rt tégla (l4sd 1. 6 Példa), hogy V< B. Jelsljuk B

dtmérdiét d = d(B) -vel. Bontsuk fel B-t az é. 6 Példdban vézolt mddon 20 szdmu
2

egyenl6, z4rt tégldra, vagyis legyenB= U B jp 3oL B zért tégla és A ) =
i=1
1
== d, 1= 1,2,3,..,2", Az L. Kotet (1.6) azonossag felhasznildséval
2" 2R
V=vNB=V n[Us ]= U wns).
SUT 1



AVAN BIi tartoményok az 1.3 Kdvetkezmény miatt zdrtak, AV N B (g terte-

mdnyok kizdtt lehetnek Uresek, ezektdl tekintsiink el, A nem lres V N Bii

tartomédnyok kgzitt van olyan, amelyet nem fed le véges szdmu KM golys, mert
ha mind lefedhet6 lenne véges sok golyéval, akkor egyesitésik, V is lefedhets
lenne 2 feltevéssel ellentétben. Jelsljuk VN B 17gvel ezt a nem Ures, zdrt tar-
tomdnyt, Nyilvin

1
0 2 n = = —d,
Vov B1 és  d{v BI) d(Bl) 5 d

A Bj tégldt boutsuk fel az 1.6 Példdban vdzolt médon 2" szdmu egyenld, zért

2“
tégldra, vagyis legyen B1 = U 821' ahol B, i zdrt tégla és d(BZI) =—1—2- d,
1=1,2, ..., 2% =1 2
21 Zn
vNB =V n(lL:J1 B, )= :;Jl VnB).

AV N !321 zdrt tartoményok kzbtt van olyan, amelyet nem fed le véges szdmu

KH golys, mert ha nem lenne, akkor V 1 By-et is lefedné véges sok., Jelsljuk

vn Bz-vel ezt a nem {ires, zdrt tartomdnyt. Nyilvdn

VOVAB SVNB, é dVNB)<dB,)=— d.
J 1 2 2 2 22

Most a B, téglét bontsuk fel, és igy tovdbb, Az eljdrést vég nélkil folytatva
nem Ures, zdrt tartomédnyok egymdsba skatulydzott

N .
Vov BIDVHBZD DVﬂBkD

k
2

véges szdmu K M golyéval, k= 1,2,3, ... . A 2.9 Tétel szerint van

gorozatdt nyerjuk, d{V N Bk) <-4 ésavVn Bk tartomdny nem fedhets le

(=~}
xe M vneycvel kF,
k=1 ueM

Ezek szerint van F o€ M, hogy a K Fo= Ka_v.,r golydnak x eleme:x € KE- -
Legyen Q(2,x)= r < T Amint az 1, 4 Példdban ldttuk, .Klm:_r1 cC Ké’];.
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Ha k elég nagy, akkor d(V N Bk)é—(i—<r-rlés mivelx € VAB,aV B,

-2
tartoméany minden pontjinak x-t6! vett tdvolsiga (r-r 1)-néI kisebb. Tehdt
VNB cK ck _=kPo,
k X ,r--r1 a,r

vagylsa V N Bk tartoményt egyetlen K Mo golyé lefedi, ami ellentmond annak,
hogy V N B, nem fedhetd le véges szdmuK"goly6val. !

3. TFiggvény hatarértéke

Az f fuggvényt n véltozés (n = 1,2,...) valos figgvénynek nevezzUk, ha
Dy értelmezési tartoménya a val6s szdm n-esek RD terének részhaimaza, ér-
ték halmaza pedig R, vagyis ha:

£: DR, ahol chR“

fx)e R, ha x €D, (§=(xl. Xy

cery xn)) .

A gyakorlatban siriin fordulnak el n v4ltozos figgvények, amikoris
valamely skaldr mennyiséget n darab v4ltoz6 skaldris mennyiség egyértelmien
hatiroz meg. Példdul adott tomegl gdz V térfogatdt a p nyomds €s a T hémér-
séklet egyértelmien meghatdrozza:

Vo DVI—: R, aho!l Dvc_ R2 ,

V() €R, ha IEDV » {x= (. T,

kérvdltozos figgvény.,

L3

2
3.1Példa, Az f(x)=x (_I_ 2 12 Xy formuldval értelmezett hiromviltozos

fuggvény értelmezési tartoménya azon x = (x » Xy Xg x,) szémhdrmasok halmaza,
amelyekre
2 2 2 2,2, .2
- - - <
1 xl x2 x3>0, xl+:~;2-{~x3 1,

—

vagyis ¢ (x, 0) < I, tehdt D 8z origé kbzéppontu, egységny1 sugaru hdrom-
dimenzi6s golyo.

Az f : Df—» R, ahol D - R f(xI, xz) c R kétviltozos figgvény lehet-'

séges geometriai interpretéciéja a hdromdimenziés tér bizonyos felifletdarabja.
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Vezesslnk be a biromdimenzids térben egy (x,y,z) Descartes-féle derékazigl
koordindtarendszert. A p = (a,b,c) pont akkor és csak akkor legyen rajta a
felileten, ha (a,b) € D¢ és ¢ = f(a,b) (l4sd 3. i dbra). Az igy definidlt feltlet
az f kétvdltozos {liggvény grafikonja (14ad I. Kdtet, 3.2 Definicid).

Z

1
¢ &
-

‘\
3
\
a fes0;

>

3.14bra

3.2 Példa. Az f(x,y) = -V x + y formuldval értelmezett kétviltoz6s fliggvény ér-
telmezési tartoménya az x,y sikban az x + y = 0 félsik. A grafikon pontjait a
p = (x,¥, - ¥ X + y) koordinitdju pontok alkotjik, ahol x + y > 0. Megvizsgdlva
a felllletnek az x = c, illetve z = ¢ (c 41land6) sikokkal valé metszetgdrbéit,
kénnyen l4thatjuk, hogy felUletink parabolikus félhenger, amelynek alkotéi a
z = 0, y + x = 0 egyenessel pirhuzamosak és vezérgérbéjeazx =N, z=-{y
parabolaiv (ldsd 3.2 dbra),

Az egyviltozss figgvényekhez analég modon definidthatjuk két n vdltozds
valos filggvény Beszegét, szorzatit, hinyadosdr '4sd II, Kotet 1.1, 1.2, 1.3
Definici6k),

Monoton nveked§ n véltoz6s fliggvényekrSl nem beszélhettnk, mivel az
n dimenzids tér (p > 2) pontjal nagysdg szerint nem rendezhetfk.

Minden véltoztatds nélkil dtvihetSk a [, Kotet 1.5, 1.8, 1.9 Definici6i
n véltozés fuggvényekre is, Igy példdui az f : D— R, Dc RB fuggvényt akkor

nevezzitk feliflrdl korldtosnak, ha van olyan K € R, hogy f{xi. Xyp eens xn) =K,

minden (xl, Xgr eevs xn) € D-re. Azt mondjuk, hogyazf:D >R, DcC R?
fuggvénynek az 2 € D pontban lok4lls maximuma van, ha létezik olyan Ka
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kéranyezet, hogy f(a) > f{x) mindenx € K, N D-re, Az£:D—>R, Dc R® fugg-
vénynek az a € D pontban abszolut maximuma van, ha f(a) z £(x) minden
X € D-re,

3.2 dbra

3.1 Definici6. Legyenf :D+~ R, ahol D C Rn, ésaz a = (al, ey an) pont

e D tartomédny torlédisi pontja. Azt mondjuk, hogy f hatirériéke
az a pontban A (A € R, vagy A=co, vagy A = -©0), szimboli-
kus jeltléssel:

Iim f{x)= A,
X~+a

ha A minden Kp © R kbrnyezetéhez (egydimenzics kérnyezet)
van a-nak olyan K; < R kérnyezete (n dimenzi6s kornyezet),
hogy minden -

X € (Kg\{a})ﬂ D-re f(x) € KA.

Més megfogalmazdsban, az A € R esetre szoritkozva:
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3. I Definici6, Legyena a D C R™ tartomény torl6dési pontja. Azt mondjuk,
hogy f : Dr>R hatérértéke az a pontban A (A € R), ha bdrmely
£> 0-hoz van olyan &7 0, hogy minden x-re

x €Dés0<@(a, x)<O S| f(x)-Al<E

A 3.1 Definicioval A € R esetben ekvivalens a

3.2 Definici6. Legyen a a D < RE tartomény torléddsi pontja. Azt mondjuk,
hogy £ : D— R-nek az a pontban létezik a hatdrértéke, ha min-
den X k e T pontsorozatra, melyre X € D, X, #a, ke T)

és lim x

=4, az f(l‘k)v k € T sorozat konvergens.
koo

k

Nyilvdnval6, hogy ha f-nek a-ban a 3.2 Definici6 értelmében létezik a ha-
tarértéke, akkor minden f(xy), k € T sorozatnak ugyanaz az A szdm a hatdr-
értéke (ldsd 11, Kotet 4,2 Definici6 utdn kivetkez6 megjegyzést).

Bebizonyithat6, hogy a 3.1 és 3.2 Definici6k ekvivalensek egymdssal.

Az igazoldshoz az egyvéltozos fuggvények esetében alkalmazott gondolatmenct
viltoztatds nélkul felhaszndlhaté (ldsd 11, Kotet 4, 1 Tétel).

3.3 Példa. Létezik-e a lim £(x,y) hatdrérték, ha f(x, y) = xy (x4 ) * 7 Le-
x,y)>{0,0)
gyen xp, k€ T tetszbleges 0-hoz tartozd szdmsorozat (xy # 0). Barmely me R

konstans esetén az :_ck = (xk, mxk),k € T pontsorozat 0 = (0,0) ponthoz tart:

iim X = 0, és % # 0. A pontsorozat x, pontjéban a filggvényérték:

k»oco

K
f(x,) = xk(mxk)z(xi + (mxk)4) -1

Ennek hatirértéke k-»co egetén:

lim mzx3 (:x2 + 1114}{4)-1 =
k Tk k
k>roo

2 42 -1
—1immxk(1+mxk) = 0.

k»co

Tehdt lim £(x, )= 0.
- k
k>co
Legyen most az X, , k € T zérussorozat olyan, hogy x, > 0, és képezzik az

x, = (o f;i;) pontsorozatot.
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imx’ = 0, és

k«boek
Iim f()_:;) = lim X (ﬁfk)2 (xi +ﬁc:) 1
k»co koo
2, 2 2, -1 1
=Hmx, (%, +x) =
(aook KK 2

Az f fuggvény az x ill. az 5;: pontsorozat mentén vett flggvényértékeinek g

sorozata méis-més hatdrértékheztart. Igy az X és 1(1'( pontsorozatok egyesité-

ényértékek sorozata divergens, tehit

sével nyert pontsorozat mentén vett fil
y4) -1 hatdrérték nem létezik (l4sd

a 3.2 Definici6 értelmében & im xy2(x? +

3.3 4bra). (x,y)~»(0,0)
Y
Y=nX
X
X &
X’ .
7 l; Xr
X
%
A
——+ + X
% X X% X
3.3 ébra

3.4 Példa, Hatdrozzuk meg az aldbbi hatdrértékeket:

X-y+ x* 4y '
o) lim( iim -.———7—15) » ahol a bels6 Iimeszty # Ordgzitett értéké-

y+0xs0 x+y+x +¥

nél kell kiszdmitani;
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2 2
g)  lm lm -’-‘-—l’i’—’i—i%) , ahol & bels6 limeszt x # 0 rogzitett érté-
20 y*Olx+y+x +¥

kénél kell kiszdmitani;

X) Yim x—z+x2+12
(x,7)-{0,0) x+ vy + x2+y2

Az o) és (3) esetben egyvéltozls fuggvények hatdrértékeir6l van sz0.

- 2 2 2 '
o) lim'(lim u—t-i—{-—ili)= lim Y—Z—Y = =1,

\x*0 x+y+x +y

y>0 y+0 y +y

X-y+x4 2  +x
Y lim (Hm -_—-Y-——-—--Y—)=nm = 1.

2 2
x+»0\y+0 x+y+x +Vy X +X

1) Vegylk észre, hogy az o) esetben kapott eredmény egyben az
xX-y+ x2 + z

fix,y) = —2—-—2—-—12— kétvéltozds flggvény L 1 tipusu t¥réttvonalra (lded 3.4
X+y+x +y

dbra} vals leszlikitésének hatdrértéke a (0,0) pontban. Més széval, ha az f

fugpvény hatdrértékét az L gbrbe mentén vesszlk, az -1-nek adédik. A [5)
esetben kapott eredmény egyben L, tipusu gtrbe mentén vett hatdrérték

¥

£

3.4 ébra
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{0, O)-ban; ez az £rték 1-nek adédott. Mivel az £ fuggvény (0,0) tetszCleges kir-
nyezetében mind 1-hez, mind pedig -1-hez kizell éxtékeket felvesz, a 3‘)
hatérérték nem létezik.

3.1 Tétel. (Cauchy féle kritérium), Azf :D—R, DC R" fuggvénynek a D
halmaz a torl6ddsi pontjiban akkor és csak akkor Iétezik véges ha-
tdrértéke, ha minden £ 0-hoz van I\ kérnyezet, hogy

HE') - &M< E
mindenx’, x" € (Kg\{a} )N D-re.

Bizonyitds. A II. Kotet 4.3 Tételének bizonyitdsakor alkalmazott gondolatmenet
alapjén torténhet, |

3.2 Tétel. Ha a lim f(x) és lim g(x) véges hatdrértékek léteznek, akkor létezik
X2 X=a

lim 1 f(x) 1,
X+a

lim (00} + g(x)) és Lim (£(x) - g(x)) 1s,
x->2 x»a

és

im (101 ) =11im £)],

x+a 33

lim (@(x) £ g(x)) = lim f&x)+ lim g(x) ,
x+a x>3 %2

Hm () . gx)) = (lim £(x)) {(im gx)) .

x>a X+a X--a

Bizonyitds. A 3.2 Definici6 és a sorozatokra vonatkozo megfelels tételek (l4sd
I. Kotet 15.2, 15.3, 15.5 Tételek) kbzvetien ktvetkezménye. !

3.3 Tétel, Ha Um f(x) = A # 0 véges hatdrérték létezik, akkor 1étezik a

X2
lim ——l—hatérérték is, és
X—+a f(x)
1
lim f(x) s



Bizonyitds. A 3,2 Definici6 szerint i%|> 0-hoz létezik olyan Ka' hogy

A &
[f(x) - Al< | -i-l minden x € (Ka\ { a_\) n Df-re, ahol Df az f fuggvény értelme-
zési tartoménya. Igy B

A A
A l 2.<f(:_:)<A+| 2].

vagyis f(x) # 0, X € (Ka\ {a}) n Df-ben; az a pont nyllvén ‘;- értelmezési tar-
toményédnak is torl6ddsi pontja. Alkalmazva az I. Kbtet I5.6 Tételét beldthato,
hogy az %fﬁggvényre az g pontban a 3.2 Definici6 valamennyi feltétele telje-

1 1

gil, és lm ——— = = .!
x—~a I® A

3.3 Definiclé. Legyen adva n szdmu m-véltozos figgvény kbzis D R™ értel-
mezést tartoménmyal:

LPi DR {l=1,,.., n).

Tegyuk fel, hogy azf: Dfl--j R n-viltozés fuggvény Df < R"
értelmezési tartoménya tartalmazza a ( § 1(15). ‘-Pz(?‘-)' cees
¢ ,(x)) pontokat, minden x € D esetén.

Ekkor értelmezhetjik az f fliggvényb6l, mint kilsS figgvénybol,
ésa Yy (i=1,...,n)fliggvényekbll, mint bels§ fliggvényekbil
Bsszetett:

g(xl, eeey xm) =

= f( tPI(xl, ceos xm). ceny ;pn(xl, . xm))

m-v4ltoz6s figgvényt, melynek értelmezési tartoménya D C R,

4. Folytonos fiiggvények

4. 1 Definici6. Azt mondjuk, hogy azf :D—R,DC R" fuggvény az a € R"
helyen folytonos, ha

a)a €D,

b) a a D értelmezési tartomény torl6dési pontje és létezik a
lim f(x) véges hatérérték,
X>3

c) f(a) = lim £(x} .
X»a
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A "folytonos n-v4ltozos fliggvény"” valamint 8 "Hc R™ halmazon folytonos
n-véltozés figgvény” terminusokat az egyvdltozGs esethez hasonl6an haszndl-
juk (14sd II. Kttet 7.1 és 7.2 Definici6). A Hc R™ halmazon folytonos figgvé-
nyek osztélydt Cpy-val jeloljuk.
A XL, Kotet 6,1, 6,2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 és 6,7 Tételel - amelyekben
az "a hely" szerepét most az a pont jitssza - érvényesek n-véltozos fuggvé-
nyekre is. Tehét a konstans fuggvény folytonos, folytonos fuggvények Usszege,
szorzata, valamint & hfnyadosa is folytonos fliggvény, amennyiben a nevezé-
ben levs figgvény nem nulla, Ezeknek a tételeknek a bizonyltdsa is ugy tbrté-
nik, mint 8z egyvéltozds esetben, Példaként megmutatjuk, hogy a II, Kétet
6.6 é3 6.7 Tételel, valamint bizonyitdsuk, hogyan vihetSk At tbbvéltoz6s figg-
vényekre,
4.1 Tétel. Legyenf :Df» R, ch: Rn, folytonos a b = (bl’ bz, vees bn) < Dfﬁ
helyen, a Y, : DR, DC Rm, i=1,2,..., nfiggvények olyanok,
hogy a LPI(E), 1{12(;5), ceer (x)) pontok mindenx € D egetén

hozzétartoznak De-hez. Legyen tovébbd a € D olyan pont, hogy
{ LPl(g), vees q)n(g)) =bh, ésa Lpi, i=1, ..., nfUggvények folytono-

sak az a pontban. Akkor a g(x) = f( 1(5), P x_Fn(:_:_)) bsszetett
fuggvény is folytonos az g pontban,

Bizonyitds. a) A g :PR, D " fuggvény az a pontban értelmezve van és
§@ = K @ -ors§ @) = 10).

b} Legyen K, az f(b) = ¢ sz4m tetszGleges kirnyezete. f folytonos-
sdga miatt van olyan Ky, k¥rnyezet, hogy:

fly) € Kc’ mindeny € l(g n Df ~re . (4.1

A t.?i(_a_) = hi szdm (1= i,...,0) Kbi krnyezetét vegylUk fel ugy, hogy a Kb1

intervallumok direkt szorzatdra (ldsd 1.6 Példa és 1. Kitet, 3.1 Definicl6)
eljesiiljin Kbl X.eaX Kbnc KQ' (Ha KL’ sugara Q, akkor Kbi sugardt %’f

nél kisebbre vdlasztjuk).
§ 4 (4= 1,...,n) folytonossdgibdl ktvetkezik, hogy van olyan Kla kérnyezet,
hogy: =

Lf'i(g) € 1% , minden x € K: N D-xe, i=1,..., n. (4.2)
i —
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V4lagszuk meg Ka-t ugy, hogy Ka C ;% Kal legyen, (Ilyen Ka nyilvan létezik,
n = = i=1 = -

mivel [} Kai ayilt halmaz, lésd 1.4 Tétel). (4.2)-bél kapjuk:
=1 =

(9,&) ..o, p ®) € (Kb1 X...X Kbn) np.c K!! nDp (4.3)

minden X € Ka N D-re.
(4.1) és-(4.3) miatt:

g(x) = £( LPI(E),. cos e.Pn(E)) € K, minden x €K _0D-re,

Teh4t lim g{x) = ¢ = f(b) = ga), &8 igy a g fuggvény folytonos a-ban. !
x>a

4.2 Tétel, Haf :D»R, D R" az a pontban folytonos, akkor van olyan
K c R® krnyezet és M > 0 szdém, hogy

| f(x)is M, mindenx € Ka N D-re.

Bizonyitds., Legyen £>0; f folytonosségébol kuvetkezik, hogy van olyan K,
golyd, melyre -

|£(x) - £(a} |< €, hacsak x € K N D. Igy
He@| -1£@) <] fx) - f@)|< & -bel
[fa)] -£21 )] = | fa}| +& =M
kivetkezik, mindenx € K, N D-re.!

-

4.3 Tétel, Haazf :D—»R, Dc R® fggvény az a pontban folytonos és
f(a) # 0, akkor van olyan _l_(a goly6, hogy

sg (f(x)) = sg (f(a)), mindenx £ Ka i D-re.

Bizonyitds, &= %I f(a)} > 0-hoz v4lasszuk meg Ka-t ugy, hogy minden
X € K& N D-re teljesiltjon £(x) € Kf(g),E vagyls

) € €@ - 3 [ 1], 1@+ 3/1@)]).
Mivel sg f(a) = sg (f(a) - -;-If(g)l) = sg (f(a) + %lf(g_)f ) azért sg (f(x)) =

= 5g (@)1
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4.2 Definici6, Azt mondjuk,hogy az £ : De=R, D R fuggvény a He D hal-
mazon egyenletesen folytonos, ha minden €3 0-hoz van
S (E) > 0, hogy:

P X

.3} zeHés 9(:\51,1(2)< S(E£)=>

Vg )) - f(}_:z_)l< & ;

S( €)Y -t £ H-ra vonatkoz6 folytonosségi medulusdnak nevezzik

4.4 Tétel. Haf: DR, DC R™ 2 Hc D halmazon egyenletesen folytonos,
akkor minden a8 € H pontban folytonos.

Bizonyitds. Ha a 4.2 Definici6ban x 1 helyére a-t irunk, Allitdsunk azonnal
adodik.!

4,5 Tétel. Haf € C?) , akkor f egyenletesen folytonos Df minden korlaitos,
f
z4rt részhalmazdn,

Bizonyitds. Legyen H c D tetsz6leges korldtos és zért halmaz és £ > 0 tet-
szflegesen adott. A feltétel szerint f minden E € H-ban folytonos, tehit

'%‘ > 0-hoz (lésd 4. 1 Definici6) van 2 ¢ (¥ ) > 0, hogy

3
if(g)-f(l_il)k—-i— , minden:_clE.KE'zwg)n H-ra,
Ezért mimierzu_:l._x2 €K §’29(§)n H-ra
|G )-EG 1< [ £ D-ECET + 1) - 1)< & (4. 4)

Mivel Hc U K , a Borel-féle lefedési tétel (2. 10 Tétel) alapjén kivé-

teH §’9 (t)

laszthat6 véges szému

BT TUMMN 295 18 P U S 16 S

Ek €H, k=1,..., m, goly6, melyek egyesitése szintén lefedi H-t, vagyis:

m

He U K (4.5)
k=1 Ek'?(Ek)
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Vezessitk be a &= min {?(§ 1),. cas @ (S m)} > 0 jeldlést, Legyenlcl. X
9()_;1, 3:2) < & ; (4.5)-b6l ad6dik, hogy van Ek' amelyre

&
2H’

€ K c K
L I P S T TP

x. €K
X, Ek'(e(ik)"'é)c ng’z?(gk)

Ezért {4.4)-b0l kdvetkezik, hogy

lix) - fe)l< €.

Tehst f egyenletesen blytonos H-n és & a folytonossdgi modulusa. |

A folytonos fuggvényekre vonatkozé Welerstrass tételek (14sd Il Kotet,
7.5 és 7.6 Tétel) bizonyitdsa lényegében véve ugyanugy ttrténhet, mint az egy-
vdltoz6s esetben. Itt azt mutatjuk meg, hogy hogyan lehet a Borel tétel felhasz-
nélésdval bizonyitani Weierstrass I, tételét,

4,6 Tétel, (Welerstrasstételel,L)Haf & C% , akkor f korldtos a Df halmaz
f
minden korldtos és zdrt részhelmazdn.

Bizonyitds. Legyen H C Dy tetsz6leges korlétos, zdrt haimaz. A 4.2 Tétel
szerint minden §€ H-hoz vanolyanMy > 0 szdm és KE‘ golyd, hogy

1 £(x)] ¢ Mt minden x € K}. n Df-re . (4,6)

Mivel He | K X azért a 2. 10 Tétel felhaszndldsdval kapjuk, hogy van olyan
fE€H 2 m
El’ vees §k' oo K hogy H ¢ U K? . Legyen M = max Mg . Meg-
k=1 fk 2k
mutatjuk, hogy tetsz6leges x € H-ra|f(x)]$ M, Minden x € H-hoz van olyan
§i' hogy x € K§ . A (4,6) formula alapjén:
- i

[fx)l¢ M, ¢ M.I
$

[+]

D¢

&s zért halmazon f felveszi 2 maximumét és 2 minlmumét, Vagyis,
ha H ¢ Dy korldtos és zart, akkor van t € H és m € H, hogy

4,7 Tétel, (Weiersirass tételefl,)Haf € C_ , akkor minden H c Df korlédtos
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5 ) = sup f(x)
- x€H

(g) = int ).
%

Bizonyitds. Legyen S =Ksu£ f(x). (A 4.6 Tétel biztositja, hogy S létezik.) Ekkor

van olyan f(x, }, X, € H keT fuggvényértéksorozat, hogy lim f{x )=35.
“k'7 -k ’ ko —k

Xy k € T korldtos pontsorozat, mivel X € H és H korl4tos, A 2.2 Tétel
alapjdn kivdiaszthat6 belfle X k € T konvergens részsorozat, Nyilvdn

4
lim f(:_{1 }=5, A H haimaz zdrtsdga miatt a lim xi =‘§ pont ig eleme H-nak
k>0 'k k—»oco'k -
(14sd 2, 4 Tétel), f folytonossdgdbo! kivetkezik, hogy

f(; ) = lim f(zci ) =8 =sup f{x}.
S k xeH
kK =

A tétel infimumra vonatkoz6 4llitdsa hasontGan adédik . |
E bizonyitdsban Weierstrass I. tételét felhaszndltuk, de a gondolatmenet
kis moédositisa egyuttal Welerstrass I. tételének bizonyitdséra is alkalmas.
4.8 Tétel, (Bolzano tétele) Ha f € C‘B
f
értékkészlete intervallum, azaz a, b € D¢ esetén minden
c €[f(a), f(b)] -hez van olyan } € Dy, hogy f( § y=¢ .

, €8 Df Usszeflggs tartomdny, akkor f

Bizonyitds. Mivel Dy dsszefigg6, azért vanx(), t€ [t N tzj folytonos ut, amely

az a pontot b-vel Osszekuti és Df-ben halad.
Azaz

g(t)eDf. ha t(-:[tl. tz]' {4.7)

Tekintsiik a g{t) = £xt)), g: [t I’ tz']»R. egyvéltozos fuggvényt, amely dssze-
tett fuggvénye az £(x) és xy(t) i = 1,...,n folytonos fuggvényeknek,
A 4.1 Térel alapjén g(t) folytonos [t Y ~ben.

gt) = 1) = @)

- 34 -




gt,) = 1x6,) = 1@

Az f(a) = f(b) esetben § = a- val adddik e tétel 4llitdsa. f(a) # f(b) esetben a L
Kotet 7.3 Tételéb6l kovetkezik, hogy vant e [tl, tz]. hogy gt ) = txe = ,

ahol (4.7) szerint § = x(t )€ D, .1
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Madsodik fejezet

DIFFERENCIALSZAMITAS

5. Parcialis derivaltak. Totalis differencialhatosag

Haazf:D~K, DC R™ n-véltozés fuggvény n-1 véltoz6jdt rogzitjuk,
akkor egyvéltozds flggvényhez jutunk és beszélhetitnk ezen egyvéltozds figgvény
derlvdlhat6sdagéarol.

5.1 Definicl6. Legyena=(a, ..., a }azfD—~R, Dc R®, n-véltozos fugg-

vény D értelmezési tartomédnyénak torlédisi pontja, és a € D.
Jeltlje fk: Dk» R azt az egyviltozds fUggvényt, amelynél

D, ={xe R: (a T TR I ST an)e D}
éax g Dk esetén
fk(x)=f(al, az, veas ak-l' X, ak+1. PN an) .

Azt mondjuk, hogy f az a pontban x; (a k-adik véltozd;a) szerint
differenciflhatd, ha iétezik a

1

df, (x) )
dx x=a
. f(al,...,ak_l,ak+h,ak+l,....an)-f(al, Ry Ry preeedn)
" a0 b
* 5. 1)

differencidlhdnyados, amelyet az f n-véltozds fuggvény a pont-
beli xy szerinti parcidlis derivéltidnak nevezink, és

df
x —ka(g)-ka(al....,an)— dc | x=a,
kix=2a

—

jelsltnk, k = 1,2,..., n.
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ra ’ /
g ab)
// /‘/
rd
X

5.1 dbra

5.1Példa. Azf:Dm~R, DC R2 kétvdltozos fuggvénynek az (a,b) pontban
vett x (els§ viltozd) szerinti parciflis derivéltja, azon gdrbe "a" pontbeli érin-
t6jének irdnytangensét jelent, amely gorbét f grafikonjdbdl az (a,b) ponton
dtmen6, x és z tengellyel pirhuzamos sik metsz ki (ha e sikonaz x és z
tengelyekkel pdrhuzamos tengelyl koordinitarendszert vezetlnk be, 14sd
5.1 4bra).

A fuggvény parciélis derivéltjainak 1étezéséb6l nem kdvetkezik a fuggvény

folytonosadga (v.9.II. Kutet 11.2 Tétel),
5.2 Példa, Legyen f : R~ R, az aldbbl formuldval definislva:

L5, &y # 0,0
X +y

0 , ha (x,y)= (0,0)

f(x) = {(x,y) =

f parcidlis derivéltjai az értelmezési tartomény minden (x,y) pontjdban létez-
nek. Ha (x,y) # (0,0), akkor nyilvdn
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2 2 2 2
, _yxHy) mxy.2x ¥y -x)
£ &y) = 7 22 =T 23

X +y) x"+y)

2 2 22
f;(x»Y)= X(x+y) - xy.2y _ x(x -y )

2 22 2 2.2
(x+y) x +y)
Ha {x,y) = (0, 0), akkor
h. 0 -0
n? 4 o
f (0,0} = lim —-—-h-———""" = 0
h-+0
. h
3 -0
h

£ (0,0) = lim
y h-> 0

Konnyen bel4that6, hogy f a (0, 0) pontban nem folytonos. Ugyanis ha az
2 = (xk. mxk), k € T, pontsorozatot ugy vilasztjuk meg, hogy X #0, X, -0,

ha k = oo, és m € R tetszfleges 4llandd, akkor lim X = 0 és

2
mx
lim f(_}gk) = lim — k2 7 = 2m .
k—+>co k->°°xk+m Xy m + 1

Tehdt m-et v4ltoztatva l4thats, hogy kilonbtz6 zérushoz tarté xy, k € T, pont-
sorozatok mentén a fliggvény hatdrértéke més és mis.

Ez a példa azt is mutatja, hogy ha egy kétvéltoz6s (tobbviltozds) fugg-
vény minden egyes véltoz6jiban a tobbi vdltozé rogzitése mellett folytonos, akkor
ebb6l nem ktvetkezik, hogy a két- {tdbb-} véltozés flggvény is folytonos lenne.
Vagyis, ha egy kétvaltozos flggvény grafikonjdbdl valamennyi x, illetve y ten-
gellyel pdrhuzamos, az x,y slkra meréleges vetit6sik folytonos fuggvény gra-
fikonjit metszi ki, akkor még el6fordulhat, hogy a kétvéltozos fuggvény helyen-
ként nerr folytonos.

A I, Kutet, 11.3 Definici6jst az aldbbi 5,2 Definicidval Ssszehasonlitva
14that6, hogy az egyvéitozos fuggvény derivdlhat6sdga fogalménak analogonja
tébbvéltozds fuggvények esetében a "totdlis differencidihatésidg”.

5.2 Definici6. Azf :D=R, DC R" fuggvényt a D tartomdny a € D torl6ddsi
pontjdban totdlisan differencidlhaténak (totélisan derividlhatonak)
nevezzUk, ha f a pontbeli megvéltozisa (nvekménye)
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f(a + h) - f(a) , ahol a + b € D, felirhaté a kovetkezd alakban:

-b) - f(a) = hot...
fla+h) - )= Ah A+ ...+ A D +

-

+E (b R+ g By, B )R

n
™=

n
AR+ §1 £, (h, 5.2)

1}

i=1

ahol az A_l valés szdmok h-tél figgetlenek és
El(ll)+ 0, hal_1=(h1,...,hn)—>-{), i=12,..., n

Az 5.1 €5 5.2 Definici6 jeloléseit hasznadljuk az 5. 1 Tétel megfogalmazdsdndl
és bizonyitdsdnil.

5,1Tétel. Haaz f : DR, DC R" fiiggvény az a pontbantotilisanderiviihats,

akkor létezikaz a pontbanaz x, szerinti parcidlis derivditja
k
(k=1,2,...,n)és

f;k(_a_)= Ak' {k=1,..., n).

Bizonyitds. Vegyik specidlisan f-nek a h =(0,...,0, hk' 0,...,0) irdnyu megvsl-
tozdsit, A totdlis differenciflhatésdg definicidja (5.2 Definici6) ésaz 5.1Defi-
nicicalapidn

fla + b} - fl@) = £, (a +h)-f(a)=

=AB +E B,

ahol Ek(hk) -0, ha hk—s- 0.

A Il Kétet, 11.3 Definiciob6l 14that6, hogy az fy egyvéltozds flggvény ay-ban
differencidlhaté és
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5,2 Kovetkezmény., Ha gz { : DR, D< RE, fuggvény az g € D pontban toté-
lisan differencidlhat6, akkor ngvekménye a ktvetkez( alak-

ban irhat6 fel:

i(x) - f(a) =
n n

-l @b xt L £ (ANDX,
k=1 "k k=1

aholx € D, Ax=(Ax1,...,Axk. cres Ax“) =

= (xl—a reesyX =2

1 k k’""xn-an)

és Ek(g__x)—»O, ha Ax-—>0
(k=1,...,m).

Bizonyitds. Az 5.2 Definici6 és az 5.1 Tétel kbzvetlen kbvetkezménye, |
A 11, Kotet, 11,2 Tétel n-v4ltoz6s fliggvényekre a kdvetkez6 forméban fogal-
mazhat6 meg:

5,3 Tétel, Haf : D—R, DC Rn, az a € D pontban totdlisan differenciélhatd,
akkor folytonos a-ban.

Bizonyitds. Az (5.2) formuléban elvégezve a h— 0 hatdrdtmenetet, 4liitdsunk
adodik, |

5.3 Példa, Az 5,2 Példsban szerepl6 fuggvénynek a0 pontban léteznek a parciflis
derivéltjai, ugyanakkor 0-ban totdlisan nem differencigThat6. Ugyanis az ellen-
kez6 esetben, az 5.3 Tétel alapjén folytonosnak kellene lennie 0-ban. A foly-
tonosség - mint l4ttuk a 0 pontban nem 41l fenn. '

Az 5.2 Tételb6l és az 5.3 PE1d4bol l4that6, hogy egy n-véltoz6s fliggvény
totalls differenctélhatGséginak szlkséges, de nem elégséges feltétele a parcid-
lis derivaltak létezése. Az 5.4 Tétel a totflls differenciflhat6sdg egy elégsé-
ges feltételét adja, Ha az f : D+ R n-véltozés fuggvény x) szerintl parcidlis
derivéltja a H ¢ D tartomény minden pontjéban 1étezik, akkor az f}'{ : H—R

k
n-véltoz6s fuggvényt, melynek értéke minden x € H-ban f; (x), az f figgvény
k

xi szerinti parcidlis derivaltflggvénynek nevezzlk,

5.4 Tétel, Az f : DR, D C R, figgvény az a € D pontban totdlisan diffe-
rencidlhat6, ha van olyan K; € D, hogy minden x € Kj pontban
létezik f tsszes parcidlis derivéltja és a parcidlis derivalt fuggvé-
nyek a-ban folytonosak. '
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Bizonyitds. Bevezetjlik az aldbbi jelsléseket:
1

h‘:(hll L] hﬂ)=hr

B = (0 0, h h) (k = 2

h =0, ..., 0 0, eens B =2, ..., n),
™o ..., 0=0.

Ezen jelolések segitségével f a pontbeli névekménye (legyena +h € K ) a ki-
vetkez6képpen irhat6: 2

f@+h)'f(§)=f(g+hl) ) f@+hn+ 1) _

n
= 2 [ta+p - @+ 1Y) G.3)
k=1

Az ]:f(g + I_lk) -fla+ gk“)] kilonbség tulajdonképpen az

fx)=fa,, ..., a_ _,%,a +h .., 8 +h)
k 1 n n

k-1 k1l kel T

formuldval értelmezett egyvaltozos fiiggvény ay pontbell megvéltozdsa
(hk+1’ wees h11 rogzitett k=1, ..., n):

ta 41 -Ha+n T h =

= fk(ak+ hk) - fk(ak) , k=1, ..., n}, 5.4)

A feltérelbf] koverkezik, hogy fy differencidlhatofa , & + hk] -ban (v. &(5. 1)

formuldval). Alkalmazhatjuk a Lagrange-féle kozépértéktétel (II. Kutet,
15.4 Tétel):

I (@ +hk)-f(a)
k k k" k oy .
hk =fk (Ek) (k" I! s ey ll),

ahol skke[ak, a, + hk] Legyen §k= a + "}k hk :

ahol 0 < &, < L Igy

fo +h)-fle)=T( + o Bon, (k=;, ....n).
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(5. 1) figyelembevételével
fk(ak+hk) - fk(ak) =

=f {a,..., .
xk( e e P A e o

(k=1, ...,n) (5.5}
Mivel a feltételek szerint a parcislis deriviltfliiggvények a-ban folytonosak,

f; (al,...,a

.a+3h +h ..,a +h) =
k n n

k-1 k k' k+1 +1""

=ka (al,....an)+£k, (5. 6)

coes -0,
ahol h'k+1_’ 0, hk+2 -0, hn - 0 esetén Ek
(5. 6Y-ot behelyettesitjuk (5.5)-be:

f @ h) - fla)= f;k @n + &, 6.7

ahol E,k-’. 0, h—-0esetér (k=1,2,...,n).

(5. 4)-et és (3. T)-et fethasznilva (5.3)-bdl kapjuk

tath) - a) = L. [f' @h +€h], s+hek .
= a

k=1 a2
ahol €y -0, (k=1,...,n), h—>0 esetén.!

6. A differencial. Hibaszamitas

Haaz f: D> R, D & R®, n-véltozés fuggvény totdlisan differencidlhato az
a € D pontban, akkor megvéltozdsa, ha a-bdl az értelmezést tartomény egy
méstk x pontjiba megylnk

n

f(x) - f(a) = Z £ @ax, + Z & (ax)Ax (6. 1)
1 =1

ghol AXx=(A X, .eur AX)={x -a....,xn-an)=3_-z_a_ és

1 n 1 1

- 42 -



lim £

bxs0 ¥
jelolést. (6. 1) jobb oldaldnak médsodik tagja HX—0 esetén erdsebben tart
zérushoz, mint |8x|, vagyis

(Ax)=0, k=1,2,...,1 Vezesskbea |dx|=( A x%+...+a xi)%

n
e, (Axax, =o(laxh)
k=1 k k
(kisord6 | A x1, 14sd a [I, Kiétet, 11.3 Definiciot kbvet§ megjegyzést), ugyanis

n
1§1 g (bX)B %, ) i
= £, {8X)
1Ax| k=1; k==

X

>
-

|

g

X

n

< (A x) 0
< gllgk _x'—»

ha A x - 0. Ezért a megvéitozés férészét (6. 1) jobb oldaldnak elsé tagja szol-
ghltatja, Kis|dxg|-ek esetén a médsodik tag az elsS mellett elthanyagolhatd.

6.1 Definicié, Ha az f : D+ R, D= RP, fuggvény az a € D pontban totdlisan
differencidlhat6, akkor a

n
af (@i Ax)= L £ @ bx 6.2)
=1k

formuldval értelmezett fuggvényt (mely a Ax, -knak lineéris
fuggvénye) f a-beli differencidljénak nevezzilk.”

Megjegyezzlk, hogy 2 (6.2) homogén linedris fiiggvény minden
(A Xpreees i xn) € Ri.re értelmezve van, a differencidl azonban pontosabban

a (6,2) fuggvénynek az a+ & x € D-vel jellemzett tartoményra vonatkozé le-
sziikitése. A differencisl rogzitett a mellett Ax koordindtdinak n-véltozos
fuggvénye. Ha azonban f az értelmezési tartomény egészén vagy annak egy
egész (tobb pontbdl 4116) részhalmazén totdlisan differenciélhato, beszélhetlink

a df (x, 8.x) differencidl-fuggvényrsl, mint az (xl, sens xn; A xl,. e B xn)

véltoz6k 2n-véltoz6s fliggvényérol. A totdlis differenciflhat6sdg definisldsakor

megmutattuk (5. 1 Tétel), hogy a differencidl az egyetien olyan linedris fugg-

vény, amely (6. 1) értelmében (els§ rendben) kizelitl a filggvény megvéltozdsat.
Speciilisan asz(x.i, voes xn)s Xy k=1,2,...,n, figgvény mindeniitt

totdlisan differencidlhatd,
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1x
f
’B.k____ k_cs

2 X, 3 X ik

ahol éik a Kronecker-szimbolum (l4sd III. Kotet, 8.3 Definici6). Ezek szerint

x, differencidlja
k n

d = ). 8. Ax =Ax, k=12, ..., n. (6.3)
k =1 ik i k

(6.3) alapjdn indokolt tetszbleges totdlisan differencidlhaté f fuggvény x pont-
bell differencidljdra a szokédsos

n
dx; d) = ) £ (0 dx, (6.4)
k=1 “k

jelvlés hagzndlata,

6,1 Példa. Az f: DR, DcC Rz, kétvaltozos fuggvény grafikonja a hdromdi-
menziés térben a z = f(x,y), (x,y) € D, egyenlettel jellemzett feliletdarab
(x,v,z Descartes-féle derékszgll koordindtdk), Ha az f fuggvény az (a,b)€ D
pontban totdlisan differencidlhatd, akkor megvdltozdsa, ha (a,b)-bél az értel-
mezési tartomdny egy “kozeli” (x,y) pontjdra tériink 4t kozelitfieg differencidl-
jéval helyettesithets:

f(x,y) - f(a,b) = f; (a,b) (x-a) + fy’ (a,b) y-b),

vagyis
f(x,y) =~ f(a,b) + f; (a,b) (x-a)+ f;(a,b) y-b) .

Az {(a,b) + df(a,b ; x-a, y-b) formuldval értelmezett fUggvénynek (mint x és
y fuggvényének) a grafikonja a

z = f(a,b)+f; (a,b) (x-a)+ f; (a,b) (y - b) {6.5)

egyenietl sik, Az (a,b) pont egy elég kicsiny sugaru kiérnyezetében f grafikonja
kizelitSleg a (6.5) sikkal helyettesithets, (6.5)-#t f grafikonja (a,b} pontbeli
érim6gikijdnak nevezzik,

Az a témy, hogy totdlisan differencidlhaté fliggvény megvéitozdsa kizeli-
t8leg differencidljdval, a figgetlen vdltozdk megvédltozdsdnak homogén linedris
fuggvényével helyettesithets, igen nagy jelentGségd a hibaszdmitdsban, az um.
"srokloet hiba'" becslésében,

Ha az a # 0 szdm mérést eredmény, és tudjuk, hogy mérési médszertink
hibakorldtja & > 0, akkor a valodi érték (x) az [a- &, &+ S ] intervallumba
eslk, A mérés pontossigdra jellemz6, hogy a mért €s a valodi érték kozti
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maximélis eltérés ( & ) hiny szdzaléka a mért értéknek [Iia—!' 100 %). A !_‘gl_

hinyadost, melyet az el6bbi mddon szokds szdzalékban is megadni, relativ
hibdnak nevezzlik. Ha valamely f figgvény értékét szeretnénk megillapitani az

P (xl, Sy xn) helyen, de x1 helyett az a {i=1,...,0) mért értékeket

valamint a mérések 51(i = 1,...,n} hibakoristjit ismerjik, akkor f(xl. cen ,xn)
helyett az f(a uEY an) értéket hatdrozhatjuk meg. Tehdt a fuggvényérték is

hibdssd vilt, Ilyenkor ¢roklbtt hibdrdl beszélink. (Itt nem a figgvény hibdjdrdl
van sz6, feltételezzlik, hogy flggvénylnk "pontos”.) A szimitott értéknek a va-
l6dit6] valo eltérését f differencidljdval kozelithetjuk, amennyiben f totdlisan
differencidlhatd az a pontban:

n
RTINS SE (TR an)|z|i§l f'Xi (a) (-2} | (6.5)

Mivel | x;-a |$ &, 1=1,2,...,n, (6.5) jobb oldala becsulhets:

n n
LS @6 ul= i el
; §. =38
= £ (a) =4df. (6. 6)
" Ell % 0|8,

AL L (g)l&i értéket & f-fel jeldljiuk, és f hibakorlétjénak nevezzik.
=l i

f relativ hibdja:
n
e @8
St 1=1| X - |4,

Hi | f(a) | :

Mivel a (6.5) egyenlfség csak kizelitd, azért elvileg elSfordulhat, hogy az

[ £(x) - f(a){ hiba nagyobb a & f hibakorltndl. Azonban, ha az f; (i=1,...,n)
i

parcidlis derivalt fuggvények folytonosak az A =[al - 61, ceerd - ) n

a + ) e gt S ! téglatartoményban, akkor a

j1]
L omex |6 @S, 6.7
f=lxcA I
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szédm biztosan fels6 korldtja a lehetséges hibdnak (@ 9. 1 Tételb6l ktnnyen beldt-~
hat6). (6.7) legttbbsztr nehezen vagy egyéltaldn nem hatédrozhaté meg. Az
fx (1 = 1,...,n) fuggvények folytonosséga biztositja, hogy “elég kis"
1
Si-k@=1,...,n) esetén S £ (6. 7)-t6l csak "kevéssel" tér el,és Sf egysze-
rien szdmithato.

6.2 P&lda. (Szorzat hibdja). £(x,y) = X.y értékét kell meghatdroznunk, ha x-re
a,yTaa, mérési eredmény 41l rendelkezéslnkre, 5 , lletve d' hibakor -

léttal f(a y 8 ) a -2, és a hibakorlétot ( & £) (6.6) aiap]é.n hatérozhatjuk

meg, mivel az f{x, y) x.y fuggvény totdlisan differenciélhat6 minden 2 € R
pontban, Ezért:

f relativ hibdja:
O 1%l 1tPildy 1 da

= = +
ifl |al.a2| |a1' Iazl

lithat6, hogy a szorzat relativ hibdja megegyezik a tényezk relativ hibdinak

tsszegével.

6.3 Példa. (Hényados hib4ja). Az(a > a,) pontban (e, # 0),a véltozok 51 > 0,

) 5> 0 hibgkorlitja esetén az f(x,y) = 2;— fuggvény hibakorldtja:

3=t @] 61+|f;(5)|62

a

. i ls -

deuN e
2 a2

12209ty |95
jag |
relativ hibdja:
|8, %]3;]S,
¢ l“zfz d; 9,

T CTNEIR

el

2
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Hényados relativ hibdja a sz4ml416 és a nevez( relativ hibdinak Ysszege. Fon-
tos az aj # 0 megkttés, kildnben az f figgvény nem lenne totdlisan differencial-
haté. A (6. 7)-hez fuzbtt megjegyzés alapjén beldthatjuk, hogy a fentl hibaszd-
mitdssal akkor is baj lehet, ha az A= [al— dl,az— S,i at & et S 5]

téglalap tartalmaz (x, 0) alaku pontot, Ekkor az A téglalapon belul f; illetve £’
nem korlatos. y

7. Magasabbrendii parciélis derivaltak

. Ha egy n-véltozés fuggvénynek az 2 pont kirnyezetében léteznek a parcid-
lis derivéltjai, akkor ezek a parcidlis derivéltak szintén n-viltozés fuggvények,
amelyek értelmezve vannak az a pont kirnyezetében,

Ezek paxcidlia derivélt fuggvényelt, amennyiben léteznek, az eredeti
fuggvény mésodrendl parciilis derivéltjainak nevezzik.

7.1 Definicié. Az f : D= R, D C R® k-adrendd parcidlis derivélt figgvényei
(k=1,2,...):

00

:K—=R, K CD,
x x a~ a

xm m -
ml 2.0' k

ghol 1 = m, < n egész, i=1,...,k, és

{k) -
fx X x x) =
m, My .. My
S A G E (. N P R T B
Ax 1x 2x 1x
MmN M mLm
amennyiben a jobboldal 1étezik, minden x € Kg-ban. Hasznéljuka
(k)
1 . £
Ax  14x 9 x *m. *mo... m
rnk mk_1 ere rn}L 1 2 k

jelulést i,
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(k) . -
Meglegyezzllk még, hogy az fm m ;m derivéltat my=m, =, =m

LT
esetén k-adrendd tiszta parcidlis deriviltnak, ha az mj-k kiizdtt kildnbyzék is
vannak, k-adrendl vegyes parcidlis derivdltnak is szokds nevezni.

7.1 Példa, Legyenf :R3 R, f(x} =f(x,y,z) =z x2y3 .
Az elstrendd parcidlis deriviltfiggvények:

s _ 3, . _ 22 v _.2
fx(§)-2zxy, fy(g)-Szxy, fz (:_c_) = xy

A migodrendl parcidlis derivéltak:
P2 @by W2
P = a0 = 6 ny @ =y
) =2 xys: f"zy x)=3 xzyz; f,, ®=0.

Harmadrendi parcidlis-deriviit huszonhét féle van, Szdmoldssal meggy6z6d-
hetlnk réla, hogy kozlllk t8bb megegyezik:

3

OO S R

oy @ =1 =1 @& =6z ; 7.0
@

@ @) 0= w2,

f(;;x x) = f(;:y (x) = f(:y)y (x) = 12 xyz ;

(3) - {® L) = £ w2y .
fm(z) fmﬁs) fzw(ii) 6xy;

(3) _ 3 _ -0 -
Lax ® = Toxz ® = 4y ® =05

@) oy B B o
oy @ = W= @=0;



3) _ A @ (3) = 3 _
(e ® = Ly &) = e ® = L ® = W=
f(;;x ® = 6xy°. (7.2)

Hasonl6an képezhetjlk a negyed-, illetve magasabbrendl deriviltakat,

7.1 Tétel, Ha az f : D+>R, D < R™ fuggvény valamennyi k-adik (k=1,2,...)
parcidlis derfvéltja 1é&tezik K, < D-ben és folytonos a-ban, akkor
a j-edlk (j = 1,...,k-1) parciilis deriv4ltak totdlisan differencidl-
haték a-ban.

Bizonyitds, A j-edik, je { 1,..., k-1} parcidlis derivilt fuggvény elsS parcid-
lis deriviltjal folytonosak a-ban a feltétel szerint, ui.

’3((1)

Tx (i=1,...,n),

A jobboldal pedig folytonos, mivel j+ 1 < k, Igy az 5.4 Tételbdt 4ilit4sunk
addédik, |

7.2 Tétel, Haaz f :D—~R, DC R2 figgvény valamennyi médsodrendld parciflis
derlvéltja 1étezik KaC D-ben, és folytonos a € D-ben, akkor

' (@= f" (a) .
Xy -

Bizonyitds. Legyen k> 0 és1i> 0 olyan kicsi, hogy a

Q ={(x,y): xefa,a+k], ye[b,b+{]}

téglalapon 1étezzeneck az f"xy és az f"yx fuggvények, azaz legyen Q C Ka'

Bevezetjlk a g:[a, atk]+R, g(x) = f(x,b+l) - £(x,b) és a h:[b,b+f] R,
h(y) = f(atk,y) - f(a,y) fuggvényeket. Ktnnyen l4thatd, hogy

ga+k) - g@) = hb+l) - hid), (7.3)

g és h differencidlhat6 fuggvények, alkalmazhatjuk a Lagrange-féle kizépérték-
tételt (l4sd II. Kbtet 15. 4 Tétel):

glatk)-gla) =g’ (a+ %lk)k{f; (a+ F, btE )L (ot &lk.bﬂ k, (7.4)
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ahol 0< 01< 1.(7.4) jobb oldaldn a zdrdjelben 4116 kifejezés egy egyvéltozds
{y a véltoz6) differencidihato fuggvény megviltozdsa, igy tsmét aikalmazhatjuk a
Lagrange-féle kvzépértéktételt

gl - gla) =[f @+ § &, b+l) - f; @+ ¥ . by) k=

= f"xY (a+ 'a‘lk' b+‘&2t)k%r

ahot0< ¥ <1,0< ¥, <L -
Hasonl6an kapjuk a h fuggvény megvéltozésira
hib+) - hp) = h'(b+&3t)t =
=[f; (a+k, b+1}3?,) - f; (a,b +&39,)] L=
=f;x(a+13'4k.bl—3’3!)k?,, (7.6)

ahol 0 < 3'3<1,0<1}4<1.

Ha (7. 6)-ot és (7.5)-t behelyettesitjuk (7.3)-ba és k¥ -lel égyszerusitUnk,
kapjuk, hogy

£ <a+&lk, b—!-«?zh=f';,x <a+34k, b+t 0, (7.7
ahol 0 < 61< 1, 0< 02< 1, 0< 03<1,o 04<1.
Mivel (k, & - (0, 0) esetén

{a+ blk, b+&2h-. (a,b) és
(a+84k, b+ 3'33)—» (,b),

ezért (7, Ty-ben a (k,0) - (0, 0) hatdrétmenetet eivégezve, és f" , illetve
f"yx (a, b) pontbeli folytonosségét felhasznilva az xy

f"xy {a,b) = f“yx {a,b)

egyenl6séghez jutunk, |

7.2 Példa. A 7.1 Példéban szereplS f fuggvény vegyes parciélis deriviltjainak
8z egyezése bebizonyithat6 a 7.2 Tétel segitségével. :
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Legyen z tetszflegesen rugzitett és

g, y) = {y2), (.)€ RS, &y) e R,
Nyilvénval6, hogy

" X, =" ,
g xy x,y) - x,y,z)

" . - f“ ,
8 ix x,y) - *,y,2) .

Mivel g mésodik parciélis derivéltjal folytonosak R2 -ben, azérta 7.2 Tétel
alapjdn

2
" r = " X, ] X, € R .
gxy(x y) gyx( y) x,y)

Tehdt

" = " 3
fxy (X,Y,Z) fyx (K,Y,Z), (X,Y,Z) € R . (7-8)

A harmadrendli derivaltaknil el6forduls egyezéseket is beldthatjuk szémolds
nélkil. Példful a (7. 1) formuléban szerepl$ azonosség abbdl kbvetkezik, hogy
a harmadrendu parcilis derivéltak folytonosak, és tulajdonkéypen az elsé-
rendu parcidlis derivéltfiggvények mésodrendd parcidlis deriviltjai.

" = ...2_ ..(.a_ L fd ra 1N . g
fxxy Ay ﬁx“x)’ﬁ ﬁ(fx)-fm. 7.9
(7. 8)-bol kﬁvetkez_ik, hogy
1 fll - _@-_ fil .
1x X x ™
vagyis
i = ' ., 7.10
o e (7. 10)

{7.9)-b6l és (7, 10}-bal (7. 1) adidik,

A 7.2 Példéban csak azt haszniltuk fel, hogy a parciélis derivdltak 1é-

teznek és folytonosak,
A 7.2 Tétel dltaldnosithat6 n-v4ltozés fliggvényekre, azok k-ad rendl
parcidlis derivdltjaira:
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7.3 Tétel, Ha az £: DR, D R¥ fiiggvény valamennyi k-adrendd (k rtigzitett,
k=2,3,...) parcidlis derivéltja létezik K, < D-ben, és folytonos

a-ban, akkor

(k) ) _®

T2 x_ ...x @=f X uiX @, (7.11)
B T I PR N

ahol m, € {L2,....0}, =1,2,... k és Iy7 Jgpeeer) 82 MM,

v M szdmok egy tetszCleges mis sorrendben vett felirdsa.
leh4t (7. 11)-ben mindkét oldalon az egyes valtozok szerint ugyanannylszor kell
derivdlni, a derivdlds sorrendje azonban tetsz6leges lehet,

Bizonyitds. Az My My ooy m, szémolcrmk}l, }'2. canr jk egy "permutdci6ja”.

Haazm_ , m_, ..., m szimok sorrendjét alkalmasan véltoztatjuk oly mddon,

1’2 k
hogy mindig csak szomszédosakat cserélink fel, akkor véges sok 1épésben tet-
szlleges sorrendhez,igyaj r j2, e jk sorrendhez is eljuthatunk. (7.11) beldtd-

sdhoz elég bizonyitanunk, hogy tetszbleges i= 2, ..., k esetén

(a) =

X X eee X X X X esuX
m

=% @.  (1.12)

m, m

A feltételb6] kivetkezik, hogy f i-ed rendu parciflis deriviltjal, i € k, folyto-
nosak, Az i = 2-ed rendl deriviltak az (i-2)-edrendl derivdlifuggvények mé-
sodrendi parciflis derivéltiai (f nulladrenddt derivéltja Snmaga).

Legyen m, # mi-l' példdul mi_1 < mi, és

glx,y) =

=1

a ).

a
mi_l- Y.ami‘{’l““’ n

1’ %2 ) m. RE m. _H,...,a
i~ i-t-

Xm X ...Xm
1 M2 1-2

g mésodrendd parcidlis derivéltjal f {-edrendl parcidlis derivaltjai, tehdt foly-
fonosak az (ami ’ aml) pontban. Alkalmazhat6 g 7,2 Tétel:

g (@ ,a_ ) =g' f(a ,a_ ).
yom,om e om, oM
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Teh4t:

f(i) (al, az,.... an) =
X X ... X X X
my My Mg M1 ™
f(i) (81,82, eeoy an) . (7. 13)
XX e X X X
1 2 i=2 i i-1

Az m J =M esetben a (7. 13) egyenlSaég nyilvdnval6s, (7. 13)-bdl derivildssal,

(k-1) 1épésben kapjuk {7, 12)-t, |
a 7.3 Tétel indokolja, hogy a k-adik derivélt jeltlésére a

3 ®
£ (7. 14)
b, f; U,
’&xl (] X, ...‘an
n
formuldt haszndlhatjuk, ahol 0 £ 215 kegész (i=1,2,...,n) és Z &i =k,
i=1

(7. 14} azt jelenti, hogy az f fuggvényt az 1-edik véltozsja (xi) szerint £ {"5%er
kell derivélni. Ha = 0, akkor xi szerint] derivdlds nem szerepel, Azon n-

viltoz6s figgvények halmazét, melyek valamennyi k-adrendl parciélis derivdlt-
ja a H ¢ R® tartoményon folytonos, CHk-val jeldljuk.

8. A lancszabaly. Iranymenti derivaltak

8.1 Tétel, Tegytk fel, hogy a LP1: D—R, Dc Rm, i=1,2,...,n fuggvények-

re és az f :DfH- R, Df < RP fuggvényre teljesiinek a 3.3 Definici6

feltételel, vagyis képezhet§ a
g(xl. cres xm) =

= f('?l(xl. cees xm). ...,Lpn(xi, vens xm))

vsszetett fuggvény tovdbbd a \J, fuggvények tot4lisan differencidlha-
ték a € D-ben és f totdlisan differenciélhaté a

-.Pz(_a_), coes n (a)) pontban; akkor g totdlisan b = (w.P1 (a),

differencidlhats _a_-ban, és
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n
Dg) _ ) 210 0 94@ , k=1,..., m, 8. 1)
VX =199 %

A (8. 1) formulét l4ncszabdlynak nevezzik,
Bizonyitds. a +h € D esetén értelmezett az aldbbi megvéltozis:

gla + h) - gla) =

=10 @), ..., P @) - (g @)e.er @ @) . @8.2)
Mivel f totdlisan differenciflhat6 a  (a) helyen, azért (8.2)-b8l kapjuk:

n
gl - gl@) = )L @ ) - ¢ @) +
i=1 i

n
+ 7 €, (9 ath) - ¢, (8.3)
=1

ahol 51~»0, ha gpl(t_ﬁg) - <.P1~(§)—>-0 i=1,...,n).

A ¢ @=1,...,n) fuggvények a pontbeli totdlis differencidlhatOsdgdbol
kdvetkezik:

¢, @+ -¢,)=

m m
= 2;1 ¢ ;x (g)hk + 2:: Eik @)hk (8.4)

k

ahol €4 (B) >0, hah>0; (i=1,2,...,n;k=1,..., m)
(8. 4)~et behelyettesitve (8, 3)-ba:

(b)[ F (@)
2 k?;l“fix -“k]*

n
gath) -g@)= ). ¢
=17 K

n m

P LT @)[ £ @ }+
=1 9 k=1 Ik &

n

m n m
+ L€ .[EQ;Xk(g)nk]+ £, .[Z £, @)hk]=

j=1 ! 1= k=1
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® g, (a)] h, +
yi LPlxk - k

{Z €9 (g)+ZE eik+Zf ® €, )hk

+
"k
n m
= Z £ 0dq, (_a)] h + Z.E b, (8.5)
el =1 Y q‘xk k =1 kK

n n
ahol £, = ;la " (a)+[jalsik Zif,}i ® &,
X

Megmutatjuk, hogy h - 0 esetén £ g =0, (k=1,...,m). Tudjuk (8.4)-bél,
hogy h - 0 esetén

€, @0, &k=1,...,m. (8.6)

uPl folytoncssiga miatt h - 0 esetén
¢, @+) -4 @-—=0, =1, ..., n). 6.7
(8. 7)-b6l és (8.3)-bol ktvetkezik, hogy h—~ 0 esetén:

Ei—b 0! ("= 11 -Oosn} . (8-8)

- 55 -



(8.6) és (8.8)-bsl €k~>- 0, h>0esetén (k= 1, ..., m) kivetkezik, tehdit g
totdlisan differenciilhaté a~ban, és (8.5)-b6l (8, 1) leolvaghatd, |

8. 1 Példa, (Osszetett filggvény differencidlia). (6.4)-b6l és (8, 1)-b6l kivetke-
zik, hogy a 8.1 Tételben szerepld g dsszetett figgvény a pontbeli differencidlja:

m nt
dg (a; dx) = Z[Zf’ ®9; @ d"k]=
k=1 i=1 '1 x

n m
) g @[Zt?' (g)dX}=
=1 N lg=p k

X

k
n
=)0 B dg, (@0 =di (@ d9) (8.9)
=1 i
aholc_i__t{) =(d LPI. eees d gpn).
8.2 Példa. Legyeng :D~R, Dc R™
n
g = —”— (Pi ¥
i=1

ahol
¢, :D>R, DCR™, 1=1, ..., n,
és LPi totdlisan differencidthat6 mindenx € D-ben (i=1,...,n). gaz
f{yl. cees yn) = yl.yz. eV
n viltozos fuggvénybll és ‘105. =1, ..., &) m viltozds fuggvényekbll tssze-~
tett fuggvény, A 8.1 Tétel alapjin g totdlisan differencidlhaté mindenx € D

pontban, mivel f nyilvén totdlisan differencidlhaté { ez azonnal adddik pl. az
5.4 Tételb6l). A g produktum fliggvény differencidljst (8. 9)-b6l kapjuk:

n
agli @) = T £ (9 () dy (x,d0)=
= i - -

i=1

@9 )P, Paea g Y, O O e 2T ZYCIL S LT
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A 8.2 Példshoz hasonié médon 14that6 be, hogy totdlisan differencialhat6 figg-
vények bsszege és hinyadosa is totdlisan differencidlbaté, amennyiben a neve-
z06ben levs fuggvény abszolut értékének pozitiv alsé korldtja van és fenndlinak
az aldbbi Usgzefiiggések:

d(f1 + f2) = dfl + df2 ’ (8. 10)

(8.11)

8.3 Példa. (Determindns differencidlésa). Legyen a; (i,k=1,2,...n) egy-,
vagy tobbv4ltozos {totdlisan} differencidlhat6 fliggvény és képezzilik a

det A = By @y -ee B

n

determinénst. det A i-edik sora szerinti kifejtéséb6l, a det A = Z aik Dik
k=1

(14sd III. Kotet 10,9 Tétel) formuldbol, ahol Dtk az aik elem el6jeles aldetermi-

nédnsa, l4that6, hogy det A az a_, elemek totdlisan differencidlhaté fliggvénye és

ik

2 det A

jwk: 1'2’ soey I,
T2,

= Dy o
(8. 9) felhasznilisdival

I n

I
d(det A) = 3~ D da. 5. D, da |.
iy kK 2;1 [k=1_ ik ik]

Az utobbi kifejezésben zdroéjelben egy olyan determindns i-edik sora szerinti
kifejtése 411, mely det A-b6l ugy keletkezik, hogy az i-edik sorban minden ajy
elem helyére dajy -t irunk (k = 1,2,..., n), Ezek szerint
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d(det A) = daIl dain + au .....
By e a2n d321 eee
aul ann anl
+ ...+ au... aln .
20777 mn
d-e LN ] da
nl nn

8.12)

Innen specidlisan, ha aik-kegyvéltazﬁs fuggvények, kbvetkezik, hogy

(det AY = au am + au
a21 cee By 8,
31 7 %hn Y|

+...+ 8 ces 8

11 In
321 vee ah
anl vee @
8.4 Példa. Bebizonyitjuk, hogy az
2 2 2
u(x,y,z) = (x+y +z)
hdromvéltoz6s flggvény a
2 2 2
Bu . du T u
7t 2t T2
Ax 1y 9z

In
cas a2n
.o a

nn
1

2
=0

+

(8.13)

8. 14)




"differenctilegyenletnek”, az ugynevezett térbell Laplace-egyenletnek meg-

olddsa.
A bizonyitdg behelyettesitéasel tirténik. u mésodrendd derlvéltjainak
meghatérozdsihoz bevezetjlk az

[ )

firy= =, rixy,z) = (x2 + y2 + zz)

L

fuggvényeket, és az Usszetett fUggvény derivéldal szabdlydt alkalmazzuk
{ (8. 1) formula) .

Qu _ 4t 8xr _ 1 x_ _.x
1x 4r 9x I_2 r r3
fu __ .y Auw__2z
by o z r3
2 v’ 2w 9 2 2
4 u X, __X r__L_+_3_§_ x _ 3% -r
4 x2 qx 9r 2«x l_3 T T r5
2 2
Du _3y -r ?u=3zz-r2
Q yz P 'Ea £
Ebbél:
2 2 2
2
Au, 1 u_3x2-r2+3y2-r2+3z2-r"
7ttt 2 " 5 =0,
x Ay 1=z r
(x,y,2) # (0,0,0).! 2
A u 7 u
A részletszémitdsokail elegends volt % és a2z kiszdmitdsa, a
x
tobbi parcidlis derivéltat a vdltoz6k szimmetridja miatt egyszerl betticserével
kaptuk,

A kbvetkezfkben az £: DR, DC R" fuggvény viltozdsi sebességét
vizsgiljuk az értelmezési tartomény valamely a pontjéban, mikdzben a-bol
valamely b # a pont irdnydban mozgunk. Jeloljuk s-sel az a és b pontokat ¥sz-
szekit§ egyenes szakaszt, pontosabban legyen (v.d. (1.4))

s={xeR:x=a+@ax te(©1]}. . 15)
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Az

fx) - f(a)
¢ (x,a)

(8. 16)

hinyados az f fuggvény 4tlagos véltozdsi sebessége, ha a-bél az értelmezési
tartomény egy x pontjiba megylnk, E hinyados fliggvénynek az s szakaszra
vonatkoz6 leszlkitése megadja f Atlagos vé4ltozdsi sebességét az s 4ltal meg-

hatdrozott irdnyban,

Z
/ ! fox)-fra)
| & |
DFX
i fa):
| ;
i L
/ AN &
/ ik
[Tt -
3/ Q(E'g
y ~
v/ 8.1 4bra

8.1 Definicié, Legyen adott az f: D=R, DcR" tiiggvény, tegyik fel, hogy
a€Dés aa DNS tartomdny torléddsi pontja a (8.16) hdnyados
(8.5)-re valé lesziikitésének hatdrértékét, mikor x »3a, az f
fliggvény a pontbeli s irdnyu irdnymenti deriviltjénak nevezzik

és _%Sf_ -sel jelolilk, vagyis
gf - lim f(;)(- f(a))
8 x>a 9 }E’ ?’.
Xe 8 ﬂ!(a
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8.2, Tétel. Haaz f :D—~R, DC rR" fuggvényre Ky C D és f az a pontban totd -
ligan differenciélhat6, akkor minden a-b6l kiindulé (8. IS) s irdny-
ban 1étezik az irdnymenti derivélt ég

o .
£, Z £ (av (Z VZ ) (8.18)
18 P S ot k

aholg=13-g=(v1, Peen vu)=(b1 TRy e b —an).

Bizonyitds. Ha x € s, akkor (8. I5)-bél
. 1

2 2
P &.a) =[§1 (x, - a) ] = (g;l v,0 ] =

n

N

t=1

83 |

-3 T

Misarészt a feltevésb6l kivetkezik, hogy

n n
() - f@) = g 6@ "‘1’%”?::; £, -a)
ahol £i+0’ ha p(x,a)—~0,1=1,2,..., n.
Hax ¢ s N K , akkor
4 n n
f(x) - f(a) = Z £ (g)vt-i-z E v t
=1 * i i

i i=1 i
ég

tim f(x) - £a)
x> a p (x,2)
Xxesn Ka

1 =

n 2 S
Lo )2
: i

i=1
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8.5 Példa, Legyen spectdlisan f : D R kétvéltozds fuggvény, vagyts D c R2
és tételezzuk fel, hogy teljesiilnek a 8.2 Tétel feltételel. Ekkor

At _4f 3

TEEX cos ol + 7y sin ¢ . (8. 18)
1 1
2 2

2 2 2 2
ahol cos oa=v, (v1+v2) .sinoc-vz (v1+v2) av=1(v
irdnykoszinuszai (v.8. I, Kdtet, (3. 6)).

1 v2) vektor

8.6 Példa. Legyen speciflisan f : D+ R hdromviltozés fuggvény, vagyis
D C R3 és tételezzik fel, hogy teljesiinek a 8,2 Tétel felitételel. Ekkor

-%—% = ?afx cosoi+ %—fycosﬁi—%—g cos ', 8.19)
1 1
2 -2

hol = (\r2+ +v2)' = (2+v2+v2)
ahol cos o= v, (v, +V 3 ,cos({.—v2 VY, Y, ,

3

2
2
- 2.2, .2

cos =V, (v1+\r2+v3) a g-(vl, Vo v3)

vektor irénykoszinuszai (14sd III. Kotet, (3.6)).

9. A Taylor-polinom a Lagrange-féle maradéktaggal.
Magasabbrendii differencislok

9.1 Tétel. (Lagrange-féle ktzépértéktétel). Legyen D R® konvex tartominy
és f + DR totdlisan differencidlhaté D-ben;ekkor minden a~-hoz
ésh-hoz, melyrea, a+h €D van 0<J<l szdm, hogy

n
fla+h) - f@) = 2. £} @+ h h (9.1)
i=1 i

més sz6val az &, a + h pontok 4ltal meghatérozott egyenes szakasz-
nzk van olyan a + + h pontja, hogy
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f(ath) - f(@) = df(a+Jdh ; b}, (9.2)

ahol 0<¥ <1,

Bizonyités. Bevezetjuk az F(t) = flatth) (€ ,[0, 1] egyvdltozos fiiggvényt. F
differencidlhaté mindent € [0,1] pontban, mivél a 8.1 Tétel feltételei telje-
siilnek (:1i + thi differencidlhat6 és f totdlisan differencidlhat6 az a +t h pont-

ban, ugyanis D konvexitdsa miattt €[0,1] eseténa +th € D). Az F flggvény-
re alkalmazhat6 az egyvéltoz6s Lagrange-tétel (I Kutet, 15.4 Tétel), vagyis
van 0< ¥ < 1, hogy

fe+h) - f@)=F(1) -FO) = F' (), 1=

n
= Z £ (5+~3§).-dt—d (31+th1)l = b
i=1 i

n
.t (a+ O h .}
=1 4 1

9,1 Példa. A Lagrange-tétel szemléletes jelentése kétvéltozds fuggvény esetén
& kovetkezd. Legyenf :D—R, DC Rz, totdlisan differenciflhat6az a € D

pontban és Ka c D-ben, F grafikonjét f grafikonjébol az x = e +t hl’

y=3a, +t hz—egyenesen dthalad6, (x,y) sikra merdleges sik metszi ki, Az egy-

véltozos Lagrange-tétel szerint F grafikonjdnak ven olyan érint6 egyenese
(a+ ¥ h-ban), amely prhuzamos az (al. 8y f(al, az)) és

(a,+h ,ea +h,fla +h + h,)) pontokon &thaladé hurral,
1 I 2 1 2

2 272
9,2 Kdvetkezmény. Legyen DC R konvex, nyilt tartomény; ha az f: DR
fuggvény totdlisan differenciflhat6 D-ben és differencidlja
azonosan zérus, df(x; dx) = 0, akkor f élland6 (v. 8. II.
Kotet, 17,1 Tétel).

)

Bizonyités. Az el6z6 tétel értelmében minden g,b € D-hez van az g és b pon-
tok &ltal meghatérozott szakaszon olyan ¢ pont, hogy f(b) - f(a) = df(c; b - 2).
Mivel D konvexitdsa miatt ¢ € D, az ut6bbi differencidl értéke zérus, vagyls
tb) = f(a) .!

Megjegyezzlk: a 9.2 Ktvetkezmény akkor is bebizonyithat6, ha D-r6l
csak annyit tesziink fel, hogy Ysszefligg6 és nyilt. A gyakorlatban el6forduld
tsszefiggs, nyllt tartomdnyok azonban ltaldban el64llithat6k véges szdmu kon-
vex tartomény egyesitéseként és ekkor a 9.2 Kbvetkezmény nyilvén érvényes.



Hafe Crz), Dc Rn, akkor f els6rendll parciflis derivditjai és ezzel
egylitt a

@)= 1. £ @h 9.2)

X, i
=1 i

differenciél (mint x fuggvénye) folytonosan differencidlbaté, EbbGl kivetkezik,

hogy df totélisan differenciélhats. df differencidljt £ mésodik diffierencidljdnak
nevezziik és d2f-fel jeloljilk, vagyis

df@;g)=d(df(1_t; h)) =
n

=L @hh ©9.3)

i, k=1 xixk

Ezek szerint f mésodik differencidlja a filggetlen viltozék (h X hz, cees hn)
megviltozdsainak kvadratikus forméja, A (9.3} kifejezésben az [ {”
. XX, (x)

egylitthaté métrix (v.d. IIL. Kitet, (19.8)ya 7.3 Tétel miatt szimmetrikus,
2 2

9.2 Példa, Ha f € C » D cR”, akkor specnihsan d f(x,y ; dx, dy) =
= f"x x,v) dx +2 f;y {x,v) dx dy -i-f)"' {x,v) dy 9. 4)
Altalgban:

k
9.1 Definici6, Legyenf € Cp, D C R", k=2,3,...; ekkor a
k k-1
df(x;h=dd £(x; h)

fuggvényt f k-adik differencidljdnak nevezzik.

Flggvény k-adik differencidljét rekurziv médon értelmeztitk. Nyilvdnvald,
hogyha f € CE , akkor dk.1 f(x ; h) folytonosan (és ennek kovetkeztében totd-
ligan) differencidihaté és

e ; = d@ s my) =

n

k
- Z b s hoho...h . {9.5)

L
iyeee,d =l ?x'“ B% i
bplpreeeoly k-1 p 12k




Tot4lisan differencidlhaté fliggvény megvéltozdsa, amint ezt a 6. pontban
iattuk o] A x|) nagysdgrendl tagoktol eltekintve differencidljdval kizelithet6.
Ha a fuggvény magasabbrendben folytonosan differencidlhatd, akkor megvéito-
zésa a magasabbrendd differencidlok segits€gével pontosabban {s kizelithetd.

Ervényes a
9.3 Tétel. Legyen D R" konvex tartomény és f g CSH'; ekkor mindena € D
és (a+h) e D ponthoz van 0 < < 1 sz4m, hogy
k
fath)f) = L —rd f@h+
m=1
; (k—:ﬁl—d 1 e +¥n;n). 9.6)

A (9.6) formuldt n-véltoz6s Taylor-formuldnak, (9.6) jobb oldald-
nak utolsé tagjat Lagrange-féle maradéktagmak nevezziik (v.o. 1L
Kotet, 18,3 Tétel),

Bizonyitds, Vezesstik be az
F@t) = fla + th) 9.7

segédfuggvényt, mely D konvexitdsa miatt nyilvén (k + 1)-szer folytonosan
differencidlhaté a 0 £ t £ 1 intervallumon, A ldncszabédlyt alkalmazva

n
Fo= 0, f (a+thh =dfa+th;h), (9.8)
X, - i =
=1 i
n
F'@) = Z £ (a+thh h = dzf(a +th, h)
RIS by = 7° ©9
"2 271
és igy tovdhb
n
plHly _ 2 (kD)
ii""’ikﬂzl XX (a+th) hi '"hi =
k+1 1 I Tkl
= i+ n (9.10)
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A I, Kotet, 18.3 Tételt az F fuggvényre alkalmazva a 0= t = 1 intervailumon
van 0 < 4 < 1, hogy

Flm) (kt+1) '
F(1) -F(0) = Z —-—Q- ™ F—(m()-'!b— P

A (9.7)-(9. 10} formuldkat & t = 1,0, llletve ¥ helyen véve és behelyettesitve
az ut6bbi kifejezésbe (9. 6)-ot kapjuk. !

Megjegyezzlik, hogy a Lagrange-féle kuzépértéktétel a most bizonyitott
té&elnek k = ﬂ—val specidlis esete, A (9.6)-ban szerepld Lagrange -“ete mara-
déktag o(|hl k nagysédgrendll, vagyis h — 0 esetén Ih|K-nel osztva is zérustor

taxt, ugyanis

iN

) .
‘@E i 4 ta+dnin| <
ki ih h
< & 2. 0 et i““l =
Lo g m U Aggprees 11 (h+ b2 )
n - n
Ih ...h l "Ih ...h |
1 i 1 i
<c L. Ll g ? L el
f,000,1 =1 ,2 25 f.,00esl =1 5 K B
1 1 Ch1+"'+hn) 1 k+1 [(h1+"' +hn):|2
n h, ... h |
i i
1 k+1
=C
{ Zi 2.k-1 2.% 2 2%k-1 , 2k]|z
e ™! (h)+(h) m» Hh)(h) +(h2) e VO 0|2
n x lh l'li cen hi
< C Z ) kil _
peeesbhy™l 2 ';'
(hi ees N )



n h h h, n
% i [ S T T %
: h
e 7 e TR -2 P o |z‘*—0.
R T U LU W BT B
177 ket 2 k+l1 177" kil
he (), ..o h ) {0,..., 0. (Caz fikﬂ) X (g%-'a'_l_l)[ -ek kzds fels§
et Y

korldtja osztva (k+1)I-sal. A % “gal elldtott szumma-jel azt jelenti, hogy a szum-
mézést csak a zérustdl kilonbozs tagokra terjesztitk ki.)

10. SzélsGértékszamitas

Azf :Di~R, D C R" fuggvény lokélis széls6érték fogalmabol (ldsd 3.
pont) kvetkezik, hogy ha az & € D pontban f-nek lokilis szélsbértéke van,

akkor az fk :Dkr—»- R, ch R, ghol

fk(x) = f(al: cavy ak_lv X, ak‘l’l' eo sy a!l) ]

(al. eoes B .y X, 8

k-1 ? sees an)EDn

kt+1

egyviltozos fuggvénynek is lokills gzélabértéke van az 8 € Dk pontban

(k=1, ..., n). Az egyviltozos figgvény lokdlis szélsbértékére vonatkozd
szlkséges feitételbd] (II. Kotet, 15.2 Tétel) kvetkezik a 10, 1 Tétel.

10, [ Tétel. Ha az £ : DR, D c R™ fuggvémynek lokilis sz€ls6értéke van az
a « D pontban, van Ka kirpyezet, melyre Ka C D, és a-ban 1é-

teznek az f; @) (k= 1,...,n) parcidlis derivéltak, akkor
k

£ @=0, k=1, ..., 1m. (10. 1)
< =
k
Bizonyitds. Mivel a feltevésekb 8l kibvetkezik, hogy fk(x)-nek ak-ban szélabér-
téke van és teljesilnek ré a II, Kitet 15.2 Tétel feltételet, ezért

d

Fx— fk(x) 0, (k'=lr .,.,11)

H

X=a Kk

ahonnan az 5. 1 Definicié értelmében (10, 1) adddik. !
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10, 1 Példa. Adott a 2p kertiletli ( p > 0) hiromszigek kbzil hatdrozzuk meg a
maximélis tertletd hiromsztg oldalait. Legyenek a hdromszig oldalai x,y
illetve (2p - x - y). A hdromszdg egyenlétlenségbOl kvetkezik, hogy

x+yz2p-x-y ,

vagyls
x+y=zp (10.2)

10.2 abra
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Y=X

X
o
10,3 ébra
Y
7
s /./
%
—t - X
yZ
10, 4 dbra

A (10.2) egyenl6tlenséget az x,y sik A) tartoménya pontjainak koordinatéi elé-
gitik ki, (Lésd 10, 1 dbra). Ervényes az

lx_yl_<_2p-x-y (10.3)

egyenldtienség is. Ha x >y20, akkor

- 69 -



0s x-y=<2p-xy, vagyis
0<sx =p,

amely a sik AZ tartomdny4t hatdrozza meg (ldsd 10,2 £bra). Ha y >x >0, akkor

)=y -x=2p-x-Y,
vagyls '
0=y <p,

amely a sik A3 tartoményét hatérozza meg {l4sd 10.3 sbra). A (10,3) egyen-
16tlenséget az A_ U A3 ,2 (10, 2) egyenldtlenséget az A 1 tertomény pontjainak

a koordinAtéi elégitik ki. A (10.2)-nek és (10.3)-nak is eleget tev(x, y) pontok:
Y EA= Alﬂ (AZUA3) .

Az A tartoményt a 10,4 fbra mutatja. Az adott kerifletl hiromszdg terifletét
Heron képlete szerint 2z f : Ar~R, AC RZ,

£(x,7) = { (p-x)(p-y)(x+y-plp

fuggvény adja. Az f figgvény abszolut maximum helye feladatunk megolddsa.
Mivel f = 0, é8 A hatdrdn f = 0, ezért he f-nek van maximuma, akkor azt A
belas pomt)sban veszi fel, f folytonos az A korldtos és zfrt tartoményon, ezért
van olyan 2 = {a,b) € A\ fronmtA pont, amelyben f felveszi a maximumdt
(Welerstrass tétele, 4.7 Tétel), A 10, 1 Tétel értelmében:

fx @=0 és fy (@) = 0; azaz:

plp-¥) 2p-2x-y) -
2 £6,Y) | =%
p(p-x) (2p-2y-x) =0,

2 f(x,y) l a,b)
vagyls

p(p-b) 2p ~22-b)=0, és plp-e)@2p-2b-a) = 0.
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Mivel (a,b) bels6 pontja A-nak, azért:
2p-2a-b=0 é 2p-2b-a = 0

lehetséges csek, amib6l a =b = 232 . Ezek szerint adett kerilet hiromszigek
kozil az egyenlSoldalu terilete maximé4lis.

10.2 Példa. Az f : RZ~R, f(x,y) =y - X% (grafikonja hiperbolikus paraboloid,
tisd I, Kotet, 19,5 &bra) fuggvényre a (0, 0) pontban teljesil a szélsSérték
16tezégére vonatkozé (10, 1) szlikséges feltétel, ugyanis

21 n
—— = {-2x) =0
X (0,0) ©,0)

11 '

<L =@y}  =0.

1Y (0,0 |(0.0)

A (0,0)-ban még sincs szélsbértéke a fuggvénynek, Az

f(x,0) = -x2 = 0

K0,y)=v> 2 O

egyenlGtlenségek segitségével beldthatjuk, hogy minden K, kirnyezetben a
fuggvény felvesz £(0,0) = 0-ndl nagyobb és kisebb értékeket is, hiszen minden
K, ktirnyezet tartalmaz (x,0) és (0,y) alaku pontot is. Tehdt (0,0) nem 8zéls6-
értékhely. _ :

Amint ezt a 10,2 Példa mutatja, (10, 1) nem elégséges feltétel szélsbérték
1étezéséhez. A 10, 1 Példsban azt, hogy valSban szélsGérték van oit, ahol (10. 1)
teljestil, a Welerstrass-tétel felhagznildsdval dunttittitk el, Célszerd lenne
gzélsbrték 1étezésére olyan egyszerl elégaéges feltételt megadrd, mint ami-
lyen az egyvéltoz6s esetben a II. Kutet, 17.7 Tétel. A ttbbv4itozds esetben
azonban a megfelel$ elégséges feltétel bonyolultabb,

10,2 Tétel, Legyen az f : DR, D c R fggvény D értelmezési tartomsinys -
nydnak a € D belsS pontja, vagyls 1étezzék Ka kirnyezet, meiyre

Ka C D, legyen tovibbd f & Ci ; ha f) (_a_)=?.), i=1,2,...,n
£ i

: 2
ésa dzf(g ; ) mésodfoku alak pozitiv (negativ) definit, (t4sd (9. 3
és I1I. Xotet, 19.3 Definicid), akkor az f fuggvénynek a-ban loké-
1is minimuma (maximuma) van.

Bizonyitds. A 9.3 Tételt a k = 1 esetben, alkalmazva minden h-ra, melyre
a+he Ka



f(a+h) - Ha) = dfa ; _l_1)+-21-d2f((g+ Y b,

ahol 0< ¥ < L Mivelf (@=0, (i=1,2,...,n)-b6l df(a,h) = 0 kbvetkezik,
ezért St

fat) f@) = 3 A fa+ Y i ). (10.4)

Be kell bizonyitanunk van K 2,8 C K kérnyezet, hogy minden
(a+h) € (K 5\{ a})-ra & fla+ J h; h) pozmv (negativ). Ebb&L (10, 4) alapjén

kbvetkezik, hogy f-nek a-ban lokilis minimuma (maximuma) van. A tovdbbiak-
ban feltételezzlk, hogy (ath) € X , h=( , ..., h }#(0,0,...,0) és bevezet-
h n 2 1 n 1

1 o - 7y2
Bi <oy Jelést ahollni=g (0 =(n+... 40 )2

Nyilvénvalé, hogy ¢ (s, 0)=1. Mivel d f(x ; h), melynek elSjelét keil vizsgil~
nunk, h koordinitdinak kvadratikus forméja, azért

jikaz g =

= e

dre 1) =0l 't s oy

3~

10 Pex; 9, (10.5)

ahol x € K és Q(s,0) = 1. Jeltljik az origé kozéppontu egységsugaru gombit
S-sel, vagyls legyen

s;{g_ €R": 950 =1},

S korldtos és zirt tartomény (l4sd L.4 és 1.5 Példa). Ha beldtjuk, hogy van

K S5 melyre x € K g & 8 € S esetén dzf(x's) 2 0, akkor (10,5)-b#8l dllitdsunk
kuvetkezik A pozitivltésra {vagyls a lokilis minimum létezésére) vonatkozo
41lit4st igazoljuk. A mésik 41lit4s analég modon bebizonyithatS, A feltevések-

bdl kovetkezik, hogy d2f(x ; 8) minden x € Ky, 8 € R2-re folytonos és

a2 f{a ; 8) pozitiv. A 4.3 Tételb6l ezért az adédik, hogy a-hoz és minden
§eShezvanK’56 éSKG:S kirnyezet, hogyxeK :55

sEK,. ¢ NS-re d”f(x ; s)> 0 Mivel S korldtos és zart tovibbd
, » dg

)
ScU K
GES 'g'éﬁ_'



a Borel-féle lefedési tételb6l (2. 10 Tétel) ad6dik, hogy van véges sok § ) €8S,
i=1,2,..., m, melyekhez tartoz6 K . golyck lefedik S-et, vagyls
i, Yi

m

Sc JK .
=1 03,91

Legyen d=min §
1%1€m
K é ivel K X & .

hogy 8 € 6'k'5k s mive g,éc 5’51(’ ez rt_:geKE,ak ahonnan

[ Hex €K o éss €8, akkor vank€{1,2,..., m},

d%(x ; 8)> O kovetkezik. |

Konnylt belétnt azt, hogy ha az el6bbi tétel egyéb feltételeinek teljesilése
mellett a d%f(a ; h) kvadratikus forma indefinit, akkor f-nek az g pontban nincs
lokilis szé&lsBértéke. Ha dzf(g_ ; h) szemidefinit, akkor eléfordulhat az is, hogy
‘a-ban van széls6érték €s az is, hogy nincs.

A III, Kotet, 19.13 Tétel szilkséges és elégsépes feltételt ad mésodioku
alek definitdsdra. Mivel

n

2
df@;h)= Z fr. @h h
1,k=1 "ik

az idézett feltétel azt jelenti, hogy ha a 10.2 Tétel egyéb feltételeinek telje-

siflése mellett az [;x (g)] (szimmetrikusg, 148d 7.3 Tétel és II1. Kotet, 19.4
ik

Tétel) matrix vsszes sajitértéke pozitiv (negativ), akkor f-nek a-ban lokélis

minimuma (maximuma) van. Speciélisan, kétvéltozos figgvény esetében ez

ut6bbi feltétel teljesiilése konnyen ellen6rizhet6. Ervényes ugyanis a

10.3 Tétel. Legyenaz f : D—~R, DC R?Z fuggvény D értelmezési tartominyd-
nak a2 € D bels§ pontja, vagyis l1étezzék K, kbrnyezet, melyre

2 B
Kch, legyen tovdbbd f & CK ; h,afx @-)-fY (a)=0¢és

£ @ f;Y (a)
>0, (10. 6)
fxy (8 f vy (a)

akkor f-nek a-ban 1ok4lis széls6értéke van, éspedig minimum, {11,
maximum aszerint, amint f;x (a) > 0, 1il. f;x (a) < 0.

Bizonyitds., A 9.2 Példdban felirtuk kétvélitoz6s figgveny mdsodik differencidl-
jit. Az a = (a,b) pontbeli mésodik differencidl egyiitthat6ib6l alkotott szimmet-
rikus métrix karakterisztikus egyenlete (14sd III. Kotet, 14.9 Tétel)
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f‘;éx @-» @ |=0,

xy
! ' @-x
| Xy (a) vy @
vagyis
2 2
- f'l + f" +f!l f" - fil - 0’
> (Xx W)DL XX yy Xy

ahol az a argumentum kiirdsat helykiméiés végett elhagytuk. A ?\,I és A,
sajdtértékek kielégitik a Vieta-féle formuldkat (l4sd ITl. Kotet, 7.8 Tétel),
vagyis

=f" "
9\.1+ :\,2 X + fYY

2
- f” EII - f" -
I "2 XX yy Xy

3
Ll

A mésodik 8sszeflggés jobb oldala éppen a (10.6)-ben szereplS determindns.
Ezek szerint, ha (10.6) fenndll, akkor sg & [=88 7\,2 # 0, vagyis a Tételt

megel6z6 megjegyzés szerint a-ban széls6érték van, (10.6)-bél az is kivetke-
zik, hogy sg f;x = sg f;'y # 0. Mivel az els6 Vieta-formula felhaszndldsdval

sg A.l = ag 9\,2 =8g( A 1 + N 2) = sg(fxx + fw) = sg fxx’ a sajatértékek asze-
rint pozitivak, ill. negativak, amint f;x(g) pozitiv, 1ll. negativ!

10,3 Példa. (A legkisebb négyzetek modszere). A mérnoki gyakorlatban gyak-
ran felléps feladat a kivetkez6: tudjuk, vagy feltételezzlk, hogy az x flggetlen
&s az y fuggt véltozok kozott (melyek pl. fizikai mennyiségek) kizelitSleg
linedris fuggvénykapcsolat 411 fenn. x és y 8sszetartozé értékeire méréseket
végzlnk és meg kell hatdroznunk azt a linedris fuggvényt, mely a mérési ada-
tokkal fsszhangban, bizonyos értelemben a legpontosabban fejezi ki az x és 'y
véltozok kbzutti fuggvénykapcsolatot. A feltételezett kapcsolat y = ax + b, ahol
"a" és b egyelfre ismeretlen egylitthatck és az m » 2 szdmu mérés eredménye
az (xl. Yl)’ (xz, yz), vens (xm, ym) rendezett szAmpéarokbél 4116 tibldzat.

Feltételezzllk, hogy az x szdmok nem mind egyenidk. Azt az

v eees X
1 m
y = ax + b egyenletl egyenest tekintjik az x és y vdltozok kizitti fliggvénykap-
csolat grafikonjinak, melyre az
m

fa,b)= 2. v, - ax,+ b)) a0.7)
=1

kifejezés (vagyis az egyenesen 1év6, x; abszcisszdkhoz tartoz6 pontok ordini-
t4i és az Y, ordinitsk kdzittl eltérések négyzetének daszege) minimédlis. Meg.
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kell hatdroznunk tehdt azt az (a,b) pontot, melyben a (10.7) formuldval értel-
mezett { : RZ+ R fUggvénynek (abszolut) minimuma van. (10.7)-nak csak ott
lehet lokélis minimuma, ahol

m
£ =-> /v -ax -b)x =0,
a i i i
i=1
m
£ = -2 2 (y - ax -b) = 0.

m m m
a §1 % +0b in= inyl.
i=l i=1 i=1
m m
a y. %+ bm = Z' A (10. 8)
i=1 i=1

line4ris egyenletrendszert kapjuk, Megmutatjuk, hogy ennek az egyenletrend-
szernek a determindnsa nem zérus, pontosabban, hogy

m m 2
2
m le "(Z XJ > 0. (10.9)
i=1 i=1

Ha a Cauchy-féle egyeniGtlenséget (IIl. Kdtet, 16.2 Kovetkezmény)} az (L, 1,...,1)
és (x JUEEEE xm) rendezett szim m-esekre alkalmazzuk, kapjuk, hogy

vagyis
m m 9
m fo-[z xi] > 0, (10.10)

Bebizonyitjuk, hogy itt egyenléség nem &llhat fenn; pontosabban abbdl,
hogy itt egyenléség 4ll fenn, kivetkezik: x L TXy T e T X ami ellentmond

annak a feltevésnek, hogy az x;-k kvzott vannak kilonboz6k. A bizonyitdst m-Te
vonatkoz6 matematikai indukciéval végezzitk. Az m =2 esetben

2 2 2
2(x1+ x,z) = (xl + x2)
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rendezés utdn az (x 1 x2)2 = 0 feltételt adja, ahonnan x 15 % kovetkezik. Fel-

tételezzlk, hogy ha

m m 2
m sz-[z x} =0,
i i=1 i
i=1
akkor X ..o = LI Legyen
m+1 m+1 5
2 2
@+ L - (T <) -o.
t=1 =1 '
és rendezztik ezt az egyenletet a kdvetkez6képpen
m m m ’
m Zx2+ Z:x2+(m+1)x2 —[Zx +x =0,
i i mil i mti
i=1 i=1 i=l
vagy tovébb alakitva
m m
]
m Z x4 Z x + (mtl) x -
1 i m+1
i=1 i=1
m 5 m
2
-{Ex} - 2x Zx-x' = 0,
=1 i m+1 =1 i m+1

Ezt még a kovetkezSképpen is irhatjuk

m m , m
2 ( ] 2.2 B
m 1-_-21: X, Z'xi +Z(xi+xm+l 2xm_|.1 xi)—ﬂ,

=1 =1
vagy
m m 9 m 5
2
[mi;l xi-[lg "J]” g("i'xmu) = 0. (10.11)

(10. 10} -b&1 kivetkezik, hogy a szdgletes zdréjelben 4116 kifejezés nem-negativ,
a bal oldal mésodik tagja, mint négyzetek dsszege ugyancsak nem-negativ,
(10, 11) -b6l ezek szerint

m m
B PR L
mEr Yy Tty 0
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és

kivetkezik, Az indukcids foltevés miatt az els6 egyenlethsl] x P Xy T e TR

ad6dik. A méscdik egyenletbsl pedig X 41" X 1T T kovetkezik, amivel

illitdsunkat és igy a (10.9) egyenldtlenséget bebizonyitottuk. A (10.8) egyenlet-
rendszernek ezek szerint egy és csak egy megoldisa van, éspedig

m m m
m Z xiyl - Zx Z Y
i=1

=1 ! k=l
a = N
m m
m t‘ :xf - [E :xi]
=1 =

m o, m m m
X ¥ X XV
El ;k Eikz=:1 k'k

i=

(10.12)
m

(&)

pun

Mivel (10,9) miatt

m m 5
11 1] - 2 - -
faa fab = 4lm Z xi [Z xi] >0 (10.13)
i=1 i=1
fab fbb
m
és f';a =2 in » 0, teljesilnek a 10.3 Tétel feltételel, igy a (10 12)-gyel
i=1

adott {(a,b) pontban (&3 csak itt) (10.7)-nek lokdlis minimuma van. (a,b)-ben
az f filggvényhek egyben abszolut minimuma van, ami abb6l kovetkezik, hogy
(10.13) és £, > O miatt f mésodik differencidlja nemcsak a (10.12).- vel adott

pont egy kis kdmyezetében, hanem mindentitt pozitiv definit (Iésd {10.4) és a
10.3 Tételt megelszS megjegyzést).
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i1. Implicit megadésu fiiggvényrendszerek.
Inverz figgvényrendszer

Mint ismeretes, igen sok egyszeri gorbe egyenlete adhat6 meg a sikban az
Fix,y) = 0 (11.1)

implicit alakban (14sd II. Kotet, 8. pont). Igen fontos kérdés az, hogy vajon
az igy megadott grbe valamely egyvéltozos val6s fuggvény grafikonjénak te-
kinthet6-e, M4s sz6val azt a kérdést vizsgdljuk, hogy milyen feltételek mellett
definisl a (11. 1} egyenlet egy implicit megadésu figgvényt (14sd I, Kotet, 8.1
Definicid).

11,1 Példa. Az orig6 kozéppontu egységsugaru kor egyenlete

Xty - 1=0. (11.2)

Ez az egyenlet nem definiél egyértelmuen egy egyvaltozds fuggvényt, hiszen
1

minden x € (-1, 1} abszcigszdhoz két olyan ordindta, y = + (l—xz) 7, tartozik,

mely x-szel egyitt kielégitl az egyenletet. Ha azonban példdul a kbron levs

112 (212
[[5-] 2, [3] 2 ] pont egy alkalmas kbrnyezetét vizsgéljuk, mond{mtjuk, hogy van

egy és csak egy olyan egyvéltozos f fuggvény, mely e pont 32 abszcisszdjé-
1 1

7

nak egy kornyezetében értelmezve van, folytonos, a 3 “helyena [ %] 2 gree-

ket veszi fel és melyre (x,f(x)) kielégiti (11.2)-t, vagyis

Crffx) -1 = 0
Ez a fUggvény a kovetkez§: f(x) = (l—xz) 2 .
1 11 P11
xels 2.3 2(32),3 ks M1l .

A sz6ban forg6 probléma egy lényegesen dltaldnosabb feladatnak, egyer.-
letrendszerrel értelmezeit tobbvaltoz6s implicit fuggvényrendszer 1étezése
és egyértelmlisége ("egzisztencidja és unicitdsa”) feltételel meghatdrozdsanak
speciilis esete. Ezzel ar altaldnos esettel foglalkezunk. El16szor néhdny jeld-
1ést és elnevezést vezetiink be, Legven adott az

¥ o:b-R, DC R® xR™, i=1,2,...,m, (11.3)



fuggvényrendszer, ahol az (nrm)-véltozos Fy fuggvények értelmezéel tartomd-
nya kozds. Az X = (xl, ceny xn), y= (yl, cees ym) jeltlések bevezetésével az

Fi fuggvény (x,y) € D helyen felvett értéke Fi(i,y_) = Fi(xl' cee ,xn,yl, ces .ym).
A (11.3) fuggvényekbdl 4116 rendezett figgvény m-est BE= (Fi' ceed Fm) -mel
jeloljuk. {11.3) nyilvén a ktvetkez§ ekvivalens mddon irhatd:

F:D~R™, Dc R xR™. (11.4)

Az F fuggvény (x,y) € D helyen felvett értéke

F@x,y) = (F ()00 F_Gy) e R™ .

Ha az Fi i=1,2,..., m)figgvények az VA PURTER Yo v4ltozok szerint par-
cidlisan differencislhatok valamely (x,y) € D pontban, akker képezhetjuk az

yj-k (} = 1,..., m) szerinti elsé parcidlis derivéltakb6l alkotott fmxm)-es
Fap=[F. F_ .. F ] (1L.5)
y by, Wy by
F’ F. ... E
2Y]. ZYZ ZYm
:'n F'm ves F;n
L ™1 ™ Tm _

métrixot, melyet a (11.3) fiiggvényrendszer, vagy a (11.4) fuggvény y szerinti
deriviltmétrixdnak nevezink ((11.5)-ben minden F;Y elemet az (x,y) helyen

kell venni). A (11.5) derivdltmétrix determininsét (11.3) Jacobi-féle fuggvény-
determindnsénak nevezzik és a kbvetkezSképpen jeltljuk:

Y, F veess F )

2 m ,
= ' . 1.6
BGy Yy oo V) det Fy & 4 (11.6)

Hasznélni fogjuk még az _Ex = (F’lx  Fox Foaeeer Fox ), k=1, ...,njelolést és
k k k k k

alkalmazni fogjuk a métrixalgebra (tdsd 111, Kotet, Harmadik fejezet) miveleteit &s

jelsleseit, Az R“, 111, az RM tér elemeit minden killon megjegyzés nélkil oszlop-

vektorokként kezeljik, ha ez kényelmes.

A kérdés tehat a kbvetkez6: milyen feltételek mellett fejezhetSk ki az

i
2

Fi(xl. Kop voer X0 Vo Voo oer ym)



egyenletrendszerb6l az y, "lsmeretlenek”, mint az Xpr meer Xy valtozok

(egyértéki) folytonos fuggvényel. Mielétt az erre a kérdésre vilaszol6 tételt
megfogalmaznink, érdemes azzal a specidlis esettel foglalkozni, amikor az
F i fuggvények az ¥ j véltoz6kban linedrisak.

11,2 Péida. Legyen
m

F &y = Z Py (§)yj “q ., i=L2, ..., m, (11.7)
=1

Legyilk felhogya P és a q fuggvények (i,j= 1,2,...,m) folytonosak valamely

j
a € r" pont egy kérnyezetében és det P(a) = det [pﬁ (a}] # 0, tegyuk fel to-

vébb4, hogy a
m
]2;,'1 Py (§=)Yj -qf@ = 0

egyenletrendszernek a megoldésay=b= (b JURXE bm), vagyis F 1(3’2) =0, 1=

=1,2,...,m . Mivel a determinéns a sajit elemeinek nyilvdn folytonos fugg-
vénye és a Pij (x) fuggvények folytonosak, az Bsszetett figgvény folytonossé -
géra vonatkozo tételbSl (4. 1 Tétel) kvetkezik, hogy det P(x) 1s folytonos, és
igy a-nak van olyan kirnyezete, melyben det P(x) # 0. Ekkor azonban e krnye-
zet minden egyes x helyén a ’

m
Lp, @y cq@=0, i=L2 .., m, (11.8)
j=l J j

vagy ami ugyanaz a

PRy = a&)

egyenletrendszernek van egy s csak egy megolddsa (14sd UI, Kotet, 13.4 Téiel):

y=2" @ 90 -
Miutdn az inverzmétrix nyllvdnvaléan az eredeti métrix elemeinek folytonos
fuggvénye, a J (x) = P-1 (x) q(x) fuggvények folytonosak, ¢ (a)=1b és

Px) ¢ ) - g -(3_() = 0. A (11.8) egyenletrendszer tehit éppen a ( x) fuggvény-
rendszert definidlja implicit médon. Megjegyezzilk, hogy det E(g pem més,
mint a (11, 7) figgvényrendszer Jacobi-féle determindnsa, hiszen

F) Yj(§,g) =Dy x) .
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Azok a feltételek, melyek az el6z6 példsdban szerepl6 specidlis esetben
biztositortdk az implicit fuggvényrendszer 1étezését és egyértelmlségét, némi
4ltaldnositdssal, de lényegében véltoztatds nélkill elégségesek ugyanehhez az
4ltaldnos esetben is. érvényes ugyanis az implicit figgvényrendszer 1étezésére
&g egyértelmUségére vonatkozd

11.1 Tétel. Legyen adott az
Fay=01= L,2,...,m, {11.9)
x € Rn, y € rR™ egyenletrendszer és tételezzik fel, hogy
ayvana & Rn, b€ Rm, melyre
Fl(g,l_)) =0,1=1,2,...,m,
b) az a, 111. a b pontnak van K , 11l K ktrnyezete, hogy a

a, ol b,
L2 &

m
= R

+ X

(nyilt és konvex) tartoményon
o 0

Fi € CD' I-‘wj € CD s

i,i= L2,...,m,

Q](Fl. Fm)
B Gy ) &Y= @D

70

c)

ekkor minden elég kicsi £> 0-ho .an & > 0, hogy van egy és
csak egy ij : Ka e R, j=L,2,..., m fuggvényrendszer,

meiyre

HY @=b,

B) @) €K o . maxeEK

C) §. €CO L j=L2...,m;
bR

D) Fix, § ®N=0,x €K 5

ezt a LPJ-, (j=1,2,....m) figgvényrendszert a (11.9) egyenlet-
rendszer altal meghatdrozott implicit fiiggvényrendszernek
nevezziik,
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AE .oy F ) .
Bizonyitds. Mivel a 3 (Yl ym) Jacobi-determindns az (a,b) pontban
1" """ 'm

nem zérus (c) feltétel), a determindns elemeinek folytonos figgvénye és az ele-
mek, az F;y parcidlis derivédltak folytonosak (b) feltétel), az (a,b) ER xR

]
pontnak van olyan K @)1 C R™ x rR™ kbrnyezete, melyben

det [F ;Yj (,y)] # 0

(5,11) eK , m. {11.10)

i=1,2,...

[

(a,b),r’

Legyen 0 < of, < o és0 < (51<(5 olyan, hogy KE- dlx KP.- f-l’LC K@’?)’r

teljesiljon. II};en Dtl és f3 L van, mivel a Ka, o X Kb, 8, tartomény itmérsie

2 (o( :i + (Si] 2 , e tartomény az (a,b) pontot tartalmazza és
1

2 (0(2+ (52] 2 < r,ha o, és (5 elég kicsi, (Elegend mér az is, ha
1 1 1 1 i

) =
(Dt 1 + (Qi] 2 < r, mivel (g,b} e tartomdny "szimmetria kozéppontja™),

ElSsztr megmutatjuk, hogy mindenx € Ka o -hez legfeljebb egy olyan
222
ye Kb van, melyre F (x,y)=0 i=1,2,...,m, teljesul. Tegyuk fel ui.
- i
hogy az el6bbi x-hez van még egy'i e Kb F’ , melyre Fi@,'i) =0, i=1,2,...,m.
= 1

b)-b6l kbvetkezik, hogy rugzitett x mellett Fi, t=1,2,..., m, azyy, ...» ¥m
v&ltozok totslisan differencidlhato fuggvénye és l(b [3 -ben alkaimazhat6 rd
= 1

a Lagrange-féle kozépértéktétel (9.1 Tétel), vagyls van ? € Kb (5 , hogy
=t 1

m

. ,o M e

A
Mivel (x,y) € K X és gy
a, o Kb, {31

1 =

det [F’w] ] # 0.
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azt latjuk, hogy az ('j - yj), j=1,2,..., m, rendezett s5z4m m-es egy olyan

homogén linedris egyenletrendszert elégit ki, melynek determindnsa nem zérus.
Miutdn azonban ilyen egyenletrendszernek a trividlison kivul nincs mds meg-
oldfsa (I4sd 111, Kotet, 14.4 Kovetkezmény), ¥, - y, = 0, vagyls
§j=yj,j=l,2,...,m. j }

Legyen0 < £ = ﬁi tetsz6legesen adott; bebizonyitjuk: van
0 < & < &, hogy minden x EKg,CS-hOZ vany EKQ.E n Kb_@_, 6y mely
kielégiti (11, 9)-et. Bevezetjik a

m
¢ &y = 1;1 Ff ®y =0

segédfiggvényt., A (b fuggvény csak olyan pontban vesz fel zérus értéket, amely-
ben az bsszes Fy, i = 1,...,m figgvény zérus. Ezért (p (a,y)> 0, ka

Y€ Kb ﬁ ésy 7 b, miutén az el6z5 bekezdésben bizonyitottak szerint az a

=2 1 -
ponthoz legfeljebb egy olyany € K (5 tartozik, mely (11.9) megoldisa,

= 1
&g a) szerint b ilyen. Legyen 0 < (5 5 < £ és tekintstk R™-ben a b kozéppontu
(32 sugaru G gbmbdt:

fres™: pum=fylekye N5y g -

G

L

¢ (2,y)> 0, hay € G, és mivel (1) (a,y) aG
korlitos &s zdrt tartoményon felveszi minimumdt (l4sd 4.7 Tétel),

inf §(a,y)=p> 0. (11.10)
.YGG

Miutin 41) (x,y) egyenletesen folytonos a Ka o G c R™"x R™ korl4tos és
= 1

z4rt tartoményon (lisd 4.5 Tétel), 8 % » 0 gzdmhoz van 0 <‘d 2< ol '

hogy | (x.y) - § (g,,_;)[o%‘, ha Q(x,3) < o, y €G. Igy (1L 10)-bl
ktvetkezik, hogy ) '

Cb x.¥)> %’> 0, ha (x,y) € Kg-dz xG. (1L1D)
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Mésrészt ¢ (a,b) = 0-bol és ¢ folytonossdgdbol kovetkezik, hogy van

0< c(3< & g melyre

M
d)({,p) < 5.ha x€ KE' oy (11.17)

Legyen & = min(dl.,, 0(3) ég 1(_0 € Ka S tetszflegesen rigzitett pont. Ha e

2
rigzitett §° mellett megvizsgdljuk a q) (:50,3_;) fuggvényt a Kb 6 Z4Tt golyon
= 2

(melynek hatira G), a ktvetkezSket 4llapithatjuk meg: e flggvény a goly6 G
hatdrén (11, 11) szerint %-nél nagyobb értéket e goly6 b kézéppontjédban pedig

11. 1 édbra
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%‘_ -nél kisebb értéket vesz fel. Mivel e flggvény Kb (5 -n folytonos, Weler-
A Zri g

strass tétele szerint felveszi minimumadt, és az eldbbiek szerint ezt G-n nem,
tehdt csak a nyikt Kb A goly6 valamely y° pontjiban teheti meg. Ezek szerint
foal ? -
€ K -hoz van y°e Kb cK , hogy(b (xo,zo) = {of d) (xo.y).
a, 6 - D, (5 P_r £ - - =
2 XEKb (5
=? 2

(Ez a gondolatmenet végigkivethetS a 11.1 dbrdn, mely az R2 x R1 térben
4brézolja a helyzetet. A K kornyezetek nyilt kdrlapok, a Kb krnyezetek nyilt

intervallumok, G két pontbol 411 gtb.) Megmutatjuk, hogy (x°. %y a (11.9)
egyenletrendszer megolddsa, A 10,1 Tétel szerint ui.

o

1

m

0=¢ "= f; zFi@“.z“)'ngj « ¥
j -

ji= L2, ..., m,

vagy 2-vel egyszerlsitve
Z',F x .Y)F’ «°, v = )= 1,2,..., m
Yy

0o _o

Mivel x ',y ) € K X X , ezért.
Kb B 2 a, Kb (51

det [F} «y ):l #0 Azt létjuktehét. hogy F,(x*,y") 1= 1,2, ..., m

i
egy olyan homogén linedris egyenletrendszernek megolddisa, melynek determi-
nidnsa nem zérus. IgyFi(x ,10) 0, l—lZ,...,m.Haat.P K »I%E
fuggvényt ugy értelmezzik, hogy minden x € K 0.8 ~hoz azt az egyértelm(len
meghat4rozott t.P e Kb gt rendell hozz4, melyre F (x (_ h? x) =0,

1=1,2,...,m; e fuggvény eleget tesz az A), B) és D) kﬁvetelményehlek és
csak C) bizonyitdsa van hitra,
A LP (4 o dm ) jelsléssel élve be kell bizonyitanunk, hogy 2

"P K S R nggvények (1 = 1,2,... m) folyronosak. Legyen az x € K 5
pont és az elég kicsi € > 0 szam tetszliegesen adott, y_ LP x)e Kb £ "

Ekkor az el6bbi bizonyitds elvégezhetS ugy,hogyaz x',y’) pont jétssza az
(a,b) pont szerepét. Vagyis van &> 0 szém és g’ Kx' 5 ,,....K e , filgg-
1,2

vény, melyre t.fr(:_(_) € Ky' g’ F x, LP xN=0, (1= cies m) teljeslﬂ,
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hax €K, g.. Ha S elég kicsi, akkor Ke 1€ K 5 és a (11.9) egyenlet-

rendszer_megoldﬁsé.nak egyértelmuSégébdl—kU;etke’zik: hogy (‘Pl(l‘) '2:? {x), ha
X€ Kx, §'C Ka s Tehét minden elég kicsi £70-hoz van oS> U, ugy, hogy

P(E.E_E')<c§'=‘,-|t.fj(§)- qajg')[s P g WN<E

ji=1, 2, ..., m.]!

Az el6z6 tételben elégséges feltételt adtunk a (11.9) egyenletrendszer
4ltal értelmezett implicit fuggvényrendszer 1étezésére, egyértelmlségére és
folytonossdgira. Most e fliggvényrendszer folytonos differencidlhatosdgira
adunk elégséges feltételt (az el6z6 tétel jeltléseit hasznaljuk).

11,2 Tétel. Tételezzuk fel, hogy a (11.9) egyenletrendszerben szereplS Fy
fuggvényekre (1 = 1,2, ..., m) fennillaak a 11.1 Tétel feltételel,
vagyis létezik az egyértelmilen meghatdrozott, folytonos

¢;G=12, ..., m)implicit figgvényrendszer; ha ezen kivUl

1
= 2 =
Fie CD,i L2, ..., m, akkor q)jeCKa CS,j 1,2,...m, és

T

LPX ='_A_-1E; ’ k=1,2....,ﬂ,
-7k k

ghol ¢’ = LP yores P ,F =[F_,..., F_
L % [ lxk mxk} X, [ 1xk mxk]
oszlopvektorok és A = [F;y &, ¢ x)) az F. t=12,...,m),

fuggvényrendszer y szerinti deriviltmétrixa.
- ~’
Bizonyités. Legyenx € K < . ¥= ¢ @), 4x=0,0,..., Ax ,...,0,

yrAy=(¢§ b x, ..., f  (x+8 %), vagyls ij: ng(;_-{-A x) -
- ij (x), Mivel Fi x,y) = Fi(§+ Ax, y+A y)=0¢és Fi totdlisan differenciél-
hat6, azért
0=Fx+bxy+dy-F&y=
m

= F, Gy Ax+ EFW

.70 v, +
k )

m
+EAX + F[iquayj , i=1,2,..., m,
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ahol E,i—:.- 0, q?ij+ 0, ha A xk—u- 0 (ha A xk—»- 0, ami ugyanaz mint
A x 0, akkor A vy 0a (Pj fuggvények folytonosséga miatt,

i=1,2, ..., mh A xk-val végigosztva és rendezve

m ay

. ks T
g_[Fiyi(E'IH"?i}]Axk Fixk &

T

i=12, ... m.
= + - =
Az é"l = [Fty + ij] m-edrendd métrix, € = ( El""’ gn) (osziopvektor)

jeldléseket bevezetve ez az egyenletrendszer métrixalgebral jeltlésekkel a kb-
vetkez§ alakban irhat6

A
— —'x —

A
—L - .p -¢.
%, k

!

Mivel a det F;y (x,y) Jacobi-determindns nem zérus, a determindns elemei-
§

nek folytonos fuggvénye és az 7 i -k tetsz8legesen kicsinyek, ha| Axk[ elég
kicsi, ezért det A, # 0 ésigy
=1

x+ox-d@ _ By Al .
A x, - Axk-é*ztka ).

Mivel az inverzmétrix az eredeti métrix elemeinek folytonos fuggvénye, és

UiTae 0,£~0, ha Axk—~ 0, ezért a jobboldalnak van hatdrértéke, ha
A x, 0. EbbSl kivetkezik, hogy a baloldalnak is van hatdrértéke és

LP' (X)= lim Lf(x o 'xk+A xk’...’xn)u ‘f(xl""’xk'-.!xn)
L Axk

=-Alwy | k=12, ....0.
Fr

Mivel itt a jobboldal folytonos, ezért t.P' vagyls ..P’ s j=1,2, ..y m;
=X i,
k=1, 2, ..., nis folytonos. !

a‘, -



Fontos és gyakran eléfordul6 specidlis eset az, amikor egyetlen egyen-
letb6l kell az egyik véltozét kifejezni a tobbi véltozo figgvényeként. Az eldbbi
két tételt ebben & specidlis esetben vsszevonva fogalmazzuk meg. A kbvetkezd
tétel természetesen nem szorul kultn bizonyitdsra.

11.3 Tétel. Legyen adott az
F&x,y) =0, (1. 13)

X E Rn y € R egyenlet és tételezzlk fel, vana ¢ R, beR,
melyre Ffa,b)= 0, az a, ill. a b pontnak van olyan Kq o » 111
Kb kérnyezete, hogy aD = K o X K tartominyon F € ¢,

és FY (a,b) # 0 ; ekkor minden elég kicsi £ 0-hoz van &> 0,
hogy van egy és csak egy (: Ka ~ R fiiggvény, melyre

LP(E)zb,LP(_:E)e Kb,& és Fix, § (x)) =0, ha_)gel(g’J .

1
tovibbd € CKa és

Fx x, § )
9y W= & o’
k y - -

k=1,2,..., n. (11.14)

A 11.1 és 11,2 Tételek fontos kivetkezménye az inverz flgpvényrendszer
Iétezésére vonatkozo

11.4 Tétel. Legyen adott az

fi:K_h;,(&HR’1=1’2"'°'n . (11. 15}

figgvényrendszer, aholb € R, 3> 0ési)=(( (E), - 'fn(?—)) =
= (al,....an)=gc_ R" ; tegyik fel, hc:gy{ € Cl%
£

=1,...,nés

3 ppeennd)

3 Gy ?

ekkor van0 < &€ < (5, hogy f: Kb ar-»- R" & l% £ kirnyezet-

aek R"-be val6 egy-egyértelmit leképezése; van S> 0, hogy
Ka s c RBaz f leképezés értékkészletének részhalmaza, és van
]

egy és csak egy
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HDj:Kg’ar—»R,jzl,z,..,,n (11. 16)
fuggvényrendszer, hogy ¢ € C1 ,
] K S
a,
¢ e Kye
ECP &heens @ K= X,
i=1,2, ..., n {11.17)

ha x € Ka S ; a (11.15) és (11, 16) fuggvényrendszerek Jacobi-féle

determindnsalra fenndll

TP preeen ) PEpeeen £)
2] (Xi,..., Xn) ’ /Bwl’“.'yn) Z=t?(¥-)

=1, (11.18)

ha x € K, §. (11.16)-ot a (11.15) fuggvényrendszer inverz fiigg-
vényrendszerének nevezzlik.

Mi4s szoval e tétel azt mondja, hogy a tett feltevések mellett az
f: Kb e R® leképezésnek létezik az inverz leképezése, ezen Inverz leképe-

zést 1étesits (‘Pj figgvények Ka S -ra val6 leszitkitései folytonosan differencisl-

hat6k. (11,17) a kivetkez§ alakban is irhat6: £( ¢ ()= x (v.8. L. Kitet 2.3
Definici6 és (2.1)). Megijegyezzik még, hogy érdemes (11, 18)-at a II. Kitet
(12.3) formuldjival tsszehagonlitanl.

Bizonyités, Allit4sunk azonnal adédik, ha az

xi-fi (_)_r)=0, i=1,2,...,n

egyenletrendszert tekintjik, ahol az egyenletek bal oldaldn 4116 F; {x,y) =

=% - fi(y) figpvényekre teljesillnek a 11.1 és 11,2 Tétel tsszes feltételei az

R" x Kb A c R" x R" tartomédnyon. Tehdt minden elég kicsi &> 0-hoz van

&> ﬂ,hogyvanegyéscsakegyf:Ka’é.—-»Kb.&C KD'ré

leképezés, melyre

"Pj c Cli(a s és F1 ()E,tf x) = X, - fi(‘.f(a-:)) = 0. A (11.18) azonossig igazo-
lisa véget.t- differencidljuk a (11. 17) azonossdgok mindkét oldaldt a lncszabdly
alkalmazdsdval X, szerint; kapjuk, hogy
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n
FZ'i £y, (20 W, @7 Syr LE= L2 (LI

ahol &y a Kronecker szimbolum. Az ut6bbi azonosségrendszer métrixalgebrai
jelblésekkel az

[f;yj] ‘ [“ijxk] = E

alakban irhat6, ahol a bal oldalon az els6, ill. a midsodik tényez6 az £, ill. a

§ fuggvény derivéltmétrixa és E az egységmétrix. A determininsok szorzis-

tételét alkalmazva (14sd III. Kotet, 10,13 Tétel) (11, 18)-at nyerjuk. f
Nyilvénval6, hogy a (11.16) fuggvényrendszerre is fennéllnak a-ban, ilL

K -ban mindazok a feltételek, melyek b-ben, ill. Kb -ban a (11.15) fugg-
a, é = » €

vényrendszerre fennélitak és (11.16) inverz fuggvényre—ndszere éppen (11, 15)-
nek b egy kvrnyezetére valo leszukitése,

11.2 Példa. A sikbeli poldrkoordinitik, ill. Descartes-féle derékszigli koor-
dindték kozuttl bsszefuggést megado (dsd 1I. Kutet, (20.7))

x=rcosy, y=rxsiny (11.20)

egyenletek felfoghat6k ugy, mint az {r, J )-sik (ahol r-t és Y -t derékszugl
Descartes-féle koordinitdknak tekintjik) 0 < r <oo ,0 £ 4 < 2T egyenlbtien-
ségekkel jellemzett tartoménydnak az (x,y) -sikra valé leképezése (ldsd 11.2
dbra), A (11.20) fuggvények folytonosan differenciilhatok és a fUggvényrendszer
Jacobi~determindnsa

P ¥
i
11.2 dbrs
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2 () cogy -r sin|=r. {11.21)
ﬂ(r"‘P) sin ¢ r cos ¢

E determindns értéke csak r = O-ban zérus. Az (r, J ) sik Usszes r = 0 koor-
dindtdju pontjinak képe az (x,y) sik origéja. Az brin l4that6 P (c = 2,9 =2 T )
pont képe aP’ (x=-1, y= {"3) pont. P kdrnyezetében (L1.20) inverz fiigg-
vényrendszere 1

r~

P
r=(x2+y2) . LP=arctg£+H.

(11.20)a 0 < r<oco, 054 < 2% tartomény egy-egyértelmi leképezése az
origstol megfosztott (x,y) sikra.

11.3 Példa. A hiromdimenzi6s térben gyakran célszert gmbi (térbeli poldr-)
xoordinatarendszer bevezetése, melyben a pontokat az origétol mért r tdvol-
ségukkal, rddiusz vektoruknak a z-tengely pozitiv irdnyéval bezdrt & szogével
és rédiusz vektoruk (x,y) -sikra vetett vetlletének az x-tengely pozitiv irdnyi-
val bezdrt { szogével adjuk meg (I4sd 11.3 dbra). Az T, &, gombi, ill. az

z
rd
<,

" S

fat

L/
(e,
/
S

11.3 ébra
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X,¥,2 Descartes-féle derékszdgl koordindtédk kozti dsszefliggést egyszerl tri-
gonometriai megfontoldsok alapjdn a kivetkez$ egyenletek szolgédlratjdk:

x=rsinv cos §
y=rsin3’ sin ¢
z=rcos
0<r<oo 0=d=< % ,0s¢<2%, (11.22)

A (11,22) fuggvényrendszer Jacobi-determindnsa

% &x,y.2) sin & cosy rcos? cosy -rsind sing

Q@ .9
1 sinv siny rcos ¥ sin g r sind cosy
cos -r gin ¢ Q
=rlsm Y, (11.23)

E determindns értéke csak r = 0, vagy t=0, il T esetén, vagyis a z-ten-
gely pontjaiban zérus, Egyébként a pontok r, &, 4, ill. X, V¥, z koordindtii
kizitt egy-egyértelmi a megfeleltetés,

11, 4 Példa, Gyakran célszert a hiromdimenzits térben hengerkoordinitarend-
szer bevezetése, melyben a pontokat rddiusz vektoruk (x,y)-stkra vetett vetli-
letének r hosszéval, e vetuletnek az x-tengely-pozitlv irdnydval bezdrt J szs-
gével, 111, a pont (x,y) sik feletti eldjeles magassdgival (vagyis z-koording-
tdjdval) adjuk meg (ldsd 11,4 dbra), Az r, §, z henger-, ill. az x, vy, z Des-
cartes-féle derékszigh koordindték koztl usszefilggést egyszerl trigonometrial
megfontolésok alapjdn a kvetkezé egyenletek szolgiltatjdk

x=rcosgp, y=rsinup,z=z ,
0=recoo, 0£4}< 2%, ~oo<zc OO, (11.24)

E fuggvényrendszer Jacobi-determindnsa

géil!q,zzz) = COSLP -r Sin‘-P 4] = 7 (11.25)

0 0 i

mely csak r = ( esetén, vagyis a z-tengely pontjaibanzérus. Egyébként a pon-
tok r, ¢z ill. x,y,z koordinitdi koziit egy-egyértelml a megfeleltetés.
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Harmadik fejezel

TOBBES INTEGRALOK

12. Paraméteres integrilok

Ebben a pontban a kétvéltozos flggvények Integrdldsdnak eldkészitése-
képpen azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy, ha egy kétviltozds fuggvényt {a
"misik véitozd" rigzitett értékei mellett) az "els6 vdltoz6” szerint Integrélunk,
mit lehet mondani az integrdlrél, mint a "mésodik véltozd” fuggvényérdl.

12.1 Téiel. Legyena

Q={(X.y):x e[a,b], v € [c,d]} (12.1)
téglalap-tartomanyon adott az f € C; kétviltozos flggvény és
b
9= [ fxy)x, y € [c,d); (12.2)
a
o
akkor ec{c,d} .

Bizonyit4s. NyilvénvalS, hogy rigzitett ye [ c,dmellett f az x-nek folytonos
(egyvéltozos) flggvénye, tehit a (12, 2)-ben szereplé integril létezik. A 4.5
Tételb6l kivetkezik, hogy f egyenletegen folytonos Q-ban. Legyen S(EY> 0
f folytonossédgl modulusa a Q tartoményon. Mivel

b
g3 -9, = [[iy) - foy)] .
a
azért tetszlleges & > O-ra
B 3
| ¢ (vl) 'tP(y2)|5 £|f(x.y1) - f(x.yé)ldxf pog ®°8) =€,

£ ) s
ha (x.yl) és(x,yz) tdvolsdga kisebb mint 8[ vy Ez pedlg[yl y2|< 5[ b-a“

esetén teljesll, tehdt ¢ egyenletesen folytonos [c,d] -ben.!
12.2 Tétel. Legyenf € c? st e c? , ahol Q a (12.1) téglalap; ekkor a (12.2)-

Qe vy Q
vel adott paraméteres integrélra
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P € Cic,d] és
4 (0 B,
EY—([; f(x,y)dx] = £fy (x,y) dx . (12.3)

(Az y szerinti derivdlds és az x szerinti Integrﬁiés sorrendje fel-
cserélhet§.)

Bizonyitds. A Lagrange-féle kzépériéktérel (I, Kutet IS, 4 Tétel) alkalmazd-
sival y ¢ [c,d] ésy+h €lc,d]-re

b
Py+n -9 = [[fx,y+h) -tlx,y)] dx =
b a
= fhf' (x,y + ¥h) dx,
a Yy

ahol 0= < 1, Ezek szerint tetszbleges & > O-ra

Quy+n) -9 _ f o
| e - ]‘afy(x.y)dxls

b
< { ‘f;(x.y+0’h) -1 (x.y)‘ dx =

€ ca) =
b'&(b a)"El

n

ha 0<i hi< 5[5-%] , ahol & az f; egyenletesen folytonos fiiggvény folytonos-
sigl modutasa a Q zdrt tartomdnyon. Tehdt

b
limw= f f; (XIY)dx- YE [c’d] *
a

h-0

vagyis (12.3)-at igazoltuk, A 12,1 Tételt az f' folytonos fuggvényré alkalmazva,
(12.3)-bol kbvetkezik, hogy {’folytoncs. !

12,3 Tétel, Legyen a kétvéltozos f € cé!. ahol Q a (12. 1) téglalap és
Z

Fe,y) = [y, @yEQ; 12.4)

ekkor F € cé és



F; (z,y) = f{z,y),

A
F; (z,7) = £ f;r x,7)dx . (12.5)

Bizonyitds. A II. Kotet, 28.2 Tételb6l kivetkezik, hogy rogzitett y mellett
(12,5) els6 formuldja érvényes. A 12.2 Tételb6l kuvetkezik, hogy rogzitett z

mellett (12.5) mésodik formuldja is érvényes. Az, hogy F'ZECOQ, nyilvdnval6.

Azt, hogy F; € CS , & kitvetkez6képpen l4tjuk be. Legyen (zo, yo) € Qés

€ > 0 tetszllegesen adott.

z fo
' x,y)dz - | £ (x,y )dz
{: L@y [ 1y,

l F;(z, y) - F;(zo-yc)

<

I
Y

ZO Zg Zy
£ (x,y)dx - £ 0 yddx 4+ £ (x,v)dx - [ £ (x,y )dx
Sy j;y v) {Y( y) £y( ¥,

1IN

+

j\ , P .
]y {fy (x,y)dx - { fy("'Yo)“Xl-

A 4,6 Tételbdl kivetkezik, hogyl f; l korldtos Q-n ; 1egyen|f; (x,y)i < M, ha
z
(x,y) € Q. A 12,1 Tételb6l kovetkezik, hogy J’o f;(x,y)dx folytonos az Yo

a
pontban. Ezek szerint

, R < |+ E < ELE -
le(z,y) Fy(zo'yo)l' Mlz 40|+ 5 < 3+ 5 £ .
halz -2z |< £ &gy -y [elég kicsi, vagyis he [(:z-z )2+( - )2_]5 1€

[z - 2,| < 53 €817 -V lei€8 , o Yoy )l elég
kicsi. Ez azonban F; folytonosgdgét jelenti. |
12.4 Kbvetkezmény. Legyen a kétvdltozdésf € Cé, ahol Q a (12. 1) téglalap,

az egyviltozés g € C;:c a’ g(y)e [a,b], ha

yele.dl é g = 89 fteyyix s (12.6)
a
1
ekkor ¢ ec['c,d'! és
\ )
¢ M=y M+ £ &y dx. (12.7)
Y
a
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Bizonyitds. A (8.1) lincszabdlyt a (12. 4) fuggvényre és a (g{y),y) flggvényekre
alkalmazva

i d . ' ’ )
P = 35 Fen.y'=F, 6Ly g’ GHF E6)y). 1.

A {12.5) formuldk felhaszndldsdval, innen (12.7) adédik. (12.7) jobb oldaldnak
folytonossaga a 4. 1 Tétel kdvetkezménye, |

13. A kettés és a harmas integral

Ebben a pontban kétvéltozos, korldtos flggvények Integrdlhatdsigét és in-
tegrdljat, az un. "kettds integralt” értelmezzik mérhetf tertletd siktartomd-
nyokon, A tdérgyalés analdg az egyvéltozos filggvények hatdrozott imegr4ljinak
tirgyaldsdval.

13.1 Definicié. Az A < R2 koridtos, mérhets teriletd tartomény felosztisdnak
nevezzltk A részhalmazainak
P:{A1 cA: di=1,..,m)
halmazit, ha

a) Ai’ i=1, 2, ..., m mérhet6 teriiletli ;
b) Ai-nek és Aj-nek i#3(@, {=1, ..., m)esetén nincs kizds
bels6 pontja (legfeljebb a hatdrpontjaik kozsek) ;

m
A= UJ Ai'
i=1

Mivel az A; elemeknek hatdrpontjai kiizdsek lehetnek, szUkséglink lesz a kovet-~
kez6 tételre:
13,1 Tétel. Ha A (Jordan szerint) mérhetS teriiletl, korl&tos tartomény, akkor
front A is mérhets halmaz és nulla mértékl, azaz
mes (front Ay=0.
Bizonyitds. A Il, Kotet 24,1°T ételbdl ktivetkezik, hogy van kils6, ill, belsd
sokszgeknek olyan Km, illetve Bm’ m & T sorozata, hogy Km S AD Bm .

éslim (mes K -mesB )=0.
m m
m-»ca
Tekintsik a K kills6 sokszdgeket zdrtaknak (vagyis szdmitsuk hozzdjuk a ha-
tdrol6 sokszog vonalat), a B, belsS sokszbgeket pedig nyiltaknak (a hatdrolé
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soksztgvonal ne tartozzék hozzéjuk). Ekkor kbnnyen beldthatd, hogy minden
K. m € T tartalmazza A Osszes hatdrpontjdt (azokat is, melyek nem tartoz-
nak A-hoz) és By,, m € T nem tartalmazza A egyetlen hatdrpontjit sem (azo-
kat sem, melyek A-hoz tartoznak). Igy

(K N~ B )ofront A, ezért:
m m

fes (front A} = mes{K_~ B )=mes K -mesB ,me T,
m m m m

Mgy (front A)< lim (mes K_ -mesB )=0,
m m
M- 00
ahonnan

mes (front A) = es (front A) = mes (front A)= 0
ktvetkezik. !
13. 2 Definici6, Az A tartomdny P = {Ai :1=1,,.., m} felosztdsét 3> 0-nil

finomabb felosztdsnak nevezzik, ha valamennyi A -nek d(A)
| i
stmérsjére

d(Ai)«’. d,1=1,..., m
teljesil,

Az A tartominy &> 0-nil finomabb felosztdsdhoz jutunk példdul, ha
A-ra & -nAl kisebb 4tmér6jil négyzetrdcsot boritunk, és P elemeinek az A-ba
es6 ricsszemeket, valamint a kinyul6 récsszemek A-val kizds részeit vesszik.
(Ez ut6bbi elemek is mérhetSek, mivel A mérhets.)

13.3 Definici6. Legyen f : Ar~ R korldtos fuggvény az AC R2 korl4tos, mér-
het6 terliletdl tartoményon, az

m
§_=7. M mes A, illetve
| 2 t
=1
m
8 = m, mes A
P FZI i i

tsszegeket a P = { Ajri=l,..., m} felosztdshoz tartoz6 felsd,
alg6 vsszegnek nevezziik, ahol

Mi = sup f(x),
!_KEAi
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m.= inf x),1=1L..., M
i EGA;

A fels6, illetve alsé tsszeg létezése f korldtossigdbel kivetkezik. Az
integrélhatSsdgot ugyanugy definifljuk, mint az egyvéltozés esetben, A kivet-
kez6kben f és A jelentése ugyanaz, mint az el6z6 definiciGban.

13. 4 Definici6, Ha az A tartomény valamennyi P felosztdsdhoz tartozo felsé
sszegek halmazénak Infimumira H = inf { SP} -re és az alsé

tsszegek halmaza suprémuméra h = sup {BP} -re fenndll, hogy
h = H, akkor az f figgvényt az A tartoményon Riemann szerint

integriihatonak és az

fff(xpy)dxdy=h=H
A

értéket f A tartoményra vonatkozo kett6s integréljdnak nevezzik.

H, illetve h létezése ugyanugy ldthat6 be, mint az egyviltozos fuggvények-
nél, (Lédsd II, Kotet 22,1-22.5 Segédtétel). Az "uj ogztopont hozzévétele” he-
lyett kétvAltozos fiiggvények esetében értelemszerien azt kell mondanunk, hogy
valamelyik Ai helyett olyan mérhet§ B 1 és B 9 halmazokat tekintlink, melyekre

A1 =B 1 UB A és B l—nek és B z-nek legfeljebb a hatdrpontjaik kiztsek.

A 11 Kotet, 22,4 Segédtétel analogonjdnak beldtésdhoz a Py felosztds 16tezését
is be kell bizonyitani. Ez egyszerl kdvetkezménye annak, hogy mérhet§ tarto-
ményok kvzos része is mérhets, (Ldsd IL. Kotet 24.5 Tétel utdni megjegyzést.)

13.5 Definici6. Azt mondjuk, hogy a
m

B'P = 1=Z‘; f(§ 1,'\?1) mes Ai

kifejezés, ahol (§ 1,12 1) € Al' i=1,..., m, az{ fuggvénynek

az A halmaz P = {Aj :1=1,..., m] felosztdsdhoz tartozd
(egylk) _ir_tt_ggrél-kuzelitts ysszege,

A 1. Kotet 22.6 Segédtétel analogonja is érvényes kétvditozos fuggvények
esetében, Bizonyitsa azonban ttbb meggondolést kivdn. (Lasd [4]1I. Kotet
364-366), A 13.2 Tétel bizonyitdsa [4]1I. Kvtet 370. oldaldn talélhat6 meg, itt
bizonyitds nélkul kszsljuk.

13.2 Tétel. Tetazleges € > 0-hoz van §(€)> 0, hogy minden S { £)-ndl
finomabb P felosztdsra

0<h-s<§£ és0=S -H<E&,
P Y
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Bevezetve f-nek a P felogztdshoz tartozd OP =5 - Sa oszcilldciés Osgzegét, a

H. Kotet 22.7 - 22. 12 Segédtételek véltoztatds nélkul érvényben maradnak két-
viltozds flggvényekre i3, és a tételek bizonyitdsal pontosan ugy tdrténhetnek,
mint az egyviltozos esetben, Példdul a II. Kotet 22. 10 Segédtétel megfelelbje
kétviltozds esetben:

13,3 Tétel. a} Ha az f fuggvény integrdlhaté A-n, akkor valamennyl ?;, j=1,2,.
minden hatdron tul finomods felosztdssorozatrs:

im & = [ffGx,y)dxdy
j....oo PJ
b) Ha taldlhatd olyan P j=1,2,... minden hatdron tul finomod6

felosztdssorozat, amelyre itm Gp, ={ 16tezik, akkor £ integ-
rdlhat¢ és j—.»—oo -J

E:fff(x,y) dxdy .
A

Bizonyitds. Az egyvéltozds esethez hasonidan. (L&sd I, Kotet 22. 10 Tétel). !

A kett6s integril rendelkezik a II. Kbtet 23. pontban felsorolt integrél-
elemi tulajdonsdgokkal. A 13.4 - 13.9 Tételek bizonyitdsa az egyviltozds eset-
hez hasonl6an torténik.

13.4 Tétel. [ © dxdy =c mes A,
A
specidlisan:

ffl dxdy = mes A .
A

Bizonzités. Elegend6 beldtni, hogy tetszSleges P ={ Ai’ i=1,..., m} felosztds

esetén Z mes A, = mes A, Ez a 13.1Tétel és aII. Kotet 24.2 Tétel kovet-
i=1
kezménye. |

13.5 Tétel. A kettSs Integrdl linedris funkciondl. Ha f f f (x,y) dxdy létezik
j=1,..., 8, akkor Al

/f[ ¥ © f ) drdy = Z[ £ffj(x,y)dxdy],

(v.4, I, Kotet. 23, 6 Definicig).




Bizonyitds. L4sd II. Kotet 23,4 ég 23.5 Tételének bizonyltds4t, |
13.6 Tétel. Ha B < A mérhet6 tartomédny és ff f{x,y) dxdy létezik, akkor
A
1érezik _,{[ f(x,y) dxdy is.
B
Bizonyitds. & 5 tartomdny P’ felosztdsit az A tartomdny ¥ = {‘{‘i‘» tal,.., ,m}
felogztdgdbol kéazitjuk el:
P ={Bna,1=1..., m,

éu az oszciildclés dsszegeket Usszehasgoniitjuk. |

i3.7 Tétel, Ha ff £(x, y) dxdy és j:f f(x,y) dxdy léteznek és Bl-:zek és Bz-nek

B B

nircs kézds belst pontja, akkor:

ff fx,y) dxdy =

Bi Ui 82
hn . r

= T ex,yydxdy + ff fec,y) dxdy .
B B,

Bizonyitds. Mivel B 1 tetszSleges felosztdsinak &g B2 tetszlleges felosztdsdnak
egyesitége B 1 U B2 feloasztdsdt adja, azért a bizonylit4s ugy tértén-
het, mint az egyvaltozds esetben. (Lisd II. Kitet 23.3 Tétel.)

13.8 Tétel. Ha f éa g kettOs integrilja 1étezik az A-n, és f(x,y) £ g%, V),
(x,y) € A, akkor [ff(x,y)dxdyg ff g{x,y) dxdy.
A A

Bizonyitds. Ldsd II. Kotet 23.9 és 23. 10 Tétel bizonyitdsét, !

13.9 Tétel. Ha az A mérhets§ tartomdnyon f integrilhat6 és (x,y) € A-ra
m = f(x,y) = M, akkor

m.mes A £ ff fix,y)dxdy € M meg A,
A

Blzonyitds, 13,8 Tétel egyszerll kivetkezménye, |

i3. 6 Definicid, Legyen A ¢ R2 pozitiv terilett tartomény és a kétviltozds £
fuggvény integrilhaté A-n; ekkor az

1
mes A

T=

I tec,y) axdy
A

szdmot az f fuggvény A tartoményra vonatkozo integréiktzepé-
nek nevezzik,
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A TI. Kbtet, 26. 1 Tétel anal6gidjara, a 13.9 TételbOl kovetkezik, hogy

wffx,y) e f=sup £ (Xy) . (13.1)
x,y)eA x,y)eA

(13.1)-b6l, a Bolzano-tétel (4.8 Tétel) felhasznilésival, a II. Kotet, 26.2 Tétel
anal6gidjdra azonnal ad6dik a

13.10 Tétel, Ha A Ysszefiggl, mérhet6 tartomdny és azf € Ci fuggvény A-n

korlitos és integrdlhat6, akkor van (§ , oz) € A, hogy f( § . 1?) = ?,
vagyis

[, y)axdy = £(} 1 %)mes A, (13.2)
A

13,11 Tétel. Ha f-nek létezik az A-n vett kett6s integrélja, akkor!flkett6s
integrélja létezik az A-n és

(JT fx,y)axdy 15 ff 196,y | dxdy .
A A

Bizonyitds. Lésd Il. Kotet 23. 11 Tétel bizoryitdsa. !

Az egyviltoz6s esethez hasonlGan 14that6 be, hogy ha f és g kettfs in-
tegréilja 1étezlk az A-n, akkor f.g és-gg kett6s integrdlja is 1étezik, az ut6bbi

azzal a megkotéssel, hogy van olyan k > 0, hogy k< |géx,v}| , minden
(x,y) € A-ra,

13.12 Tétel. Legyenek f és g korlétos fiiggvények az A korlétos €s mérhet§ tar-
toményon, legyen tovibbi B ¢ A, mesB=0és

fx}=glx) x €ANE,

(vagyis f és g egy nulla mértékl halmaz kivételével megegyeznek
az A-n), akkor f és g kozul vagy egylk sem integralhatd, vagy
mind a kettS integrédlhat6 és ,

[ tyyixdy = [T gx,y) dxdy .
A A

Bizonyités. Elegendd beldtnt, hogy ha f integréthat6, akkor g is integrilhat6
&s integraljaik megegyeznek. Azt bizonyitjuk be, hogy f-g kett6s integrédlja 1é-
tezik az A-n, és f T ['_f(x,y)—g(x,y}_'] dxdy = 0. Ebb6l 4llitdsunk a 13,5 Tétel

A

alapjén kbvetkezik. f-g azonosan nulla az A ~ B mérhet§ tartomédnyon, ezért

2 13.4 Tétel felhasznaldsdval [ff [£(x.7)-g(x,y)] dx dy = 0, A B nuila mér-
ANB

tékid halmazon f-g korldtos és [ f ff(x.y)-g(x,yﬂ dxdy = O (minden integral-
B

kbzelit§ vsszeg nulla), A = (A\B) U B miatt alkaimazhatjuk a 13. 7 Tételt:
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ST o y-gtx,y9] axdy = Jf 86, y)-gx,y)] cxdy +
A A\B
+ [Mtec,y-gx,y) axdy = 0.1
B

13. 12 Térel minden viitoztatds nélkul igaz egyviltozds fliggvényekre is
(v.8. II. Kotet 23.8 Tétel), A kétviltozos terifletfogalomnak az egyvéltozds
esetben a hosszusig fogalom felel meg. Beldthat6, hogy ez szintén mérték a
II. Kotet 24, pont végén szerepl§ axiomék értelmében, A halmazba beirt,
illetve korilirt poligonoknak véges sok intervallum egyesitése felel meg, amely
benne van a szdban forgé halmazban, illetve tartalmazza azt, Igy a nulla
(jordan) mértékd halmaz egy dimenziSban azt jelenti, hogy ez a halmaz tet-
szbleges £ > O esetén lefedhetS véges sok olyan intervallummal, amelyek
tgszhosszusdga &-nil kisebb,

13,13 Tétel, Ha f € C:. ahol A korl4tos, mérhets és z4rt tartomany, akkor
1étezik

I texy) axdy .
A

Bizonyitds. f egyenletesen folytonos A-n (ldsd 4.5 Tétel), legyen S(E)>0a

folytonosségi modulusa, Tetszfleges J (€ )-nél finomabb P ={A :i=1,...,m}
i

felogztisra, melynél Ai-k zartak:

m
H-h g SP - 8p = Z (sup f(x,y) -Inf £{x,y)) mes A1 .
i=1 (x.y)'sAi x,¥)€ Al

Weierstrass II, tétele (4.7 Tétel) értelmében van (xi.yl) € Ai' i,

(t.,m.) € A, melyekre f(x,,v,) = sup f(x,y), il f(} ,m )= inf f(x,y).
ST €A it meA, S xeA,

Ezek szerint
m

H-hs E (f(x,,¥)-E(} 7)) mes A &

Hh

m m
Y~ Emes Ai=E, P mesAl=E. mes A ,
i=1 i=1

minden &> 0-ra, tehit H=h .|
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A kett6s integrdlhoz hasoniGan tdrgyalhatjuk a hirom-, ill. téhbviltoz6s
fuggvények hirmas, ill. ttbbes integréljait, Azt kell csak megmondanunk, mely
halmazokat nevezzlik mérhet6knek, és hogyan definidljuk a mértékét. Példau!
hirom dimenzi6 esetén az A — R halmazt Jordan mérhetfnek nevezzitk, ha 2
belss poliéderek térfogatainak suprémuma megegyezik a kuls6 poliéderek tér-
fogatainak infimumdval, és ezt a kzbs értéket nevezzik az A halmaz térfoga-
tinak (hdrom-dimenzi6s Jordan-mértékének), BeldthatS, hogy az igy definidls
térfogat vaioban mérték, a 1. Kotet 24. pontjinak tételel ez esetben is érvé-
nyesek, ezért A térfogatdt mesg A-val jeloljuk. Igy & 13.1-13.5 DefiniciSk 4t-
vihet 6k hirom dimenzl6 esetére is, a 13.1-13.11 Tételek is érvényben maradnzk.

Azt mondjuk, hogy az f hiromv4ltozés, korlétos fliggvény hirmas {nteg-
réija létezlk a Vc R3 korlétos és mérhet§ halmazon, hs

I
h = sup{z m1 mes3 Ai}=
i=1

P
,m
= inf M mes A p= H,
arf 7, mesg, |
ahol P ={A1 i=1,,.., m} a V halmaz tetsz6leges felosztdsa, my = inf f(x},
X EA'l

Mi =gup fx), 1=1,..., m, Ah=H értéket nevezzilk hirmas ln:egrélnak és
XEe Ai

{{f f(x,y,z)dx dy dz -vel

jeloljuk. f P-hez. tartoz6 téglinytsszegeit

m
1Z=:1 f(’gi,n?i.g 1) mes, Ai -vel

jeloljuk,

14. A kett8s és harmas integral szemléletes jelentése

Miel6tt az kettds Integril geometrial jelentését tdrgyaindnk, megmutat-
juk, hogy egy A alapu, M > 0 magassigu V egvenes henger,

v ={t&y.2) : &y €4 zebM],

térfogata (3 dimenzids Jordan mértéke): mesg V = Mmes Aha AC R? korl4tos
és mérhet§ terUletd tartoméiny. Legyen K, 5 A D Bm, m € T kilsé, i1l

bels6 poligonok olyan sorozata, hogy
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lim mes Km=11m mes Bm = mes A .
m -~ <o m—s <0

(Lésd II, Kitet 24, 1 Tétel), Mivel
v ={xyd:&yeB ze oM}, meT
V -nek bels6 poliédere, és

wo={yd: ek , z€lO,M}, meT

V-nek kille6 poliédere, azért

met EY = :
mea3wma messv mes, v mesavm » m&T,

vagyls

Mmes K 2 mes,V> mes.V=ZMmesB ,meT,
m 3 -3 m

limMmesKmi mes, V> mes V2 lim MmesB ,

m->oo 8 m—> oo m

M mes A 2 Tn_ésavég_g_ssva M mes A.

V=mes V=MmesA,l

Ebb6l mesSV = mes 3

3

Legvenaz f : AR, AC R2 korlétos filggvény Riemann szerint integ-
rélhat6 az A korlétos 6s mérhetS teruletd halmazon, és f(x,y) = 0, ha
(x,y) € A. Az f kétvéltozds fuggvény grafikonja alatti tartoményon értjlik a
Vv C R3 "térrészt” (hengerszerd testet), he '

-~

v={&xyv.2:&7eAzel0 " (14.1)

(L&sd 14. 1 dbra). Az f figgvény valamely P = {Ai % S m}feloszté.shoz
tartoz6 alsé bsszege a )

Vo= {uy) s v e ALz e, mJy < L...,m,

Ai alapu, m, magassdigu hengerek ml mes Ai térfog  aak baszege, fels6
teszege pedig a

W, ={&y.2 &y e, zeo, M1}

i= L ...,m ,
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% ™
\{ 1D
il
X
14,1 dbra

hengerek M, mes A térfogatainak dsszege (m = inf f(x,y), M = supf (x,y)).
i i i A i A

Mivel i i
m m
W] Vi cve ] Wi .
i=1 i=1

azért, amennyiben mes3V Iétezik:

m m
<
mes, (U Vi)ﬁ mes, V< mesa[ U Wi)

i=1 i=1
8p % mes, V< SP’ minden P felosztdsra.
Tehét f integrilhatésdgdbol
mes, V = {! f(x,y) dx dy (14.2)
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kovetkezik. (BeldthatS, hogy az f-re tett feltevések mellett mes, V, mint

3-dimenzios Jordan mérték val6ban létezik. Ldsd [41 37.3. 373. oldal két-
csillagos megjegyzés. )

A 13, pont tételei hiromvéltozos fiiggvényekre s igazak, a 13.4 Tétel
szerint:

ff[ldxdydz = mes3 V. (14.3)
v

Specidlisan, ha V véges sok hengerszeriitest egyesitése, akkor mesg V meg-
hatdrozésir (14.2) felhasznildsdval kett6s integrilok meghatdrozdsira vezettik
vissza.

A mérhetd térfogatu V C R3 test m(V) tomegének és mes, V térfogatanak

hinyadosit, az ET;I%Q\)T' értéket ktizepes sliriségnek nevezzik, Legyenx € V,
3
K cV,j=L2,...éslim ¢ =0. AV test x pontbeli siiriisége ( F,,(x)}
X p j j - OO j - - -
a Kx golysk kiozepes siirUségeinek a hatdrértéke j— oo esetén:
=t j-
m (K )
X, g) .
= —_—
r_p(_JE) jlimeo mes3 Kx . (14.4)
-t ? j
Legyen Mo VR, VC R3 folytonos fiiggvény. (u, -nek a V halmaz
P= { Ai’ i=1,2,..., m] felosztisdhoz tartoz6
m
5 = = = i -
S, i;}" i (xi, Yy zl) mes3Ai, X (xi,yi,zi) Ai imegrilkizelit6 tssze

gében a 5 (§1) mes, Ai érték egy mes, Ai térfogatu és I.J,()_ci) kiozepes sllrilségl

homogén test tomegét jelenti, mely o folytonossdga miatt kizelitfleg az A4
test m (Ai) témegével egyenls, vagyis

’J.(Ei) . meBSAi e m(Ai), i=1,2,...,m, {14.5)

m
6, 1 ma) = m) ,
=1

ha a P felosztés elég finom, Tehdt a V térrész tomege:

m{y) = fff{u(x,y,z) dxdydz . (14.6)
\'i
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m
] T - 14. - -
§ xi f.;(xi Yi zi) mesaa‘\i (14,5) figyelembevételével - az _151 pontok

ban Ysszpontositott m(A;) tbmegek (1 = 1,2,...,m) dltal alkototti tumegpont
rendszer elsfrendld nyomatéka az y,z sikra. Ha a P felosztds elég finom, akkor

o .
E x, r.L (xi, Yi’ zl) mesaAiz .gfx {.& x, v, &) de dy dz ,

Ezért a V test y,z sikra vonatkozo elsfrendd nyomatékdnak a

f/fx/» (x, y, z) dx dy dz (14.7)
Vv

kifejezést nevezzik. A V test tdmegktzéppontjénak koordinitdl (xo, y, Zo)

fff X p x,y,z) dx dy dz
v ,

o m(V)
ﬁf Y x,y,z) dx dy dz
v

Yo © m{V) !
fff Z (u (x,y,z) d&x dy dz
_ Vv
z, = = — (14,8)

ahol m(V) a V térrész tbmege gﬁsd (14.6)) .
AV térrésznek az e c R” egyenesre vonatkozd misodrendd nyomatéka:

ff[92 (x,y,2z) o (x,y,2) dx dy dz , (14.9)
v r

ehol w(x}aV térrész siiriségfiggvénye, ¢ (x,y,z) pedig az {(x,y,z) pontnak
az e egyenest6l valo tdvolsdgdt jelenti. SpeciflisanaV térrésznek a z tengely-
re vonatkozd mésodrendil nyomatéka:

fff(x2 + yz) I x,v¥,z) dx dy dz . (14.10)
v )
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15. Kett6s és tobbes integralok kiszamitasa.
Ismételt integralok

15.1 Tétel. Legyenf : DR, D  R” integrélhato a
Q={(x.y) casxsb, csy ;.‘-d} cD
b
téglalapon és létezzék a §: [c,d]=R, ¢ (y) = £ £(x,y)dx egy-

véltozos figgvény; akkor ¢ & [c,d] intervallumon Riemamn szerint
Integrdlhatd, és

d b
[txyp axdy = [([ tx,yyax) oy .
Q c a

Bizonyitds, ¥ -nek a P([c,d]) ={(_'yk_1, yk] ik=1,..., m} felosztéshoz tar-
tozé téglénytsszege legyen:

m

¢

67 = L9 m) G -y, )=
P HLP’?L: kY1

ib
fx,m )ax(y, -y, )=
1~1£ Tx k k-1

m (P
o oy R L
X
i_

k=1‘i=1 1

ahol P([a,b])={[_3:i_1, xlii=1,..., p}.

Mivel M, = sup f(x.'r? } = sup fx,yy = M_és
ix X k X X X ik
*i-0 %) - * v v
mi= mfx f(x,yzk)ax infx fx,y)= mik , valamint
05 %i] RINEAL LR A
X
m (%, )< xj‘ o, Jdx = M (xx ).
i-1
azért

X,
i

My xRS xf fle, pJdx = My, (x -
£-1

1-1) ‘
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Tehit

m P
EI[E my O xi-l)J & " V) ®

m P Xi
< 7 [ f(x, )dx] y, =¥, ()=
k=1 V=1 1{\1 Tk ko kel

X

E‘(i
= M., x -x M, _v._)
Sl T e 1—1] k - k-1

azaz
m p ¢ m p
Oy om &x V@Y, )€ 61 € X M X )
e SR LIS B ot S e R B R
(15. 1)

A (15, 1) egyenl6tienséglénc bal oldaldn, illetve jobb oldaldn az f fuggvénynek a

P(Q)={Aik:t=ll"”p; k= 1]0:-] m})
= ; £ x < =y %
Ay {(x,y) RIREREE N ST yk} felosztdshoz

tartoz6 als6, illetve fels6 Bsszege szerepel:
f . ~Y < f
sP £ g p = SP .
Mivel ha P ([a,b]) és P}([c,d} ) tetszSleges minden hatdron tul finomodS fel-
osztéssor;)zat, akkor P j(Q) 1s minden hatdron tul finomodik, azért
g f
Um s, £ Iim§ p 2 lm SP . (15.72)

£
p =
j~°0 j 1*00 j }*oo j

f integrédlhat6siga miatt (15.2)-ben hatdrozott egyenlSség 41l fenn, tehdt ¥ in-
tegrdlhato (I, Kotet 22.10 Tétel), £s

d
gf(x,v)dxdv= [ &y .
c
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15.2 Kovetkezmény, Legyenf :Dr- R, D C rR? integrdlhatd a

Q={ty): 2¢x<b, csy=d} © D
b
téglalapon, Haa ¢:[c,dl—~R, ¢ (y}=jl fix,y}dx és a
d a

v :fa,b]-R, wix)= f(x, y)dy fuggvény létezik,
Y Y= [

akkor
d b
[[epamar= [ [ [ty a-
Q c a
b d
= f[ff(x.y)dﬂ dx .
a [

Bizonyitds. A 15.1 Tétel nyilvdnvalé ktivetkezménye, |

15.2 Kbvetkezmény. Haf Cg, ghol

Q={6,y):asx<b,csy=d},

akkor

B d )
fff(x,y)dxdy = f [ff(x,y)dy] dx =
Q4 p a e
= f{ff(x-v)dX}dsf .

c a

Bizonyitds. { folytonossigibol kovetkezik, hogy f integrdlhat6 Q-n (l4sd 13.13
Tétel), tovdbbd az, hogy ? f(x,y)dy, illetve }f(x,y)dx 1étezik x €[a,b], 11l
c a
y € [¢,d] esetén, Innen a 15.2 Kovetkezmény alapjin 4ilitdsunk adodik. |
o o
é &

15, 1 Definici, Legyenc € C [, 41 d€C [a,b] s c{x) & d{x), x € [a,b].

AzN ={(,y):asx5b, clx)s y <dx)} (15.3)

tartomanyt az x tengelyre norm4l tartoménynak nevezzik.
Legyena €C [e,dY b€ C°[c d}és afy) € bly), v € [c,d].

azNy={(X.Y)=c<Y5d. aly)s x = b(Y)} (15.4)

tartomédnyt az y tengelyre normél tartoménynak nevezzik.
(Lésd IS, 1 és 15,2 dbra.)




Y
G0
yea)
N
v y-ax)
o 3 d
15.1 ébra

= /g

i5.2 4brs
15.4 Tétel. Haf c; , ahol N_a (15.3) normél taxtomény, akkor
X
NI
§ teyuxdy = [ | [ sty dy|de .
x a \ c(x)

Bizonyitds. Foglaljuk bele az N, tartoményt egy Q ={(x,y) : a£x=b,
c0 2=y« do} téglalapba, vagyls legyen Nx < Q. TekintsUk f-nek a Q-ra vals

kisvetkez§ kiterjesztését:
fax,y), e xyEN

fx,y) =
0, ha &x, ¥ GQ\Nx
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T integrélhat6é Q-n, mivel { integrilhat6 az Ny z4rt tartoményon (a 13, 13 Tétel
kovetkezménye, mivel Ny, mint a d és c folytonos figgvények grafikonja alatti
tartoményok killsnbsége, mérhet6 teriilettl, 14ad II. Kitet 24.6 Tétel) és az azo-
nosan nulla figgvény integrilhat6 a korldtos és mérhetd terlllett Q ~ ’\I
halmazon (ldsd 13. 4 Tétel), Ipy a 13. 7 Tétel alkalmazhat6:

ff (x,y) dxdy = .U £(x,y) dxdy + I 0 dxdy ,
Q N QNN

X
vagyls

jf f(x,y) dxdy = fff_(x,y) dxdy . (15.5)
N Q

X
Az £ fuggvény rigzitett x mellett, mint y-nak a figgvénye legfeljebb két pont

0 _ —
kivételével folytonos ]:co,do]-ban, igy &) = [ f(x,y)dy létezik. f-ra alkal-
c
o
mazhat6 a 15,1 Tétel:

] b d
fff(x,y>dxdy= f[ iy e -
a

[
0]
b clx) dt) dy _
=[] fwyays [ Txyaye [ Teyy]ax=
8 c cfx) dix)
b d{x)
= J‘( f(x,y)dy] dx, | (15. 6)
alc(x)

15.5 Tétel, Haf € CN , ahol NY a (15. 4) normé&itartomédny, akkor

b(y)
ff £6x,y) dxdy = f [ sxoyax|ay.
a(y)
Y
Bizonyitds. A 15.4 Tétel bizonyitdsdhoz hasonl6an tdrténik, !

A 15, 1-15.5 Tételek 41litdsalt hirmas integril esetén i3 megfogalmaz-
hatjuk, a bizonyitdsok iz hasonlé mddon térténnek, A hdromdimenzids tér nor-
méitartoményst a kUvetkezdképpen definiél}uk:

15, 2 Definici6, Legyen EC ' YE C ahol N C R2 norméltartomény (15.3)
vagy (15.4) értelemben, és
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gix, ) < Yy, xyE N. A
V= {(x.Y.z) LYYeEN, Py)e 2y (x,y)} (5. 7)

tartomdnyt (hiromdimenzids) az x,y sikra normil tartomény-
nak nevezzlk. (Lésd 15.3 dbra.)

15.3 ébra

Az x,¥,z viltozok szerepének felcserélésével beszélhetink az y,z, iljet-
ve a z,x sikra normdl tartomdnyrdl is.

15,6 Tétel. Haf € C%, ahol VC R3 a (15, 7}-ben definidlt normdltartomény,
akkor:

{];ff(x,y,z)dx dy dz =

Wix,y)
= ff[ f f(!.y,z)dz)dxdy .

N \¢ x,y)
Bizonyitds. A 15.4 Tétel bizonyltdsdval analég médon trténik. !
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15, 1 Példa. LegyenQ-{(x,y Z):a=x=b, c=y=d, g<z<hJ.hérom-

dimenzios tégla, ésf € C% A I5.6 Tétel szerint:

fff f(x,y,2) dxdydz =
Q
h
= ff[f f(x'Y,Z)dZJ dxdy
N g

ahol N ={(x,y) ta=Xsh ¢c=y= d} . A 12,1 Tétel analdgldjara beldthat6,
h .
hogy a (x,y) = f f(x,v,2z)dz kétviltozos figgvény folytonos Nc R2°ben, igy

g
LP -re alkalmazhat6 a 15,2 Kovetkezmény:

h
gf x,5,2) dxdy = || (f f(x,y.z)dszxdw [owy) axay =
N N

g

df[?«p (x,sr)dx} dy = Z [2‘ ¢ (x,9) dy] dx =

C

tj‘ﬁ\ (l} f(K'YsZ)dZ} dy]dx . (15.8)

ale \g

[y}

2 2

15.2 Példa, Szamitsuk K a V ={ (x,y,2) : 52— + Loy -Z-z— 51} térrész ("tSmbr
b

ellipszoid") térfogatdt (a,b, c > 0). AV eIlipszoidx 0,y20,2z% 0tér-

nyolcadba es6 Vy részének térfogatét hatdrozzuk meg. Az ellipszoid szimmet-

ridja miatt: mes V = 8 mes V AV térrész az fx, y) =

n

3 31’
x? 2 2
=cyfl-—5-~ _Y_i , f :Dw R, D R fliggvény grafikonja alattitérrész, ahol Daz
a b
x2 2
1-= - 12— 20, x = 0, y 2 0 egyenl6tlenségrendszerrel jellemzett tarto-
a b
mény, vagyis

={(x,y):0ﬁxf a,c‘-‘yfg a2 - xz}

az x tengelyre normél tartomény. (14.2) alapjin:

mes, ff x_’ dxdy .
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Alkalmazva a 15.4 Tételt:

1

V =

mesa 1 J
O

Helyettesitéssel és a II. Kotet, 29.1 Példa eredményének felhasznilésdval

b/ 2 2
a x <2 YZ
f clf 1-—w - =5 dy =
2 2
o a b
b
-/ 2 2
alfa”-x
i f 7
= ¢ l——;i 1- ____%Y___] dy =
a 0 b a2-x
1
b 2
=-—%(a2— ) f].fl-t2 d =
a 0
2 2
_ Jbe @ x) (15.10)
4a2
(15. 10)~et behelyettesitve (15.9)~be:
a
a
mes =f he (z-xz)dx =
3 1 2
o d4a
Tbe{ 2 x3 2 T
= e ax-—é— = -6— abec
4a 0
V = 8 V. = ﬁ— b ¢
mes, = mes V, = —3 a
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16. Kettds és harmas integrélok transzformécioi

Ebben a pontban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan lehet uj véltozsk
bevezetésével ("helyettesitéssel”) kett6s és hdrmas integrilokat egyszeribb
alakra transzformélni (4talakitant). Az uj vdltoz6kban az integriland6 fliggvény,
vagy az Integriclés tartomény egyszeribb lehet és igy kinnyebbé vélhat a t&b-
bes integril kiszdmitdsa.

Eil6gztr azt a fontos speciilis egetet vizsgdljuk, amelyben a kettSs integ-
r4lt poldrkoordindtik bevezetésével transzformdljuk.

VezesslUk be az x,y sikon a szokfisos médon (II. Kdtet (20. 7)) az r,
poldr koordinftarendszert, legyen 0 = & <3227, 0= a < b és tekintsitk
az K <§<p,a<r=b egyenlblenségekkel jellemzett Qp "korgylrucikk™
tartomanyt, Qp nyilvin mérhet§ tertlietd. A

Qp={(x,y):x=rcost[>,y=rsmgp,;1<réb,o( s_«.p<(5} (16. 1)

tartomédnyt poldrkoordinitékban téglalap tartomdnynak nevezzik (ldsd 16,1
ébra), Ha ugyanis r-et és ¢ -t Descartes-féle deréksztgll koordinitdknak
tekintjik a sik egy mésik példdnydn, az "r, sikon" (lisd 16.2 ébra), az
1, J sikbeli

Q[’)={(r,up):a<r5b,oté ¢<p} (16.2)
tartomény téglalap, és Qp a Q") tartomény egy-egyértelmi képe az
x=rcos §, y=rsin ¢ (16.3)

fuggvényrendszer 4ltal létesitett leképezésnél.

16, 1 Tétel. Legyenf € cgp, ahol Qp 8 Q korgyurloikk lezértja; akkor
[ txpaxdy = [[ trcosg, reingyrardy. (16.4)

Q,

Bizonyitds. Az bsszetett fuggvény, 111, a szorzat folytonogsigédra vonatkozo
téelb6l (tasd 4. 1 Tétel és az azt megel6z6 megjegyzés) kivetkezik, hogy az

T f(r cos @, r sin ¢) fuggvény folytonos Q,-n és igy integrdlhaté, Osszuk fel az
[a,b], ll. az [, ] intervallumot n, ill. m egyeni§ részre. Ennek s felosz-
tdsnak megfelel a Q) tartom4ny felosztdsa kis téglalapokra, ill, a Q, tarto-
mény felosztdsa kis kirgyliricikkekre {148d 16.1 és 16,2 &bra). A Qp tarto-
mény ezen felosztisa
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16, 2 ébra

P(Qp) ={Qik:r=l, 2,....,n0; k=1, 2,..., m},
ahol

Q1k={(x,Y) ix=rcosy,y=rsing, re (ri-l'ril'qe[‘Pk-l'“Pk)}’

. b-a B _ 3- o _
1'1—8‘*'1 7’ 1—0, 1,-..,1', LPk-d.‘"'k —-E'-—,k-(}, L,...,m.

A Qik ktrgylrlicikk terilete

12 12
mesQy = 27 (W "Wk - 7 Ty W)=

1 .2 .2 ) _
=3 & TP W de ) =
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- -d
S b A s k=12 ., om,
i n m
£ 4N s Featdy * %
a.hc:.lrl Sl e A LPk = ég az xik=ri cos ('Pk'
Yikzrr sin q: jeltlések bevezetésével az f fliggvénynek 2 P(Qp) felogztdshoz
tartoz6 egyik integrilkizelitd dsszege
,m
6 =00 fx .,y )mesQ =
? =1, k=1 ik’ “ik ik
n,m
N 2 * x £ 2 b-a {-a
= i; - f(ri cos Lfk » T sin “Pk) Y Ta om (16.5)

A QF'] tartomény megfelels felosztdsa
P*(Q p)={Qik 4=1,2,...,0; k =1,2 ..., m} ,
ahel
Ui {egrem ) g e fer 9 k)}'
A Q’lk téglalap teritlete

: b-a (-«
mes Qik n m

.

Mivel (r’:, @) € Q) - 16that6, hogy (16.5) nem més mint &2

r f(r cos , r sin y) fuggvénynek a P’ (Qy) felosztdshoz tartozé integrilkuze-
lit§ tsszege. Ha (n,m)— ( o0, o), akkor nyllvina P(Qp) ég a P’ (Q'p) fel-

osztis is minden hatdron tul finomodik, és (16,5) a (16,4) jobb oldaldn 4116
ketts integrilhoz tart.!

Ervényes a kett6s integril 4ltaldnos transzforméciGjira vonatkozo kvet-
kez6 tétel. A bizonyitdst 14sd [4] I 404. o.

16.2 Tétel. Legyen az

x = x{u,v), v=y,v) {16.6)
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fuggvényrendszerrel létesitett leképezés az u,v sik T’ nyilt tarto-
ményéinak az x,y sik T tartoménydra valé egy-egyértelml leképe-
zése, az x{u,v) és y(u,v) filggvények folytonosan differenciflhaték
T* -ben és legyen a (16, 6) fuggvényrendszer Jacobi-féle determi-
ndnsa -—g—%’-% #0; ha A’c T’ zért mérhetd teritletd tartomény,
akkor A’ képe az A ¢ T tartomény is mérhet§ és ha f imeprilhatd
A-n, akkor

ff f(x,y) dxdy =

}:" ff f(x(u.V).'Y(u,V))l —%—(-X—-Y—)- dudy (16.7)
A’ (u,v)

L4that6, hogy a 16.1 Tétel a 16.2 Tétel specidlis esete (felteve, na {16. 1)-ben
a > 0), a {16,3) fuggvényrendszer Jacobi—determinénsénak abszolut értéke,
ugyanis r.

o o _

é vy =
16. I Példa. Legygn r S C[D(.{.{l' 1:2 ec[ot,(éj s0< rl\‘” rz(g?),
Pelo,p) anol 0z ax <= 297 ; az X,y sik

Np={(x,y):x=rcosq1 ,y = rseing,

refr(9) 1090 ¢ elen )}

tartoméﬁyét poldrkoordinitdkban normal tartom4nynak nevezzik, u.i Np képe,
N;) azt, sikbanay tengelyre norm4l tartomény (v.8. 15.1 Definicid, 14sd

)

16.3 dbra

K
I
Il
I
{
I
s
I
: "
;e
e
[

X

16.3 é8 16,4 dbra). Mivel azx =t cos{, y=r sin N fuggvényrendszer Jacobi-
téle determindnsénak abszolut értéke r, a 16,2 Tétel speciélis eseteként kimond-
hat{uk: ha az f kétvéditozds fuggvény integrilhat6 az Np tartominyon, akkor
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[[ txpptxdy = I xcos g, rotng)racdy. (16.9)
N'

N
p P

Bebizonylthat6, hogy (16.8) ekkor is érvényes, ha rl(q)) =0,

oy

16. 4 4bra

16,2 Példa, Az

= = 3
X anu+a12v+b1,y 321u+azzv+b2 (16.9;

Hnesris fliggvényrendszerrel létesitett leképezésnél a Jacobi-determindns

a a
; 1 %z
fa x, ) —] =
3 (u,v) det [aij]'
a a
21 %22

Ha det [aij]# 0, akkor (16.9) az u,v siknak ez x,y sikra val6 egy-egyértelmi

leképezése, és tetszdleges egyméisnak megfelel6 x,y sikbell. 4, fil. u,v sik-
beli A’ zdrt, mérhets terllletll tartoményokra és A-n integrélhat6 f figgvényre

fff(x,y)dxdy =ff f(a11u+a12v +b1. 2, uta, v + bz) 1899817 7 210%91 Id“ dv.
A A’
{16, 10}

A 16, 2 Tétel megfelelSje hirmas integrdlokra is érvényes (természete-~
gen ezt sem bizonyitjuk):
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16.3 Tétel. Legyen az
x = x(u,v, W), 7 = y{u,v,w), z=2(4,V, W) (16.11)

fuggvényrendazerrel létesitett leképezés az (u,v,w) tér V' nyilt
tartoménmynak az {x,y,z) tér V tartoményéra vals egy-egyértelmii
leképezése, a (16, 11) figgvépiyek folytonosan differencifihatk
V' -ben és a (16. 11) fliggvérfyrendszer Jacobi-féle determindnsa

3 (x,¥.2) 40

2 (u,v,w) ;

he A’ C V' zért mérhets térfogatu tartomény, akkor A’ képe az
A C V tartomény is mérhet6, €s ha f integrdlhaté A-m, akkor

f”f(x,y,z) dxdydz =

=j:[[ f(x(u,v,w},y(u,v,w),z(u,v,w)).\—g—%%:—% du dv dw .
A {16.12)
16,3 Példa. Az
X = rccmLp'. y=rsiny, z=z
(16, 13)

0Srec+oo, 05 P <20, -0z @
fuggvényrendszer jacebl determingnsa (14sd (11.25)) :

17,2 _ .
i, 9,2

A 16.2 Tétel értelmében olyan A tartomdnyokon alkalmazhatjuk a hirmasinteg-
Télban a (16. 13) transzformécidt, amelyek nem tartalmazzék az €,y ,z) tér

r = 0 egyenlettel jellemzett tartoményénak képét, azaz a z tengely pont jait.
Beldthaté azonban, hogy a (16, 13) tran_szformiciéval"valo integrélds képlete
tetszlegesen z4rt, korlitos és mérhet8 tartomény esetén helyes:

wmmﬂ&wm=
A

= .[ﬂq f(rcosq,rsinq,z)rdrdq?dz. (16, 14)
A,
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16.4 Példa. Az
x=rs!n|}conLP,y = rsinﬁsi.nc?, z = r cosy
0sr<oo , 085X , 059<27 - (16.14)

fitggvényrendszer Jacobi-determindnsa (:4ed (11.23)) :

g x' ’z - 2 2
TCs gy ” sin 2 0,

és csak a z tengely pontjainak megfelel§ pontokban zérus. Ha az A tartomdny-
nak nince kizbs pontja a z tengellyel, akkor a 16.2 Tétel alkalmazhaté:

i

A fx,v,z) dxdydz =

=ff[f(rsin~} cos ¢, rsinbsinep, rcos 1})1‘2 sin b dr dqd deg
A ' (16. 15)
Ez esetben is beifthat6, hogy (16. 15 ) akkor 1s heiyes, ha a zért, mérhetd
terilleti A taxtomdnynak van kzts pontja a z tengellyel.

16,5 Példa. Mekkora v sebességgel érkezik a h magassdgu lejt6rél "surldds-
mentesen” leguruld, homogén, egységnyl sliriaégll "a" sugaru golyé a lejts

gljfra (h > 0, a > 0, a goly6 tdmege m = %‘33'1'1' ).
A helyzetl energla mozgési energidvd alakul 4t:

2
1 2 1 v
mgh——z-mv +-2'9 5
a
vo|—img
m+—5
a

ahol @ a goly6nak az dtmér6jére vonatkozs tehetetlenségl nyomatéka. A golyd-
nak birmely 4tmér6jére vonatkozo tehetetlenségl nyomatéka ugyanakkora ;

a golydt az origéban helyezzik el, és a z tengelyre vonatkozo tehetetlenségi
nyomatékit szdmitjuk ki (ldsd (14. 10)):

o- [ @+ axayea,
v
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ahol
v ={(x,y,z) : x2 + y2 + z25 »12}

zért tartomdny,
(16.15) alkalmazdsdval:

o= [[[ [ stndcos )’ + @ stad stn ) ] e’ ot ¥ ar a9 ¥ =
V'
I < stn drd§ dv,
v’
ghol
v’ =, ¥, ¢) :re0,a] ,Fe0,7],9¢ [0, 24T}

tégla. Ezen a hirmas integrlt (15,8) felhasznéldsdval szd molhatjuk:

|

.
=

et sinaij'er dcp] dif=

-f"—h\
Q
Q “rmee, 0

©
]
Q0. =

T 2T fr

- f[f s 30 mdeJ f“ ey a -
0'o
'§

= f—‘?-g— 2 sin vl - cos’d)dd= “ 5(2-5—:
[v]

2.4 3 2 2 2
=5(Sa 'JT)a-sma.

16.6 Példg, Szdmitsuk azx 2 0, y2 0,z Otémyolcad-az f(x,y) = xzi-yz
&s g(x,y) = ¥ xy fliggvények grafikonjai £ltal hatdrolt korldtos V részének tér-
fogatét. V-nek az y = x sikmetszetét  16.5 dbra mutatja (y = x, z = 2x2, flletve

y=x, 7 =f x_ = x gtrbék), ennek segitségével konnyen beldthatS, hogy a V
tartomanyt "alulr6l" f grafikonja, "feltirsl” g grafikonja hatdrolfa. Mivel a
két felulet metszésvonalénak vetifiete az x,y sikon az

2 22
x" +y) = xy

implicit megadéisu gtrbe x = 0, y = 0 negyedbe es6 ive (lemniszkits), ezért
(lésd 16.6 §bra)
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2
V:{(x,y,z):xeofyéo, (x2+y )zéxy, X +y £

25

16.5 ébra

16,6 4bra
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me83V = fff dx dy dz
v

A (16. 13) transzformécict végezzik el. (16, 14) alapjén: mesav = fff r dr d¢dz,
ahol v’

={(r z):0= < r4‘rco T ai r2 < 1:1}
"'P’ : _-.p_z S sq) g, _g zz {r cosy r sinyf,

azaz
P P ) 2 1 /s
v’ {(r ,2): 02 ¢ ..2,0 T siuzq.rszsrﬁ-smzq)}.
V' normél tartomény; a 15. 6 Tétel felhasznsléséval kapjuk, hogy
r = /stn ZLF
§ I %
mesav= _g ‘1-/2 dz | drdg= sm2c? —r drdq,

ahol

N={(I,LP 0= d sf—;-, Osr‘—- stLP }

Alkalmazva a 15, 4 Tételt:
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