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Osszeallitotta: Nagy Ilona

Miiveletek tortekkel

.. ., a ¢ ad+be o

Osszeadés: 7 + 0T Kivonas:
- 0.0_ ”

Szorzas: i Osztéas:

Nevezetes azonossagok
a+0b)?=a’+2ab+1?
a—b)? =a?®— 2ab + b*
a—>b)(a+b) =a*— b

E_E_ad—bc
b d  bd
a c_ad

b d be

(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab* + b
(a —b)® = a® — 3ab + 3ab* — b>
a®+ b = (a+b)(a* — ab+b?)

(
(
(
(

a+b+c)?=a®+ b+ + 2ab+ 2ac + 2bc a®—b* = (a—b)(a® + ab + V?)

A hatvanyozas és gyokvonas azonossagai

Egeész kitevdjd hatvanyok (n € Z%1):

e HaaeR: a"=ga-a-...-aqa, a' =a
———
n tényezd
1 1 1\"
H ER 0: 71:—7 -n _— ___ — _ , 0:1
e Haa \ {0} a - a o (a) a

Racionalis kitevji hatvanyok (a,b € RY; k,n € Z1; k > 2):
e Ya=b & a=10"

={a, o«

= an, a %:

ET
=3

e

(a>0)
Megjegyzés: Ha k = 2n+ 1 (n € ZT), akkor a < 0 esetén is értelmezhets a.

A hatvanyozas azonossagai (a,b € R\ {0}; =,y € Z; vagy a,b € R"; z,y € Q vagy R):
afl'

2. — =a* ¥
a¥y

- () =5

A gybkvonas azonossagai (a,b € Ry; k,m,n € ZT; k,m > 2):

1. a*-a¥ =a" "V 3. (a®)¥ = a"V

4. (a-b)* =a® b

1. Va-b= {a- Vb 2.%5:% (b #0)

3./ Wa=%/Ya= "/



A logaritmus azonossagai
Definicio: log,b=c<=a°=b (a,beRT a#1,ceR)
Kovetkezmény:

o log, (a) =c¢, a°%®=p
1 -1

e log,1=0, log,a=1, log,|—-|=1log,(a")=—1
a

Azonossagok (a,b,z,y ERT, a#1,b#1, c € R):

1. log,(zy) = log, x + log, y 2. log, (E) = log, z — log, vy
Yy
1
3. log, (z¢) = c¢-log, x 4. log, x = li)i‘;z

Néhéany kévetkezmény:

e log, b= log, b = L o logib= logall) = —log,b
logya  log,a a log, ()
1 1 log,, (+ —log, b
o ton () =tom 0 = tomr e womy () = 8 = = o

Természetes alapu logaritmus: Inz = log, z, ahol e ~ 2.7182818... az Euler-féle szam.

10-es alapu logaritmus: lgz = log,, .

Szamtani sorozatok

Definicié: Gy = Qp_1+d (d: differencia vagy kiilonbség)
Az n-edik tag: an = a1+ (n—1)d
. 9 —1)d
Az els6 n tag Osszege: S, = @ —5 In =20 i (5 ) “n
L e . , Ap—k + Qptk
Szamtanikozép-tulajdonsag: a, = — (n>k)

Mértani sorozatok

Definicio6: Ap = Up_1 - q (¢: kvociens vagy hanyados)
Az n-edik tag: a, =ay-q"*
"o
Az els6 n tag Osszege: S, =n-ay, haqg=1,; Sn:al-q 1,haq;zrél

Mértanikozép-tulajdonsag: |a,| = /an_k - e (R > k)



Masodfoku egyenlet

Kanonikus alak: ax® +bx +c =0, ahol a # 0
—b+ Vb2 —4
Megoldoképlet: T1g = > ac
a
Diszkriminans: D = b — 4ac

Gyoktényezds alak:  a(z — x1)(z —x2) =0

D >0 = két kiilénboz6 valos gyok
A gyokok széma: D=0 = egy (kétszeres) valos gyok
D <0 = nincs valos gyok (két komplex gyok)

Az f(z) = ax? + bz + c(a # 0) fiiggvény grafikonja az a féegyiitthaté és a D diszkri-
minans elGjelétsl fliggden:

a>0,D>0 a>0,D=0 a>0,D<0
A A A

X1 X2 X1 = Xo

a<0,D>0 a<0,D=0 a<0,D<0
A A A

X1 X2 X1 =X

\J

Gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések:

ar? + br + ¢ = a(x — x1)(z — 1)

5 b c 9 b c
a x—l—ax—i—a =a(x® — (r1+ @)x + 1129) = {El—f—l’gz—a, 212y = ~

SzélsGérték meghatarozasa teljes négyzetté alakitéssal:

b b\ v b\® b
2 _ 2 0 _ _ — _
f(z) =ax —i—bx—i—c-a(m +ax>+c a(<x+2a) 4a2>+c a(x—i-?a) 4a—i—c

b T+
= f-nek szélsGértéke van az v = 5, = ! 5 2
a

helyen, ami a > 0 esetén minimum, a < 0

esetén maximum.



Abszolutérték-fiiggvény

x)
_a';’

Hatvanyfiiggvények

flz) =2a"n=246,...
D; =R, Ry =[0,0)

ha x>0
ha z <0

f(x):x%,n:3,5,7,...
Dy =R; =R

A

flz) =2, n=13,5,...
Dy =Ry =R\ {0}

A

N
—_—

flz) =2 n=2,4,6,...
Df:R\{O}7 Rf: (0,00)

1 2 1 -2 -1
-1+ — -1+
3
-2+ 2t
flz)=2%2>0,aeR
a>1 ] 1
P . . 2 4
3 Parosfuggvenypl.xHx,x»—)x,xH?,xn—);.
O<a<1
2
Paratlan fiiggvény pl. = — x, v — 23, v — 2°,
1
1 3 5 — R
a<0 T Y, x> x,x»—>x,xl—>x3.
0
0 1 2 3




Exponencialis és logaritmusfiiggvények

f(z) =a" (a>1) flz)=a" (0<a<1)
D; =R, Ry =R+ D; =R, Ry =R*

A A

2X

f(z) =log,x (a>1) flz)=log,z (0<a<1l)
D;=R* R; =R D; =R*, R; =R

A

log,x
2 2
' log,x '

4 5 -1 1 2 3 4

|
iy
N
w

Exponencialis és logaritmusos egyenlStlenségek

f(z) =a" (a>1) flz)=a" (0<a<1)

Ha a > 1, akkor f(z) = a® szigorian monoton nové, igy r<y<&=a" <a’.
Ha 0 < a < 1, akkor f(x) = a” szigortian monoton csokkend, igy = <y <= a* > av.

f(z) =log,x (a>1) f(x)=log,z (0<a<1)

Ha a > 1, akkor f(z) = log, x szig. mon. novs, igy 0<z<y<=log,z <log,y.
Ha 0 < a < 1, akkor f(x) =log, x szig. mon. cstkkend, igy 0 < x <y <= log,z > log, y.
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Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

e Az f(x) = sinz fliggvény szigorian monoton a [—g, g} intervallumon

= a leszikitésének ezen az intervallumon létezik inverze

T
Az arkusz szinusz fiiggvény: arcsin = (sin |[_z z])_l; Daresin = [—1,1], Rarcsin = [—5, 5}
2°2
e Az f(x) = cosz fliggvény szigorian monoton a [0, 7] intervallumon
—> a leszikitésének ezen az intervallumon létezik inverze
Az arkusz koszinusz fiiggvény: arccos = (¢os [jo.x1) "5 Darccos = [—1, 1], Rarccos = [0, 7]

. ™
® SInx = COS .Z'—E

) 0
® COST = SIn <x+§>
A . )
q| aresin(x) .
2
1
v~ sin(x)
T ‘ JT >
-— 1 .
2 2
-1
/// T
2
™ .. , . , T T
e Az f(z) = tgx (x#§+k7r,k€Z> fliggvény szigortian monoton a <—§,§>

intervallumon = a lesztikitésének ezen az intervallumon létezik inverze

T T
Az arkusz tangens fiiggvény: arctg = (tg ](_%%))_1; Daretg = R, Raretg = (—5, 5)
A

I
2



o Az f(x) =ctga (v # km, k € Z) fiiggvény szigortan monoton a (0, 7) intervallumon =—
a lesziikitésének ezen az intervallumon létezik inverze

Az arkusz kotangens fiiggvény: arcctg = (ctg |0x)) 3 Darcete = R, Rarcetg = (0, )
A

arcctg(x)

1
1
1
1
1
1
T
1
1
1
1

Figgvények néhany tulajdonsaga

alulrél korlatos, h eD
ax i

P
o Az f fiiggvény {felﬁlrc’)‘l korlatos,

ha van olyan K € R, hogy {j:(gc)

o Az f fiiggvény korlatos, ha alulrodl és feliilrél is korlatos, azaz van olyan K € R, hogy
|f(z)] < K, hax € D;. Példa: = — sinz,  — cosz, x +— arcsinz, z +— arccosz,
T +— arctgx, x — arcctgx.

monoton nd, f(x) < f(y)
o Az f figeveny szigoruan rrionoton nd, ha @ < y —> flx) < f(y)
monoton csokken, flz) > f(y)
szigortian monoton csokken, flz) > f(y)

(x,y € Df)

, . v 3
Példa: Szig. mon. névé: = — 2%, v+ Jx, v = T, T = 22, 1 %, 1 > log, T,

T — arcsinz, x — arctg .
1

ﬁ,

. . « _1 _
Szig. mon. csokkend: x — x72 = r e ¥ x> logi x, x— arccosx, xr — arcctgx.
2

e Az f fiiggvény paros, ha minden x € Dy esetén —x € Dy és f(x) = f(—=x), azaz
1 1

grafikonja tiikros az y tengelyre. Példa: = — |z],  — 2%, z — 2%, z — g
T COST .

e Az f fiiggvény paratlan, ha minden z € Dy esetén —z € Dy és f(—x) = —f(x), azaz

grafikonja tiikros az origora. Példa: z +— z, 2+ 23, 2 +— V2, 2+ —, 2 T sinz,
x

37
T
r—tgx, x— ctgx, v — arcsinx, x — arctgx.

o Az f fliggvény periodikus p > 0 periédussal, ha minden z € Dy esetén = + p € Dy
és f(x +p) = f(z). Példa: = +— sinz, © +— cosx periddusa 2m; = +— tgz, © — ctgx
periodusa .



Trigonometria

Hegyesszogek szogfiiggvényei

(o
a
a
b
. a
sino = —
c
b
coso = —
c
a sin «v
tgax = - =
b cosa
b cosa 1
ctga = — = — = —
a sina tga

Forgasszogek szogfiiggvényei

A
1

sin a

tg

a

-1

Cos a

\J

Nevezetes szogek szogfiiggvényei

sin 30° = cos 60° =

30°
sin 60° = cos 30° =

tg 30° = ctg 60°

[\
@™ |G

60°

tg60° = ctg30° = /3

45° )
sin 45° = cos45° =

Sl -
[

tgd5° = ctg4dd® =1

45°

sina +cos2a =1

, ha cosa # 0; , hasina#0
a

Minden k € Z esetén:
sina = sin(a + k - 27),

cosa = cos(a + k - 2m),

tga =tgla+k-m),
ctga = ctg(a+ k- 7).

Az egységkoron 1évé pontok 1. és 2. koordindtajanak osszehasonlitdasaval néhény azonossag

(v € R):
1“ (sin)
T-a a
D | (cos)
-1 -a 1
T+Q e
-1

cos a = cos(—a) = a koszinuszfiiggvény paros

sin(—a) = — sinw = a szinuszfiiggvény paratlan
sin(m — a) = sina

sin(m + ) = sin(—a) = —sina

cos(m — a) = cos(m+ a) = — cos



Trigonometrikus egyenletek megoldasa
1. sint=a = x; =arcsina+ k-2, To =m —arcsina + k - 2w (k € Z)
2. cosr=b = x19=xarccosb+k-2m (k€Z)
3. tgx=c = ax=arctgct+k-m(keZ)

4

ctgr=d = xz=arcctgd+k-m(ke€Z)

Fontosabb trigonometrikus azonossagok

sin(x 4+ y) =sinxcosy + cosxrsiny —> sin2x = 2sinzcosx
sin(x — y) = sinx cosy — cosx siny

cos(x +y) = coswcosy —sinwrsiny = cos2x = cos’x — sin’x
cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny

cos’x +sin?z =1 9 1+ cos2x 9 1 —cos2x
9 o - cos’r=—"—, sin“x=—-——
cos” r — sin” x = cos 2z 2 2
) cos?z + sin’z 1 ) 1
1+tgr = = = cos’r = ———5—
cos? x cos? x 1+tg?x



Koordinatageometria
Vektorok
Az a = (ay,ay) vektor hossza:  |a| = m
Vektorok Gsszege, szamszorosa: a + b = (ay, as) + (b1, b2) = (a1 + by, as + bs)

-a = c(ay,az) = (cay,cay) (c € R)

O

Legyen a = (ay,as), b = (by, be), kozbezart szogiik v (0° <~ < 180°).

Skléris szorzatuk: a-b=al-b|-cosvy
Koordinatékkal: a-b=aib; + asby
a-b aiby + asby

A kozbezart szog koszinusza: cosy = =
laf - 6] \/aZ+ad- /0 +b3
Vektorok merélegessége: alb 0

Vektorok parhuzamosséga: a || b a=c-b valamely ¢ € R szamra

bPeldak:  (ay,a2) L (—ag,a1), (ai,a2) L (as, —ay), (4,—6) L (3,2), (4,-6)] (2,—3)

Az A(ay,az) és B(by,by) pontok tavolsaga:

d(A, B) = |AB| = |(by — ax, by — as)| = /(o1 — a1)2 + (by — az)?

Az egyenes egyenletei

1. Az e egyenes normalvektoros egyenlete, ha adott egy Py(xq,yo) pontja és egy n, = (A, B)
normalvektora (n, # 0):

Ax + By = Axy + By

Ugyanis: P(x,y) € e

— B J_Qe<:>P0 'ﬂezo
= (v —x0,y — Yo) - (4, B) =0
< A(z —20) + B(y —yo) =0
<= Ax + By = Axy + By

2. Az e egyenes iranyvektoros egyenlete, ha adott egy Py(zo,yo) pontja és egy v, = (v, vg)
iranyvektora (v, # 0):

Vo — V1Y = V2Zp — V1Yo

Ugyanis: v, = (v1,v2) L (ve,—v1) = n,
(vagy v, = (v1,v9) L (—va,v1) = n,), ne=(=Vva, 1)
igy visszavezethetd az 1. esetre.
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3. Ha az e egyenes atmegy az A(ay,ay) és B(by,by) ponton, akkor egy iranyvektora v, =
AB = (by — a1,by — ag), egy normalvektora n, = (by — as, —(by — a1)), igy egyenlete
visszavezethets az 1. esetre.

4. Az e egyenes iranytényezds egyenlete, ha adott egy Py(zo, yo) pontja és az m meredeksége:

y—yozm(ff—%)

Ugyanis: ha az egyenes egy

iranyvektora v, = (v, v5), ahol

vy # 0, akkor az egyenes
%)

Ve=(vi, Vo)l e

Po(xo, v
meredeksége m = —, igy ) v, m=tgas= =

) (%1 Vi
visszavezethetd a 2. esetre.
a

/ V1¢0

5. A fenti egyenletet atrendezve: y = max + b, ahol m = tga (0° < o < 90°) az egyenes
meredeksége, b az y-tengelymetszet. Ha az egyenes parhuzamos az y tengellyel (o = 90°),
akkor egyenlete x = a alaku.

\j

A kor egyenlete
P(x, y)

A K(u,v) kézéppontu, r sugari kor egyenlete:

(@ =)+ (y—v)* =1’

\j

Pont és egyenes tavolsaga

Az Ax + By + C = 0 egyenleti e egyenes normélegyenlete (Hesse-féle normalalak):

Ar+ By +C
VLB

A P(z0,y0) pont tavolsidga az Ax + By + C = 0 egyenletii e egyenestdl:

NoeEwy:e

d(P,e)
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Kombinatorika

Faktorialis: nl=1-2-3-...-n (neZ*), 0=1

Ismétlés nélkiili permutacié

e 1 killonbozd elemet sorba rendeziink

e a sorbarendezések szama: n!

Ismétléses permutacio

e n elem kozott s kiilonbozs fordul elé ugy, hogy ezekbdl rendre ki, ko, . .., ks darab van,
melyek egymaés kozott megkiilonboztethetetlenek (ky + ko + ... + ks = n)

n!
kil - kol - k!

e a sorbarendezések szama:

Ismétlés nélkili variacio

e n kiilonb6z6 elem kozil visszatevés nélkiil kivalasztunk k& darabot (k < n), a
sorrend szamit (egy elem legfeljebb egyszer fordulhat eld)

e a kivalasztasok szama: n-(n—1)-...-(n—(k—1)) = m
n—k)!

Ismétléses variacio

e 1 kiilénb6z6 elem koziil visszatevéssel kivalasztunk k& darabot, a sorrend széamit (egy elem
tobbszor is eléfordulhat)

e a kivalasztasok szama: n

Ismétlés nélkili kombinacid

e n kiilonb6z6 elem kozil visszatevés nélkiil kivalasztunk k& darabot (k < n), a
sorrend nem szamit (egy elem legfeljebb egyszer fordulhat els)

e a kivalasztasok szama: ") = n!
e A k) T K — k)

Ismétléses kombinacio

e 1 kiilonb6zs elem koziil visszatevéssel kivalasztunk k darabot, a sorrend nem szamit (egy
elem t6bbszor is eléfordulhat)

n+k-—1
k

e a kivalasztasok szama: (
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