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Műveletek törtekkel

Összeadás:
a

b
+

c

d
=

ad+ bc

bd
Kivonás:

a

b
− c

d
=

ad− bc

bd

Szorzás:
a

b
· c
d
=

ac

bd
Osztás:

a

b
:
c

d
=

ad

bc

Nevezetes azonosságok

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

(a− b)(a+ b) = a2 − b2 a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

A hatványozás és gyökvonás azonosságai
Egész kitevőjű hatványok (n ∈ Z+):

• Ha a ∈ R : an = a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n tényező

, a1 = a

• Ha a ∈ R \ {0} : a−1 =
1

a
, a−n =

1

an
=

(
1

a

)n

, a0 = 1

Racionális kitevőjű hatványok (a, b ∈ R+
0 ; k, n ∈ Z+; k ≥ 2):

• k
√
a = b ⇐⇒ a = bk

• a
1
k = k

√
a, a

n
k = k

√
an, a−

n
k =

1
k
√
an

(a > 0)

Megjegyzés: Ha k = 2n+ 1 (n ∈ Z+), akkor a < 0 esetén is értelmezhető k
√
a.

A hatványozás azonosságai (a, b ∈ R \ {0}; x, y ∈ Z; vagy a, b ∈ R+; x, y ∈ Q vagy R):

1. ax · ay = ax+y 2.
ax

ay
= ax−y 3. (ax)y = ax·y

4. (a · b)x = ax · bx 5.
(a
b

)x
=

ax

bx

A gyökvonás azonosságai (a, b ∈ R+
0 ; k,m, n ∈ Z+; k,m ≥ 2):

1. k
√
a · b = k

√
a · k

√
b 2. k

√
a

b
=

k
√
a

k
√
b

(b ̸= 0)

3. k
√

m
√
a = m

√
k
√
a = k·m

√
a 4. ( k

√
a)n = k

√
an = a

n
k
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A logaritmus azonosságai

Definíció: loga b = c ⇐⇒ ac = b (a, b ∈ R+, a ̸= 1, c ∈ R)

Következmény:

• loga (a
c) = c, aloga b = b

• loga 1 = 0, loga a = 1, loga

(
1

a

)
= loga (a

−1) = −1

Azonosságok (a, b, x, y ∈ R+, a ̸= 1, b ̸= 1, c ∈ R):

1. loga(xy) = loga x+ loga y 2. loga

(
x

y

)
= loga x− loga y

3. loga (x
c) = c · loga x 4. logb x =

loga x

loga b

Néhány következmény:

• loga b =
logb b

logb a
=

1

logb a
• log 1

a
b =

loga b

loga
(
1
a

) = − loga b

• loga

(
1

b

)
= loga (b

−1) = − loga b • log 1
a

(
1

b

)
=

loga
(
1
b

)
loga

(
1
a

) =
− loga b

−1
= loga b

Természetes alapú logaritmus: lnx = loge x, ahol e ≈ 2.7182818... az Euler-féle szám.

10-es alapú logaritmus: lg x = log10 x.

Számtani sorozatok

Definíció: an = an−1 + d (d: differencia vagy különbség)

Az n-edik tag: an = a1 + (n− 1)d

Az első n tag összege: Sn =
a1 + an

2
· n =

2a1 + (n− 1)d

2
· n

Számtaniközép-tulajdonság: an =
an−k + an+k

2
(n > k)

Mértani sorozatok

Definíció: an = an−1 · q (q: kvóciens vagy hányados)

Az n-edik tag: an = a1 · qn−1

Az első n tag összege: Sn = n · a1, ha q = 1; Sn = a1 ·
qn − 1

q − 1
, ha q ̸= 1

Mértaniközép-tulajdonság: |an| =
√
an−k · an+k (n > k)
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Másodfokú egyenlet
Kanonikus alak: ax2 + bx+ c = 0, ahol a ̸= 0

Megoldóképlet: x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

Diszkrimináns: D = b2 − 4ac

Gyöktényezős alak: a(x− x1)(x− x2) = 0

A gyökök száma:
D > 0 =⇒ két különböző valós gyök
D = 0 =⇒ egy (kétszeres) valós gyök
D < 0 =⇒ nincs valós gyök (két komplex gyök)

Az f(x) = ax2 + bx + c (a ̸= 0) függvény grafikonja az a főegyüttható és a D diszkri-
mináns előjelétől függően:

a > 0, D > 0 a > 0, D = 0 a > 0, D < 0

x1 x2 x1 = x2

a < 0, D > 0 a < 0, D = 0 a < 0, D < 0

x1 x2 x1 = x2

Gyökök és együtthatók közötti összefüggések:
ax2 + bx + c = a(x− x1)(x− x2)

a

(
x2 +

b

a
x+

c

a

)
= a (x2 − (x1 + x2)x+ x1x2) =⇒ x1 + x2 = − b

a
, x1x2 =

c

a

Szélsőérték meghatározása teljes négyzetté alakítással:

f(x) = ax2+ bx+ c = a

(
x2 +

b

a
x

)
+ c = a

((
x+

b

2a

)2

− b2

4a2

)
+ c = a

(
x+

b

2a

)2

− b2

4a
+ c

=⇒ f -nek szélsőértéke van az x = − b

2a
=

x1 + x2

2
helyen, ami a > 0 esetén minimum, a < 0

esetén maximum.
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Abszolútérték-függvény

√
x2 = |x| =

{
x, ha x ≥ 0

−x, ha x < 0

f(x) = |x|

-3 -2 -1 1 2

1

2

Hatványfüggvények

f(x) = xn, n = 2, 4, 6, . . . f(x) = xn, n = 1, 3, 5, . . . f(x) = x
1
n , n = 2, 4, 6, . . .

Df = R, Rf = [0,∞) Df = Rf = R Df = Rf = [0,∞)

x2

x4

-2 -1 1 2

1

2

3

x3
x5

x

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

x

x
4

0 1 2 3

1

2

f(x) = x
1
n , n = 3, 5, 7, . . . f(x) = x−n, n = 1, 3, 5, . . . f(x) = x−n, n = 2, 4, 6, . . .

Df = Rf = R Df = Rf = R \ {0} Df = R \ {0}, Rf = (0,∞)

x
3

x
5

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2 1

x

1

x3

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2 1

x2

1

x4

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

f(x) = xα, x > 0, α ∈ R

0 < α < 1

α > 1

α < 0

0 1 2 3
0

1

2

3 Páros függvény pl. x 7→ x2, x 7→ x4, x 7→ 1

x2
, x 7→ 1

x4
.

Páratlan függvény pl. x 7→ x, x 7→ x3, x 7→ x5,

x 7→ 3
√
x, x 7→ 5

√
x, x 7→ 1

x
, x 7→ 1

x3
.
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Exponenciális és logaritmusfüggvények
f(x) = ax (a > 1) f(x) = ax (0 < a < 1) f(x) = ex és f−1(x) = lnx
Df = R, Rf = R+ Df = R, Rf = R+

2x

3x

-2 -1 1 2

1

2

3

4

5

1

2

x

1

3

x

-2 -1 1 2

1

2

3

4

5 ex

ln x

y = x

1

1

f(x) = loga x (a > 1) f(x) = loga x (0 < a < 1) f(x) =
(
1
2

)x és f−1(x) = log 1
2
x

Df = R+, Rf = R Df = R+, Rf = R

log2x

log3x

-1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

log 1
2

x

log1
3

x
-1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

1

2

x

log1
2
x

y = x

1

1

Exponenciális és logaritmusos egyenlőtlenségek

f(x) = ax (a > 1) f(x) = ax (0 < a < 1)

x y

f (x)

f (y)

1
x y

f (x)

f (y)
1

Ha a > 1, akkor f(x) = ax szigorúan monoton növő, így x < y ⇐⇒ ax < ay.
Ha 0 < a < 1, akkor f(x) = ax szigorúan monoton csökkenő, így x < y ⇐⇒ ax > ay.

f(x) = loga x (a > 1) f(x) = loga x (0 < a < 1)

x y

f (x)

f (y)

1

x y

f (x)

f (y)

1

Ha a > 1, akkor f(x) = loga x szig. mon. növő, így 0 < x < y ⇐⇒ loga x < loga y.
Ha 0 < a < 1, akkor f(x) = loga x szig. mon. csökkenő, így 0 < x < y ⇐⇒ loga x > loga y.
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Trigonometrikus függvények és inverzeik

• Az f(x) = sinx függvény szigorúan monoton a
[
−π

2
,
π

2

]
intervallumon

=⇒ a leszűkítésének ezen az intervallumon létezik inverze

Az arkusz szinusz függvény: arcsin = (sin |[−π
2
,
π
2 ]
)−1; Darcsin = [−1, 1], Rarcsin =

[
−π

2
,
π

2

]
• Az f(x) = cos x függvény szigorúan monoton a [0, π] intervallumon
=⇒ a leszűkítésének ezen az intervallumon létezik inverze

Az arkusz koszinusz függvény: arccos = (cos |[0,π])−1; Darccos = [−1, 1], Rarccos = [0, π]

sin(x)cos(x)

-π -
π

2

π

2
π

3π

2
2π

-1

1 • sinx = cos
(
x− π

2

)
• cosx = sin

(
x+

π

2

)

sin(x)

arcsin(x)

-
π

2
-1 1

π

2

-
π

2

-1

1

π

2

cos(x)

arccos(x)

-1 1
π

2

-1

1

π

2

π

• Az f(x) = tg x
(
x ̸= π

2
+ kπ, k ∈ Z

)
függvény szigorúan monoton a

(
−π

2
,
π

2

)
intervallumon =⇒ a leszűkítésének ezen az intervallumon létezik inverze

Az arkusz tangens függvény: arctg = (tg |(−π
2
,
π
2 )
)−1; Darctg = R, Rarctg =

(
−π

2
,
π

2

)

tg(x)

-
3π

2
-π -

π

2

π

2
π

3π

2
-1

1

1-1

-
π

2

π

2
arctg(x)
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• Az f(x) = ctg x (x ̸= kπ, k ∈ Z) függvény szigorúan monoton a (0, π) intervallumon =⇒
a leszűkítésének ezen az intervallumon létezik inverze
Az arkusz kotangens függvény: arcctg = (ctg |(0,π))−1; Darcctg = R, Rarcctg = (0, π)

ctg(x)

-π -
π

2

π

2
π

3π

2
2π-1

1

1-1

π

2

π

arcctg(x)

Függvények néhány tulajdonsága

• Az f függvény

{
alulról korlátos,
felülről korlátos,

ha van olyan K ∈ R, hogy

{
f(x) ≥ K,

f(x) ≤ K,
ha x ∈ Df .

• Az f függvény korlátos, ha alulról és felülről is korlátos, azaz van olyan K ∈ R, hogy
|f(x)| ≤ K, ha x ∈ Df . Példa: x 7→ sinx, x 7→ cosx, x 7→ arcsinx, x 7→ arccosx,
x 7→ arctg x, x 7→ arcctgx.

• Az f függvény


monoton nő,
szigorúan monoton nő,
monoton csökken,
szigorúan monoton csökken,

ha x < y =⇒


f(x) ≤ f(y)

f(x) < f(y)

f(x) ≥ f(y)

f(x) > f(y)

(x, y ∈ Df ).
Példa: Szig. mon. növő: x 7→ x3, x 7→ 3

√
x, x 7→

√
x, x 7→ x

3
2 , x 7→ ex, x 7→ log2 x,

x 7→ arcsinx, x 7→ arctg x.

Szig. mon. csökkenő: x 7→ x− 1
2 =

1√
x

, x 7→ e−x, x 7→ log 1
2
x, x 7→ arccosx, x 7→ arcctgx.

• Az f függvény páros, ha minden x ∈ Df esetén −x ∈ Df és f(x) = f(−x), azaz

grafikonja tükrös az y tengelyre. Példa: x 7→ |x|, x 7→ x2, x 7→ x4, x 7→ 1

x2
, x 7→ 1

x4
,

x 7→ cosx .

• Az f függvény páratlan, ha minden x ∈ Df esetén −x ∈ Df és f(−x) = −f(x), azaz

grafikonja tükrös az origóra. Példa: x 7→ x, x 7→ x3, x 7→ 3
√
x, x 7→ 1

x
, x 7→ 1

x3
, x 7→ sinx,

x 7→ tg x, x 7→ ctg x, x 7→ arcsinx, x 7→ arctg x.

• Az f függvény periodikus p > 0 periódussal, ha minden x ∈ Df esetén x + p ∈ Df

és f(x + p) = f(x). Példa: x 7→ sinx, x 7→ cosx periódusa 2π; x 7→ tg x, x 7→ ctg x
periódusa π.
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Trigonometria
Hegyesszögek szögfüggvényei Nevezetes szögek szögfüggvényei

a

b

c

α

sinα =
a

c

cosα =
b

c

tgα =
a

b
=

sinα

cosα

ctgα =
b

a
=

cosα

sinα
=

1

tgα

1 1

22

3

60°

30°

sin 30◦ = cos 60◦ =
1

2

sin 60◦ = cos 30◦ =

√
3

2

tg 30◦ = ctg 60◦ =
1√
3

tg 60◦ = ctg 30◦ =
√
3

1

1
2

45°

45°
sin 45◦ = cos 45◦ =

1√
2
=

√
2

2

tg 45◦ = ctg 45◦ = 1

Forgásszögek szögfüggvényei

1-1

1

-1

α

cos α

sin α tg α

sin2 α + cos2 α = 1

tgα =
sinα

cosα
, ha cosα ̸= 0; ctgα =

cosα

sinα
, ha sinα ̸= 0

Minden k ∈ Z esetén:

sinα = sin(α + k · 2π), tgα = tg(α + k · π),
cosα = cos(α + k · 2π), ctgα = ctg(α + k · π).

Az egységkörön lévő pontok 1. és 2. koordinátájának összehasonlításával néhány azonosság
(α ∈ R):

1-1

1

-1

α

π -α

π +α

α

-α

-α

(cos)

(sin)

cosα = cos(−α) =⇒ a koszinuszfüggvény páros

sin(−α) = − sinα =⇒ a szinuszfüggvény páratlan

sin(π − α) = sinα

sin(π + α) = sin(−α) = − sinα

cos(π − α) = cos(π + α) = − cosα
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0◦(0)
cos

30◦
(

π

6

)

60◦
(

π

3

)

90◦
(

π

2

)

120◦
(

2π

3

)

150◦
(

5π

6

)

180◦ (π)

sin

270◦
(

3π

2

)

330◦
(

11π

6

)

300◦
(

5π

3

)

210◦
(

7π

6

)

240◦
(

4π

3

)

√

3

2

√

3

2

−

√

2

2

−

√

3

2

1

2

1

2

−

1

2

−

1

2

45◦
(

π

4

)

315◦
(

7π

4

)

135◦
(

3π

4

)

225◦
(

5π

4

)

√

2

2

−

√

3

2

√

2

2

−

√

2

2

1

1

−1

−1

Trigonometrikus egyenletek megoldása

1. sinx = a =⇒ x1 = arcsin a+ k · 2π, x2 = π − arcsin a+ k · 2π (k ∈ Z)

2. cosx = b =⇒ x1,2 = ± arccos b+ k · 2π (k ∈ Z)

3. tg x = c =⇒ x = arctg c+ k · π (k ∈ Z)

4. ctg x = d =⇒ x = arcctg d+ k · π (k ∈ Z)

Fontosabb trigonometrikus azonosságok

sin(x+ y) = sin x cos y + cosx sin y =⇒ sin 2x = 2 sin x cosx
sin(x− y) = sin x cos y − cosx sin y

cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y =⇒ cos 2x = cos2 x− sin2 x
cos(x− y) = cos x cos y + sinx sin y

cos2 x+ sin2 x = 1

cos2 x− sin2 x = cos 2x

}
=⇒ cos2 x =

1 + cos 2x

2
, sin2 x =

1− cos 2x

2

1 + tg2 x =
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
=⇒ cos2 x =

1

1 + tg2 x
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Koordinátageometria

Vektorok

Az a = (a1, a2) vektor hossza: |a| =
√

a21 + a22

Vektorok összege, számszorosa: a+ b = (a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + b1, a2 + b2)

c · a = c(a1, a2) = (ca1, ca2) (c ∈ R)

Legyen a = (a1, a2), b = (b1, b2), közbezárt szögük γ (0◦ ≤ γ ≤ 180◦).

Skláris szorzatuk: a · b = |a| · |b| · cos γ
Koordinátákkal: a · b = a1b1 + a2b2

A közbezárt szög koszinusza: cos γ =
a · b

|a| · |b|
=

a1b1 + a2b2√
a21 + a22 ·

√
b21 + b22

Vektorok merőlegessége: a ⊥ b ⇐⇒ a · b = 0

Vektorok párhuzamossága: a ∥ b ⇐⇒ a = c · b valamely c ∈ R számra

Példák: (a1, a2) ⊥ (−a2, a1), (a1, a2) ⊥ (a2,−a1), (4,−6) ⊥ (3, 2), (4,−6) ∥ (2,−3)

Az A(a1, a2) és B(b1, b2) pontok távolsága:

d(A,B) = |
−→
AB| = |(b1 − a1, b2 − a2)| =

√
(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2

Az egyenes egyenletei

1. Az e egyenes normálvektoros egyenlete, ha adott egy P0(x0, y0) pontja és egy ne = (A,B)
normálvektora (ne ̸= 0):

Ax+By = Ax0 +By0

Ugyanis: P (x, y) ∈ e

⇐⇒
−−→
P0P ⊥ ne ⇐⇒

−−→
P0P · ne = 0

⇐⇒ (x− x0, y − y0) · (A,B) = 0
⇐⇒ A(x− x0) +B(y − y0) = 0
⇐⇒ Ax+By = Ax0 +By0

P0(x0, y0)

P(x, y)

e
n e = (A, B)⟂ e

2. Az e egyenes irányvektoros egyenlete, ha adott egy P0(x0, y0) pontja és egy ve = (v1, v2)
irányvektora (ve ̸= 0):

v2x− v1y = v2x0 − v1y0

Ugyanis: ve = (v1, v2) ⊥ (v2,−v1) = ne

(vagy ve = (v1, v2) ⊥ (−v2, v1) = ne),
így visszavezethető az 1. esetre.

P0(x0, y0)

en e = (-v2, v1)

n e ⟂ e

v e = (v1, v2) ∥ e
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3. Ha az e egyenes átmegy az A(a1, a2) és B(b1, b2) ponton, akkor egy irányvektora ve =
−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2), egy normálvektora ne = (b2 − a2,−(b1 − a1)), így egyenlete
visszavezethető az 1. esetre.

4. Az e egyenes iránytényezős egyenlete, ha adott egy P0(x0, y0) pontja és az m meredeksége:

y − y0 = m(x− x0)

Ugyanis: ha az egyenes egy
irányvektora ve = (v1, v2), ahol
v1 ̸= 0, akkor az egyenes
meredeksége m =

v2
v1

, így

visszavezethető a 2. esetre.
α

v e = (v1, v2) ∥ e

v1 ≠ 0

v2
P0(x0, y0)

e

m = tgα =
v2
v1

5. A fenti egyenletet átrendezve: y = mx + b, ahol m = tgα (0◦ ≤ α < 90◦) az egyenes
meredeksége, b az y-tengelymetszet. Ha az egyenes párhuzamos az y tengellyel (α = 90◦),
akkor egyenlete x = a alakú.

A kör egyenlete

A K(u, v) középpontú, r sugarú kör egyenlete:

(x− u)2 + (y − v)2 = r2

K(u, v)

P(x, y)

u

v
r

Pont és egyenes távolsága

Az Ax+By + C = 0 egyenletű e egyenes normálegyenlete (Hesse-féle normálalak):

Ax+By + C√
A2 +B2

= 0

A P (x0, y0) pont távolsága az Ax+By + C = 0 egyenletű e egyenestől:

d(P, e) =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2

.
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Kombinatorika

Faktoriális: n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n (n ∈ Z+), 0! = 1

Binomiális együtthatók:
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

Ismétlés nélküli permutáció

• n különböző elemet sorba rendezünk

• a sorbarendezések száma: n!

Ismétléses permutáció

• n elem között s különböző fordul elő úgy, hogy ezekből rendre k1, k2, . . . , ks darab van,
melyek egymás között megkülönböztethetetlenek (k1 + k2 + . . .+ ks = n)

• a sorbarendezések száma:
n!

k1! · k2! · . . . · ks!

Ismétlés nélküli variáció

• n különböző elem közül visszatevés nélkül kiválasztunk k darabot (k ≤ n), a
sorrend számít (egy elem legfeljebb egyszer fordulhat elő)

• a kiválasztások száma: n · (n− 1) · . . . · (n− (k − 1)) =
n!

(n− k)!

Ismétléses variáció

• n különböző elem közül visszatevéssel kiválasztunk k darabot, a sorrend számít (egy elem
többször is előfordulhat)

• a kiválasztások száma: nk

Ismétlés nélküli kombináció

• n különböző elem közül visszatevés nélkül kiválasztunk k darabot (k ≤ n), a
sorrend nem számít (egy elem legfeljebb egyszer fordulhat elő)

• a kiválasztások száma:
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

Ismétléses kombináció

• n különböző elem közül visszatevéssel kiválasztunk k darabot, a sorrend nem számít (egy
elem többször is előfordulhat)

• a kiválasztások száma:
(
n+ k − 1

k

)
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