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Valoszinliségszamitas vizsgakurzus ZH1, 2014. marc. 17.
Munkaid®: 90 perc. Kalkulator nem hasznalhat6. Osszp@mts 90 pont.
Megoldasok

1. Béla, két masik ur, és két holgy egy sorban allnak teljesdetlenszerl sorrendben. Ez a feladat arrol
sz0l, hogy Bélanak lenni nem ugyanaz, mint az utolso6 Urnaki le sorban a harombdl.

(@) (5 pont) Mi a valoszinlisége, hogy Bélaiatik a sorbanj = 1, 2, 3, 4, 5?

(b) (5 pont) Béla varhatéan hanyadik a sorban?

(c) (5 pont) Az a)-ban szergplesemények segitségével hatarozzuk meg annak valéégéi{ibogy
Béla ebtt kbzvetlendl egy ar all.

(d) (5 pont) Mi a val6észinlisége, hogy az utolsé Ur épp@dik a sorban; = 1, 2, 3, 4, 5?

(e) (5 pont) Az utolsé ur varhatéan hanyadik a sorban?

(f (5 pont) A d)-ben szereplesemények segitségével hatdrozzuk meg annak valoégétfisogy az
utolso ur ebtt kdzvetlendil egy ur all.

(9) (3 pont) Mi a valoszinlisége, hogy Béla az utolso6 Ur aaw?b

Megoldas. Természetesen Béla is Ur. Egyrészt mi mas lenne, masrdénblein a "masik két ar'-ban a
"masik" értelmetlen volna, harmadrészt mondja a feladatodi& mondata, hogy harom ar van. Minden
mas értelmezés nyilvanvalo sulyos hiba, de ennek ellemélgftam minimalis pontszdmot levonni.

(@) A szimmetria miatt (akar az emberek kozott, akar a helyel#p2[B =i = 1/5,i =1,2,...,5.
) (1+---+5)/3=3.

(c)Ha B = 1, akkor nem éllhat éitte ir. Barmely mas esetben, a két ar és két hdlgy kozilpasetria
miatt, 1/2-del &ll ar. Tehat/5-0+4/5-1/2 = 2/5 a valasz.

(d) P[U = 1,2] = 0. P[U = 3] = 312!/5! = 1/10, hiszenU,U,Us H, H, alakiak a kedvez esetek.
PU = 4] = 3 - 312!/5! = 3/10, mert az utolso Ur ékti egy holgy helyét is ki kell valasztanP[U =
5] = 6 - 312!/5! = 6/10, mert két holgy helyét kell kivalasztani a né@ybAz 6sszeg tényleg 1.
(€)3-1/10+4-3/1045-6/10 = 4.5.

(f) Foltéve, hogy = 3, a feltételes valdszinliség 1. Foltéve, hdgy- 4, a feltételes valdszinliség 2/3.
Foltéve, hogyU = b5, a feltételes valdszinliség 1/2. Tehatl /10 +2/3-3/10+1/2-6/10 = 3/5a
valasz.

(9) A harom dar kozul, a szimmetria miatt/3. (Ha valaki lat 6t embert egy sorban, megkérdebik t

hogy ki az utolsé férfi a sorban, és azt valaszolja, hogy séridz az utols6 ember a sorban edy az
magara vessen.)

2. Az egyszerliség kedvéert tegyik fel, hogy az embereké&zeknszinét két gén hatarozza meg, melyek
egymastol fuggetlenil lehetndk vagy k bizonyos valészinliséggel (mas eset nincs). Igy tehatenind
emberben a kdvetkézparok (genotipusok) valamelyike talalhaté méy3, Bk, kB, kk. Ezek kodzdl
az utolso6 esetben az egyén kékszemdl, &% ldsom esetben barna szemii. Oroklésnél mindkéd szl
flggetlenll és egyetlvalészinliséggel adja tovabb a két génje kdzll az egyiket.

(@) (9 pont) Valamely orszagban az embet¢8-e kékszemi. Mi az egyes genotipusok aranya?

(b) (9 pont) Egy ismd¥s anyukanak kék szeme van. Van tovabba egy férje és egy gkermkiket
nem ismertnk. Mi a valoszinlisége, hogy a gyermek kéks2zem



(c) (9 pont) Késbb taldlkozunk a gyermekkel is, és kideril, hogy kékszewhdst mi a valészinlisége,
hogy a gyermek apja kékszem(?

Megoldas. (a)Ha a kék gének aranya a populaciobpanakkor a kékszemiek (g genotipus) aranygt,
akB, Bk, BB genotipusok aranya pedig rengi@ — p), (1 —p)p, (1 —p)?. Afeladat szerinp? = 1/9,
tehatp = 1/3, és a genotipusok aranya9, 2/9, 2/9, 4/9.

Folmerilhet a lelkiismeretes olvaséban, hogy itt egy ditkasfeladat van, idben valtoznak a generéa-
ciok, jogos-e mégis allanddgénaranyrél beszélni. Hat, ha egy generacidban igaalkkor a kdvetkei
generacidban egy véletlen gyengk+ 1/2p(1 — p) + 1/2(1 — p)p + 0(1 — p)>-tel kapk gént, mindkét
szubjétol figgetlenlil, ami pont megint, mindkét génjére, agyhogy fonnmarad az arany.

(b) Egyesek nem gondoltak, hogy az (a) rész folytatasarol vanésigy azl /9-es infot ignoraltak.
Hogy ehelyett miért gondoltak, hogy az 1/4 j6 lesz, fogalnmgants. Miért nem barmi mas, mondjuk
1/100? Ha valakp? paraméterrel csinalta volna, az tokéletes lett volna, denkényesp = 1/2 egy
sulyos hiba, amiért azért prébaltam minimalis pontot l&on

Szoéval, ha egyszeriiéty-]-vel jeldljuk az{Anya = kk} feltétel melleti valoszinliséget, akkor

P[Gy = kk] = P[Gy = kk, Apa = kk] + P[Gy = kk, Apa = Bk]
+ P[Gy = kk, Apa = kB] + P|Gy = kk, Apa = BB]
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(c) Bayes szabaly szerint:

P|Gy = kk, Apa = kk 1/9
P[Apa = kk | Gy = kk| = | PGy = bk ]:#:1/3.

. (30 pont) Egy l6versenyen 9 16 indul, szamuk 1, 2, ..., 9 Bgpkmakernél arra lehet fogadni, hogy az
el harom helyezett szamait hArommal osztva a maradék nemikgyeg a helyezéssel. (Tehat aztels
helyen nem végezhet az 1, 4, 7 szamu 10, se a masodik helyes, & 8zamu 10, se a harmadik helyen
a 3, 6, 9 szamu.) A feltett tét hanyszoroséat fizesse visszaaitmatoéan 10% haszonnal akar dolgozni?
Tegytk fel, hogy a lovak teljesen véletlenszer( sorrendbmak be. Tipp: Szita formuld.

Megoldés. Legyen FE; az az esemeény, hogy éldelyre azl, 4,7 lovak egyike fut be, é4%,, F3 ha-
sonloan. Tehat mi nyertnk, & N ES N ES kovetkezik be (a "se" szocska metszetet jelol a magyar
nyelvben, nem uniot). NyilvaiP[E;] = 1/3. ViszontP[E{ N ES] sem szamolhaté mar egyszerlen,
mikdzben vilagos, hog®[FE, N Ey] = 3/9-3/8 ésP[Ey N Ey N Es] = 3/9-3/8-3/7. Tehét szitazzunk:
PESNESNES) =1—P[E, U Ey U Ej), és

P[Ey U Ey U E3] = (?)P[El] - (g)P[El N By + @)P[El N Ey N Es]

—1—3/8+3/56 =38/56 = 19/28.

Azaz mi 9/28 valoszinlséggel nyertink. Ha minden folteységértc-et ad a bookmaker nyerés esetén,
akkor azo atlagos nyereséde — =) — x9/28, aminek0.1-nek kellene lennie, teh8y10 = x9/14, tehat
x=T7/5.



