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> Gyakorlat 1. Az alapfogalmak gyakorldséra:
(1) Adjunk példét egy (M), véletlen sorozatra, melyre E[ M,,11 | My, | = M, teljesiil minden n > 0-
ra, de ami nem egy martingal.
(i) Vegyiink egy tranziens Markov-ldncot a V' dllapottéren, P Markov operédtorral. Legyen A =T — P
a diszkrét Laplace operdator, és f : V — R egy tetszdleges nagyon gyorsan lecsengé fiiggvény. Oldjuk
meg a Au = f egyenletet u-ra a G(x,y) := >, ~Pn(z,y) Green-fliggvény segitségével!

> Gyakorlat 2. Vegyiink egy aszimmetrikus (X;);>o bolyongdst Z-n: jobbra p > 1/2, balra 1 — p
valészintiséggel 1épiink. Taldljunk egy r*¢ alaki martingalt valamilyen r > 0-ra, és szdmoljuk ki a
Pi[70 > 7, ] eltrafildsi valdsziniiségeket (k-bdl indulva). Aztdn taldljunk egy X; — pi alak martingdlt
valamilyen p > 0-val, és szamoljuk ki az Ex[79 A 7, ] varhat6 id6ket. (Tipp: az Opciondlis Megéllasi
Tétel alkalmazasdhoz a masodik martingdl egyenletes integralhatésdga nem teljesen trivialis; mutassuk
meg ehhez, hogy a 79 A 7, vdltozénak exponencidlisan lecsengé farka van.)

> Gyakorlat 3. Igazoljuk, hogy tetszdleges Osszefiiggd gréfon valé bolyongéds (vagy &dltaldnosabban,
tetszoleges irreducibilis Markov-linc) G(z,ylz) = 3, 5opn(7,y)2" Green fiiggvényére, tetszéleges
T, Yy, u,v csucsokra és z > 0-ra,

G(z,ylz) <00 & G(u,v|z) < 0.

> Gyakorlat 4. Szamoljuk ki a p(Txe) spektralsugarat, ahol Ty, egy bireguldris fa: ha v, € Ty,

tavolsidga a gyokértél n, akkor

d k  ha n paros,
egu, =
&n ¢ ha n pératlan.

> Gyakorlat 5. A de Moivre-Laplace tétel segitségével bizonyitsuk be, hogy
(i) Z-n az egyszer(i bolyongé vérhaté tévolsdga a kiinduldsi helyétél E dist(Xo, X,,) < v/n.
(ii) Ugyanez a Zy ! Z lampagytijtogaté gréfon, de ehhez eldszor igazoljuk a titkrozési elv segitségével a
kovetkezd lemmadt: ha Z-n bolyongdsra M, := max{0 = Xo, X1,..., X, }, akkor

P[M, >t] < 2P[ X, > t].

> Gyakorlat 6.

(i) Bizonyitsuk, hogy Z?-en az egyszerii bolyongé dltal meglatogatott csicsok varhaté szdma
E|{X0, Xl, ceey Xn}| = n/ logn .

(ii) Tgazoljuk, hogy Zs ! Z? lampagyijtogaté grafon a vérhaté tavolsdg E dist(Xo, X,,) < n/logn.
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> Gyakorlat 7.
(i) Bizonyitsuk, hogy tetszbleges tranzitiv tranziens grafon,

lim |{ 0, A1, ) }|:P[

n— o0 n

X, # Xo, k=1,2,...].

(ii) Igazoljuk, hogy a Zy ! Z% lampagytjtogaté grafon, d > 3, a varhaté tavolsag linedrisan né.

> Gyakorlat 8. Bizonyitsuk be, hogy a Zs ! Z lampagytjtogaté grafon p,(0,0) > c1 exp(—con'/?).

> Gyakorlat 9. A Tetris jaték egy egyszerii valtozata: a K hosszu diszkrét kor egyenletesen vélasztott
véletlen [i, i+ 1] szakaszaira (i = 0,1,..., K —1, mod K értve) egységnégyzetek esnek, amiknek ragacsos
a sarka. Legyen R; a tet0 mérete ¢ darab négyzet leesése utan: azon négyzetek, amik eshettek volna

utoljéra. Igazoljuk, hogy lim;_,.. ER; = K/3.
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# .777 =
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Megjegyzés. Ha kétféle kocka esik, részecskék és antirészecskék, melyek kioltjdk egymdst, ha pontosan

egymadsra esnek, akkor a folyamat egy bolyongas lesz egy csoporton, és a teté méretének a bolyongas
sebességéhez van koze. Itt K > 4-ra mér 0.32893 K-nél kisebb a teté varhatd mérete a limeszben, de

ez messze nem trivialis. Mi a helyzet K = 3-ra?

> Gyakorlat 10. Legyen (V, P) egy reverzibilis véges Markov ldnc, |V| = n. Igazoljuk:
(a) Minden \; sajatértékre —1 < \; < 1.

(b) Ha —1 < A, < --- < A1 = 1 a sajatértékek, akkor Ay < 1 pontosan akkor ha (V, P) osszefiiggd

(azat a lanc irreducibilis).
(¢) A, > —1 pontosan akkor ha (V, P) nem 2 periédust.

> Gyakorlat 11. Adjuk meg a C¢ téruszon a lusta bolyongés spektrumat.

> Gyakorlat 12. Tetszéleges (V, P) Markov-lancra egy m staciondrius eloszldssal, legyen

d(t) .= 21615 drv (pt(:v, ),w()) és d(t) :== acS;lEpV drv (pt(x, ), pe(y, )) )

(a) Igazoljuk, hogy d(t) < d(t) < 2d(t).
(b) A TV-tévolsag csatoldsos karakterizaciéjat felhasznalva igazoljuk, hogy d(t + s) < d(t) d(s).

(c) A TV keverési idére és minden ¢ € Z-ra, d((t5Y (1/4)) < 27¢.
> Gyakorlat 13. A lusta bolyongasra a {0,1}* hiperkockédn a kupongytijtogetd csatolds segitségével
igazoljuk, hogy d(kInk +tk) < Ce™ valamilyen 0 < ¢, C' < co szamokra és minden ¢ > O-ra. (Az igazi

keverési id6 egyébként egy 2-es faktorral jobb ennél, ~ 1/2kInk.)
> Gyakorlat 14. Foltéve, hogy létezik tranzitiv (n,d, ¢)-expandereknek végtelen sorozata fix d € Z és

¢ > 0O-ra, adjunk egy sorozatét d*-reguldris tranzitiv G, (V,,, E,) grafoknak, melyekre |V,,| — oo, nem

egy expander-sorozat, &mde gyorsan kevernek abban az értelemben, hogy t1Y (1/4) = O(log |Vy,|).

mix



Legyen G,, véges, legfeljebb d foku grafok egy sorozata. Vegyiink egy uniform véletlen p gyokeret a
V(G,,) cstcshalmazbdl, és koriilotte a B,.(p) gombot, valamilyen fix r € Zy sugdrra. Kapunk egy py, r
eloszldst max d fokd véges gyokeres grafokon. Azt mondjuk, hogy a G,, sorozat lokdlis gyenge (avagy
Benjamini-Schramm) értelemben tart egy végtelen tranzitiv G gréfhoz, ha minden r € Z-ra ez
a fn, - eloszlds rdkoncentralédik a G graf r-sugard gémbjére, amint n — co. Példaul az {1,2...,n}?

racskockak tartanak a Z< racshoz, mig a Ty reguléris fa B,, gdmbjei nem tartanak Tg-hez.

> Gyakorlat 15. Igazoljuk hogy egy G végtelen tranzitiv grathoz pontosan akkor van az 6 részgrafjaibol

allé hozza lokalis gyengén konvergens sorozat, ha G amendbilis.

> Gyakorlat 16. Tekintsiik az éran vizsgalt véletlen d-reguléris paros grafot 2n csticson: d db fiiggetlen
uniform véletlen permutécié uniéjat (most nem kell megszabadulnunk a parhuzamos élektél, nem fognak
zavarni). Nézziik a B,.(p) gomb eloszldsat, ahol a véletlen most két helyrdl jon: véletlen grafban a

véletlen gyokér p. Igazoljuk, hogy ez az eloszlas rdkoncentralodik a d-reguldris fa r-sugart gémbjére.

Vegyiink egy GW fét & gyerekeloszlassal, ahol E€ = p és E[¢2] < co. Az n-edik generacié mérete
legyen Z,,. Eldadédson vessziik, hogy Z,,/u" egy martingél, varhato értéke 1, tovdbbd igazoltuk egy MG
konvergencia tétel segitségével, hogy p < 1 esetén Z,, = 0 minden elég nagy n-re, azaz a fa kihal.

> Gyakorlat 17. Tegyiik most 61, hogy u > 1. Igazoljuk, hogy E[Zfl] < C(EZ,)? teljesiil, és igy a
Masodik Momentum Mdédszer miatt a GW folyamat pozitiv valdszinliséggel nem hal ki.

> Gyakorlat 18. Legyen {X,,}>° , egy egyszer(i szimmetrikus bolyongds Z-n, i-bdl indulva, 0 < ¢ < h.
(a) Igazoljuk, hogy ha { X, }-et kondicionéljuk a {7, < 70} eseményre, akkor egy Markov lancot kapunk.
Szamoljuk ki az attérési valdsziniiségeket.
(b) Igazoljuk, hogy P1[7 > 70] < P1[7en > 70, ha ¢ > 0 fix.

(c) A fentiek és az 5. gyakorlat segitégével bizonyitsuk be az eléaddson emlitett eredményt, miszerint

Pl[To >n] XPl[T\/ﬁ<T0] = 1/\/7;

Megjegyzés: Az eléaddson ez nem egyszerti {X,}52, bolyongdsra kellett, hanem nulla vérhaté
értékll és exponencialisnal is vékonyabb farkd névekményekre. Ez a kiterjesztés megtehetd, de most
nem feladat. Egyszerii szimmetrikus bolyongédsra egyébként egyszeriibb a tiikrozési elv segitségével

Po[ X2, = 0] < 1/y/n-re visszavezetni a kérdést, de ez az it nehezebben &ltaldnosithato.

> Gyakorlat 19. Legyen T egy kritikus GW fa £ ~ Geom(1/2) gyerekeleloszldssal. Rajzoljuk le a fat a
sikba, adjunk a p gyokérhez egy plusz (p, p*) élet, és p*-tdl indulva jarjuk koriil a fat, minden “sarkén”
egyszer, minden élén kétszer athaladva. Minden sarokndl irjuk fol a p*-tdl vett graf-tavolsagot, ez legyen
az {Xt}fzo folyamat, amely ¢ = 0, 2n kivételével mindenhol pozitiv, és ahol n az eredeti T fa csicsainak

szama.

(a) Igazoljuk a Geom(1/2) o6rokifju tulajdonsdganak segitségével, hogy az X; folyamat egy egyszerti

szimmetrikus bolyongas.



(b) Az el6z6 gyakorlat folhasznédldsaval bizonyitsuk, hogy ha a kritikus Geom(1/2) GW fat kondicionaljuk
arra, hogy magassaga legalabb n, akkor nagy valészintiséggel a magassiga n koriil, a teljes mérete n?

koriil lesz (konstans faktoroktdl eltekintve).

Gyakorlat 20. Bizonyitsuk be a Bollobds-Thomason tételt: ha A egy névekvd (azaz folfelé zért)
esemény n biten, és pAA(t) := inf{p : P,[A] > t}, akkor minden e > 0-hoz létezik egy n-t8l és A-t6l
fiiggetlen C, hogy p1_(n) < Cpc(n). (Tipp: vegyiik sok fiiggetlen képidjat e-siirtiségli halmazoknak.)

Gyakorlat 21. Az Erdds-Rényi G(n,p) modellben a hdromszog-tartalmazdsra nézve pivotélis élek
szdmét jelolje piv,,. Igazoljuk, hogy p = p(n) < 1/n esetén E,[piv, ] < n. A Russo-formula segitségével
vonjuk le a kévetkeztetést, hogy minden € > 0-ra az dtcsapési ablak méretére A (n)n > ¢ > 0, azaz itt

az atcsapas tompa.



