Fizikus MSc Matematikai problémamegold6 gyakorlat (BMETE95MF00)
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Utemterv és naplo

Ami mar volt, az naplo, ami még nem volt, az még csak terv, tehat valtozhat. A javasolt
irodalmak béviilhetnek, ahogy a tervbdl naplo lesz.

1. Matematikai eszk6zok (részben ismétlés)

(a) Metrikus terek: definicio, példak, faktor-tér, teljesség. Mérték- és integralelmélet:
szigma-algebra, mérték és integral, dominélt és monoton konvergencia tételek, Fatou
lemma, Fubini tétel. (szept. 13.)

e R. B. Ash: Measure, integration, and functional analysis
e W. Rudin: Real and complex analysis

e Jok az angol Wikipedia szocikkek, pld. Metric space, Measure (mathematics),
Lebesgue integration

(b) Fontos mértékelméleti érdekességek: egy [Lebesgue-nemmérhetd halmaz, illetve a
Banach-Tarski paradoxon. Mértékek Lebesgue dekompozicidja. Topologia kezdetei:
nyiltsag, zartsag, kompaktsag definicidja, néhany példa, kompakt halmaz zart rész-
halmaza is kompakt. Egy mindeniitt stird nyilt halmaz kis mértékkel. (szept. 20.)

e J. Munkres: Topology
(c) Topologia: topologikus terekl szorzat-topologia, [Tyihonov-tétel. (szept. 27.)
2. Komplex fiiggvénytan: konform leképzések, Cauchy-Riemann egyenletek, harmonikus
fiiggvények, Laplace-egyenlet. (okt. 4.)
e L. Ahlfors: Complex analysis

e W. Rudin: Real and complex analysis

3. Parcialis diffegyenletek (okt. 11. és 25.):
(a) Linearis parcialis differencidlegyenletek megoldasa (tér- és idévaltozok szeparalésa,
Fourier modszerek, Green fiiggvény)
e L. C. Evans: Partial differential equations

(b) Nemlinearis parcialis differencidlegyenletek: megmaradési torvények és Hamilton-
Jacobi egyenletek, nemlinearis hullamok

e L. C. Evans: Partial differential equations

Beszamolok 1: (okt. 18.)

4. Differencialgeometria alapfogalmai (topologikus, diffhato, és Riemann sokasagok,
kiils§ szorzas, térfogati formék, ...), Lie-csoportok (pici okt. 25., amigy nov. 8.)

e W. M. Boothby: An introduction to differentiable manifolds and Riemannian geo-
metry

e V. 1. Arnold: A mechanika matematikai modszerei

Sajnos a differencidlformakra, kiilsGszorzasral, kiilsG derivalasral nem maradt ids. Akit pe-

dig az egyperces bevezetés a gorbiiletrsl megfogott, tarthat kiseladéast a/Gauss-Bonnet tételbdl,

vagy, hogy az altalanos relativitaselmélet mit mond a téridé gorbiiletérsl.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Wedge_product
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5. Ergodelmélet és dinamikai rendszerek: Alap definiciok, ergodtételek, alkalmazasok;
fraktalok (nov. 15.)

e M. Brin, G. Stuck: Introduction to dynamical systems

6. Sztochasztikus folyamatok és statisztikus fizika: Fizikdhoz kozeli folyamatok és al-
kalmazasok

(a) Markov folyamatok: diszkrét idében (pl. bolyongésok, esetleg kapcsolat dramkorok-
kel), Poisson folyamat, folytonos ideji ugré és nem ugro6 folyamatok (Brown-mozgés
¢s hévezetesi egyenlet) (nov. 29.)

e S. I. Resnick: Adventures in Stochastic Processes

(b) Néhéany példa a fazisatalakulasokkal kapcsolatos tételekre és bizonyitasukra (dualités,
konturok?); par sz a perkolaciorol (dec. 6.)

o (. Grimmett: Percolation

Beszamoldk 2: (dec. 7.)

Beszamoldk 3: (dec. 13.)

Datum Téma Beadandé
szept. 13. Meértékelmélet -

szept. 20. Meértékelmélet és topologia HF#1
szept. 27. Topologia HF#2
okt. 4. Komplex fiiggvénytan HF+#3
okt. 11. Linearis parc. diff.egyenletek HF#4
okt. 18. - 1. beszamolo6
okt. 25. Nemlinearis parc. diff.egyenletek, topologikus sokasagok HF#5
nov. 8. Differencidlgeometria HF+#:6
nov. 15. Ergodelmélet HF#7
nov. 29. Sztochasztikus folyamatok HF+#8
dec. 6. Stat. fiz. HF#9
dec. 7. - 2. beszamold
dec. 13. - 3. beszamold




Osszetettebb feladatok a beszamolokra:

Ez a lista még béviilhet. A megadott linkek csak kedvesinalok, adok még forrast, amikor
kéritek. Magyar nyelvi forrast egyik témahoz se probaltam taldlni, de elképzelhetd, hogy va-
lamelyikhez létezik; probalok segiteni, ha valaki igényli. Ertelemszertien inkabb a lista elején
vannak olyan témak, amiket mar az els6 beszamolon megérthetnek az el6adok és a hallgatok.

1. [Arzela-Ascoli tétel (topologia és funkanal)

2. Baire kategoria tétel (topologia és funkanal). A [Wikipedia szocikk elég borzalmas, sokkal
jobb a W. Rudin: Functional analysis, McGraw-Hill 1973, konyv.

3. [Hausdorff dimenzid, 6nhasonlé halmazok, fraktalok (mértékelmélet) — Hegediis Tamaés,
Laszloffy Andras, valaki, okt 18

4. [Julia halmazok, Mandelbrot halmaz (komplex fiiggvénytan, dinamikai rendszerek) —
Fiilep Csilla, Timar Maté, Ivan David, okt 18

5. [Loewner evolucidl (a kétdimenzios statisztikus fizikdban fontos [SLEl egyik alapja; komplex
fiiggvénytan)

6. Kramers-Kronig relaciok: egy egyszeri komplex analizis allités és fizikai interpretacioi —
Bernath Bence, Nagy Lajos, Kovacs Péter, okt 18

7. Burgers egyenlet, esetleg mint forgalmi dugdk hidrodinamikai limesze, — Németh Gergely,
Kalas Gyorgy Benjamin, Gyurcza Erzsébet, Szendi Zsuszanna, dec 7

8. Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet) optimalis kontroll, dinamikus programozas, jatékelmé-
let — Gulacsi Balazs, Horvath Laszlo, Vogel Balint, dec 13

9. Az |L>-Laplace egyenlet| és esetleg véletlen kotélhuzas

10. Morse elmélet! és/vagy két kovetkezménye: Poincaré-Hopf index-tétel és/Gauss-Bonnet tétel
(differencialgeometria)

11. Hopf fibracio| (differencidlgeometria, Lie-csoportok) — Farkas Maté, Kiraly Balazs, dec 13
12. Firstenberg ergodelméleti megkozelitése [Szemerédi tételének

13. Brown-mozgas konstrukcidi, alkalmazasai — talan Babcséany Boglarka, Jambori Attila,
Molnér Ferenc, okt 18, és/vagy Dzsaber Sami, Palinkas Andrés, Laszlo Vendel

14. Bolyongasok és elektromos halézatok: Doyle-Snell; Lyons-Peres, PGG Sections 6.1-2 —
Laszlo Andras, Nagy Alexandra, Juhész Péter Laszlo, dec 7

15. Martingalok: a legjobb joslat, harmonikussag, stb. Itt egy hires példa. Ld. még
PGG Section 6.3 — Almadi Balazs, Kurucz Maté, Molnar Balazs, dec 7

16. Folytonos spinmodellek a stkban: XY-modell, Mermin-Wagner tétel, Vicsek-féle madarvonulas
17. Valami Markov-lancos — Barna Zsofi, Bencsik Barbara, Imecs Gabi, dec 13

18. Szemléletes topologia — Gydrify Akos, Plihal Viktor, dec 13


http://en.wikipedia.org/wiki/Arzela-Ascoli_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Baire_category_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Hausdorff_dimension
http://en.wikipedia.org/wiki/Julia_set
http://en.wikipedia.org/wiki/Loewner_differential_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Schramm-Loewner_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Kramers-Kronig_relation
http://en.wikipedia.org/wiki/Burgers_equation
http://www.math.bme.hu/~gabor/oktatas/MatProb2013/BalazsMarci.FiatOktNap08.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Hamilton-Jacobi-Bellman_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Infinity_Laplacian
http://www.en.wikipedia.org/Morse_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Poincar�-Hopf_index_theorem
http://www.en.wikipedia.org/Gauss-Bonnet_theorem
http://www.en.wikipedia.org/Hopf_fibration
http://www.scholarpedia.org/article/Szemeredi's_Theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Wiener_process
http://front.math.ucdavis.edu/0001.5057
http://mypage.iu.edu/~rdlyons/prbtree/prbtree.html
http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Martingale_(probability_theory)
http://en.wikipedia.org/wiki/Martingale_(betting_system)
http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/XY_model
http://en.wikipedia.org/wiki/Mermin-Wagner_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Vicsek_model

Hazi feladatok
Fizikus MSc Matematikai problémamegoldé gyakorlat, 2013 &sz

Minden héten 12 pontnyi feladat van kittizve, mindegyik beadand6. A feladat annyi pontot ér,
ahény ® van mellette. Részpontszamokat adunk, de véalaszokat csak indoklassal fogadunk el. A
piros * pontok boénusz feladatokat jeldlnek.

1. HF: (Beadasi hatarid6: 2013. szept. 20.)

HF 1.1

HF 1.2

HF 1.3

** Integrdl és hatdrérték felcserélhetdsége. Irjuk fel n-t n = 2F + [ alakban, ahol
k=0,1,2... ésl = 0,1,...,2" — 1 (ez minden n -re egyértelmien megtehets).

Legyen ezek utan
I+1
gn<x>:{1 ha - <a< ;rk,

0 egyebkent.
Van-e olyan g : [0,1] — R integralhato fijggvény, hogy ¢,(z) — g(z) Lebesgue majd-
nem minden x € [0,1]-re? Mennyi hm f gn(z d;z:)7 Teljesiilnek-e a dominalt

konvergencia tétel, a monoton konvergen(na tetel valamint a Fatou lemma feltételei?
Ha igen, mit mondanak ki ezek a tételek a konkrét esetben?

Integrdlok felcserélhetdsége.

(a) ** Legyen f(z,y) = e ™ — 2¢72%. Mutassuk meg, hogy

O//f(:c,y) dyder > 0 > /O/f(x,y) dz dy.

Mi a helyzet a Fubini tétellel?

(b) ** Legyen f(z,y) az R? diagondljanak indikitorfiiggvénye: = 1, ha z = y, és
= 0 kiilénben. Legyen p a Lebesgue mérték R-en, v pedig a szédmlalomérték:
v(A) = |Al ha A C R véges, és = oo killonben. (A v esetén lehet a o-algebra
akar 2%, azaz minden részhalmaz mérhets.) Mennyi

//fxydu ) du(y) illetve //fxydz/ ) duly)?

Megjegyzés: Ez a példa azt mutatja, hogy a Fubini-tétel altaldnos mértékekre
f > 0 esetén sem feltétleniil igaz. Kell, hogy mindkét mérték o-véges legyen, ami
azt jelenti, hogy az egész tér lefedhetd legyen megszamlalhatod sok véges mértéki
részhalmazzal. Ez v-re nyilvan nem teljesiil.

A karakterisztikus fligguény differencidlhatosdga. Legyen p egy waldsziniségi mérték
R-en; foltessziik, hogy minden nyilt intervallum mérhets, igy az ezek altal generalt
legkisebb o-algebra minden eleme (amit Borel-halmazoknak hivnak) is az. A u n-edik
abszolit momentuma (n € N-re) az

My = [ lal" du(o)

integral, karakterisztikus fiigguénye pedig a

YR —C, ()= /em dp(x)



fiiggvény, ahol 7 a komplex egységgyok (i2 = —1).
Megjegyzés: Ha p egy X valoszintiségi valtozo eloszlasa, ami annyit tesz, hogy minden
B Borel-halmazra pu(B) := P(X € B), akkor I, = E(|X|") és ¢(t) = E(e"™).
Bizonyitsuk be a kiovetkezd tételeket:
(a) [11]
1. Tétel (A karakterisztikus fiiggvény differencialhatosaga). A fenti je-
lolésekkel, ha I, < oo, akkor v folytonosan differencidlhato és

w0 = [xdua)

R

(b) (1]
2. Tétel (A karakterisztikus fiiggvény differencialhatosaga II). A fenti je-
lolésekkel, ha I, < oo, akkor i n-szer folytonosan differencidlhato és

w(k)(O):/xkdu(x), k=0,1,2,...,n.
R

HF 1.4 Vegyiik a korlatos folytonos valés fiiggvények (Cy(R), || - [|o) metrikus terét.

(a) * A remélhetdleg jolismert tétel segitségével, miszerint folytonos fiiggvények uni-
form limesze is folytonos (pl. http://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_limit_theorem),
igazoljuk, hogy ez a metrikus tér teljes.

(b) ** Igazoljuk, hogy ez a metrikus tér nem szeparabilis, azaz nincsen benne meg-
szamlalhaté mindeniitt strd részhalmaz.

2. HF: (Beadési hatarids: 2013. szept. 27.)

Emlékeztets: Tetszoleges (X, d) metrikus térben U C X nyilt, ha minden x € U-ra 36 > 0, hogy
a Bs(z) := {y € X : d(z,y) < 0} gbmb benne van teljesen U-ban. Z C X pedig
zart, ha Z¢ = X \ Z nyilt. Igy pld. X maga az mindig zart és nyilt is! A nyiltsag
kovetkezik rogvest a definiciobol, a zartsaghoz meg az kell, hogy () nyilt legyen X-
ben, mely allitas meg iiresen teljesiil. Tehat, pld. [0,1) C R a megszoritott Euklideszi
metrikaval se nem nyilt, se nem zéart R-ben, de nyilt is és zart is onmagéban.

K C X pedig kompakt, ha minden K C |J,.; U; lefedésbél, ahol mindegyik U; nyilt,
kivalaszthato egy véges lefedés: 3F C I, |F| < 0o, hogy K C |J;cp U; is teljesiil.

HF 2.1 A szokésos triadikus Cantor-halmaz konstrukciojat modositsuk a kovetkezéképpen:

— Nulladik lépésben tekintsiik a [0, 1] zart intervallumot: Dy := [0, 1].

— Els6 lépésben vagjuk ki ennek a kozépss nyilt 1/4-ét — igy marad 2 darab 3/8
hosszisagt zart intervallum: Dy = [0, 2] U [3,1].

— Masodik lépésben vagjuk ki mindkettének a kozépsé nyilt 1/9-ét, igy marad 4
darab (£ - 5) hosszisagt zért intervallum — Ds jeldlje ezek unijat.

— Es igy tovabb: az n — 1-edik lépésben marad 2" darab zart intervallum, melyek
mindegyikének az n-edik lépésben kivagjuk a kizépss nyilt 1/(n + 1)? hanyadat,
igy D,, mar 2"™! darab zart intervallum uni6ja.

Végiil D := N D,.

(a) ** Igazoljuk, hogy D kontinuum szdmossagu, zart, Borel-mérhetd halmaz (defini-
ciot lasd HF 1.3-ban), ami nem tartalmaz intervallumot.

(b) ** Mennyi a D Lebesgue-mértéke? (Féképpen: nulla-e?)


http://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_limit_theorem

HF 2.2

Definicié6:

HF 2.3

HF 2.4

Egy konnyt, de nagyon hasznos kovetkezménye a kompaktsagnak:

(a) ** Legyen {K; : i € I} kompakt halmazok egy csaldadja valamely X metrikus
térben 1igy, hogy barmely véges sok metszete nem iires. Bizonyitsuk be, hogy az
Osszes metszete sem tires!

(b) * Adjunk ra példat, hogy kompakt helyett R? zart részhalmazaval ez méar nem
igaz.

Kovetkez6 éran kimondjuk, és bizonyitjuk is félig, hogy tetszéleges (X, d) metrikus
térben egy K részhalmaz pontosan akkor kompakt, ha szekvencidlisan kompakt:
minden végtelen {z,}5°, C K sorozatbol kivalaszthato konvergens {z,, }32, részso-
rozat, azaz d(x,,,r) — 0 valamely « € K-ra.

(a) ** Bizonyitsuk be, hogy ha X egy metrikus tér, és K C X szekvencidlisan kom-
pakt, akkor K zart és korlatos is.

(b) * Adjunk példat egy X metrikus térre és B C X korlatos és zartra, hogy B
ne legyen kompakt (szekvencidlisan vagy siméan, nekem mindegy, ahogy neked
kénnyebb bizonyitani). (Tipp: legyen X az R egy nem zart részhalmaza, a meg-
szoritott metrikaval.)

(c) ** Igazoljuk, hogy egy szekvencialisan kompakt metrikus tér teljes is.

(Bonusz) *** Bizonyitsuk be, hogy minden X metrikus térhez létezik egy teljes metri-
kus tér X, amiben X strt! (Pontosabban, létezik X-ben egy stird Y, ami izometrikus
X-szel.)

Segitség: legyenek X pontjai az X-beli {z,,} Cauchy sorozatok ekvivalencia-osztalyai,
ahol {x,} és {y,} ekvivalens, ha d(x,,y,) — 0. Definidljunk egy nagyon termé-
szetes metrikat ezen a téren, igazoljuk, hogy ezzel X teljes, majd definidljuk X egy
izometrikus beagyazasat X-be.

3. HF: (Beadasi hatarids: 2013. okt. 4.)

Bocsanat, ez mar tényleg az utolsé topologia feladatsor.

HF 3.1

HF 3.2

HF 3.3

* Emlékeztets: egy metrikus térbsl metrikus térbe valo @ : (M,dy) — (N, dy)
leképezés folytonossaganak két lehetséges definicidja:

Definicié A: Vx € M pontra, és Ve > 0-ra 39 > 0 (ez fiigghet e-tol és x-t6l is), hogy
y € M, dy(x,y) <6 esetén dy(P(x), P(y)) < e.

Definicié B: Minden M-beli nyilt hamaz 6sképe nyilt halmaz N-ben.

Mutassuk meg, hogy ha ® Definici6 B értelmében folytonos, akkor Definicio A értel-
mében is az. (Megj: ez még kénnyebb, mint az 6ran bizonyitott méasik irany.)

*** Igazoljuk, hogy a kompakt (X, dx) metrikus terek szekvencialisan is kompaktak.
(Segitség: az {x, :n =1,2...} C X sorozatbol szeretnénk kivalasztani egy konver-
gens részsorozatot. Legyen Y a legkisebb zart részhalmaza X-nek, ami tartalmazza
a sorozatot. Legyen &, — 0 tetszdleges sorozat, és nézziik a |J,», B, fedését Y-nak,
ahol B, := B., (z,) nyilt gobmb. Csinaljunk egy {n; : ¥ = 1,2,...} sorozatot, hogy
B C B, legyen minden k-ra, és hasznaljuk HF 2.2-6t.)

Legyen X = {0, 1}% a szorzattopologiaval, azaz a pontonkénti konvergencia topologi-
ajaval. Az X-en hat a T eltolas: (Tx),, = x,.1, minden x = (x,),ez € X-re.

N1

(a) ** Adjunk meg egy metrikat X-en, ami a szorzattopologiat generélja.
(b) ** Bizonyitsuk be, hogy egy ilyen j6 metrika nem lehet eltolasinvarians (azaz,
hogy d(Tz, Ty) = d(x,y) lenne minden z,y € X-re).



(c) ** Legyen Y = [0,1]% a szorzattopologiaval, és nézziikk a kovetkezs ¢, € Y
elemeket: ¢, (x) := az n-edik jegy az x binéaris felirasdban. Bizonyitsuk be, hogy
ebbdl a sorozatbol nem vélaszthatoé ki Y-ban konvergens részsorozat.
Megjegyzés: Az el6adason kimondott Tyihonov tétel miatt Y kompakt. A fenti
feladat szerint viszont nem szekvenvenciélisan kompakt. Ez is mutatja, hogy nem
metrizdlhato, amit szintén lattunk mér.

HF 3.4 ** Bizonyitsuk be, hogy R és R? nem homeomorfak egyméssal! (Segitség: ez sokkal
kénnyebb, mint ha R? és R? lenne, széval nem kell pld. definidlni a dimenzié fogalmét
topologikusan.)

4. HF: (Beadasi hatarid6: 2013. okt. 11.) Figyelem! A 4.2 (c)-t hasznalni fogjuk orén, tehat az
6ra utani beadasaért nem jar pont.

HF 4.1 **** Tort-linearis leképezések. Tort-linearis leképezésnek nevezziik a

w(z) =

alaku leképezéseket, ahol a, b, ¢, d komplex szamok és a tort nem egyszertisitheté —
vagyis ad # bc. Egy ilyen leképezés értelmezési tartomanya a komplex szamsik, kivéve
az egyetlen P = —%l pontot. Ezen a tartomanyon a leképezés természetesen holomorf,
és konnyen ellenérizhetGen konformis is.

az+b
cz+d

Cél: Igazolni akarjuk, hogy a tort-linearis leképezések a sik minden egyenesét és min-
den korét egyenesbe vagy korbe viszik at.

(a) Lassuk be, hogy a valds sikon minden kor és egyenes egyenlete
A(x* +y*)+ Br+Cy+ D =0

alakba frhat6. Forditva, minden ilyen egyenlet egyenest vagy kort ir le, amennyi-
ben B? + C? > 4AD.
(b) Irjuk fel a z = x4y — 1/z leképezés valos és képzetes részét. Ennek segitségével
igazoljuk a z — 1/z specialis esetre a célt.
(c) Igazoljuk a célt a komplex affin transzformaciokra is: z +— pz+q; p, ¢ € C, p # 0.
(d) Allitsunk el6 minden tortlinearis leképezést z — 1/z és z +— pz + ¢ leképezések
komponélasaként, és ezzel érjiik el a végcélt.
HF 4.2 Néhany példa a Riemann leképezés tételre: Adjunk meg egy konform-leképezést
(a) * R x (0,mi)-r6l a H nyilt felss félsikra (tipp: log z kapcsan csinéltunk hasonlot);
(b) * az egységkorlaprol H-ra (hasznaljuk az eléz6 feladatot; mitél fiigg, hogy kor
vagy egyenes a kép?).
(c) ** Mit tesz az egységkorrel, annak belsejével és kiilsejével a z — %(zj%) leképezés?
Viazold fol annak a korvonalnak a képét, aminek a kozéppontja —e + id, pici
g,0 > 0 szamokkal, mondjuk kb. § = 0.05, és (1 +¢)? + 6% = (1 + §)%. Mire
emlékeztet a kapott gorbe?
HF 4.3 Dirichlet-feladatot fogunk megoldani a H felss félsikon: adott a OH = R hatéron egy
nem feltétlen folytonos valos f fiiggvény, és keresiink H belsejében olyan harmonikus
u fiiggvényeket, melyek a hatarhoz kozelitve f-hez tartanak.

(a) ® Legyen f azonosan nulla. Ennek természetesen megoldésa a u(z,y) = 0 azono-
san nulla fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az u(z,y) = zy is megoldas.

(b) * Emlékezziink az eladasra: azt, hogy u(z,y) = xy harmonikus, tudtuk anélkiil,
hogy lederivaltuk volna. Honnan is? Ennek mintajara keressiink még nagyon
sok megoldasat a fenti Dirichlet-feladatnak. Ezutan keressiink még ennél is tobb
megoldast.



(c) Ha ezt a Dirichlet-problémat tgy nézziik, mint egy hévezetési feladatot egy fém-
lemezen, miért az u(z,y) = 0 az egyetlen | fizikai” megoldas? Mi a baj a tébbivel?

(d) ** Adjuk meg egy megoldasat az

(2) = 100°C, ha — 1<z <1,
5= 0°C, egyébként,

Dirichlet-probléménak. (Segitség: olyasmit méar megoldottunk, hogy f(z) =
100°C, ha z negativ, és 0°C, ha z nemnegativ. Ezutdn hasznaljuk a Laplace
operator linearitasat.) Mik a megoldas izotermai? Végiil, a linearitas és az el6z6
rész segitségével adjuk meg nagyon sok megoldasat ennek a feladatnak.

5. HF: (Beadasi hatarids: 2013. okt. 25.)

Kalkulus alapok (A) Gauss-Green, avagy Newton-Leibniz tobbdimenziéban:

/umdx:/uuidS,

U ou

ahol u,, parcidlis derivalas, v’ pedig a OU-ben kifelé mutat6 normalvektor i-edik
koordinatéja.

(B) u helyett uv-re alkalmazva az el6z6t:

/umv dr = —/uvxi dx+/uw/i ds,

U U ou

a parcialis integralas formulaja.
(C) uv helyett u,,v-re alkalmazva az el6z6t, majd i-re szumméazva:

/(Au)vdx:—/(Vu Vo) dx+/—v ds,

U U

ahol (z,y) a skalarszorzat.

(D) Egy V = (V4,..., V) vektormezs koordinataira alkalmazva a Gauss-Greent, majd
szummazva:

/dedx—/Z /Vl/)dS—ﬂuXaUV
P

ou

ami Gauss divergencia-tétele.
HF 5.1 ** Vegyiik azt a D 45°-0s szogtartomanyt C-ben, melyet az e = R és f = ™/ R
félegyenesek hatarolnak. Keressiink olyan V : D — R? sima vektormezdt, mely
— a hataron V‘e = (1,0) és V‘f =(-1,-1)/V2,
— Orvénylésmentes (azaz rotaciomentes, ami pontosan akkor, ha V' = V¢ valamilyen
¢ : D — R fiiggvényre), és
— Osszenyomhatatlan (ami a fenti (D) szerint ugyanaz, mint div V' = 0 mindeniitt).
Segitség: eladason megallapitottuk, hogy 0 = divV = divV¢ = Ag¢, tehat elGszor
is egy harmonikus fgv-t keresiink, és azt biztos konnyebb lenne a H 180°-o0s szogtar-
toméanyban megtenni, majd konforminvarianciat hasznalni.



HF 5.2 Harmonikus fiiggvények kozépérték-tulajdonsaga. Jelolje |0B(z,7)| az = ko-
riilli » sugara gombfeliiletet felszinét. Bizonyitsuk be az el6adason emlitett két
kozépérték-tulajdonsag koziil az erGsebbet, kétféleképpen:

3. Tétel. Ha u harmonikus az U C R"™ nyilt halmazon és B(x,r) C U, akkor

1
u(x) = BB / udsS,

OB (z,r)
vagyis a fiigguényérték a gomb kozéppontjaban éppen a felileten felvett értékek dtlaga.

(a) ** Kalkulussal:
i. Rogzitett x mellett tekintsiik a

1
o(r) = 7\8B(x,r)| / udS

OB(z,r)

fliggvényt.

ii. ¢(r) képletében végezziink el egy integréal-helyettesitést gy, hogy uténa az
integralasi tartomany mar ne fiiggjon r-t6l (legyen mondjuk 0B(0, 1)).

iii. Most mar szamolhatjuk ¢'(r)-t az integral ala bederivélva.

iv. Alkalmazzuk a fenti (C) vagy (D) formulat.

(b) *** Konceptualisan:

i. Mutassuk meg (egyszertien, kézzel kiszamolva), hogy a Laplace egyenlet for-
gatasinvaridans R"-ben: ha Au = 0 és O egy n X n ortogonalis métrix, akkor
v(x) : = u(Ox) is megoldja a Laplace egyenletet.

ii. Ez alapjan igazoljuk, hogy az z-bdl nézett harmonikus mérték a 0B(z, )
gombfeliileten az egyenletes valoszintségi mérték. (Figyelem! Elgadéson nem
mondtuk: miért 1 az 6ssztomeg?)

iii. HF 4.3.(d)-ben megkaptuk z € H-bol nézve a vy , harmonikus mértéket OH =
R-en. Ellendrizziik, hogy ha a (H, z) part elvisssziik egy konform leképezéssel
(B(0,1),0)-ba, akkor a v, mérték képe valoban az egyenletes mérték.

HF 5.3 ** Legyen az u(x) skalarmennyiség az x € R” fiiggvénye, ésr = ||z = /2?2 + -+ - + 22.
Mutassuk meg, hogy ha u radialis, azaz z-t6l csak r-en keresztiil fligg, akkor a v(r) =
u(x) fiiggvény segitségével

| 1
Uy, = v'(r)aa;ﬂ' = v'(r)%, és  Au(x) =0"(r) + n .

().

Ebbdl vezessiik le, hogy ha u harmonikus Vz # 0-ban, akkor v(r) = blogr + ¢, ha
n =2, illetve v(r) = b/r"? 4+ ¢, han > 3.

HF 5.4 *** Egydimenzios héegyenlet. Legyen u(zx, t) = v(%)

(a) Mutassuk meg, hogy
8tu = 6§u

pontosan akkor, ha

(1) 4z0"(2) + (24 2)0'(2) =0 (z > 0).



HF 5.5

(b) Mutassuk meg, hogy ([Il) altalanos megoldésa

z

v(z) = a/e_s/4s_1/2 ds+b.
0

(Lasd http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_differential_equation, ha
kozonséges diffegyenletekbdl segitség kell.)

(c) Lassuk be, hogy ha u egy megoldas, akkor 0,u is megoldja az egydimenzios ho-
egyenletet.

(d) Tehat: differencialjuk az elébb kapott u(zx, t) = v<x—t2> -t x szerint, majd va-
lasszuk meg megfelelGen a a konstanst, hogy pont az egydimenzios fundamentalis
megoldast kapjuk: .

—z? /4t
u(z, t) = \/Tmfe /4,

Megjegyzés: Azért valasztottuk igy az a-t, mert ennek a megoldésnak a hely szerinti

integralja minden ¢-re 1. Honnan is tudjuk ezt?

** (Egy kénnyt aprosag bonuszként)

(a) Igazoljuk, hogy ha D egy korlatos tartomany sima hatarral, amin « harmonikus,
akkor faD %u ds > 0.

(b) A fenti egyenl6tlenség nem meglepd, hisz A egy atlagolooperator, igy természetes,
hogy nagyértékd hatarpontok (mondjuk u > 0) lokdlis maximumok szeretnek
lenni, igy ott altalaban % > 0 varhato, a kisértékiek (mondjuk u < 0) pedig
lokalis minimumok szeretnek lenni, igy ott altalaban % < 0 varhato. Igaz-e az
atlag helyett majdnem minden hatarpontban is, hogy %u > 07

6. HF: (Beadasi hatarids: 2013. nov. 8.)

HF 6.1

HF 6.2

** Keressiik meg azt az u = u(t,z,y) valos-értéki differencialhato fiiggvényt, ami
eleget tesz a

ou B ou ou

L7 97 2 2
ot Ox dy Tty
parcialis differencidlegyenletnek és a
2
x
0 =
u( Y ZE, y) 1 _'_ y2

peremfeltételnek.

**** Ekviparticios tétel. Legyen u a

Otu—0?u=0 R x (0, 00) -n,
u=g,0u=h Rx{t=0}-n

hullamegyenlet + kezdetiérték-feladat megoldésa. Tegyiik fel, hogy ¢ és h kompakt
tartoju. A kinetikus és potencidlis energidk:

k(1) : = % / Oz, D)2dz  illetve  p(t) : = % / (Ouu(z, 1) da.

Bizonyitando, hogy
(a) k(t) + p(t) konstans az idGben;
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(b) k(t) = p(t) minden elég nagy t-re.
HF 6.3 **** Tényleg megmaradasi torvény és tényleg aram.

(a) Tegyiik fel, hogy F'(0) = 0, és u egy olyan folytonos integral-megoldésa a

Ou+ 0, F(u)=0 R x (0, co)n,
u=g R x {t=0}-n

megmaradasi torvénynek, hogy u(-, ) minden ¢ > 0-ra kompakt tartoja. Mutas-
suk meg, hogy

/u(x, t)dx = /g(x) dz minden t-re,

azaz a teljes anyagmennyiség megmarad.
(b) F pedig tényleg aram: mutassuk meg, hogy az [a, b] intevallumban levé teljes
anyagmennyiség t-kor

b b t t

/u(az, t)dz = /g(:c) dz + /F(u(a, s)) ds — /F(u(b, s)) ds.

a a 0 0
Ha nem megy az integralmegoldas kezelése, folteheted (egy ponttal kevesebbért),
hogy a megoldés sima.

HF 6.4 ** Milyen kétdimenziés topologikus sokasagokat kapunk a harom esetben, ha a meg-
felel6 oldalakat Osszeragasztjuk?

Miért nincs olyan a feladatok kozott, ahol haromszor is el6fordulna ugyanaz az él-
jelzés?

7. HF: (Beadéasi hatarids: 2013. nov. 15.)

HF 7.1 Az 6ran definialtuk az S* = {(z1,22,73) € R® : 2% + 23 + 23 = 1} (egység)gdmb
térképezéseét két térképpel, a ¢ : SP\{E} — R2?és v : S?\{D} — R? sztereografikus
projekciokkal, az E = (0,0,1) északi, illetve D = (0,0, —1) déli sarokpontbél, a
szemkozti poluson dtmend vizszintes sikra.

(a) ® Mutassuk meg, hogy wo~1: R*\ {(0,0)} — R?\{(0,0)} végtelen sokszor dif-
ferencialhato leképezés, igy ez a két térkép tényleg egy atlaszt alkot. (Utmutatés:
hasznaljunk polarkoordinatakat.)

(b) ** Mutassuk meg, hogy az egyenlettel megadés és az implicitfiiggvény-tétel ad
természetes modon egy 2-dimenzios differencidlhato struktirat S2-n, amivel az
S? — R3 identikus beleképezés differencidlhato lesz. (Segitség: hat darab térkép
lesz az atlaszban.)

(c) * Mutassuk meg, hogy az (a) és (b) részekben kapott két differencialhaté sokaség
(ugyazon a topologikus sokasagon két kiilonbozs atlasz) egymassal diffeomorf.
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HF 7.2

Osszefoglalé:

HF 7.3

HF 7.4

(Bonusz) Egy matrixcsoport mint diffhaté sokasag.

(a) ** Vegyiik az S = {(z,y,2,v) € R*: 2% + > + 2% + v = 1} egységgdmbot. Az
implicitfiiggvény-tétel segitségével ez megint természetes moédon egy 3-dimenzios
differencialhat6 sokasag, és az S? — R3 identikus beleképezés differencialhato.
Hasonloképpen, az

SU(2) = {A € Moyo(C): A" A=1T6s det A= 1}

matrixcsoport, mint C*-nek, vagy inkdbb R®-nak, 6t darab egyenlettel definialt
részhalmaza, természetes modon egy 3-dimenziés difthaté sokasig. Igazoljuk,
hogy az el6z6 S3-mal diffeomorf!

(b) ** Természetes modon SU(2) x SU(2) egy 6-dimenzios difthato sokasag, és az
SU(2) x SU(2) — SU(2), (A, B) — AB matrixszorzés, illetve az A — A1
invertalas differencialhato leképezések. Azaz SU(2) egy Lie-csoport. Ezeket
egyszer( de unalmas bizonyitani, nem ez a feladat. Hanem, hogy ezek szerint S3-
on és S' = R/Z-n van Lie-csoport strukttira, ellenben bizonyitsuk a siindiszno-
fésiilési tétel segitségével, hogy S2-n viszont nem létezhet Lie-csoport struktira!

Ha M egy diffhaté d-dimenzioés sokasag, p € M, akkor T,M-mel jeloltiik a p-beli
érintévektorok d-dimenzios vektorterét, ahol gy definidltunk egy X, érintévektort,
mint a p ponton a ¢t = 0 pillanatban dtmend v gorbék szerinti 4 (f o fy)(t)‘ . deri-
valasoknak egy ekvivalenciaosztilyat, azaz azon gorbék halmazat, akik minden f-re
ugyanazt a derivéltat adjak, igy jogosan hivjuk Sket egy iranyba mendéeknek. Es igy
a kozos eredmény, amit X, f-fel vagy X, (f)-fel jeloliink, hivhaté az X, iranymenti

derivaltnak.

Namarmost, egy X sima vektormez6 alatt egy olyan p — X, € T,M hozzarendelést
értiink minden p € M-re, ami azt tudja, hogy tetsz6leges f : M — R sima fiigg-
vényre a p — X, (f) derivalt, mint p € M fliggvénye, megint egy sima fiiggvény. Ezt
a derivaltfiiggvényt jeloljiik X f-fel. Pld.: f:R* — R-re a a% f parcialis derivalt.

Ha X és Y sima vektormezdk M-n, akkor M minden p pontjaban értelmezhetjiik
az alabbi lineéaris operatorokat, melyek a (p kis kornyezetében értelmezett) f sima
fiiggvenyeken hatnak: (i) (XY),(f) = X,(Y(£); (i) (VX),(f) = Y,(X(f)). (i
[(X,Y], = (XY), — (YX),. Mutassuk meg, hogy

(a) * (XY), ugyan linearis operator (ellendrizziik ezt is), de mégsem lehet egy V,
érintévektor, mert nem feltétlen teljesiti a Leibniz-féle V,(fg) = V,(f) g+ f V,(9)
szorzat-szabalyt. (Segitség: ellenpélda mar abban az esetben is van, amikor M =
R? X és Y parcidlis derivalasok, f és g pedig koordinata-fiiggvények.)

(b) * [X,Y],-ra mar teljesiil a Leibniz-szabaly. (Ebbdl kovetkezik, hogy az M-en ka-
punk egy [ X, Y] sima vektormez6t. Ezt az X és Y vektormezsk kommutéatoranak
vagy Lie-zaréjelének is szoktdk nevezni. )

(c) ** Adjunk meg valamely R"-ben X és Y vektormezdket, melyekre [X, Y] # 0.

* A T? toruszon két fajta Riemann-metrikat is konnyen el tudunk képzelni. Az elsd
a lapos torusz: a T? = R?/Z? faktorizalassal az R?-beli Euklideszi metrikat orokli. A
masodik, hogy vesziink egy T? — R3 tiszogumi-beagyazast, ez bedgyazza a T, T? érin-
tosikok mindegyikét is R3-ba, és megszoritjuk a haromdimenziés Riemann-metrikat
ezekre az érintGsikokra. Magyarul, két T? C R3-beli pont tavolsiga az Sket a toru-
szon Osszekots gorbék R3-beli hosszanak infimuma. Igazoljuk, hogy egy lapos torusz
egyetlen uszogumi-torusszal sem izometrikus. (Segitség: nézziikk meg, mennyire kevés
pontot ér ez a feladat.)
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HF 7.5

Szemléltessiik az aldbbi vektormezsket és az altaluk generalt egyparaméteres csoport-
hatasokat (folyamokat).

(a) ** Tekintsiik R*-n a

cosat 0 sinat T T
O(t,z) = 0 1 0 T | z=| 2, | €R?
—sinat 0 cosat T3 T3

egyparaméteres csoporthatast, ahol a > 0 tetsz6leges pareméter. Igazoljuk, hogy
tényleg csoporthatas, azaz O(t + s,z) = O(s,0(t,z)). Milyen vektormezs ge-
nerélja O(t, z)-t? (Azaz, micsoda V, := 2£0(t,2)|;—0?) Mutassuk meg, hogy ez
a csoporthatds természetes modon megszorithatd S%re: x € S? (azaz |z| = 1)
esetén O(t,x) € S? Vit € R. Szemléltessiik a vektormez6t és a csoporthatést is
S2-n

(b) *® Tekintsiink T?-re gy, mint a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetre, melynek a szemkozti
oldalait azonositjuk. Igy az (azonositott) négyzetoldalaktol eltekintve az (z;, x),
0 <z <1,0< 2y <1 koordinatak egy térképezését adjak T?-nek. Legyenek az
X és az Y vektormezok ezen a térképen X = 3o T 35 8 ,illetve Y = 3or T V22 B3
(ezek a teljes T?-re folytonos moédon kiterjeszthetok) Mllyenek lesznek a generalt
egyparaméteres csoporthatésok palyai? (Hasonlitsuk dssze X és Y palyait.)

8. HF: (Beadéasi hatarids: 2013. nov. 29.)

HF 8.1

HF 8.2

** Legyen (X, F, T, u) egy valszinmértéktarto dinamikai rendszer. A Birkhoff ergodté-
tel segitségével igazoljuk, hogy a rendszer pontosan akkor ergodikus, ha minden A, B
pozitiv mértékd halmazra igaz a Cesaro keverés:

lim % Z w(T"ANB) = u(A)u(B).

Vonjuk le kovetkezményként, hogy a rendes keveréshdl kovetkezik az ergodikussag.

Vegyiik az (X, F, T, u) valszinmértéktarté dinamikai rendszert, ahol X = R/Z, F a

Lebesgue-mérheté halmazok, p a Lebesgue mérték, és Tx = 2x (mod 1). Masrészt

legyen (Y,G,S,7) az a rendszer, hogy Y = {0,1}, G a szorzat o-algebra, 7 a Ber-

noulli(1/2) szorzatmérték (azaz x = (x;);eny minden bitje 1/2 valszinnel 0 illetve 1, a

tobbiektdl fiiggetleniil), S pedig a shift operator: (Sx); = x;11, 1 € N,

(a) ® Igazoljuk, hogy ez a két rendszer ugyanaz: létezik mértéktartod ¢ : (X, F, u) —
(Y, G, ), mértéktartd inverzzel, amire po T = S o ¢.

(b) ** Igazoljuk, hogy mindkét rendszer kevers. (Tipp: mérhet§ halmazokat lehet
cilindereseményekkel kozeliteni.)

(c) ** Ha (X, F,T, ) egy valszinmértéktarté dinamikai rendszer, és u(A) > 0, akkor a
Poincaré rekurrencia tételnek koszonhetSen definialhato a T4 : A — A indukalt
leképezés: x € A-ra

Tar =T"4@z  ahol r4(x) =min{k > 1|T*z € A}.
Legyen (X, F,T,u) a fenti kétszerezés, A = (1/2, 1]. Mi a Tyx leképezés? Ha-

tarozzuk meg az r4(x) elsé visszatérési ids eloszlasat (ahol z a Lebesgue mérték
szerint véletlen).
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HF 8.3 Lattuk 6ran, hogy az X = R/Z koéron a A Lebesgue mértékkel a T : x — x + o (mod
1) leképezés, ahol a € R irracionalis, ergodikus. Tehat a Birkhoff ergodtétel szerint,
ha f: X — R Lebesgue-integralhato, akkor

teljesiil Lebesgue-majdnem minden x € X-re.

(a) ® Mennyi lim, ... £ 31, sin®(z + k) értéke tipikus z-re?

(b) * Mennyi lim,, oo £ 370 sin®(k)? (Tipp: ez az elézdnek kinnyi kivetkezménye:
lehet analizissel, azaz limeszekkel, vagy algebrai identitasokkal is tamadni.)

HF 8.4 Gauss leképezés és lanctortek. Tekintsik a 7' : (0,1] — (0,1], Tz := 1 (mod
1) leképezést. (Vagyis T legyen az = tortrésze, hacsaknem ez 0 lenne, mert akkor
Tz legyen 1.) Legyen tovdbba A(x) := [2]. Vegyiik észre, hogy az a,(x) := A(T"x)
sorozat pont az x lanctort-kifejtését adja:

DPn 1

= — XI.

1
ay +
dn 1 a2+___+i

(a) * Bizonyitsuk, hogy p, /g, — x valoéban teljesiil.
(b) * Talaljuk meg az = (v/5 — 1)/2 aranymetszés lanctortkifejtését: az an, pp, ¢n
szamokat. Mi az y = v/2 — 1 szamhoz tartozo a,(y) sorozat?

(¢) * Mutassuk meg, hogy a T leképezésre invarians az a valoszintiségi mérték (0, 1]-

en, aminek a strtségfiiggvénye (a Lebesgue-re nézve) %’“jf (Mennyi a konstans?)

HF 8.5 (Bonusz) Fiirstenberg multi-rekurrencia tételének legegyszeriibb esete. Le-
gyen X = R/Z korvonal, A Lebesgue mérték, T,x := x + o (mod 1) pedig a forgatas
2« szoggel. Bizonyitsuk be, hogy minden A C X-re és k € Z, -ra létezik n, hogy

AMANT,"AN---NT"A) >0,

(a) ** ahol A tetsz6leges nyilt halmaz;

(b) © ahol A tetsz6leges pozitiv mértéki halmaz. Ehhez hasznéaljuk az el6z6 részt és a
Lebesgue stirtiségi tételt, ami elsd ranézésre kicsit hihetetlen, de igaz, és méar
volt is rola sz6: A-majdnem minden x € A pontra,

hm)\([x—e,x+e] N A) _1
e—0 2e

azaz A majdnem minden pontja kozelében a pontok tilnyoméd tobbsége A-ban
van.

Megjegyzés: Akarcsak a Poincaré rekurrencia tétel, a Fiirstenberg is igaz minden valszinmér-
téktarto dinamikai rendszerre. Es amiatt izgalmas, hogy ekvivalens az Abel-dijas
Szemerédi Endre hires tételével: ha A C 7Z pozitiv fols6 stirtiségi, azaz
lim sup,,_, o, %ﬁl’"}' > (, akkor minden k-ra taldlhaté benne £ hossza szamtani
sorozat: {a,a+d,...,a+ (k—1)d} C A.

(c) ** A Lebesgue stirtiségi tétel segitségével bizonyitsuk a Szemerédi tétel egy folyto-
nos valtozatat: ha A C R mérhetd halmazra A\(A) > 0, és S C R egy tetszdleges
véges halmaz, akkor 1étezik a,t € R, hogy a +tS C A, azaz S egy homotetikus
példanya ott il A-ban.
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9. HF: (Beadéasi hatarids: 2013. dec. 6.)

HF 9.1

HF 9.2

HF 9.3

HF 94

HF 9.5

** Magyarorszagon az atlag 10 percenként jaré buszok Poisson pontfolyamat szerint
kovetik egyméast. Németorszagban viszont pontosan 10 percenként (pld minden egyes
megalloban megvarjak a menetrendszerinti tovabbindulési id6t). Egy véletlenszerten
egy megalloba érkezé utas atlag mennyit var Mo-on és mennyit No-ban a buszra?

A&, t=1,2,... valosziniiségi valtozok legyenek fiiggetlenek és azonos P (& =
1) =p=1-P(& = —1) eloszlastak. Vizsgaljuk meg, hogy Markov lancot alkotnak-e
a kovetkez6 valoszintiségi valtozo sorozatok:

(a) X = &&uya;
(b) Yi:=86&. .. &
(¢) Zy:=®(&,&41), ahol &(—1,-1) =1, &(-1,1) =2, &(1,—-1) =3, (1,1) = 4.

A Markov lancokra szamitsuk ki az egy 1épéses atmenetvaldszintiség-méatrixokat.

**** Alabb harom Markov lanc szoban, és harom eloszlas. Valassz a harombol kettét,
és ird f0l a lancok allapottereit, atmenetvaloszintiségeit, és igazold, hogy a megfelel§
eloszlasok stacionariusak.

(a) n, korben elhelyezett urnaban k goly6é koziil minden méasodpercben egyet vé-
letlenszertien kisorsolunk, és azt az éramutatod iranydba esé szomszéd urnaba
athelyezziik, amennyiben az tires. Ha nem iires, akkor nem csindlunk semmit.
Fermi-Dirac eloszlas: k golyét véletlenszertien elosztunk n > k& urnaba ugy,
hogy mindegyik urnaba legfeljebb egy kertilhet.

(b) n, kérben elhelyezett urndban k goly6 koziil minden méasodpercben egyet vélet-
lenszertien kisorsolunk, és azt az 6ramutato iranyaba esé szomszéd urnaba athe-
lyezziik. Maxwell-Boltzmann eloszlas: k£ megkiilonboztethets golyot vélet-
lenszertien elosztunk n urnéba.

(¢) mn, korben elhelyezett urna koziil minden masodpercben egyet véletlenszertien ki-
sorsolunk, és egy abban levé golyot — ha van — az 6ramutato iranyaba es szomszéd
urnaba athelyezziik. Bose-Einstein eloszlas: £ megkiilonboztethetetlen golyot
véletlenszeriden elosztunk n urnaba.

*** Egy szabalyos érmét dobalok. Véarhatéan hanyszor kell feldobnom az érmét, hogy
FFF-et lassak? Es hogy FIF-et lassak? (Utmutatds: érdemes egy nyolc allapoti
allapotteret felrajzolni, ami az utols6 harom dobas eredményét mutatja. Persze ekkor
a harmadik érmedobas utan van csak értelme allapotokrol beszélni.)

(Bonusz) *** A Tetris jaték egy egyszeri valtozata: a [0, K] intervallum (mod K),
azaz egy kor, egyenletesen valasztott véletlen [i, i+ 1] szakaszaira (i = 0,1,..., K —1)
egységnégyzetek esnek, amiknek ragacsos a sarka. Legyen R; a teté mérete ¢ darab
négyzet leesése utdn: azon négyzetek, amik eshettek volna utoljara. Igazoljuk, hogy

B B
] ij ]
!—Ff! F # - ] il

Bocs, ezen az abran az intervallumon, nem pedig a koron torténik a folyamat.
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HF 9.6 (Bonusz) *** Adjunk példat egy korlatos foku végtelen G(V, E) grafra (akar fa is lehet),
ami ,nagy”’ abban az értelemben, hogy exponencialis térfogatnovekedési, azaz 1étezik
¢ > 0és q > 1, hogy minden x € V cstcséra és minden n-re az x-bdl legfeljebb n
hosszu uttal elérhets csticsok szama legalabb cq¢”, viszont bolyongas szempontjabol
kicsi: rekurrens.

Megjegyzés: Tétel, hogy minden tranzitiv (homogénnek is szoktédk hivni: minden
pontjabol ugyantgy néz ki) graf, melynek térfogatnévekedése négyzetesnél nagyobb,
az tranziens. Azaz most nagyon ne tranzitiv példat keressiink.
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