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Utemterv és naplo

Ami mar volt, az napld, ami még nem volt, az még csak terv, tehat valtozhat. A javasolt
irodalmak béviilhetnek, ahogy a tervbél naplo lesz.

1. Mérték- és integralelmélet (szept. 11.):

Szigma-algebra, mérték és integral, Lebesgue-mérték és -integral. Fatou lemma, do-
minéalt és monoton konvergencia tételek. Fontos mértékelméleti érdekességek: egy
Lebesgue-nemmeérhetd halmaz, illetve a Banach-Tarski paradoxon. (Ezeket érdekességképp
mondtam; ha nem értitek pontosan, nem szakad le az ég.) A Cantor halmazzal konstrualt
szingularis mérték bevezetése (bGvebben a gyakorlatsoron).

e R. B. Ash: Measure, integration, and functional analysis
e W. Rudin: Real and complex analysis

e Jok az angol Wikipedia szocikkek, pld. Measure (mathematics), Lebesgue integration,
meg a fentebb linkeltek.

2. Metrikus terek, topologia (szept. 18.): Metrikus terek: definicio, faktor-tér, teljesség.
Geometriai, kombinatorikus és fliggvényteres példak.

Topologia kezdetei: nyiltsag, zartsag, folytonossag, homeomorfizmus.

A d-dimenziés topologikus sokasag definicioja, S? gombfelszin és R?/Z? lapos térusz pél-
dakkal, amik nem homeomorfak, mert az egyik 1-Osszefiiggd, a masik nem.

Megjegyzés: NEM definialtam a topologikus teret altaldban, mindig csak metrikus terekrsl
beszéltiink.

e A linkelt Wikipedia szocikkek.
e W. Rudin: Real and complexr analysis

e J. Munkres: Topology

3. Kompaktsag. Topologikus és differencialhat6 sokasagok (szept. 25.):

A kompaktsag alkalmazasai: véges metszet tulajdonsig, Erdés de Bruijn tétel, Banach-Alaoglu tétel

A kétdimenzidés iranyithato és nem-iranyithaté kompakt topologikus sokasidgok Poincaré
altali klasszifikdcioja. Poincaré sejtés.

Differencialhato sokasagok definicioja. Példak a HF-ben.

e R. B. Ash: Measure, integration, and functional analysis
e J. Munkres: Topology

e W. M. Boothby: An introduction to differentiable manifolds and Riemannian geo-
metry

4. Differencialhat6 sokasagok, vektormezdk, Riemann-sokasagok (okt. 2.)

Bemelegit§ érdekességek: Brouwer fixpont-tétel, Sperner lemma, a jatékelmélet von Neumann
és Nash egyenstilyi pontjai.

Exotikus differencidlhaté gombok létezésének emlitése.

1


http://en.wikipedia.org/wiki/Non-measurable_set
http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski_paradox
http://en.wikipedia.org/wiki/Measure_(mathematics)
http://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgue_integration
http://en.wikipedia.org/wiki/Metric_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Homeomorphism
http://en.wikipedia.org/wiki/Topological_manifold
http://en.wikipedia.org/wiki/Simply_connected_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Topological_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_intersection_property
http://en.wikipedia.org/wiki/De_Bruijn-Erdos_theorem_(graph_theory)
http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Alaoglu_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Convergence_of_measures
https://en.wikipedia.org/wiki/Ising_model
https://en.wikipedia.org/wiki/Orientability
https://en.wikipedia.org/wiki/Poincar�_conjecture
https://en.wikipedia.org/wiki/Differentiable_manifold
https://en.wikipedia.org/wiki/Brouwer_fixed-point_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Sperner's_lemma
https://en.wikipedia.org/wiki/Minimax#Minimax_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Nash_equilibrium
https://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_sphere

Erint6vektorok mint gorbék ekvivalenciaosztalyai az irany szerinti derivalas szempontjabol.
Az érint6tér mint a derivaciok vektortere. Erintényaldb. Sima érintévektormezé fogalma.
Az S? gombfeliilet T'S? érintényaldbja nem lehet globalisan S? x R? alaki, a siindiszno-tétel
miatt.

Diffhato sokasédgok kozotti diffhato leképezés pontbeli derivaltja mint érintSterek kozotti
linearis leképezés.

Riemann sokasag definicidja. Példak: (a) S? gomb az R3-ba agyazassal 6roklott érintéte-
rekkel és rajtuk a belsGszorzassal. (b) T? torusz ugyanigy az R3-bol éroklott metrikaval.
(c) T? lapos torusz. (d) Bolyai-féle hiperbolikus stk Poincaré korlap modellje.

. Ergodelmélet és dinamikai rendszerek (okt. 9. és 16.) Toth Péter Mogyoro altal

Diszkrét ideji mértéktartdé dinamikai rendszerek definicidja. Invarians mérték, ergodikus-
sag fogalma. 0-1-sorozatokon vett eltolas invarians mértékei. Racionélis és irracionéalis
forgatas kozotti alapvets kiilonbség: periodikussag versus strtiség.

Poincaré rekurrencia tétel, von Neumann és Birkhoff ergod-tételek kimondasa, két példaval:
irracionélis forgatas egyenletes eloszlasa, illetve Nagy Szamok Torvénye.

e M. Brin, G. Stuck: Introduction to dynamical systems

e Ergodelmélet a wikipedian.

. Diffgeo 2 (okt. 30.)

Vektormezo altal generalt diffeomorfizmus folyam. Tenzor-mezdk. Konnexid, parhuzamos eltolés.
Feliiletek gorbiilete, Gauss Theorema Egregiuma, és Riemann gorbiileti tenzor.

e W. M. Boothby: An introduction to differentiable manifolds and Riemannian geo-
metry

e V. I Arnold: A mechanika matematikai modszerei

. AltRel kiselsadas, illetve Bolyongéasok, Markov lancok (nov. 6.)

Polya Gyorgy tétele (1920): Z4-n bolyongas rekurrens, ha d = 1,2, &m tranziens, ha d > 3.
A bizonyitast kis csalassal csinaltuk végig; a csalas eltiintetéséhez, ha valakit érdekel, a
PGG jegyzetemet javaslom alabb. Amelletti érvelés, hogy d > 2 az igazi valtas, pld
bolyongas végtelen perkolacios fiirton, ,ant in the labyrinth”; ha véletleniil komolyabban
érdekel valakit, itt egy cikkem.

Markov lanc definicidja, stacionarius mérték fogalma, létezése, hozza valo konvergencia. A
konvergencia-tételbdl kifelejtettem az aperiodikusséag feltételét, de kovetkezG oran elmon-
dom.

f(z) = P,[r, < 7] diszkrét harmonikussiga, azaz koézépérték-tulajdonsédga. Dirichlet
energia definici6ja, minimalizélasi tulajdonsag kimondasa (errél jové héten lesz még sz6).
e G. Pete: Probability and geometry on groups, book in preparation, Chapters 1, 6.

e D. Levin, Y. Peres, E. Wilmer: Markov chains and mixing times, book here

e S. I. Resnick: Adventures in stochastic processes

. Reverzibilis Markov lancok elektromos interpretacioja (nov. 13.)

A reverzibilis Markov-lancok ugyanazok, mint szimmetrikusan élsulyozott grafokon valo
stlyozott bolyongasok. A c(x,y) élsulyokat él-konduktancidknak is hivjuk, az r(x,y) =
1/c(z,y)-okat pedig él-ellenallasoknak, a Markov lanc attérései pedig
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Vegyiik észre, hogy f : V — R pontosan akkor p(z,y)-harmonikus egy x cstcsban, ha
c(z,y)-harmonikus, azaz f(z) = c(z,y) f(y).

Egy G(V, E,c) élstulyozott grafon a 6 : ? — R antiszimmetrikus fiiggvényeket diszkrét

vektormezd&knek hivjuk (ahol ? az irdnyitott élek halmaza: minden él mindkét irdnyitas-
sal). Egy ilyen vektormezs pontosan akkor egy diszkrét gradiens, azaz

fly) = f(x)

Oa.y) = (V1)) = ==
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ha 6rvénymentes, azaz kielégiti Kirchhoff 6rvénytorvényét: Z(x y)eC O(x,y)r(z,y) = 0 min-
den iranyitott C' korre. Egy f : V — R pedig pontosan akkor c-harmonikus z-ben, ha a
Vf gradiens kielégiti Kirchhoff folyamtérvenyét: > Vf(z,y) = 0.

Els6 és mésodik energiaminimalizélasi elv: az

5(9) =3 § |9(I,y)‘27’<1’,y)
2
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Dirichlet energiat a Kirchhof egyik torvényét kielégits vektormezdk koziil a masikat is kielé-
git6k minimalizaljak. Ld HF. A mindkét torvényt kielégité vektormezdsket hivjak aramnak.

Kovetkezmény (Terry Lyons 1983): ha egy stlyozott grafon van valamely x cstcsbdl a vég-
telenbe véges energiaju nemnulla folyam, akkor fesziiltségkiilonbség esetén aram is folyik,
és igy a bolyongas tranziens. Meg is adtunk Z3-6n egy véges energiaji folyamot.

Az R?-beli Brown-mozgas avagy Wiener-folyamat definicioja.

Diszkrét (bolyongas) és folytonos (Brown mozgés) harmonikus mérték definicidja: az a v,
valoszintiségi mérték U C V-n, ami azt tudja, hogy U-r6l V-re az f fliggvény harmonikus
kiterjesztését az
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integral adja meg.

e G. Pete: Probability and geometry on groups, book in preparation, Chapter 6.
e D. Levin, Y. Peres, E. Wilmer: Markov chains and mixing times, book here

e S. I. Resnick: Adventures in stochastic processes

. Szoliton kisel6adas, illetve Komplex fiiggvénytan, Laplace egyenlet (nov 20):

Holomorficitas, Cauchy-Riemann egyenletek, harmonikus fiiggvények. Konform leképzések,
Riemann leképezés tétel. Harmonikussdg és harmonikus mérték konform-invarianciaja.
Laplace-egyenlet Dirichlet probléma megoldasa.

e L. Ahlfors: Complex analysis
e W. Rudin: Real and complex analysis

e L. C. Evans: Partial differential equations

P. Morters, Y. Peres: Brownian motion.
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Javasolt kiseladas témak

Idépontok: november 6, nov 20, december 4.

A megadott linkek csak kedvcsinalok; adok forrést, amikor kéritek. Magyar nyelvii forrast
egyik témahoz se probaltam talalni, de elképzelhets, hogy valamelyikhez létezik; probalok segi-
teni, ha valaki igényli. Ertelemszertien inkabb a lista elején vannak olyan témak, amiket mar az
els6 beszamolon megérthetnek az eladok és a hallgatok. Hozhattok sajat témat is.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Kompaktsagi tételek: Arzela-Ascoli és/vagy Tyihonov-tétel és/vagy Banach-Alaoglu (to-
polégia és funkanal)

. Topologikus fix-pont tételek (Brouwer, Borsuk-Ulam) kombinatorikus és jatékelméleti al-

kalmazasai. Lasd a naplobeli linkeket, plusz ezt a mesét és/vagy ezt a cikket egy nyaklanc
szétosztasarol két rablo kozott.

. Morse elmélet és/vagy két kovetkezménye: Poincaré-Hopf index-tétel és Gauss-Bonnet tétel

(differencialgeometria)

. A gorbiilet csodai: a Gauss-Bonnet tétel, vagy, hogy az altalanos relativitaselmélet mit

mond a térids gorbiiletérsl. Boldoczki Fanni, Lucsdnyi Ddvid, Orosz Istvdn, Roberts Vivi-
enne Astra, nov 6.

. Hopf fibracio (differencidlgeometria, Lie-csoportok)
. Hausdorff dimenzi6, 6nhasonl6 halmazok, fraktalok (mértékelmélet és geometria)
. Julia halmazok, Mandelbrot halmaz (komplex fiiggvénytan, dinamikai rendszerek)

. Entropia a dinamikai rendszerekben és/vagy statisztikus fizikdban és/vagy informéacioel-

méletben. A Wikipedia gytjté-oldal. Pld egyszerii és latvanyos Shannon kodolasi tétele.
Vagy pld entropia és reverzibiltas, de ehhez kell valami matekot is még hozzarakni az ottani
linkekbdl.

. Fiirstenberg ergodelméleti megkozelitése Szemerédi tételének

KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) elmélet. A Wikipedia csak par szot ir, de vannak to-
vabbi linkek, a Scholarpedia mar joval tobbet.

Gauss leképezés és lanctortek.
Kramers-Kronig relaciok: egy egyszerti komplex analizis allitas és fizikai interpretacioi
Loewner evoltucié (a kétdim statfizben fontos SLE egyik alapja; komplex fiiggvénytan)

Burgers egyenlet, esetleg mint forgalmi dugok hidrodinamikai limesze.  Itt errél egy
kicsit komolyabb matekos leiras.

Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet, optimalis kontroll, dinamikus programozés, jatékelmé-
let. Janecska Madaté, Kleizer Gdbor, dec 4.

Az L>-Laplace egyenlet és esetleg véletlen kotélhiuzas (egy parcdiff megoldasa véletlen
jatékelmélettel )

Brown-mozgés konstrukcioi, alkalmazasai. Egy jegyzet, amit szeretek, itt meg konyv.
Esetleg Gauss-féle szabad mez6. Bercsényi Daniel, Nagy Daniel, Seress Mdtyds, dec 4.

Bolyongésok és elektromos halézatok: Doyle-Snell, Lyons-Peres, PGG Sections 6.1-2


http://en.wikipedia.org/wiki/Arzela-Ascoli_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Tychonoff's_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Alaoglu_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Borsuk?Ulam_theorem
http://www.maa.org/sites/default/files/pdf/upload_library/22/Ford/Totik227-240.pdf
http://www.ams.org/journals/proc/1986-098-04/S0002-9939-1986-0861764-9/home.html
http://www.en.wikipedia.org/Morse_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Poincar�-Hopf_index_theorem
http://www.en.wikipedia.org/Gauss-Bonnet_theorem
http://www.en.wikipedia.org/Gauss-Bonnet_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Space-time_curvature
http://www.en.wikipedia.org/Hopf_fibration
http://en.wikipedia.org/wiki/Hausdorff_dimension
http://en.wikipedia.org/wiki/Julia_set
http://en.wikipedia.org/wiki/Entropy_(disambiguation)
https://en.wikipedia.org/wiki/Shannon's_source_coding_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Entropy_(arrow_of_time)
http://www.scholarpedia.org/article/Szemeredi's_Theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Kolmogorov?Arnold?Moser_theorem
http://www.scholarpedia.org/article/KAM_theory_in_celestial_mechanics
http://en.wikipedia.org/wiki/Gauss-Kuzmin-Wirsing_operator
http://en.wikipedia.org/wiki/Continued_fraction
http://en.wikipedia.org/wiki/Kramers-Kronig_relation
http://en.wikipedia.org/wiki/Loewner_differential_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Schramm-Loewner_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Burgers_equation
http://www.math.bme.hu/~gabor/oktatas/MatProb2013/BalazsMarci.FiatOktNap08.pdf
http://www.math.bme.hu/~gabor/oktatas/SztoM/TASEPBurgers.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Hamilton-Jacobi-Bellman_equation
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19.

20.

21.

22.

23.

Martingalok: legjobb joslat, harmonikussag stb. Egy hires példa. Ld még PGG Section 6.3.

Folytonos spinmodellek a sikban: XY-modell, Mermin-Wagner tétel, és egy dinamikus
valtozat: Vicsek-féle madarvonulés Lévay Sdra, Galambos Tamds, Kovdcs Péter, Pélioskei
Péter, nov 20.

Galton-Watson folyamatok. Lsd. pld. PGG Section 12.1 végefelé, de nem tudom még, hogy
mi lesz ebbdl éran.

Valami Markov-lancos. Itt egy nagy bevezeté konyv. Oran persze lesz roluk sz6. Bordczki
Zoltdn, Rudas Csilla, Takdcs Hajna, dec 4.

Orvosi képalkotasi eljarasok matematikai alapjai Bianco-Molndr Zsanett, Szegedi Domon-
kos, Szekér Péter, dec /.
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Hazi feladatok
Fizikus MSc Matematikai problémamegoldé gyakorlat, 2015 6sz

Hetente kabé 12 pontnyi feladat van kittizve, mindegyik beadandé. A feladat annyi pontot ér,
ahény ® van mellette. Részpontszamokat adunk, de véalaszokat csak indoklassal fogadunk el. A
piros * pontok boénusz feladatokat jeldlnek.

1. HF: (Beadasi hatarid6: 2015. szept. 19.)

Definicio:

HF 1.1

Definicio:

HF 1.2

HF 1.3

Ahogyan a A Lebesgue-mértékbsl definialtuk lépcs()’s fiiggvényeken keresztiil tetszéle-
ges Lebesgue-mérhets f : R — R fiiggvény fR x) dx integraljat, ugyanugy tetszo-
leges (€2, F, ) mértéktéren lehet tetszéleges ]-"—merheto ¢:Q — R fiiggvény

[ ¢t dute)

integraljat is defindlni. Amikor p egy valdszintiségi mérték, akkor a mérhets &-ket
valosziniségi valtozénak hivtuk, az integralt E€ varhato értéknek, az Fe(z) == p({w :
{(w) < x}) fiiggvényt pedig eloszlasfiiggvénynek.

Amikor ) = R-en néziink mértékeket, akkor a o-algebra leggyakrabban a Borel o-
algebra B(R): a legkisebb o-algebra, ami tartalmazza az Osszes intervallumot (azaz
kicsit kisebb, mint a Lebesgue-féle, mert ott hozzévettiik a nullmértékiek Ssszes rész-
halmazat is).

** A Dirac delta mérték az a € R pontban: 6,(B) = 1 ha a € B, kiilénben
0,(B) = 0, minden B € B(R) Borel-mérhets halmazra. Igazoljuk, hogy d, valoban
egy valoszintiségi mérték. Ha g egy folytonos fliggvény, mennyi fR ) ddg(z)?

Legyenek i, valoszintiségi mértékek R-en, n = 1,2, ..., co-re. Két szokasos definicidja
valszin mértékek konvergencidjanak: gyengén konvergalnak, jeldlése ji, = tioo, ha
tetszbleges folytonos korlatos g : R — R fiiggvényre:

/ ) dpn () — / ) dptoo(

Teljes variacios tavolsagban konvergalnak, ha dry (i, fteo) — 0, ahol

drv(u,v) == sup |u(B) - v(B)|.
BeB(R)

(a) ** Legyen pu, strtségfiiggvénye az oran latott magas és keskeny sétor: f,(0) =0,
fu(1/n) =n, f,(2/n) =0, tortlinearisan kiterjesztve. Igazoljuk, hogy p, = do, a
Dirac-delta a 0 pontban.

(b) ** Legyen f,(x) = 2, ha z € [2—k 2’““} valamely £k = 0,1,...,n — 1 egészre,

2n’ 2n
fn(z) = 0 kiilénben. Hova konvergélnak gyengén az f, strtségfiiggvényd pu,

mértékek, ahogy n — oo?

(Bonusz) Legyenek p,, valoszintiségi mértékek R-en, n = 1,2, ..., oo-re.
(
(
(c) *** Tegyiik f6l, hogy a p, valoszintiségi mértékeink R-en rendelkeznek f, si-

riségfiiggvényekkel, n = 1,2,...,00-re. Igazoljuk a Dominalt Konvergencia

Tétel segitségével, hogy ha f,(z) — fo(x) minden x € R pontban, akkor
dTV(,una Moo) — O

a) ** Igazoljuk, hogy ha dry (tin, o) — 0, akkor u, = ps is teljesiil.
b) * Igazoljuk, hogy ez forditva nem igaz! Példaul vegyiik az el6z6 feladat (a) részét.



HF 1.4 ** Legyen (92, F,P) egy valoszintiségi mértéktér, A, € F pedig események, melyekre
P(A,) > ¢ > 0 minden n-re. Legyen A = NY_, U,—y A, avagy szavakkal: az az
esemény, hogy végtelen sok A, teljesiil. Ird fel az 1, indikatorfiiggvényt az 14, indi-

katorok valamilyen limesz-szertiségével, majd bizonyitsd a Fatou lemma segitségével,
hogy P(A) > e.

HF 1.5 Az o6ran emlitett triadikus Cantor-halmaz, és a beldle konstrualt se nem diszkrét, se
nem abszolut folytonos (azaz szingularis) mérték, az Orddoglépesd eloszlasfiiggvénnyel.

— Nulladik 1épésben tekintsiik a [0, 1] zart intervallumot: Cy := [0, 1].

— Els6 lépésben vagjuk ki a kozépss nyilt 1/3-ot — igy marad C; = [0, 3] U [2,1].

— Masodik lépésben vagjuk ki mindkettének a kozépsd nyilt 1/3-at, igy marad 4
darab 1/9 hosszusagu zart intervallum — Cf jelolje ezek uniojat.

— Es igy tovabb: az n-edik lépés utan maradt 2" darab zart intervallum, melyek
mindegyikének az n + 1-edik lépésben kivagjuk a kozépss nyilt 1/3-at.

— Végill C' =N ,C,.

Vegyiik észre, hogy ez a C' ugyanaz, mint a kovetkezs. Minden z € [0, 1] szamot irjunk
f6] harmas szamrendszerben: z = > >° ;37" Ha véges kifejtést kaptunk, ami 1-re
végzddik, helyettesitsiik az utolsé 1-est végtelen sok 2-essel — ezzel ugye ugyanazt a
szdmot kapjuk. Ezutan C' = {z € [0,1] : z; € {0,2} Vi}.

(a) * Igazoljuk, hogy C' Lebesgue-mértéke nulla.
(b) * Legyen F : C' — [0,1] az a leképezés, hogy F(x) = Y oo, 227" Igazoljuk,

i=1
hogy ez sziirjektiv! Vonjuk le a kovetkeztetést, hogy C kontinuuQm szamossagu.

(c) *Igazoljuk, hogy ha x € [0, 1]\ C, akkor létezik pontosan egy n, hogy = benne van
az n-edik lépésben eltavolitott egyik 37" hossz nyilt intervallumban, nevezziik
ezt (z_,xy)-nak, rdadasul F(x_) = F(x,). Ezalapjan terjessziik ki F-et C-rdl
az egész [0, 1]-re: legyen F(z) := F(z_) = F(xy).

(d) * Igazoljuk, hogy F': [0,1] — [0, 1] folytonos, monoton névs, és majdnem min-
den z € [0,1] pontban létezik a derivaltja, mégpedig nulla. (Azaz azon pontok
halmaza, ahol ez nem igaz, nulla Lebesgue-mértékd.) Vonjuk le a kovetkeztetést,
hogy F' egy eloszlasfiiggvény, amiben nincs atom (ugras), de nincs strtségfiigg-
vénye se.

2. HF: (Beadasi hatarids: 2015. szept. 25.)

Definicio: Egy (X, d) metrikus térben egy K részhalmaz kompakt, ha minden végtelen
{z,}52, C K sorozatbol kivalaszthaté K-ban konvergens {z,, }32, részsorozat, azaz
d(xp,,r) — 0 valamely x € K-ra. (Megjegyzem, hogy ezt a topologikus tulajdonsa-
got igazabol szekvencialis kompaktsagnak szoktdk hivni, de metrikus terekben ez
ekvivalens a kompaktséggal, amit most nem is definialok.)

HF 2.1 (a) ** Bizonyitsuk be, hogy ha (X, d) egy metrikus tér, és K C X kompakt, akkor K
korlatos (azaz létezik x € X és R < oo, hogy K C Bg(z)) és zart is.
(b) * Igazoljuk példaval, hogy az ¢*(Z) Hilbert tér zart egységgémbje, azaz

Z = {(---7«1‘7171‘07%‘17"'): Z 'TZ2 < 1}

1=—00

hidba korlatos és zart, mégse kompakt. (Tehat az R™-ben igaz Bolzano-
Weierstrass tétel végtelen dimenzioban mar nem igaz.)

(c) * Igazoljuk, hogy egy kompakt metrikus tér mindig teljes.



HF 2.2 Egy nagyon hasznos kiovetkezménye a kompaktsagnak (a kovetkezd éran majd muta-
tok ra alkalmazast):

(a) *® Legyen {K;:i=1,2,...} kompakt halmazok egy csaladja valamely X metri-
kus térben tgy, hogy koziililk barmely véges sok metszete nem iires. Bizonyitsuk
be, hogy az Gsszes metszete sem {ires!

(b) * Adjunk 14 példat, hogy kompakt helyett R? zart részhalmazaival ez mar nem
igaz.

HF 2.3 ** Igazoljuk, hogy az (R%, d..), (R ds) és (R? d;) metrikus terek homeomorfak egy-

massal, ahol d,(z,y) = ||l —y|l,, p = 1,2, 0.

HE 2.4 °°°

(a) Legyen (X, dx) egy ivszertien Gsszefliggé metrikus tér, azaz minden xg,x; € X
pontokhoz létezik folytonos gorbe v : [0,1] — X, melyre v(i) = z;, i = 0, 1.
Legyen (Y, dy) egy (X, dx)-szel homeomorf metrikus tér. Igazoljuk, hogy Y is
ivszerten Osszefliggs.

(b) Bizonyitsuk be, hogy R és R? mondjuk a dy = ||z — y||» euklideszi metrikaval,
nem homeomorfak egymassal! (Segitség: ez sokkal konnyebb, mint ha R? és R?
lenne, szoval nem kell pld. definidlni a dimenzi6é fogalmat topologikusan. Hanem
mondjuk lehetne az el6z6 részt hasznélni.)

HF 2.5 (Bonusz) Legyen X = {0,1}%2. Az X-en hat a T eltolas: (Tz)(i) = z(i + 1), minden

r = (x(7))iez € X-re.

(a) ** Adjunk meg egy d metrikat X-en, ami azt tudja, hogy d(x,,z) — 0 pontosan
akkor, ha x, pontonként konvergal x-hez, azaz minden ¢ € Z-re 1étezik N, hogy
minden n > N-re z,(i) = z(i).

(b) ** Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges ilyen metrikaval a 7' egy homeomorfizmus, de
nem lehet izometria!

(c) *® Igazoljuk, hogy {0, 1}” a fenti metrikaval kompakt. (Tipp: hasznéljuk a Cantor
diagonalis eljaras egy verziojat.)

3. HF: (Beadéasi hatarids: 2015. okt. 2.)

HF 3.1 (Bonusz) A kompakt halmazok véges metszet tuladonsagarol szol ez a feladat.

(a) ** Bizonyitsd be, hogy ha van egy végtelen fa (mint graf), amiben minden cstcs-
nak véges sok szomszédja van, akkor van a faban végtelen hosszii egyszerd tut
(azaz ami egy csticson legfeljebb egyszer mehet at).

(b) ® Mutass példat, hogy a véges fokszam feltétele nélkiil ez méar nem igaz.

HF 3.2 Ha mér el6szedtiik az Ising modellt példaként, legyen egy feladat is rola. Az orainal
kicsit altalanosabban, G(V, F) véges grafon, § inverzhémérsékleten, h € R kiilsg
mégneses mezdvel, egy o € {—1, +1}V(? spin-konfigurécié energidja legyen

H(o):=~h Y o)~ Y olx)o(y),
eV (G) (z,y)€E(G)

a valoszintisége

ahol a

Zgn= Y  exp(—BH(0))

oe{-1,+1}V(&)

mennyiség nem csak egy unalmas normalizaloé faktor, hogy valoszintiségi mértéket
kapjunk, hanem egy csomd érdekes informaciot is kodol:
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HF 3.3

Definicié6:

HF 3.4

HF 3.5

(a) *® Igazold, hogy a H(o) teljes energia varhato értéke és szorasnégyzete

0 0
EsplH = ——=—1InZ \Y H] = ——FEz,[H].
5.0 H] o5 M2 arg [ H] 5 6.0 H]
(b) * Az atlagos szabad energia definicioja f(3,h) := —(B8|V|)"'In Zs, a teljes mag-
netizacioé pedig M (o) = |V|1 Y, o, o(x). Igazold, hogy Eg,[M] = —25 (B, h).
** Milyen kétdimenzios topologikus sokasagokat kapunk a harom esetben, ha a meg-
felels oldalakat Gsszeragasztjuk?

=

Miért nincs olyan a feladatok kozott, ahol haromszor is el6fordulna ugyanaz az él-
jelzés?

Volt o6ran, hogy ha M egy differencialhato sokasag, akkor mit jelent egy f: M — R
fiiggvény simaséga. Hasonloképpen, egy {p.,a € A} atlasszal ellatott M sokasag,
illetve egy {15, 8 € B} atlasszal ellatott N sokasag kozott egy f: M — N leképezést
simanak hivunk, ha a 15 o f o o ! leképezések, amikor értelmiik van, mindig simak
(végtelen sokszor diffhatoak). Tovabba, M és N diffeomorfak, ha létezik f: M —
N bijekci6, hogy f és f~! is sima. (Nem trivi, de csak azonos dimenzios sokasdgok
lehetnek diffeomorfak, ugyanis méar homeomorfak is csak akkor lehetnek.)

Vegyiik az S? = {(z1, x9, 73) € R : 2?2 + 23 + 22 = 1} (egység)gomb térképezését két
térképpel, a o : S\ {E} — R? és ¢ : S?\ {D} — R? sztereografikus projekciokkal,
az E = (0,0, 1) északi, illetve D = (0,0, —1) déli sarokpontbél, a szemkozti poluson
dtmend vizszintes sitkra. (A képek nem korlatosak R%-ben, hanem a teljes R?-ek, de
ez nem baj, hiszen az R? is homeomorf az R? nyilt gémbjével.)

(a) ** Mutassuk meg, hogy o=t : R?\{(0,0)} — R?\{(0,0)} végtelen sokszor dif-
ferencidlhato leképezés, igy ez a két térkép tényleg egy atlaszt alkot. (Utmutatas:
hasznaljunk polarkoordinatakat.)

(b) ** Bizonyitsd, hogy az els6 sorbeli egyenlettel valo megadas és az implicit-fgv tétel
ad természetes modon egy 2-dimenzios differencialhato struktarat S2-n, amivel az
S? — R? identikus beleképezés differencialhato lesz. (Segitség: elGszor is, hany
darab térkép legyen az atlaszban? Filiggvényképekre akarjuk folvagni a gémb-
felszint, nyilt értelmezési tartomanyokkal, és hat hany nyilt félgdmbbel tudjuk
lefedni a teljes gombfelszint?)

(c) ** (Bonusz) Mutassuk meg, hogy az (a) és (b) részekben kapott két differencialha-
t6 sokasag (ugyanazon a topologikus sokasagon két kiilonbo6z6 atlasz) egymassal
diffeomorf.

A Lie-csoport fogalmat fogjuk most definialni.

(a) ®* Az S' = R/Z kérvonalon adjunk meg egy 1-dimenzi6s diffhaté sokasag struk-
turat, hasonldan az el6z6 gyakorlathoz, mindegy, hogy az (a) vagy (b) mddon.

(b) * Ha M egy d-dim diffhat6 sokasag, adjunk meg az M x M direktszorzaton egy
atlaszt, hogy egy 2d-dimenzios diffhatod sokaségot kapjunk, amivel az M x M —
M elsé illetve masodik koordinatéara valo projekciok simék lesznek.

(c) ®* Az S' = R/Z egy csoport is, a (mod 1) dsszeadassal. Igazoljuk, hogy az (z,y)
z+y (mod 1) leképezés S x S'-r6l S'-be, illetve az x — —x (mod 1) invertalas S*-
161 Sl-be, ezek sima leképezések a fenti diffhato sokasag struktirakkal. Pontosan
ezt jelenti az, hogy S egy Lie-csoport.
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4. HF: (Beadasi hataridé: 2015. okt. 9.)

HF 4.1 (Bonusz) Egy matrixcsoport mint diffhaté sokasag.

(a) ** Vegyiik az S® = {(z,y,2,v) € R*: 22 + y? + 2% + v? = 1} egységgombot. Az
implicitfiiggvény-tétel segitségével ez megint természetes modon egy 3-dimenziods
differencialhaté sokasag, és az S? — R3 identikus beleképezés differencialhato.
Hasonloképpen, az

SU(2) = {A € Msyo(C) ATA=T¢s det A= 1}

matrixcsoport, mint C*-nek, vagy inkdbb R®-nak, 6t darab egyenlettel definialt
részhalmaza, természetes modon egy 3-dimenzios difthato sokasag. Igazoljuk,
hogy az el6z6 S3-mal diffeomorf!

(b) ** Természetes modon SU(2) x SU(2) egy 6-dimenzios difthato sokasag, és az
SU(2) x SU(2) — SU(2), (A, B) — AB matrixszorzas, illetve az A — A1
invertalas differencialhato leképezések. Azaz SU(2) egy Lie-csoport. Ezeket
egyszer( de unalmas bizonyitani, nem ez a feladat. Hanem, hogy ezek szerint S3-
on és S' = R/Z-n van Lie-csoport strukttira, ellenben bizonyitsuk a siindiszno-
fésiilési tétel segitségével, hogy S2-n viszont nem létezhet Lie-csoport struktira!

HF 4.2 Ha X és Y sima vektormez&k M-n, akkor M minden p pontjaban értelmezhetjiik
az alabbi lineéaris operatorokat, melyek a (p kis kérnyezetében értelmezett) f sima
fiiggvenyeken hatnak: (i) (XY),(f) = X,(Y(£): (i) (VX),(f) = Y,(X(f)). (i
[(X,Y], = (XY), — (YX),. Mutassuk meg, hogy

(a) ** (XY), ugyan linearis operator (ellendrizziik ezt is), de mégsem lehet egy V,
érintévektor, mert nem feltétlen teljesiti a Leibniz-féle V,(fg) = V,(f) g+ f V,(g)
szorzat-szabalyt. (Segitség: ellenpélda mar abban az esetben is van, amikor M =
R? X és Y parcidlis derivalasok.)

(b) * [X,Y],-ra mar teljesiil a Leibniz-szabaly. (Ebbdl kovetkezik, hogy az M-en ka-
punk egy [X, Y] sima vektormez6t. Ezt az X és Y vektormezsk kommutatoranak
vagy Lie-zardjelének is szokték nevezni.)

(c) ** Adjunk meg valamely R"-ben X és Y vektormezdket, melyekre [ X, Y] # 0.

Megjegyzés: A Lie-csoportok egyik csodaja, hogy a rajtuk vonuld érintévektormezsk Lie-
zarojelét algebrai modon is lehet defindlni, a Lie-csoport struktirabol kiindulva.
Ezért van mindkettd Sophus Lie-rél elnevezve.

Osszefoglalo: Ha f : My, — M, egy diffhato leképezés n;-dimenzios diffhato sokasdgok kozott,
akkor a D, f : T,M; — Ty, M, derivalt az az a linearis leképezés a megfelels
érintGterek kozott, mely a p ponton atmend v gorbék egy szokéasos egyiranyba-mend
ekvivalenciaosztalyat az f(vy) gorbék ekvivalenciaosztélyaba viszi. (Konnyd latni,
hogy ekvivalens gorbéknek tényleg ekvivalens a képe, és hogy a kapott D, f leképezés
tényleg lineéris.)

Na most, ha f : (Mi,g1) — (M, go) egy diffeomorfizmus két Riemann-sokasag
kozott, akkor egy globélis definicidja az izometrianak az, hogy teljesiil ra, hogy
do(f(z), f(y)) = di(z,y) az indukalt

1
di(z,y) = inf /||7(t)||gi dt : [0,1] = M; diffhato, v(0) = z,v(1) =y
0

metrikdkkal. Egy lokalis definicié, hogy a D,f derivalt minden p € M; pontban
meg6rzi a Riemann metrikus bilinaris forméakat: g2(D,f(v), Dpf(w)) = gi(v,w),
minden v, w € T,M; érintévektorparra.
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HF 4.3 *** Igazoljuk, hogy a két fenti definici6ja az izometrikussdgnak ekvivalens!

HF 4.4 ** Ahogy az el6adason volt, a T? téruszon két fajta Riemann-metrikat is konnyen el
tudunk képzelni. Az elss a lapos torusz: a T? = R?/Z? faktorizélassal az R*-beli Eukli-
deszi metrikat orokli. A masodik, hogy vesziink egy T? — R3 tiszogumi-beagyazast,
ez beagyazza a T,T? érintésikok mindegyikét is R3-ba, és megszoritjuk a haromdi-
menzi6s Riemann-metrikat ezekre az érintésikokra. Magyarul, két T? C R3-beli pont
tavolsaga az Gket a toruszon 6sszekots gorbék R3-beli hosszanak infimuma. Igazoljuk,
hogy egy lapos torusz egyetlen tszogumi-torusszal sem izometrikus. (Segitség: néz-
hetjiik példaul a legrévidebb Osszehuizhatatlan koroket az egyik illetve masik esetben.)

HF 4.5 ** Legyen D € C = R? a nyilt egységkorlap, és tekintsiik a kovetkezd Riemann-

metrikat:
g(v,w) = M)EUCIQ, ha v,w € T,D.
(1= ll=lEua)

Ez a Bolyai-féle hiperbolikus sik Poincaré-féle kormodellje.
Legyen x < y € R két pont D NR-bdl, és 7 : [0,1] — [z, y] egy sima monoton novs
gorbe x és y kozott, aminek a képe végig R-ben marad. Szamoljuk ki + hiperbolikus
hosszat! (Figyelem! Sok ilyen gorbe van, mert ide-oda valtozo sebességel jarhatjuk
be az [z, y] szakaszt. Szamit, hogy melyik ilyen gérbének szamoljuk a hosszat?)

5. HF: (Beadasi hatarids: 2015. okt. 30.)

HF 5.1 A Poincaré rekurrencia tétel bizonyitasat 6ran hibdsan mondtam el. Tényleg:

(a) ** Mutassunk példat arra, hogy ha a T': M — M endomorfizmus nem invertal-
haté, A C M és
B={zxecA|T"v ¢ A(n=1,2,...)}
az A halmaz soha vissza nem téré pontjainak halmaza, akkor a B, T'(B), T?(B), . ..

halmazok nem feltétleniil lesznek paronként diszjunktak.

(b) * Mutassuk meg, hogy a B,T~'(B),T~2(B),... halmazok viszont kénytelenek
paronként diszjunktak lenni.

(c) * Vonjuk le a kiévetkeztetést, hogy ha a p valoszintiségi mérték invaridns 7T-re,
akkor u(B) = 0.
HF 5.2 Dinamika hatdsa mértéken

(a) ® Legyen az M = [0, 1) fazistéren T : M — M dinamika: Tz := z?. Legyen a
meérték abszolut folytonos M-en (Lebesgue-re nézve), de nem feltétlentil invarians
T-re. Példaul legyen p(z) = 2 —2x a p stirtiségfiiggvénye (ami ugye annyit jelent,
hogy w(B) = [;p(x)dx). T*p-vel jeldltik a p eléretoltjat T-vel, vagyis azt a
mértéket, amire (T*u)(B) = u(T1(B)). Mi lesz T*u stirtiségfiiggvénye?
(b) * Vajon van olyan abszolut folytonos mérték, ami erre a T-re invarians?
HF 5.3 (Bonusz) Legyen (M, F, T, 1) endomorfizmus és n € N.
(
(

a) ** Mutassuk meg, hogy ha T™ ergodikus (u-re nézve), akkor T is ergodikus.
b) * Mutassuk meg, hogy ennek megforditasa altalaban nem igaz. (Tipp: réhejesen
eqyszerd dinamikai rendszerre is gondolhatunk.)

HF 5.4 A kérvonal forgatdisa és a Weil tétel. Tekintsiik az S := R/Z fazisteret, ami egy
korvonal (vagy ha tetszik, az 1-dimenzios torusz, vagy az egységintervallum periodikus
hatéarfeltétellel), a Lebesgue mértékkel és a T': x — x + « leképezéssel, ahol a € R.
Nem nehéz bebizonyitani (de most nem ez a feladat), hogy 7' endomorfizmus, ami
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pontosan akkor ergodikus, ha « irracionalis. Ez a Birkhoff ergodtétel szerint azt
jelenti, hogy ha « irracionalis és f : S — R Lebesgue-integralhato, akkor

teljesiil Lebesgue-majdnem minden x € S-re.

Weil tétele szerint viszont, ha f-et f = 1;-nek valasztjuk, ahol I C S egy intervallum,
akkor ennél tobb is igaz:

lim = Z 1;(T*z) = Leb(I)

teljesiil minden x € S-re, ha « irracionalis. A bizonyitasa ennek se nehéz, de most
nem ez a feladat.

(a) ® Mennyi lim, o £ >0 sin®(z + k) értéke tipikus z-re?

(b) ® Mennyi lim,,_oo = Y7 sin®*(k)? (Tipp: ez az elézonek kinnyd kévetkezménye:
lehet analizissel, azaz x — 0 limesszel, vagy algebrai identitdsokkal is tdmadna.
De a limeszfileserélést meg kell am indokolni!)

(c) ** (egy Arnold-feladat:) Tekintsiik az 1,2,4,...,2" ... szamok 10-es szamrend-
szerbeli alakjainak els6 szamjegyeit. El6fordul a 77 Hat a 87 Melyik a gyakoribb?
(Tipp: logy, 2 irraciondlis.)

HF 5.5 *° Gauss leképezés. Tekintsiik a T : (0,1] — (0,1], Tx := 2(mod 1) leképezést. (Vagyis
Tx legyen az % tortrésze, hacsaknem ez 0 lenne, mert akkor 7'z legyen 1.) Mutassuk
meg, hogy erre a leképezésre invarians az a valoszintiségi mérték (0, 1]-en, aminek a

stirtségfiiggvénye (a Lebesgue-re nézve) ij:it. (Mennyi a konstans?)

6. HF: (Beadési hataridé: 2015. nov. 6.)

HF 6.1 Szemléltessiik az alabbi vektormezdsket és az éltaluk generalt diffeomorfizmus folya-
mokat (avagy egyparaméteres csoporthatasokat).

(a) ** Tekintsiik R*n a

cosat 0 sinat T T
O(t,z) = 0 1 0 x| z=| z, | €R® teR
—sinat 0 cosat T3 T3

egyparaméteres csoporthatéast, ahol a > 0 tetszd6leges paraméter. Igazoljuk, hogy
tényleg csoporthatas t-ben, azaz O(t + s,2) = O(s,0(t,z)). Milyen vektormezs
generalja O(t,z)-t? (Azaz, micsoda V, := 4O(t,z)|;—0?) Mutassuk meg, hogy
ez a csoporthatas természetes médon megszorithaté S*re: z € S? (azaz |z| = 1)
esetén O(t,x) € S?, Vt € R. Szemléltessiik a vektormezst és a csoporthatést is
S2-n.

(b) ** Tekintsiink T?-re tigy, mint a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetre, melynek a szemkozti
oldalait azonositjuk. Igy az (azonositott) négyzetoldalaktol eltekintve az (z1, x5),
0 <z <1,0< 29 <1 koordinaték egy térképezését adjik T?-nek. Legyenck az
X és az Y vektormezdk ezen a térképen X = 8%1 + 56%2, illetve Y = 8%1 + \/58%2
(ezek a teljes T?-re folytonos moédon kiterjeszthetsk). Milyenek lesznek a generalt
egyparaméteres csoporthatasok palyai? (Hasonlitsuk ossze X és Y palyait.)
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HF 6.2

Definicié:

HF 6.3

Megjegyzés:

Osszefoglalas:

*Ha ¢ : M — R egy sima leképezés egy diffhatd sokasagrol, akkor definialtuk
korabban a Dy : T'M — TR derivalt leképezést. Ha X € T,M egy érintévektor,
kapunk ezzel egy Do(X) € T,R érintévektort, avagy g-beli derivaciot, ahol ¢ = p(p).
Mésrészt, mivel most ¢ valds értéktd, lehet nézni az X, irdnyszerinti derivaltat is.
[gazoljuk, hogy ez a ketts ugyanaz, abban az értelemben, hogy tetszéleges f : R — R
sima fiiggvényre
Do(X)qf = Xpp - f'(a) -

Szoktak D-t, ebben a specilalis esetben, amikor R a képtér, dp-vel is jelolni. Példaul
a kovetkez6 példaban.

Differencial k-formanak hivjuk a sima alternal6 k-kovektor mezdket, azaz minden
p € M-re van egy w, : (T,M)" — R multilinearis leképezésiink, ami barmely két
inputvektorat felcserélve —1-szeresére valtozik, és ami p-ben sima, azaz tetszGleges
X1, ..., Xy sima érintévektormezdk esetén a p — w,(X1(p), ..., Xk(p)) leképezés is
sima. Pld ha f : M — R sima fiiggvény, akkor df egy 1-forma, bar mondjuk
az alternalas feltétele itt tiresen teljesiil. Ha pedig M m-dimenzios, akkor a sehol-
nemnulla m-forméakat (azaz nincs olyan pont, ahol a null-leképezés lenne) térfogati
formanak hivjuk.

Na most, ha adottak « és [ differenciél k- és (-formak, akkor lehet bel6liik a A kiilsé
szorzas segitségével egy k + (-format csinélni:

1
aNB(Xy, ..., X)) = T Z sgn (o) (Xo(1), -+ s Xo(r) B(Xorr1)s -+ Xohro) »
o €S0
ahol Sk, az Osszes permutécié halmaza k + ¢ elemen. Konnyt latni, hogy alternalo
multilinearis leképezésekbdl kiilsG szorzassal valoban alternalé multilineéris leképezést

kapunk.

(a) * Igazoljuk, hogy a mivelet asszociativ: (a AB) Ay =a A (BAY).

(b) * Legyen V haromdimenzios vektortér, e, es, e3 a V' egy béazisa (gondolhatunk
pld R3-re és benne a standard bazisra), fi, f2, f3 pedig ennek a duélis bazisa,
azaz fi(e;) = 0;;. Az el6z6 pontbol kovetkezik, hogy ekkor fi A fo A f3 egy
térfogati forma, melyre fi A fo A f3(eq, €2, e3) = 1. Legyen tovabba vy, vy, v3 a V'
vektortér egy masik bézisa: ekkor létezik egy A;; 3 x 3-as invertalhaté matrix,

3
melyre v; = Y A;;e;. Mutassuk meg, hogy fi A fa A f3(v1,v9,v5) = det A, ahol
j=1

det A az A matrix determinénsa.

(c) * Igazoljuk, hogy ha V' m-dimenzids, akkor n > m esetén nincsen rajta nemnulla
alternal6 n-valtozos multilineéaris forma.

Egy M™ sokasag minden U C M térképén lehet igy lokalisan egy dxy A --- A dzy,
térfogati format definialni, és ezzel lehet az [, f(x1,...,zp) dzy A - - A dy, integralt
definidlni. Hogy ezekbdl a lokalis térfogati formakbol ossze lehet-e varrni egy sehol
nemnulla térfogati formét az M-en, az attol fiigg, hogy az M irédnyithato-e.

Adott egy Riemann sokasag (M, g), és egy v : [0,1] — M sima gorbe. A gorbe
mentén torténé Levi-Civita parhuzamos eltolas az az a linearis 7, : T, )M —
Ty M leképezés, ami két dolgot tud: megérzi a Riemann-metrikit és torziomentes.
Ezeket most nem definidlom, mert két-dimenzios sokasag esetén ez arra egyszertisodik,
hogy tetszbleges v € T’y M vektorra a 7yv eltolt és a /() iranyvektor elGjeles bezart
szoge, avagy a
9o (70, 7'(1))
@,

normalt belsszorzat, allando.
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Na most, vegyiink két merdleges u, v € T,M egységvektort, és a p kornyezetében egy
térképezést, aminél a p-bél indulé koordinatavonalak koziil ketté az w, v irdnyokba
indul. Vegyiik a térképen az ezen koordinatavonalak altal megadott ¢ oldalhosszi
négyzetet, majd ennek a [0, ¢] képét M-en. Most legyen 7. : T,M — T,M az a
forgatas, amit gy kapunk, hogy egy w érintévektort korbetolunk parhuzamosan ezen
a [0, ¢| gorbén, és legyen

TLW — W

K(u,v)w = ll_l;r(l) =

Nem nehéz igazolni (de nem ez lesz a feladat), hogy ez egy (1,3)-tenzor, azaz tetsz6-
leges u, v, w € T,M vektorokra és ¢ € T>M kovektorra ad egy ((K (u,v)w) szamot,
mind a négy valtozojaban linearis moédon, és rdadasul a koordinatéazastol fliggetlentil.
Ezt hivjak Riemann gorbiileti tenzornak, és lényegében ezt fogjuk kiszamolni a
kovetkezs két egyszertd példan.

\
\
~
~ \
~
~
- \

HF 6.4 (a) ** Vegyiik az r sugart gomb felszinén, S*-en a szokésos ¢ Riemann metrikat,
ami az R3-be agyazasbol szarmazik, a f6kor geodetikusokkal. Vegyiink tovabba
két merdleges u,v € Ty egységvektort a 0-val jelolt északi sarkon, és a 0 kor-
nyezetében a sztereografikus projekcioval valo térképezést, aminél a 0-bol induld
koordinatavonalak az u,v iranyokba indulnak. Most a térképrsl a [0, ¢]? négy-
zetlap hatardnak a képe az S%-en a jobboldali abran lathaté piros geodetikus
négyszog lesz. Fzen a v.-on vessziik a Levi-Civita korbetolast. Szamoljuk ki a
Ricci gorbiiletnek nevezett (K (u,v)u, v)g értéket! Vegyiik észre, hogy egy r-t6l
fiiggd pozitiv szdmot kaptunk, ami az S? gorbiiletét méri.

Megjegyzés: Eszerint az S? nemnulla gorbiilete részben az SO(3) forgatascsoport nem-
kommutativitdsa miatt van.

(b) ** Mint HF 4.5-ben, (D, ¢g) a hiperbolikus sik kérmodellje. Legyen u,v € ToD két
merdleges egységvektor, és legyen 4. az u és v iranyokba indul6 e hosszt geode-
tikus darabok altal feszitett geodetikus négyszog az abra bal oldalan. Szamoljuk
ki megint a (K(u,v)u, v)g értéket! Vegylik észre, hogy ez negativ: a korbetolas
a v-vel ellenkezd irdnyba forgatja el u-t.

7. HF: (Beadasi hatarids: 2015. nov. 13.)

HF 7.1 **** Alabb harom Markov lanc szoéban, és harom eloszlas. Valassz a harombol kettét,
és ird ol a lancok allapottereit, atmenetvaloszintiségeit, és igazold, hogy a megfelels
eloszlasok stacionariusak.

(a) n, kérben elhelyezett urnaban k golyd koziil minden masodpercben egyet vé-
letlenszertien kisorsolunk, és azt az éramutatod iranydba esé szomszéd urnaba
athelyezziik, amennyiben az tires. Ha nem iires, akkor nem csindlunk semmit.
Fermi-Dirac eloszlas: k golyét véletlenszertien elosztunk n > k& urnaba ugy,
hogy mindegyik urnaba legfeljebb egy keriilhet.
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(b) n, kérben elhelyezett urndban k goly6 koziil minden méasodpercben egyet vélet-
lenszertien kisorsolunk, és azt az 6ramutaté iranyaba esé szomszéd urnaba athe-
lyezziik. Maxwell-Boltzmann eloszlas: k& megkiilonboztethets golyot vélet-
lenszerten elosztunk n urnaba.

(¢) n, korben elhelyezett urna koziil minden masodpercben egyet véletlenszertien ki-
sorsolunk, és egy abban levé golyot — ha van — az 6ramutato iranyaba es szomszéd
urnaba athelyezziik. Bose-Einstein eloszlas: k£ megkiilonboztethetetlen golyot
véletlenszerien elosztunk n urnéba.

HF 7.2 A Médiarendorség a TV-nézéssel kapcsolatban a kovetkezs allapotokat figyelte meg: 1
(sosem néz TV-t), 2 (csak kozszolgalati misorokat néz), 3 (gyakran TV-zik), 4 (TV-
fiiggd), 5 (agyhalott). Ezen allapotok kozti atmeneteket egy Markov lanccal lehet
modellezni, melynek atmenetmatrixa

10 0 0 0
06 0 04 0 O
03 0 03 0.1 0.3

0 0 04 04 02

0O 0 0 0 1

Tehat pld. kozszolgalati-rajongd senki nem lesz csak tgy — arra sziiletni kell.

(a)*® 2-es allapotbdl indulva, mi a valoszintisége, hogy az 5-0s allapot el6bb bekovetke-
zik, mint a 1-s, azaz, hogy egy kozszolgalati mtisorokat nézé agyhalottként végzi?

(b)** Varhatéan mennyi ideig tart amig egy kozszolgalati miisorokat nézé leszokik a
TV-zésrdl, vagy pedig eléri az agyhalott allapotot? (Segitség: az elérési valoszi-
niiségekhez hasonldan fol lehet irni egy rekurziot az els§ 1épés szerint. Csak ne
felejtsiik el, hogy az els6 1épés az mar egy lépés!)

HF 7.3 Vegyiink egy Markov-lancot egy megszamlalhato X allapottéren, P = (p(a:, y))x yex

attérési méatrixszal, m stacionarius mértékkel, és tekintsiik az

(f,9)x =Y f(w) g(x) m(x)

zeX

skaldrszorzatot f,g : X — R fiiggvényekre. Persze a P méatrix hat az L*(X, )
fliggvénytéren:

(Pf)() = plx,y) fy).

yeX
(a) ** Igazoljuk, hogy 7 pontosan akkor egy reverzibilis mérték, azaz tudja azt,

hogy
m(x)p(z,y) = 7(y)plr,y),  VryeX,
ha P énadjungélt: (Pf,g)r = (f, Pg)r minden f, g € L*(X,m)-re.

(b) ** Igazoljuk, hogy egy reverzibilis mérték stacionérius is, és, hogy adott Mar-
kov lancra globalis konstans faktortol eltekintve legfeljebb egy reverzibilis mérték
van. Ha a kezd6pont X, egy 7 reverzibilis valszinmérték szerint van valasztva,
akkor tetszéleges k € N-re az (Xo, Xi,..., Xx) vektor eloszlasa megegyezik az
(X, Xg—1, ..., Xo) vektoréval. Egy Markov lancot akkor hivunk reverzibilisnek,
ha létezik reverzibilis mértéke.

HF 7.4 (Bonusz) *** A Tetris jatek egy egyszertd valtozata: a [0, K] intervallum (mod K),
azaz egy kor, egyenletesen valasztott véletlen [i, i+ 1] szakaszaira (i =0,1,..., K —1)
egységnégyzetek esnek, amiknek ragacsos a sarka. Legyen R; a teté mérete ¢ darab
négyzet leesése utdn: azon négyzetek, amik eshettek volna utoljara. Igazoljuk, hogy
lim; , ER, = K/3.
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|1 .7*7 = A
!—FT! F # m \7 |

Bocs, ezen az dbran az intervallumon, nem pedig a korén torténik a folyamat.

HF 7.5

(Bonusz) *** Adjunk példat egy korlatos foku végtelen G(V, E) grafra (akar fa is lehet),
ami ,nagy”’ abban az értelemben, hogy exponencialis térfogatnovekedési, azaz 1étezik
¢ > 0¢és q > 1, hogy minden x € V cstcséra és minden n-re az x-bdl legfeljebb n
hosszi uttal elérhetd csiicsok szama legalabb ¢ g™, viszont bolyongas szempontjabol
kicsi: rekurrens.

Megjegyzés: A Polya-tétel egy altalanositésa, hogy minden tranzitiv (homogénnek is
szokték hivni: minden pontjabol ugyantigy néz ki) graf, melynek térfogatnévekedése
négyzetesnél nagyobb, az tranziens. Azaz most nagyon ne tranzitiv példat keressiink.

8. HF: (Beadési hatarids: 2015. nov. 20.)

Definicié:

HF 8.1

HF 8.2

HF 8.3

Legyenek A és Z egy véges élsilyozott G(V, E,c) graf diszjunkt csicsrészhalmazai,
és adott rajtuk f|la = a és f|z = B, ahol @ > [. Vegyiik ennek az f harmonikus
kiterjesztését az egész V-re, és legyen i = Vf az elektromos dram, ami A-bol Z-be

folyik. Az
il == > ilmy)= > izy)

z€A, yev zeV, yeZ
mennyiséget az dram erdsségének hivjuk. Vilagos, hogy az
a—p
il

hanyados fiiggetlen az a > [ értékektsl. Ezt hivjak az A és Z kozotti eredé ellen-
allasnak. Az inverze, C(A <» Z) := 1/R(A <> Z) az ered6 konduktancia.

R(A+ Z):=

** Mutassuk meg, hogy hal6zatok sorbakotésekor az eredd ellenallas 6sszeadodik, mig
parhuzamos Osszekotéskor az eredé konduktancia adodik Ossze.

(Bonusz) Legyen Z C V gy, hogy V \ Z véges, és legyen o ¢ Z, ahonnan egy
bolyongast inditjuk, amit Z-ben megoliink. Legyen

G%(o,y) =E, [hémyszor vagyunk y-ban miel6tt Z-t elérnénk} ,

(a) * Igazoljuk, hogy f(z) := G%(0,2)/C, = G?(x,0)/C, harmonikus minden x ¢
Z U {o} pontban, ahol C, = 3 c(z,y).

(b) ** Igazoljuk, hogy a V f aram erdssége pontosan 1. (Tipp: igazoljuk elészor, hogy
z € Z-re V f(x, z) pont annak a valoszintisége, hogy az (x, z) élen keresztiil érjiik
el Z-t.)

(c) ** Az el6z6 pont és a geometriai eloszlas varhato értékének segitségével bizonyitsuk
az ered6 konduktancia kovetkezs valszamos jelentését: C(o «» Z) = C,P,[17 <
7], ahol 7,7 az els6 pozitiv pillanat, hogy o-ban vagyunk.

** Adott véges élsilyozott graf G(V, E,c), és egy f: U — R fliggvény egy U C V
részhalmazon. Igazold, hogy f-nek a teljes V-re valo kiterjesztései koziil az E(V f)
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Dirichlet-energiat minimalizalé egyetlen fiiggvény minden V' \ U pontban harmonikus
a ¢ sulyok szerint. (Tipp: a ¢(z) = >, (r—a;)? paraboldra mi a ¢'(x) = 0 megoldasa?)

Most pedig néhdany eddiginek a folytonos vdltozata. Ha kell emlékeztetd tobbudltozos
kalkulusbol, lasd a feladatsor végén.

HF 8.4 **® Legyen D C R" egy kompakt tartomany. Igazolando, hogy a

—Au=f D-n,
u=g O0D-n

peremfeltételes Poisson egyenlet egyetlen u megoldasara I(u) = min{/(w) : w € A},

ahol
Iw) = [ 3IVu@) - v () do

D

energia, és A := {w: D — R differencialhato, w‘aD =g}

Segitség: ha u megoldas és w € A, akkor 0 = [, (—Au— f)(u—w) dz. Erre engedjiik
ra az alabbi kalkulus 6sszefoglalobol a (C) formulat, majd hasznaljuk (és igazoljuk!)
a |(Vu, Vw)| < w egyenlGtlenséget.
Forditva, ha u minimalizalja az energiat, akkor tetszéleges w € A fiiggvényre a t = 0
pont minimalizélja az i(t) := I(u + tw) fuggvényt, igy i'(0) = 0, minden w-re, ami
adni fogja, hogy u megoldas kell, hogy legyen.

HF 8.5 Harmonikus fiiggvények kézépérték-tulajdonsaga. Jelolje |0B(z, )| az x kortili
r sugarta gombfeliilet felszinét. Bizonyitsuk be az elGadason emlitett két kozépérték-
tulajdonsag koziil az erGsebbet, kétféleképpen:

1. Tétel. Ha u harmonikus az U C R™ nyilt halmazon és B(x,r) C U, akkor
— om0 dsw
~ 0B, 7)] s

OB(x,r)

u(x)

vagyis a fiigguényérték a gomb kozéppontjaban éppen a felileten felvett értékek dtlaga.
(a) ** Kalkulussal. Rogzitett = mellett tekintsiik a

1
o(r) -:W / u(y) dS(y)

OB(z,r)

fiiggvényt.
i. ¢(r) képletében végezziink el egy integral-helyettesitést tgy, hogy uténa az
integralasi tartomany mar ne fiiggjon r-t6l (legyen mondjuk 9B(0, 1)).
ii. Most mar szamolhatjuk ¢'(r)-t az integral ala bederivalva.
iii. Alkalmazzuk a lenti (C) vagy (D) formuléat.
(b) *** Konceptualisan:

i. Mutassuk meg (egyszertien, kézzel kiszamolva), hogy a Laplace egyenlet for-
gatasinvaridns R"-ben: ha Au =0 és O egy n X n ortogonalis métrix, akkor
v(z) :=u(Ox) is megoldja a Laplace egyenletet.

ii. Ez alapjan igazoljuk, hogy az z-bdl nézett harmonikus mérték a dB(z, 1)
gombfeliileten az egyenletes valdszintiségi mérték.
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Kalkulus alapok (A) Gauss-Green, avagy Newton-Leibniz tébbdimenzioban:

/umdx:/uuidS,

U ou

ahol u,, parcidlis derivélas, v* a 9U-ben kifelé mutaté normalvektor i-edik koor-
dinataja, S pedig a feliileti mérték.

(B) u helyett uv-re alkalmazva az el6z6t:

/u%v do = —/uvxi da:—i—/uvl/i ds,

U U ou

a parcialis integralés formulaja.

(C) uv helyett u,,v-re alkalmazva az el6z6t, majd i-re szumméazva:
ou
(Au)v do = — [ (Vu, Vu) dz + " ds,
v
U U ouU

ahol (x,y) a skalarszorzat.

(D) Egy V = (V1,..., V) vektormezs koordinataira alkalmazva a Gauss-Greent, majd
szummazva:

/lede —/Za dl‘—/VI/> dS =: fluxyy V',
L

ou

ami Gauss divergencia-tétele.
9. HF: (Beadéasi hatarids: 2015. dec. 4.)
HF 9.1 *** Tort-linearis leképezések. Tort-linearis leképezésnek nevezziik a

az +b
cz+d

w(z) =

alaku leképezéseket, ahol a, b, c, d komplex szdmok és a tort nem egyszertisodik egy
konstans fligvénnyé — vagyis ad # bc. Egy ilyen leképezés értelmezési tartomanya
a komplex szamsik, kivéve az egyetlen P = —g pontot (amit a végtelenbe visz).
Ezen a tartomanyon a leképezés természetesen holomorf, és kénnyen ellenérizhetGen
konformis is.

Cél: Igazolni akarjuk, hogy a tort-linearis leképezések a sik minden egyenesét és min-
den korét egyenesbe vagy korbe viszik at.

(a) Lassuk be, hogy a valds sikon minden kor és egyenes egyenlete
A(@* +y*)+ Br +Cy+ D =0

alakba irhat6. Forditva, minden ilyen egyenlet egyenest vagy kort ir le, amennyi-
ben B? + C? > 4AD.

(b) Irjuk fel a z = x4y — 1/2 leképezés valos és képzetes részét. Ennek segitségével
igazoljuk a z +— 1/z specidlis esetre a célt. Igazoljuk a célt a komplex affin
transzformaciokra is: z — pz+q; p, ¢ € C, p # 0.

(c) Allitsunk el6 minden tortlinearis leképezést z — 1/z és z + pz + ¢ leképezések
komponélasaként, és ezzel érjiik el a végcélt.
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HF 9.2

HF 9.3

HF 94

HF 9.5

Dirichlet-feladatot fogunk megoldani a H felsd félsikon: adott a OH = R hataron egy
nem feltétlen folytonos valos f fiiggvény, és keresiink H belsejében olyan harmonikus
u fliggvényeket, melyek a hatarhoz kozelitve f-hez tartanak.

(a) ** Adjuk meg az egyetlen korlatos u,;(2) megoldasat az

1°C, haa < x <b,
flz) =9 o s
0°C, egyébként,

Dirichlet-probléménak. (Segitség: olyat mar megoldottunk, hogy egy szogtarto-
many két szardn két kiillonbozé konstans volt a hatarfeltétel. Ezt a 180 fokos
szogtartomanyra is meg tudjuk csinalni. Ezutan hasznaljuk a Laplace operator
linearitasat.) Mik a megoldas izotermai?

(b) * Szamoljuk ki a ¢(a) := lim._g u“%(z) derivaltat, és irjuk fel ennek segitségé-
vel altaldnos folytonos f peremfeltételre az u kiterjesztést. Azaz vegyiik észre,
hogy ez a ©(a) pont a OH hatar z-bsl nézett v harmonikus mértékének %
stirtségfiiggvénye. (Segitség a szamolashoz: Cauchy eloszlast kell kapnunk.)

(c) ** Keressiink egy tort-linearis g, leképezést, ami H-t a D egységkorlapra viszi ugy,
hogy a tetsz6legesen rogzitett 2 € H pont képe a 0 € D origd. Szamoljuk ki a v/
harmonikus mérték képét g. mellett, azaz a

g ()

|9/ (9 (w))]
strtiségfiiggvényt. Igazabol méar a HF 8.5-bdl tudjuk, hogy minek kell kijonnie.
(Szamolasi segitség: tegylik 0l az egyszeriiség kedvéért, hogy z = i. Es érdemes
u = cos & + i sin o utén cos «v és sin a-val kifejezni mindent. )

0o (u)

(Bonusz)

(a) * ElSadason volt a J : z — 3(z + 1) leképezés. Mit tesz az egységkorrel, an-
nak belsejével és kiilsejével? Vazold f6l annak a korvonalnak a képét, aminek
a kozéppontja —e + id, pici €,0 > 0 szamokkal, mondjuk kb. § = 0.05, és
(1+4¢)?+6%=(1+6)? asugara pedig 1 + 6. Mire emlékeztet a kapott gorbe?
(A koévetkezd HF az orvénylésmentes Osszenyomhatatlan vektormezorsl részben
megmagyarazza a hasonlosagot.)

(b) * Hasonloan az el6z6 (c) feladathoz, adjuk meg az egységkorvonalon vett egyen-
letes mérték képét a J leképezés mellett. Vegyiik észre, hol robban {6l a stirtiség-
fiiggvény. Ezért mikodik a villamhéarito.

** Vegyiik a D 45°o0s szogtartomanyt C-ben, melyet az e = Rsq és f = e™/*Rxg

félegyenesek hatarolnak. Keressiink V' : D — R? sima vektormezét, mely

— a hataron V‘e = (1,0) és V‘f = (-1,-1)/V2,

— Orvénylésmentes (azaz rotaciomentes, ami pontosan akkor, ha V' = V¢ valamilyen
¢ : D — R fliggvényre), és

— Osszenyomhatatlan (ami a fenti (D) szerint ugyanaz, mint div V' = 0 mindeniitt).

Segitség: elGadason megallapitottuk, hogy 0 = divV = divVy = Ay, tehat elészor

is egy harmonikus fgv-t keresiink, és azt biztos konnyebb lenne a H 180°-o0s szogtar-

toméanyban megtenni, majd konforminvarianciat hasznalni.

** Legyen az u(z) skalarmennyiség az x € R™ fliggvénye, ésr = ||z|| = \/2} + -+ - + 22.

Tegyiik fol, hogy u radialis, azaz z-t6l csak r-en keresztiil fligg, u(z) = v(r) alaku.

Mutassuk meg, hogy

ou or X

T v (T)axi ='(r) o és Au(z) =0"(r) + .

n—1

v'(r).
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Ebbél vezessiik le, hogy ha w harmonikus Vx # 0-ban, akkor v(r) = blogr + c,
ha n = 2, illetve v(r) = b/r" 2 + ¢, ha n > 3. Ezt hivjik Green fiiggvénynek.
(Amennyiben kellene kozdiff segitég: érdemes log’(v/(r))-re gondolni.)

HF 9.6 *** (Bonusz) Egydimenziés hSegyenlet. Legyen u(z, t) = v(%)
(a) Mutassuk meg, hogy

@u = aiu

pontosan akkor, ha
(1) 420" (2) + (24 2)v'(2) =0 (z>0).

(b) Mutassuk meg, hogy (1) altalanos megoldésa

z

v(z) = a/es/451/2 ds+b.
0

(Lasd http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_differential_equation, ha
kozonséges diffegyenletekbdl segitség kell.)

(c) Lassuk be, hogy ha u egy megoldas, akkor d,u is az.
(d) Tehat: differencialjuk az elébb kapott u(z, t) = v<x—t2> -t x szerint, majd va-

lasszuk meg megfelelGen a a konstanst, hogy pont az egydimenziés fundamentalis
megoldast kapjuk:

1
w(z, t) = ———e" "1,

VAart

Megjegyzés: Azért valasztottuk igy az a-t, mert ennek a megoldésnak a hely szerinti
integralja minden ¢-re 1. Honnan is tudjuk ezt?
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