Otodik A4 gyakorlat

1. Elméleti osszefoglalo

1. Diszkrét eloszlds:
Adottak egy X diszkrét valdszintiségi valtozé lehetséges értékei: x1, xa,. .., és a stlyfiiggvénye (az értékek
valészintiségei): p(z;) = p; = P(X =x;),i=1,2,....

X modusza: alegval6sziniibb x; érték.
2. Nevezetes eloszldsok

e Binomidlis eloszlds:
Tipikus példa egy pénzdobds sorozatban a fejek szdma. Ha n-szer dobtunk fel egy érmét, amely p val6szi-
niiséggel fej (tehat lehet, hogy hamis), akkor annak a valdszintisége, hogy pontosan £ db fej van a dobdsok
kozott:

P(X = k) =b(k;n,p) = (Z)pk'(l —p)"F (k=0,1,...,n).

Példdul, pontosan 3 hatos valészintisége 20 dobdsbdl: P(X = 3) = (230) (1/6)3(5/6)'7.

o Hipergeometrikus eloszlds:
A darab piros, és B darab fehér goly6 koziil hizunk n darabot. Annak a valdszintisége, hogy pontosan k
darab piros golyé6t hizzunk ki:

() (,2)

(A+B)

n

P(X =k)=h(k;A,B,n) = (k =max(0,n — B),...,min(A4,n)).

Példdul, 2 taldlat valészintisége az 6tos lottén: P(X = 2) =

o Geometriai eloszlds (optimista):
Hanyadik dobdsra jon el6 az elsé hatos? P(X = k) = (5/6)%~'(1/6). Altaldnosabban: optimista, p
paraméter(i geometriai eloszlasu az a valdszintiségi véltozo, ami a siker elsd el6fordulasaig sziikséges ki-
sérletek szamat szamolja (a sikeres kisérlettel egyiitt), ahol a fiiggetlen kisérletekben a siker val6szintisége
mindig p:

P(X =k)=g(kip)=(1-p)*'p (k=1,2,...).

e Geometriai eloszlds (pesszimista):
Hany nemhatost dobok az elsé hatos dobis el6tt? P(X = k) = (5/6)%(1/6). Altaldnosabban: pesszimista,
p paraméter(i geometriai eloszlasu az a val6szinliségi valtozo, ami az elsd sikerig bekovetkezett kudarcokat
szdmolja, ahol a fliggetlen kisérletekben a siker val6szintisége mindig p:

PX=k)=(1-p* (k=0,1,2,...).



e Negativ binomidlis eloszlds (optimista):
Hényadikra jon ki a harmadik hatos? P(X = k) = (*7")(1/6)%(5/6)*3(1/6) =
(*31)(1/6)3(5/6)F 3. Altaldnosabban: a siker valdszintisége p, a valészintiségi véltozd azt szdmolja,
hanyszor kell a kisérletet (egymadstol fiiggetleniil) elvégezni, hogy megkapjuk az n-edik sikert:

k—1
P(X = k) = n(ki n,p) = (n_ l)pnu S (k=mntLnt2,. ).

o Negativ binomidlis eloszlds (pesszimista):
Hény nemhatost dobok a harmadik hatos dobds elétt? P(X = k) = (*12)(1/6)%(5/6)"(1/6) =
(k;rQ) (1/6)3(5/6)". Altalanosabban: a siker valészintisége p, a valésziniiségi véltozé azt szamolja, fiig-
getlen kisérleteknél hany kudarc el6zi meg az n-edik sikert:

P(X =k) = ('“Zﬁ] 1)29”(1 —-p) = (_n)p"(—q)"c (k=0,1,2,...;g=1-p).

e Poisson-eloszlds

Ha az X val6szintiségi valtoz6 a 0, 1, 2, . .. értékeket veheti fel és
)\k
P(X = k) =p(k;\) = Fe-*,

ahol A > 0 egy tetszbleges valds szam, akkor X eloszlasat \ paraméteri Poisson-eloszldsnak nevezziik.

. Vdrhato érték

A lehetséges kimeneteleket jeloljiikk z;-vel, a hozzdjuk tartozé valészintiségeket pedig p(z;)-vel vagy p;-vel.
Ekkor a vdrhat6 érték: E(X) = > p(x;) - 2;.

A nagy szamok torvénye (tétel) szerint a kisérletszdm novekedésével a kisérleti eredmények szamtani atlaga tart
az elméleti tton kiszdmolt varhat6 értékhez.

X helyett tekinthetjiik ¢(X)-et, azaz X egy fiiggvényét (példdul a kockadobds eredményeit négyzetre emeljiik).
A t(X) varhat6 értékére a kovetkez6 osszefiiggés adodik: E(t(X)) = >, p(a;) - t(z;).

Jeloljiik X -szel a kockadobds eredményét. X2 virhat6 értékét szemléletesen gy is kiszdmolhatndnk, hogy a
kocka oldalaira 1j cimkéket ragasztandnk 1,4,9, 16,25, 36 szamokkal. Igy nem meglepd, hogy a képletekben a
p; értékek vdltozatlanok maradnak, mig x;-t mindenhol formélisan kicseréljiik ¢(z;)-re.

. Nevezetes eloszldsok vdarhato értékei

Az (A, B, n) paraméterd hipergeometriai eloszlds varhat6 értéke: E(X) = nA;f%B.
Az (n, p) paraméterii binomilis eloszlds véarhat6 értéke: F(X) = np.

A p paraméter(i optimista geometriai eloszlds varhat6 értéke F(X) = %.

Az (n, p) paraméter(i optimista negativ binomidlis eloszlds vérhat6 értéke £(X) = 2.
A X paraméter(i Poisson eloszlas varhat6 értéke .

Nevezetes eloszlasok

. A tanult nevezetes eloszlasok koziil melyik illik legjobban az alabbi valdszintiségi valtozok modellezésére?

a) hanyadik aut6 vesz fel, amikor kiallok az orszdgitra, mert autéstoppal akarok utazni?
b) 10 aut6 koziil hany vesz fel stopposokat?

¢) a 12. aut6 a harmadik piros?

. Egy gyarban futészalag szdllitja az alkatrészeket. A futdszalag ledll, ha selejtes termék érkezik. A termékek

2%-a selejtes. Mi az eloszldsa annak a valdszintiségi véaltozonak, ami azt szdmolja, hogy
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a) hanyszor 4llt le a szalag az n-edik termékig (6t is beleértve)?
b) hany terméket gyartott a gép az n-edik ledllasig?
¢) hany terméket szallitott két ledllas kozott?

d) hany ledllas tortént egymads utdn anélkiil, hogy egyetlen j6 termék is keletkezett volna? (Selejtszéria hossza.)
Hatarozza meg a hipergeometrikus eloszlas moduszat!
Hatarozza meg a binomidlis eloszlds mdduszat!

Hatarozza meg a geometriai eloszlas méduszat!

Poisson eloszlas

Egy kollégiumban egy év alatt 0.1%-o0s valészintiséggel iit ki tliz. Mennyi a valdészintisége, hogy 5 év alatt
legalabb 1 tiizeset van?

Feltéve, hogy a balkezesek ardnya atlagosan 1%, becsiiljiik meg annak a valdszintiségét, hogy 200 véletlensze-
rien kivdlasztott ember kozott legalabb négy balkezes van. (Szamoljuk ki a kordbban tanult mddszerekkel, és a
Poisson eloszlas segitségével is!)

Sok év statisztikdja 4ll rendelkezésiinkre arra nézve, hogy naponta hdny lakastiz volt Budapesten. A napi négy
tlizeset ugyanolyan relativ gyakorisiaggal fordul el6, mint az 6t tlizeset. Becsiilje meg, hogy a napok koriilbeliil
hany szazalékaban fordul el6 a két tizeset!

Atlagosan hény szem mazsoldnak kell lennie egy siitiben ahhoz, hogy egy véletlenszertien kivalasztott siitiben
99%-os valészintiséggel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

Egy 400 oldalas konyvben 6sszesen 200 sajtéhuba van (véletlenszertien elszérva). Mennyi a valdszintisége
annak, hogy a 13. oldalon t&bb, mint egy sajtéhuba van?

Haromszor olyan valészind, hogy egy évben két ember 6li magat a Dundba, mint az, hogy 6t.

a) Mire tippel, hany ember 6li magat a Dundba egy évben?
b) Mi a val6észintisége, hogy senki nem lesz igy dngyilkos?

¢) Atlagosan hany ember valasztja az ongyilkossdgnak ezt a médjat?

Mennyi annak a valdszinusége, hogy ha 4 000 000 lottészelvényt véletlenszertien és egymastdl fiiggetleniil
kitoltenek, ezek kozott pontosan k db ottaldlatos szelvény lesz? Mi a valdszinlisége, hogy a fényereményen meg
kell osztozni?

Percenként atlagosan 2 hivés érkezik a tudakozé kozpontba. Mi annak a valdszintisége, hogy 10:00 és 10:05
kozott legaldbb 4 hivas érkezik?

A ,Kocogj veliink!” mozgalom keretében tavaly futéversenyt rendeztek a Duna-kanyarban. A palyat sajnos
kullanccsal fert6zott teriileten at vezették. Kideriilt, hogy a versenyzd&k koziil 300-an taldltak magukban egy,
75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsiiljiik meg, hogy koriilbeliil hdnyan indultak a versenyen!

Egy forgalmas orszagttszakaszon, ahol maskor is szoktak radarozni, figyelik, hogy 5 perc alatt hany auté 1épi at
a megengedett sebességhatart. Tapasztalat szerint kb. ugyanolyan valdszinii, hogy lesz ilyen autd, mint az, hogy
nem lesz. Mennyi a val6sziniisége, hogy az 5 perc alatt pontosan hdrom aut6 1€épi it a megengedett sebességha-
tart?



16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Varhato érték
Mennyi a szabdlyos kockaval végzett kockadobds sordn a dobott szam varhat6 értéke?

7z

A diszkrét X val6szintiésgi valtozé silyfiiggvénye: p(x) = ”3”—3 (x = 1,2,3,4). Mennyi X varhat6 értéke? Es
X? vérhat6 értéke? E(%) =7

Albert és Béla a kovetkez6t jatsszak. Mindketten feldobnak egy dobdkockat, majd Albert annyi Ft-ot kap Bél4tol

amennyi a két kockan 1év6 pontok kiilonbségének a négyzete. Béla meg annyit, amennyi a két kockan 1évé
pontok Osszege. Melyikiiknek kedvez a jaték?

Egy sorsjatékon 1 darab 1 000 000Ft-os, 10 db 50 000Ft-os, és 100 db 5 000Ft-os nyeremény van. A jatékhoz
40 000 db sorsjegyet adnak ki. Mennyi legyen a jegy 4ra, hogy egy sorsjegyre a nyeremény varhat6 értéke a jegy
dranak a felével egyezzék meg?

Tételezziik fel a 700 Ft, 10000 Ft, 789 ezer Ft és 535 milli6 Ft fix nyereményeket a lottén. 150 Ft-os jegyarral
szamolva, egy szelvénnyel fogadva mennyi a nyereségiink varhat6 értéke?

Péter, ha kockaval paratlant dob 100 Ft-ot veszit, ha 6-ot dob 400 Ft-ot nyer, ha 2-6t, vagy 4-et dob, 4jbél dob.
A madsodik dobésndl 10 Ft-ot nyer, ha parost dob, 20-at veszit, ha paratlant dob. Elényds-e ez a jaték szamara?

Anna és Béla két kockaval jatszanak. Az A jatékos akkor fizet B-nek, ha a feldobott kockdkon pératlan szamok
szerepelnek. A B jatékos akkor fizet A-nak, ha pontosan az egyik kockaval paros szdmot dobnak. Ha mds eset
fordul el8, egyik sem fizet. Milyen pénzdsszegben dllapodjanak meg, hogy a jaték méltanyos legyen?

Egy dobozban 5 piros és 2 kék goly6 van. Visszatevés nélkiil hizzunk addig, amig az elsd kék golyo6t kihdzzuk.
Jeloljitk X -szel az els6 kék goly6 huzasanak sorszamat. Tekintsiik egy ilyen hiizdssorozatot egy kisérletnek. a)
Adjuk meg az X valdszinfiségi valtoz6 eloszlasat! b) Szamitsuk ki a X valdszintiségi valtozo6 varhat6 értékét!

Két ember asztaliteniszt jatszik. A gyGztesnek hdrom jatszmat kell nyernie. Legyen p, illetve ¢(= 1 — p) annak
a valdszintisége, hogy egy jatszmat az elsd jatékos, illetve a masodik jatékos nyer. Mennyi a jatszmak szdmanak
varhat6 értéke? Mikor lesz maximadlis a jatszmak szdmanak varhat6 értéke?

Egy kockdval addig dobunk, mig 6-ost nem dobunk. Mennyi lesz az addigi dobdsszdm vérhaté értéke, ha az
utolsé dobdst is beszdmitjuk? Es ha két kockdval dobunk addig, amig valamelyiken 6-ost nem dobunk?

Két kosaras felvaltva dob. Ha az egyikiik dobdsa sikeres, akkor abbahagyjdk a dobdlést. Az els6 0.5, a masodik
0.6 valdszintiséggel dob sikeresen.
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a) Mi a valdsziniisége, hogy az elsd jatékos nyer?
b) Mi a kosarra dobasok szaménak varhato értéke?

Egy dobdkockaval addig dobunk, amig kétszer egymdsutdan ugyanazt nem dobjuk. Mennyi a dobasok szdmanak
vérhat6 értéke?

Piroska és Zoli kockaznak. Piroska feldob egy piros, Zoli feldob egy zold kockat. Ha Piroska 1-et vagy 2-t dob,
8 nyer, és kap Zolitdl 5 Ft-ot; ha Zoli 6-ot dob, § a nyertes, és 11 Ft-ot kap Piroskétdl. Ha egyikiik sem nyer,
illetve ha mindketten egyszere dobnak nyerdt, nem fizetnek, hanem el6lrol kezdik a dobalast. Zoli azt javasolja,
hogy ne koptassanak két kockat, inkabb kérjék meg Ferit, dobdljon & egyetlen fehér kockaval, de a nyerési és
fizetési feltételek maradjanak véltozatlanok. Erdemes-e elfogadni Piroskdnak Zoli ajanlat4t?

Egy jatékos 250 Ft-ot befizet a banknak, majd egy kockaval, amelynek 6t oldala zold, hatodik pedig fekete, egy
sorozatot dob. Barmelyik dobds utdn bejelentheti, hogy nem akar tovabb jatszani és ilyenkor annyiszor 100 Ft-ot
kap, ahdny zo6ldet dobott addig. Ha viszont barmikor feketét dob, akkor vége a sorozatdnak, és semmit se kap a
banktdl. Keresse meg a jatékos szdmdara optimalis stratégidt és gy6z6djon meg, hogy még az is veszteséges!

Mennyi az 6tos lottdn a taldlatok szdménak véarhat6 értéke?



