FELADATMEGOLDASOK AZ A2 (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23 /tavasz, 12. hét

1. Szamoljuk ki:

a) //ysz:? TI{(x,y)‘x2+y2§4,0§y§x}
T

b) //x2ydT:? T:{(m,y)‘1§x2+y2§4,xZO,yZO}
T

c) //7xy4dT:? T:{(x,y)‘4§ar2+y2§9,$20,y2\/§x}
T

Megoldas a) Térjiink at sikbeli polarkoordinatarendszerre, azaz alkalmazzuk az x = r cos ¢,
y = rsin¢ helyettesitést. Ekkor a tartomanyt meghatarozo egyenlStlenségek r? < 4 és
0 < rsing < rcos¢, azaz leegyszertisitve 0 < r < 2 ¢ 0 < ¢ < 7. A transzformaécio
Jacobi-determinansa a tanultak szerint r, azaz a transzformacio végrehajtasa utan az integral:
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b) Sikbeli polarkoordinatarendszerben a tartomanyt meghatéarozéd egyenlétlenségek 1 < r < 2
s 0< o< 3. Igy az integral:
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¢) Sikbeli polarkoordinatarendszerben a tartomany 2 < r < 3 és sin¢g > V3cos ¢ > 0, amibol
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2. Szamitsuk ki az // ——2 dT integral értékét, ha Taz 4 < 22 + 42 <25, 2 <0,y >0
T\ 2%+ P
egyenlGtlenségekkel adott tartomény.

Megoldas Sikbeli polarkoordinatékat haszndlva a tartomény 2 <r <5, 7 < ¢ < 7. Igy

//T\/;??/Ty / /rcosgb 7 sin ¢ crd erTQdT'jCOS¢Sin¢d¢
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3. Szamoljuk ki az 22 + y? = 1 egyenlet(i henger é¢s a z = 0, valamint a z = 2 — z — y egyenletii
sikok altal hatarolt térrész térfogatat!




Megoldas Vegyiik észre, hogy ha 22 + y> < 1, akkor 0 < 2 — 2 —y. Igy a kérdéses
terfogatot kiszamolhatjuk, mint az f(z,y) = 2 — z — y fiiggvény integraljat az 22 + ¢y* < 1
egyenlGtlenséggel adott T' korlapon, tehdt V = ffT 2 —x—yd(x,y). A kétvaltozos integralt
sikbeli polarkoordinatdkra attérés utdn szamoljuk ki. Ekkor a tartomany 0 < r < 1 és
0 < ¢ < 27. Tehat:

V—/O1 (/02ﬂ(2—rcos¢—rsin¢)rd¢> dr—/o1 (/0%27"—7"2008¢—r2sin¢d¢) dr =

1 1
= / [2r¢ + 1% cos ¢ — r? sin ¢] (2)77 dr = / drr dp = [27‘['7”2][1) = 27.
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4. AV korlatos térrész hatarai a z = /22 4 32, illetve a z = 1 egyenleti feliiletek. Szamitsuk ki

az /// Va2 + y?dV integral értékét!
1%

Megoldas A V térrészt az 22 +y? < 1 és /22 +y2? < z < 1 egyenlStlenségek hatarozzak
meg. Hengerkoordinatdkra attérve az egyenlGtlenségek 0 <r < 1, r < 2 <1680 < ¢ <21
alakiak. Mivel a Jacobi determinéns r, igy az integral:
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5. Szamoljuk ki a z = /22 + 92 és a z = 6 — 22 — y? egyenlet feliiletek altal hatarolt korlatos
térrész térfogatat!

Megoldas Hengerkoordinatakban a két feliilet egyenlete z = 7 és 2 = 6 — 2. Mivel r > 0,
az r = 6 — r? egyenlet egyetlen megoldasa r = 2, és 0 < r < 2 esetén r < 6 — r2. Tehat a
két feliilet altal meghatarozott korlatos részt a 0 < r < 2, r < 2 <6 —-12¢és0 < ¢ < 27
egyenlGtlenségek irjak le, és a térfogat
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6. Szamitsuk ki az /// xyz dV integral értékét, ahol a V korlatos térrész az 22 + 9% + 22 < 1
v

gémb belsejének az © > 0, y > 0, z > 0 térnyolcadba es§ része.



Megoldas Gombi polarkoordinatdkra tériink at, azaz alkalmazzuk az x = rcosf cos ¢,
y = rcosfsing, z = rsinf koordindtatranszforméciot. Ekkor az integralasi tartomanyt a
0<r<1,0<0< 360 < ¢ < 7 egyenlStlenségek irjdk le. Minthogy a transzforméacio
Jacobi-determinansa 2 cos 0, igy:
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7. Szamoljuk ki az 2% 4+ 32 + 22 < 1 és a /22 + y2 < z < V/3+/22 + 32 egyenlStlenségekkel adott
térrész térfogatat!

Megoldas Gombbi polarkoordinatakra attérve az egyenlStlenségek 0 < r < 1ésrcosf < rsinf <
V3 cos 6 alakiak, amibé] az integralas hatarai 0 <r <1, 0 < ¢ < 27 és T < 0%. A térfogat:
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