FELADATMEGOLDASOK AZ A2 (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23 /tavasz, 9. hét

1. Szamoljuk ki a kdvetkez§ fiiggvények parcidlis derivaltjait!
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a) f(z,y)

Megoldas a)
<2xex+y2 + I2€$+y2> (22 + 1) — 4z - 22"V’ ) A3
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fulx,y) =
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f(z,y) =

b)
filz,y) =32 =3y* +2,  fi(x,y) = —6xy — 5.

. Legyen f(x,y) = /5(x — 1)* + 4y2. Irjuk fel az elsérendi parcidlis derivéltfiiggvényeket! (Az
(1,0) pontban hasznéljuk a definiciot.)

Megoldas Legyen (z,y) # (1,0). Ekkor az egyvaltozos derivalasi szabalyok alapjan:

L0 -1, fiey) == (5lo— 1)+ 42) F sy,

Fi( ) = = (5(z — 1)+ 45?) >

2
Lathato, hogy az = — +/x fliggvényre vonatkoz6 szabdly miatt az (x,y) = (1,0) pontban
nem alkalmazhatjuk ezt a megoldasi modszert. Igy az egyvaltozos fiiggvény derivaltjanak
definici6jat alkalmazzuk:
— f(1 5(x —1)4 —1)?
f;f;(LO) — lim f(z,0) — f(1,0) — th :hmm :lim\/g(x—l) =0

z—1 x—1 z—1 x—1 z—1 xr — r—1

1,y)— f(1,0 492 2
y—0 y—0 y—=0 gy y—=0 Y
Ez a hatarérték (és igy a megfelel§ parcidlis derivalt) nem létezik, pontosabban li%r}r . % =
Yy—
és lim 24— _9
y—0-0 Y

. Legyen f(z,y) = (22 — y)* + 42® — 8y%.  Szamoljuk ki az els6 és masodrendd parcialis
derivaltakat! Hol derivalhato (totélisan) a fiiggvény? Mivel egyenld grad f(1,2)?

Megoldas
fole,y) = 4Q2z—y)* 24122 fi(z,y) = —4(20—y)’~16y; [, (z,y) = 48(20—y)*+24x;
fo@y) = [, = =242z —y)% [y, (z,y) =122z — y)* — 16

Mivel az els6rendi parcialis derivaltak minden pontban folytonosak, igy a fliggvény mindenhol
totalisan derivalhato.

(gradf>(172) = (fglc(172)vfg;<1v2)) = (127 _32)'

(z=2)y? )
+ 6z + 3y, ha (x,y) # (0,0);
- Legyen f(z,y) = Oz:g;ébként ’ o 700

Hol differencidlhaté (totélisan) f7

Mivel egyenls f,(z,y) és f,(v,y)?



Megoldas Ha (z,y) # (0,0), akkor

Y (2?4 y?) — (z - 2)y* - 22

(7,y) = + 6,
fo(z,y) (22 +y2)2
2y(x —2) - (2?2 + y*) — (z — 2)y* - 2y
il = =D SV D2
(22 +y?)
A (0,0) pontban a definiciot hasznaljuk:
620 C (=243y)—0
/ o _ . S
F0.0)=lim S =6 lim =

ahol az utobbi hatarérték nem létezik. Lathato, hogy f parciélis derivaltjai minden (x,y) #
(0,0) pontban folytonosak, igy ezekben a pontokban f totéalisan derivalhato. Masrészt a (0,0)
pontban még y szerint sem derivalhato, igy nem totalisan derivalhato.

sin(y24-222) )
. Legyen f(z,y) = { \/LW , ha (z,y) # (0,0);

0 egyébként.
a) limg 00 f(z,y) =7 Folytonos-e f az origobban?
b) f.(0,0) =? (Hasznéljuk a definiciot!)

c) Totalisan derivalhato-e f az origobban?

Megoldas a) lim, ), 0) f(z,y) = limg )00 sin %’;2352) VY% + 222, Vegyiik észre, hogy
ha (z,y) — (0,0), akkor y® + 222 — 0. Igy alkalmazhatjuk a hm Snz _ | hatarértéket, ami

alapjan lim, ) 0,0) f(z,y) =1-0=0= f(0,0), tehat f folytonos (0 0)-ban.

sin(2w2) _

0 .
b) £.(0,0) = lim 22— = lim sin20%) . Y2l Mivel az elsd tényez6nek a hatarértéke 1, a
A z—0 r— x ’

0 z—0 2z°
mésodik tényezének nincs hatarértéke, igy a parcialis derivalt nem létezik.

¢) Az el6z6 észrevétel miatt a fliggvény nem totalisan derivalhato az origoban.

. Adott az f(x,y,2) = 23+ y* + 2%ye* fiiggvény. Mivel egyenls grad f(—1,1,0)? Miért létezik?
nmo_9 fm_9

Megoldas A vparcidlis derivaltak fl(z,y,2) = 32° + 2xye®, fi(z,y,2) = 4y° +
r?e** fl(z,y,2z) = x%y - 2¢**.  Mivel ezek léteznek a (—1,1,0) pontban, f-nek

letezik a gradiense is ebben a pontban. A definici6 alapjan: (gradf)(—1,1,0) =
(f2(=1,1,0), f,(=1,1,0), fL(— 1,1,0)) = (1,5,2). A parcilis derivalas definicioja alapjan:

" "

x:rz(x y7 ) = xzx(x y7 ) - 4y€

. Irjuk fel az f(x,y) = (22 —y)* +42? — 8y fiiggvény Py(1,2) pontbeli érintésikjanak egyenletét!

Megoldas A z = f(z,y) figgvény felirhato, mint az f(z,y) — z = 0 egyenlettel adott
F(z,y,z) = f(x,y) — 2z fliggény egy szintfelillete. A tanultak szerint az érintGsik egy
normalvektora gradF' értéke a megadott (1,2, f(1,2)) = (1,2,—12) pontban. A gradiens
gradF' = (16x — 4y, —4x + 2y — 8, —1), ami a megadott pontban N = (grad F)(1,2,—12) =
(8,—8,—1). Igy az érintssik egyenlete 8(x — 1) —8(y —2) — (2 +12) = 0, azaz 8z — 8y — z = 4.

. Irjuk fel az f(x,y, 2) = 2%y +yz—52? fiiggvény gradiensét! Miért létezik a gradiens? Szamitsuk
ki az f fiiggvény Py(0,10,1) pontbeli 7 = (—3,4,0) iranya derivaltjat!



10.

11.

Megoldas A gradiens gradf = (2zy,2% + 2,y — 102); azért létezik, mert a fiiggvénynek
minden pontban léteznek a parcidlis derivaltjai. Lathato, hogy f parcialis derivaltjai minden
pontban folytonosak is, igy f totalisan derivalhato is minden pontban. Igy az iranymenti
derivalt kiszamitasara alkalmazhat6 a tanult képlet. ElGszor keressiik meg a megadott iranyt

egységvektort: €= & = (2340 (—%, %, ()). Kell a gradiens értéke a megadott pontban:

W\ /(—3)2+42

(grad £)(0,10,1) = (0,1,0). Az irAnymenti derivalt értéke (gradf)(0,10,1) - &= 3.

. Adott az f(z,y) =3y + e’ — 2y arctg f fiiggvény és a Py(0, 1) pont.
Y

a) fo(z,y) =" fi(z,y) =7, hay #0 .

b) Irjuk fel az f fiiggvény P, pontbeli érintdsikjanak egyenletét!
¢) Mennyi az f fiiggvény P, pontbeli ¢ = (2, —7) iranyua derivaltja?
d) Adjuk meg az f fiiggvény Py pontbeli irdnymenti derivaltjinak maximumat (minimumat),

és adjuk meg a maximumhoz (minimumhoz) tartozo6 iranyt.

> Z €T 2 2
Megoldas a) fi(z,y) = y’e™v’ — 2y1+(1§)2 Sy = Yl v — x22+yz> és fylz,y) = 3+
myQ — T __ 1 oz )y my2 _ z 2xy 2
2xye 2 arctg " 2y1+(%)2 ( y2> = 3+ 2zye 2 arctg iRyl b) Az el6z6 feladat

eredménye alapjan f,(0,1) = —1, és f;(0,1) = 3. Madsrészt f(0,1) = 4. Tehdt az érintGsik:
—(x—=0)+3y—1)—(2—4) =0, azaz * — 3y + z = 1. ¢) A Py pontban f parcialis
derivaltjai folytonosak, tehat itt f totalisan derivalhaté. Igy alkalmazhato az eléadason tanult

képlet. A megadott irdnya egységvektor € = % = \/%737 \;—513 . A gradiens értéke a megadott
pontban (gradf)(Fy) = (—1,3). Tehat az iranymenti derivalt f/(0,1) = (gradf)(0,1)-¢ = &_2%

d) Az el6adason megbeszéltek alapjan totéalisan derivalhato fiiggvény esetén az iranymenti
derivalt értéke a gradiens irdnyaban maximaélis, az azzal ellentétes iranyban pedig minimélis.

A maximalis/minimélis érték pedig |(gradf)(Py)| = v/10 és —|(gradf)(FPy)| = —/10.

3

Az f(z,y) = % képlettel megadott feliiletre a (—%, 1) pont folott egy vizeseppet ejtiink.

Merre fog elindulni? Mekkora az adott pontban a maximélis meredekség?

Megoldas A csepp arra fog elindulni, amelyik irAnyban a fiiggvény értéke a legnagyobb
mértékben csokken, tehat a minimélis irdnymenti derivalt irdnyaba. Az el6adason tanultak
szerint ez éppen a fiiggvény adott pontbeli gradiensével ellentétes irany. Szamoljuk ki a
gradienst: (gradf)(z,y) = (—2y’e 271 3y2e 2*71), azaz (gradf) (—3,1) = (-2,3). Igy a
csepp a (2,—3) vektor altal kijelolt iranyban fog elindulni. Az adott pontban a maximalis
meredekség a gradiens abszolut értéke, ami /(—2)2 4 32 = /13.

M’ ha (z, 0,0);
Legyen f(z,y) = { ?;Jré/;yébké(nt S

a) lim  f(z,y) =7 Folytonos-e f az origbban?
(z,y)—(0,0)

o

fo(z,y) =7 f,(x,y) =7 (Az origoban hasznaljuk a definiciot!)

¢) Mennyi az f fiiggvény (1,—1) pontbeli v = (=5,1) iranyt derivaltja?

o,

Adjuk meg az f fiiggvény (1, —1) pontbeli derivaltjAnak maximumat és minimumat!

)
)
)
)

e) Irjuk fel az f fiiggvény (1, —1) pontbeli érintésikjanak egyenletét!



L 2 3y2 _ 2 _ l , . . —
Megoldas a) hH(l) hr% flz,y) = glclg(l) lim 2 L o IH(l] 5. Hasonloan ilg(l] ilir(l) f(z,y)

1 3 = —3. Mivel a két hatarérték kiilonboz6, igy f-nek nincs hatarértéke (0,0)-ban, tehét
T—

nem folytonos.
b) Ha (x,y) # (0,0), akkor

(ay) = 2z(22% + y?) — 4z (2? — 3y?) _ ldzy® f(2.9) —14z%y
o (222 4 y2)? (222 + y?)?’ v (222 + y?)
Mésrészt,
,3y2
+3 +3
/ ~ i Y —_ 0 / _ 302
fy(oa()) - leli% Y Oa fm(ovO) glﬁg% T )

ahol az utobbi hatarérték nem létezik, azaz f nem derivalhato x szerint a (0,0) pontban.
c) Az (1 —1) pontban, a parcialis derivaltak folytonossiga miatt f totalisan derivalhato. € =

\/TV f . Masrészt (grad f)(1,—1) = (4, 5)- Tgy az iranymenti derivalt f/(1, —1) = —
d) A maximum |(gradf)(1,—1)| = 14‘[ , és a minimum %ﬁ.
e) Mivel f(1,-1) = =2, az érint051k egyenlete S@—1)+3y+1) —(2+2) =0, azaz
Ly Uy o
oY=

56
9v/26°

)



