2014-2015/1. A1 B csoport megoldasa 2014.12.23.

Elmélet

c stz

A) (5 pont) Mondja ki egy fliggvény adott felosztashoz tartozo also kozelits dsszegének definiciojat,
és vezesse be a benne szereplé mennyiségeket is!

Megoldas Legyen f korlatos [a;b]-n, és a = 9 < 1 < 22 < ... < x, = b az intervallum
egy felosztasa. Legyen m; = inf{f(x) : « € [zi_1;2:]} ¢ = 1,2,...,n esetén. Ekkor a

> my - (z; — x;_q) kifejezést a fliggvénynek a felosztashoz tartozo also kozelitd Osszegének

nevezziik.
B) (5 pont) Mondja ki a Lagrange-tételt!

Megoldas Legyen f folytonos [a;b]-n és derivalhato (a;b)-n. Ekkor létezik olyan t € (a;b)

melyre f'(t) = —f(bl)):g(a).

C) (5 pont) Mondja ki harom vektor vegyes szorzatanak definiciojat, és irja le ennek geometriai
jelentését!

Megoldas Az @, b és & vektorok vegyes szorzata a la;b;c] = (EL’ X 5) - ¢ mennyiség. Ez
megadja a vektorok altal kifeszitett parallelepipedon elGjeles térfogatat.

1. (6 pont) Oldja meg a komplex szdmok halmazan a — Re(z) + 2z + |z| = 1 — i egyenletet!

Megoldas Legyen z = a + bi, ahol a,b € R. Ezt behelyettesitve az egyenletbe
—a+2(a—bi)+ Va2 +b2=1—1.

Ha két komplex szam egyenld, akkor valos és képzetes részeik is megegyeznek, igy a++v/a? + b? =
1 és —2b = —1. Az utobbi egyenletbél b = 5, amit az els6 egyenletbe visszairva 4/a? + }1 =

1—a. Ezt négyzetreemelve és megoldva a kapott els6foki egyenletet a = %. A négyzetreemelés
miatt ellendérizni kell, melyre azt kapjuk, hogy z = % + %Z tényleg megoldasa az egyenletnek.

2. (6 pont) Abszolut konvergens/feltételesen konvergens vagy divergens? Allapitsa meg!

Zm

Megoldas Mivel lim \/ﬁ =0, az {ﬁ} sorozat szigortian csokken, és a sor elemei
n—oo

valtakozo elGjelid sorozatot alkotnak, igy a sor Leibniz-tipusu, tehat konvergens. Masrészt

oo
1 1 , e’} 1 . . , . 1 . .
o1 > T/ €8 > oy 7 divergens, azaz a minorans-elv miatt §1W divergens. Vagyis
n—=

feltételesen konvergens.
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3. (9 pont) Végezze el az f(x) = ;- fiiggvény teljes vizsgalatat!



Megoldas 1) Dy

= R*\ {1}, és nincs zérushely.
2) Az értelmezési tartomény miatt nem péaros, nem paratlan, nem periodikus.

3) Az értelmezési tartoméanyon folytonos. A hatéarértékek:

lim =~ = lim 1+ = oo (a hatéarérték kritikus, gy alkalmaztuk a Bernoulli-L’Hospital
r—00 r—00 z
szabéulyt)'
T 4t als 0 42 2.
Il_1>0+0 r— =0 (a hatarérték “—-" tipusu);
lim £~ =o00; lim & = —o0.
z—1+0 z—1-0 0%
4) A fiiggvény derivaltja f'(z) = hl‘nm o7, melynek egyetlen gyoke z = e. A téblazat:
O<z<l|l<axz<e| z=e |e<cx

F@| - - 0+

f(z) 1l i} lok. min. | *
A lokalis minimum értéke f(e) = e.

2—Inz

5) A fiiggvény masodik derivaltja f”(x) = melynek egyetlen gyoke z = e? ~ 7,3891. A

I3z’

tablazat:
O<z<l|l<z<el| z=€ |ed<z
f"(x) - + 0 -
f(z) | konkav konvex | infl. pont | konkav

Az inflexiés pont y-koordinatéja f (e?) = % ~ 3,6945.
6) A grafikon (helyesen az origoban egy iires karika jelenne meg):

Az értékkészlet Ry = (—o00,0) U [6—, oo).

4. (6 pont) Szamolja ki a lim (l — li) fiiggvényhatarértéket!
z—140 \* I

lim £ =1, és a lim

z—14+0 T 1 +01
x > 1esetén Inx > 0, igy az elGjelek vizsgalata alapjan lim
hatarérték lim (l — L)

e—lto \® I

Megoldas Vegyiik észre, hogy hatarérték “1” tipusua. Mivel

1 =00 adodlk, azaz a keresett
—1+0
= —00.

5. (6 pont) f%dw =7



Megoldas Alkalmazzuk az e = ¢ helyettesitést, melybsl » = Int é dr = 5dt.
Behelyettesitve

e’ t 1 1
/e2x+1dx:/t2+1'?dt:/tzﬂdt:arCtgHC:arctge“rO

1
. (6 pont) [ ﬁa@ =7
1

Megoldas
1 3 b 3 ( 1) 110 3 3
— : . x—1)" _
[ emmte= i, | = i, {3_—1} Ly (‘m - 5) -
—1 1
. 7
. (6 pont) Bontsa felab= | 1 | vektort azd = | —1 | vektorral parhuzamos és ra merdleges
3 2

Osszetevokre!

Megoldas Legyen a parhuzamos és a merGleges Osszetevs jele Z_;H 6s by. A tanult képlet

alapjan
o @b Tl41-(-1)+3.2 ST 1 g
= a = f— _— — R e J—
=& a 12 + (—1)2 + 22 5 6| , A
— — — 5
Ebbdl a merdleges Osszetevs: by = b — b = 3



