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1. Mekkora az f és g fiiggvények grafikonja altal kézrefogott sikidom teriilete, ha

a) f(x)=z+2és g(x)=2?
b)* f(x) = a2 és g(z) = a*
o) f(z) = 2% és g(x) = —22 + 2

Megoldas a) Elgszor szamoljuk ki a metszéspontokat: az x* —x —2 = 0 egyenlet megoldasai
x=—1és x =2 Misrészt ha —1 < x < 2, akkor 2°> — 2 — 2 < 0, azaz 2?> < o + 2. Tehat a
két fuggveny graﬁkonja altal kozrefogott sikidom teriilete a Newton-Leibniz tétel alapjan:
2
T = f1x+2dx—fx2dx—fx+2—x2dx—[2—|—2 3}_1:130 (—%):g.
b) A metszéspontok: 22 = 2° <= 2%(x — 1) =0 <=z =0 vagy v = 1. Ha 0 < z < 1, akkor
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¢) A metszéspontok x £ 1, és a két érték kozt 22 < 2 — 2%, A teriilet:
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T:f12—2x2dx: [2x—%]_1:§.

2. Mekkora az z B i B ilélstt }7 t € [0,27] gorbe (ciklois) és az z-tengely altal kozbezart teriilet?

Megoldas Mivel @(t) = 1 — cost > 0, ha t € (0,2m), z(t) szigorian névé a vizsgalt
intervallumon, azaz a paraméterezés balrdl jobbra fut végig a gorbén. Masrészt ugyanigy
y(t) > 0 is teljesiil a vizsgalt intervallumon, azaz a grafikon alatti teriiletet szamolhatjuk az
emlékeztet()’ben megadott modon.
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T = fy #(t)dt = [(1—cost)®dt = [1—2cost+cos’tdt = [1— 2cost+ =2 gy =
0 0 0
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[t—231nt+§+5irj72t]0 = 3.

3" Mekkora az 5_ Zsi(;lst }, t € [0, 27] egyenlett, a és b féltengelyt ellipszis teriilete?

Megoldas A paraméterezés az 6ramutatd jarasaval ellenkezd irdanyban fut végig az ellipszis

pontjain. Igy alkalmazva a zart gérbére vonatkozé képletet @(t) = —asint, és a bezart teriilet:
2 2w 2
T=— of bsint(—asint)dt = abofsin2tdt = abbf Icos2t g = [L — S“ft}iﬂ = abr.

4. Mennyi az y = 2%/? gorbe ivhossza, ha z € [0, 2]

Megoldas Mivel (z%/2)’
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5. Szamoljuk ki az r sugart gémb térfogatat és felszinét!

3212, alkalmazva az ivhosszra vonatkozo képletet,
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Megoldas Ha egy origd kozépponta r sugara kor felsg félkorét (azaz az y > 0 feltételt
kielégité pontjait) az z-tengely koriil megforgatjuk, éppen egy r sugari gombot kapunk. A
fenti félkor pontjai leirhatok y = +/r? — 22 alakban, ahol —r < z < r. Tehat a képletiink
alapJan a gémb terfogata

—7rf ( —a:2) d(ﬂ—ﬂ'fT —2¥dr =7 [7"2:1:—9”3—3] =" (%7"3— (—%7“3)) = %7“371
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Mlnthogy (Vr? —xz)/ =1(r-= )_1/2 (—22) = o5, a felszin:
A=2r[Vr2—a?. \/1—|— fz2 dx = 21 [ \/r2 =22+ (—2)dr = 21 [Vr2dx =

T

2 [ rdx =2r(rz]” = 4r*m.

'

6. Mennyi a megadott integralok értéke?

S| 1 1
d b - d
a) /0 1+ a2 o ) /0\/1—:(:2 v
© 3
c) 5

<1
d)hf/ — dz, ahol p € R egy paraméter.
. T
'
e)“f/ = dz, ahol p € R egy paraméter.
0

Megoldas a) A fenti integral egyediil oo miatt improprius, mivel a megadott intervallumon az
mtegrandus folytonos gy

f Tz de = hm f 7.z do = hm larctg x] = bli)rgo arctg b = 7, felhasznélva az z — arctgx fiiggvény
tulaJdonsagalt
b) A megadott intervallumon az integrandus az x = 1 pont kivételével folytonos, és = = 1 az

integralas intervalluménak hataran van, igy

1

ofﬁ de = bE{nof T dr = lim [arcsin] = lim arcsinb = 7.
¢) A megadott intervallumon 0 és oo egy-egy problémas hely, és 0 az integralasi tartomany belsejében
van, igy a megadott intervallumot hdrom részre kell bontanunk.
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f de J v J e dr + f wdm bEgEOJ 3x dr + ag[r)ri()!i%a: dr +

b

lgn f3x 23dy = E(I)no [3”11//;} + E(r)l}r 9], + hm 9¥z]] = bE(r)rlo (9\3/5+ 18> +
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hnger(Q—Q{’/E)%— lim (9¢/c — 9) = oo, mert ,18 + 9 + 00” =o0.
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d) Most csak a oo hellyel lehet probléma. Igy, megvizsgalva elészor a p # 1 esetet:
0o b p b —p h <1
f de = lim [2Pdz = lim [””1 ]1:11111 (bl —L)Z{O% ap

b—oo y b—oo L17P b—oo \ 1P 1P — hap>1

Masreszt ha p =1, akkor
{;dm = lim [Inz)} = Jim Inb = oo

Osszesitve tehat:

1o oo hap <1
ar W0 = ﬁ hap>1
e) Az el6z6 feladathoz hasonlé modon az adodik, hogy:
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