FELADATMEGOLDASOK AZ Al (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23/6sz, 12. hét

1. Alkalmas helyettesitéssel szamoljuk ki a kovetkezd integralokat.
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Megoldas a) Probélkozzunk meg a /x = t helyettesitéssel. Ekkor x = t* és dz = 2t dt.
Irjuk &t az integralt:

[ cos/x dx = [cost-2tdt

A 11. hét anyaga alapjan ezt az integralt parcidlis integralassal érdemes atalakitani: a
f(t) =2t, ¢'(t) = cost valasztas esetén f'(t) = 2, g(t) = sint, igy

[cost-2tdt =2tsint — [2sintdt = 2tsint + 2cost + C

Minthogy az eredeti valtozonk z volt, nem ¢, visszairjuk a végeredményt z-re a t = /&
helyettesitéssel.

[ cosv/x dx = 2\/xsin/x +2cos/x + C

b) Most legyen e = t, amib6l x = Int és do = %dt. Beirva:

[ de=[55-1dt = [ Z5dt = arctgt + C = arctge” + C

¢) Mivel a kifejezésben szerepel /z és /x is, érdemes lehet megprobalkozni a &/x = t helyet-
tesitéssel. Ebbgl o = t¢ és dx = 6t° dt, azaz

fm de = [ g—m6t°dt = [ 55 dt =6In|t — 1|+ C=6|yz -1 +C

d) Most az x = sint helyettesitéssel probalkozunk. Ebb6l dz = cost dt és t = arcsin .
[V1—22de = [\/1—sin’tcostdt

Mivel ¢ = arcsinz, t € [—2,Z], fgy v/1 —sin®t = | cost| = cost. Azaz az integral:

f\/l—sm tcostdt—fcos tdt

A 11. héten latott otletek alapjan tudhato, hogy a linearizalo képletek alkalmazaséval érdemes

folytatni.

fCOSQtdt = f %dt = % + %Zt 1+ (0 = archin:r + Sin(QaZCSinx) +C.

e) [Va? T dr+8dr= [/(x + 2+ dde =2 [/(%2)" + 1dz
Az 2 = sht helyettesitést érdemes alkalmazni (Id. Emlékeztet). Ebbol ¢ = arsh Z2,
x=2sht — 2, de = 2chtdt. Alkalmazva:

2 [/ (52) +1de =2 [ V/sh®t +1-2chtdt = 4 [ ch? ¢ dt
A linearizald képletek alkalmazasaval
4fch2tdt =2 [ch2t+1dt =sh2t+2t+ C =sh (Qarsh%) _|_2arsth+2 +C
f) Vegyiik észre, hogy ()" = 322. Igy megprobalkozhatunk az 2% = t helyettesitéssel, melybdl
3z2 dx = dt.
Ja?sin(2®) de = 5 [sin(2®)32? de = 5 [sintdt = —% cost +C = —z cosa® 4+ C
g) Vegylik észre, hogy (cos m) = —sinz. A cosz =t helyettesitéssel —sinx dx = dt, amibél
[sinze®s® do = — [ (—sinx) de = — [e'dt = —e' + C = —e* + C
h) Legyen ¢t = Inx, amibdl z = e’ és dz = e' dt. Az integrél
[sinlnz dx = [sinte’ dt.




Ez az integral parciélis integralassal szamolhato ki (Id. 11. hét, 3/f feladat). A megoldast
onnan atmaéasoljuk:

fsintetdt:% tsint ;etcost—i-C —xsinlnm— %xcoslna:—i—C’
$2 2
D[ e de = B
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Az Emlékeztets szerlnt erdemes az £ = sint helyettesitést alkalmazni. Ekkor x = 3sint,

dx = 3costdt és t = arcsin § (a helyettesités utan a d) feladat modszerét alkalmazzuk).

2 de = 1 [990%03costdt = 3 [sin®tdt = 3 [182qt = 3t — sin2t + O =

1_(§>2 cost

3 arcsin % — % sin (2 arcsin ) +C

) [VA—a2de=2[/1 —(5) dx

Legyen § = sint. Ekkor x = 2sint, dv = 2costdt, t = arcsin 3.

2f\/1— 5 Ydr = 2 [cost-2costdt =4 [cos®tdt =2 [1+ cos2tdt = 2t +sin2t + C =
2 arcsin 3 + sin (2 arcsin —) +C
k) Legyen VT =t, amib6l x = 2, dx = 2t dt és
e :ftfjtdt:f%dtzzlnu—1\+0=21n|\/§—1|+0
1) Mivel ezen trigonometrikus fiiggvényre nem alkalmazhatoak az eddigi modszerek, az

ol

Emlékeztet6 szerint most a ¢t = tg3 helyettesitéssel érdemes lehet probalkozni. A
képletgyijtemény szerint ilyenkor sinx = 1-2&2 Mésrészt ha t = tg 3, akkor x = 2arctgt

és dv = 125 dt. Tgy smx:flm T dt= [{dt=Mn[t|+C =In|tgs|+C

m) Vegyiik észre, hogy (2?)" = 2z. Legyen most 22 = t, amibdl 2z dz = dt. Végezziik el a

helyettesitést:
f 2edr dt

_ 3 _ . 2
Tt = J i = arcsint + C = arcsinz® + C

. Keressiik meg a primitiv fliiggvényeket.
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Megoldas a) El6szor polinomosztast végziink: W =2r—4+ _3””+1. A maradékbol

ad6do tort egy els6fokt és egy mésodfokd polinom hanyadosa, igy a tanult lepesekkel tudjuk
integralni.
2z —4+ 79;32%;1 dr = 2* —4x—§fx2+1 de + [ = pa de = 2* — 4z — 3In|2? + 1| + arctgz + C

b) Mivel a nevez6 foka kisebb, mint a szamlalo foka, nem kell elosztani a kettét. A nevezd

szorzattd van bontva, igy parcidlis tortekre bontassal kezdjiik. Az integrandust :p%z + ﬁ

alakban fogjuk felirni, ahol A, B € R. A feladatunk meghatarozni A, B értékét gy, hogy a
fenti kifejezés egyenls legyen az integrandussal. Ehhez a szétbontott alakot az integrandushoz
hasonlo alakra hozzuk:

A(z+2)+B Az+(2A+B . . _ ,
x+2 + (z+2) = (éiz); = “&&2; ). Ez a tért akkor egyenlé az (;1—222 torttel, ha a
szamlalokban szerepld kiilonb6z§ xz-hatvanyok egylitthatéi paronként egyenlsk, azaz A =1 és

2A+ B = —2. Az igy kapott egyenletrendszer megoldasa A =1¢é B = —4, tehat (f+22) =

#2 ($+2)2 Azaz az integral f A 2 sdr = [ =5 — $+2 sdr =In|z+2| — 4(”2) +C
c¢) Ennél a fuggvenynel 1s a parmahs tortekre bontassal kezdhetjuk:
x2—x42 + B4 C _ A(z—2)(z—3)+B(z—1)(x—3)+C(x—1)(x—2)
(z—1)(z—2)(z— 3) x— 2 x 3 (z—1)(z—2)(z—3)
A két tort akkor egyenlo, haz?—2+2=A(x—-2)(x—3)+B(z—1)(z—3)+C(z—1)(x—2). Ttt




viszont, ha fennall az egyenlGség, = helyett tetszéleges valos szamot behelyettesitve mindkét
oldalba ugyanazt a mennyiséget kapjuk. Héarom tetsz6leges szamot behelyettesitve harom
egyenletet kapunk, melyekb&l A, B, C' értéke altalaban meghatarozhat6. Helyettesitsiik be a
nevez6 gyokeit: x = 1 esetén 2 = 2A, x = 2 esetén 4 = —B, x = 3 esetén 8 = 2C. Ezen

egyenletek megoldasa A =1, B —4 és ' = 4. Most mar elvégezhetjiik az integralast.
CCQ—Z'
d) Bontsuk szorzatta a nevezot. A masodfoka kifejezés gyokei —1 és 3, azaz
2 - 92x —3 = (v + 1)(xz — 3). A tortet most mar parcidlis tortekre bonthatjuk.
T— z—3)+B(z+1
m%%jzzml+——:'iﬂgiil Azaz 52 — 3 = A(z — 3) + B(z + 1). Behe-

lyettesitve x = —1-et és z = 3-at, azt f{apjuk hogy —8 = —4A és 12 = 4B, amibsl A = 2 és
B =3.
[l ode= [ 2+ 2 de=2In|z+ 1|+ 3|z - 3|+ C

z2—22—3 z+1

e) Polinomosztassal %

=2z + >3~ Innen d) alapjan

227 — 4a? — 1z — 3
/ ’ 5 x2 x3 dx = 1* +21n\:v+1\+31n]a:—3]+0
x? — 2z —

f)y A nevez6 szorzatté bontva z? + 62z + 9 = (z + 3)%.  Parcialis tortekre bontunk.
(5:35)2 = z+3 + (m+3) = A(éi%);B. Behelyettesitve a szamlalokba © = —3-at és x = 0-t azt

kapjuk, hogy B=2és3A+ B =5 azaz A = 1.
[ dx:fx+3+x+3 dr = In |z + 3| + 22— e

2246249
g) Mivel a masodfoku klfeJezesnek nincsenek gyokei, a nevez&t nem lehet szorzattd bontani.

Igy a tanult modszerrel integralhatjuk:
2043 o iBz—4)+4 1 Ru—4 4 1 2
41274Z+10 dr = | i dr = 1) e do + f i 4T = ;Infda® — 4z + 10| +
4‘[ch _—h'l|4£L' —4$+10|+ deQI_IIHVLZL‘ —4$+10|+4%+C

h) Parcialis tortekre bontést alkalmazunk.

1 _ A + B + Cz+D _ A(z—1)(224+1)+B(224+1)+(Cxz+D)(z—1)?
(z—1)2(z%+1) z—1 (z—1)2 z2+1 (z—1)2(z2+1)
(A+C)234+(—A+B—2C+D)x?+(A+C—2D)z+(—A+B+D) amib6l A+ C = 0. A+ B—20C+D = 0

@17 +1)
A+C—-2D =0¢és —A+ B+ D = 1. Az egyenletrendszer megoldasa A = —% =—-B=-C
és D =0. Azaz ) )

[ — 2 2 3 (z—1
| e dr = -ttt Fade = —gllr — 1] +3 1

+ilnjz?+ 1|+ C

i) Most polinomosztéssal kezdjiik: s = 22 —x+3+ xﬁﬁg. A nevezc’i szorzatta bontéasa:
9 . c e e . _5x46 B __ A(z+2)+B(z-1)
1*+x—2= (r—1)(z+2). Parcidlis tortekre bontunk: —=7"5 = ;55 + == D@t

A szémlalc’)kba x = l-et és x = —2-t helyettesitve 1 = 34 és 16 = —3B, amibsl A = % és
B = —=. Az integralas:

/ 2+$ 2d:)3—f:v —r+ 3+ 13 —ﬂ;’dx—“;)—3—§+3$+§ln|x—1|—%ln|x+2|+0




