FELADATMEGOLDASOK AZ Al (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23/6sz, 9. hét

1. Egy téglalap alakt, 1 x 2 méteres kartonpapirbol feliill nyitott, téglalap alakt dobozt
hajtogatunk tgy, hogy a papir négy sarkibol négy egybevagd négyzetet vagunk ki, majd
felhajtjuk a doboz oldalait. Mekkora négyzeteket kell kivagnunk, hogy a doboz térfogata
maximalis legyen?

Megoldas Jeldlje a kivagott négyzetek oldalat méterben x. Ekkor a doboz alapjanak élei
2 — 21 és 1 — 2z, a magassaga x. Igy a térfogata V = (2 — 22)(1 — 22)r = 4% — 622 + 22,
ahol 0 < z < 3. A térfogatnak akkor lehet lokalis szélsGértéke, ha V'(z) 0, azaz
122% — 122 + 2 = 0. Ezen egyenlet megoldésa\ifx = % Vegyiik észre, hogy az x = %g
3—v/3

6

eset fizikailag értelmetlen, igy marad az x = megoldas. Megvizsgéaljuk a derivalt elGjelét,

illetve a térfogat monotonitasat.

O<az<3| 328 38 oL
V'(x) + 0 —
V(z) 0 lok. max. 1

A fiiggvény monotonitasabol az is lathaté, hogy a talalt lokdlis maximum egyben az egész
fliggvény maximuma is, azaz abszolit maximum. Tehat a valasz: %?’ méter oldala
négyzeteket kell kivagnunk.

. Egy épiils atlétikapalyan két parhuzamos egyenes szakaszbol és az 6ket 6sszekots félkorivekbdl
all a futopalya. Hogyan kell kialakitani a palya alakjat, hogy a futopalya hossza 400 méter
legyen, és a lehet6 legnagyobb teriiletii téglalap alaku focipalya férjen el a belsejében?

Megoldas Jelolje = és y a focipalya két oldalhosszdt méterben tgy, hogy y jeldli azon
oldalak hosszat, melyek részei a futopalyanak is. Ekkor a feltételek szerint 2y + xm = 400.
Mésrészt a focipalya teriilete T = zy. A feltételiinkbdl kifejezve y-t y = 200 — Fx adodik, igy
T ==x (200 — gx) = 200z — gxz. Ennek a kifejezésnek keressiik a maximuméat az x,y > 0
feltételek mellett, azaz a 0 < z < 29 intervallumon. A teriilet lokalis szélsGértékeit a
T'(x) = 0 feltétel mellett kereshetjiik. Mivel T"(x) = 200 — 7z, igy az egyetlen lehetséges
lokalis szélsGértékhely x = 22—0. Megvizsgalva a derivalt elGjelét és T' monotonitasat:

0<z<2® 200 MW g <10
T'(x) + 0 -
T(x) T lok. max. i)

A fiiggvény monotonitédsa miatt az x = 22—0 helyen a fiiggvénynek abszolit maximuma is van.
A focipélya teriiletének maximuma: T = 2222 m?.

. A Populista Part vezetGje tudja, hogy ha hatalomra keriilése esetére a bérek x-szeresére valo
ndvelését fgéri meg, akkor a szavazok 30(x—1)? szazaléka nem fog hinni neki, viszont a maradék
szavazok 50(z — 1) szézaléka a partra fog szavazni. Hanyszoros bérnévekedést kell igérnie, hogy
a lehetd legtobb szavazatot kapja?

Megoldas Ha a Populista Part vezetGje z-szeres bérndvekedést fgér, akkor 30(z — 1)2
szazalék, tehat az emberek 0,3(z — 1)? hanyada nem fog hinni neki. A maradék az Gsszes
ember 1 — 0,3(z — 1) hanyada. Ezek 50(x — 1) szézaléka, azaz 0,5(x — 1)-szerese fog a
partra szavazni. Tehat a partra leadott szavazatok szama a teljes (szavazoképes) népesség
(1-0,3(x — 1)) - 0,5(x — 1) szerese. Legyen f(x) (1-0,3(x —1)2) - 0,5(x — 1)



—0,152% + 0,452 + 0,05z — 0,35. Ekkor f'(zx) = —0,452% + 0,9z + 0,05. Az f'(z) = 0
egyenlet megoldasai x12 = 1+ @. FeltételezhetGen a bérek negativ szdmszorosara valtozasat
kizarhatjuk (azaz x > 0 feltehetd), igy egyediil az x = 1+ @ gyOk johet szamba. A tablazat:

O<a<1+Y0| 14900 1410y
f'(z) + 0 -
f(x) T lok. max. i}

A fiiggvénynek most is abszolut maximuma van, igy a legtobb szavazat begytjtéséhez
(1 + @)—szoros bérnovekedést kell igérni.

4. Egy derékszogi haromszog atfogdja 10 cm. Maximum mennyi lehet a teriilete?

Megoldas Legyen a haromszog két befogdja 0 < z,y < 10. Ekkor a Pitagorasz-tétel alapjan
2 + y* = 100, azaz y = /100 — 2. A haromszog teriilete 7 = % = %m\/IOO—xQ. A
fiiggvény lehetséges lokalis szélsGértéke a T'(z) = 0 egyenlet megoldasai. Most T"(z) =

LV100 — 22 + a - 1 (100 — 22) 7% (—22) = 00ge A kifejezés gybkei z = +£5v/2, amibgl

fizikailag csak x = 5v/2 lehetséges. A tablazat:

0<x<5/2| 52 5V2 <z < 10
T'(x) + 0
T(x) 0 lok. max. {

A monotonitasi tulajdonsagok miatt az © = 5v/2 helyen a teriiletnek abszolit maximuma
is van. Tehét a teriilet x = y = 5v/2 esetén maximalis, és maximalis értéke T.. = 25.
Megjegyezziik, hogy a feladatra egy geometriai megoldés is adhato, ha észrevessziik, hogy a
derékszogs haromszog harmadik csticsa rajta van az atfogd Thalesz-korén, és megprobaljuk az
atfogdhoz tartoz6 magassagot maximalizalni.

5. Egy egyenes korkup alapkorének a sugara 2 méter, magassaga 5 méter. Hatarozzuk meg a
kapba irhaté maximalis térfogati henger adatait!

Megoldas Legyen a henger alapkorének sugara r, magassaga m. Vegyiik észre, hogy ha a
kupot és a hengert elmetsziik egy a tengelyiiket tartalmazoé sikkal, akkor a sik a kupot, és a
kapnak a hengeren kiviili, a kip csiicsahoz kozelebbi részét hasonlé hdromszogekben metszi.

Ezen haromszogek megfelel6 oldalainak aranyéra az g = 5;’” Ossszefiiggés adodik, amibdl
r=2— 22 A henger térfogata V = r?rm = (2 — 25’)”)2m7r = 3Im® — m? + 4wm. Ekkor
V'(m) = 122—5“7712 — wT”m + 47, melynek gyokei m =5 és m = g Mivel geometriai okok miatt

0 <m < b, igy ezek koziil csak az m = % lehet lokalis szélsGértékhely. A tablazat:

0<m<?2 2 2<m<b
V'(m) + 0 —
V(m) 0 absz. max. l
Igy a maximalis térfogati henger adatai: m = g méter, r = % méter.

61 Magyarorszagon a teljes lakossag 1 év alatt dsszesen 103 forintnyi jovedelmet kap. Tudjuk,
hogy ha a keresetek (100y)%-at kéne jovedelemadoként befizetni, akkor a lakossag a befizetend
ado (100y%)%-at elcsalna (nem fizetné be). Tlyen feltételek mellett mekkorara kéne az
adokulcsot allitani, hogy a lehetd legtobb pénz folyjon be?



Megoldas A feladat szovege szerint (100y)%-os (azaz y arany) adokules mellett a lakossag a
befizetends ado y3-szorosit elcsalnd, azaz a befizetett ado az osszes jovedelem 100y (1 — 3°) %-
a lenne. Mivel az Osszes jovedelem a feladat szdvegében rogzitett (102 forint), igy elég az
fly) = y — y* fiiggvény maximumhelyét megkeresni a 0 < y < 1 feltétel mellett. Ehhez az
f'(y) = 1 — 49? kifejezés gyokeit keressiik meg: y = \/Lz. A tablazat:

O0<y< % % % <m<1
f'(y) + 0 -
fly) 0 absz. max. i}

Azaz a befizetett ado 192%-os, azaz kb. 62,996%-o0s adokulcs esetén lesz maximalis.
va

7" Egy egyenl$ szari trapéz két szara és az alapja 1cm hosszi. Hogyan kell megvélasztani a

szaraknak az alappal bezéart szogét, hogy a teriilete maximalis legyen?

Megoldas Az ébra jeldléseit hasznaljuk. Ekkor 3 < a < 7, ellenkezs esetben ugyanis nem
kapunk trapézt.

1

Hizzuk meg a trapéz magassagat az alap valamelyik csticsdbol. Ez egy olyan derékszogit

haromszoget metsz le a trapézbol, melynek atfogoja 1, és a két hegyesszoge a — 5 és m — o

igy a haromszog két befogoja cos(m — a) = —cosa és sin(m — o) = sina. Ezek segitségével
felirhatoak a trapéz hidnyz6 adatai, a magassiga sin a, az ismeretlen oldalhossza 1 — 2 cos a.
A trapéz teriilete igy T(a) = Msina = sina — sinacosa. Ennek derivaltja
T'(a) = cosa — cos?>a + sin®a = —2cos’a + cosa + 1. A T'(a) = 0 egyenlet megoldasai
cosa = —% és cosa = 1. Ebbdl a vizsgalt intervallumon csak o = %” lesz a megoldas. A
tablazat:

I<a<®
T' (o) +
T(«) 0 absz. max. {

Azaz a trapéz teriilete 2%, vagyis 120°-0s szognél lesz maximalis.
3 gy g

%’r<a<7r

okl

8™ Lenke elhatarozta, hogy feltolti a 10000 literes iszomedencéjét, melyhez a vizet a kozeli kutrol

fogja vodorrel hordani. TetszGlegesen nagy vodrdt valaszthat a munkdhoz, de tudja, hogy ha
egy forduloban [ liter vizet hoz, akkor a fordulé 64 + [ masodpercig fog tartani. Hogyan
valassza meg [ értékét, hogy a lehetd leggyorsabban végezzen?

Megoldas Ha Lenke [ liter vizet hoz egy forduléval, akkor @ fordulora lesz sziikség.
Minthogy egy fordulé 64 + > masodpercig tart, igy a hordashoz sziikséges Gsszes id6 ebben az
esetben (1) = 1299 . (64 + %) = M9 4100001 (az utolso forduld okozta eltérést figyelmen
kiviil hagyjuk). A lehetséges lokalis szélsGértékhelyek a /(1) = 0, azaz a —64?# + 10000 = 0

egyenlet megoldasai, ami [ = 8. A tablazat:

0<l<8 8 8 <
(1) — 0 +
t(l) i} absz. min. | 1

gy a vizhordas 8 liter nagysagt vodorrel tart a legrévidebb ideig.



9" Roland elhatérozza, hogy kifesti a szobajat. Persze ehhez el6bb a butorokat tobbé-kevésbé
Ossze kell tologatnia, hogy mindeniitt hozzaférjen a falhoz. Roland tudja, hogy ha ¢ 6rat fordit
a butorok Osszetologatasara, akkor a festéssel 10(1 + 1/t) ora alatt végez, viszont a festés utan
megint ¢ orat vesz igénybe a buitorok eredeti helyzetbe vald allitasa. Hogyan kell t értékét
megvalasztania, hogy a lehet leghamarabb legyen kész?

Megoldas A feltételek szerint a festésre és a pakolasra forditott id6 Osszege ordban T =
2t +10 (1 + 1), ha t orat forditott pakolasra. Ekkor T'(t) = 2 — 3. A T'(t) = 0 egyenlet
egyetlen megoldasa t = v/5. A tablazat:

V5

Vb <t

0<t<+5b

0

1

Vagyis /5 6rat érdemes a pakolassal tolteni.

absz. min.

+
T

10" Egy hajo lizemeltetési koltségeit a flitGanyag-fogyasztas és egyéb kiadasok képezik. Az éranként
felhasznalt fiitGanyag A értéke fiigg a sebességtdl; az dsszefiiggést az A = 0,03 - v3 képlet fejezi
ki, ahol v (km/h) a sebesség; az egyéb kiadasok B forintot tesznek ki. Hatarozzuk meg, milyen
sebességgel haladjon a hajo, hogy a kilométerenkénti koltség a lehetd legkisebb legyen. (Vegyiik
B-t pl. 480 Ft-nak.)

Megoldas Ha v > 0 a hajo sebessége, az érankénti 6sszkoltség forintban 0,03 - v3 4-480. Egy
ora alatt a hajo v km-t tesz meg, igy a kilométerenkénti 6sszkoltség C' = 0,03 - v% + {J@. Ekkor
C’'(v) = 0,060 — 2 melynek egyetlen gyoke v = 20. A tablazat:

0<v<20 20 20 <w
C'(v) - 0 +
C(v) { absz. min. 0

Tgy akkor lesz a kilométerenkénti koltség minimalis, ha 20 km /h-s sebességgel halad a hajo.

11" Két egymast merGlegesen metszé folyosd szélessége 2,4 m, illetve 1,6 m. Mekkora az a
leghosszabb 1étra, amelyet (vizszintes helyzetben) az egyik folyosorol a méasikra at lehet vinni?

Megoldas A {6 észrevételiink az lesz, hogy a leghosszabb létra hossza, amelyiket az egyik
folyosorol a masikra at lehet vinni, megegyezik az abran lathato, a vizszintessel o szoget bezard
szakaszok hosszanak minimumaéaval 0 < o < 7 esetén. Ez lesz ugyanis a leghosszabb létra, amit
a keresztez6désnél a belsd sarok koriil vizszintesen még éppen el lehet forditani.

Meggondolhato, hogy mivel a két folyosd szélessége 2,4 m és 1,6 m, igy (méterben) az abran
lathato szakasz hossza L(a) = =% + 2L Ennek derivaltja L'(a) = —L8¢sa 4 2dsna

sin o cos a sin? o cos? a




A lehetséges lokalis szélsGértékhelyekre tg® o = % adodik, azaz a vizsgalt intervallumon az

egyetlen megoldés o = arctan {’/g ~~ 41,1398°. A tablazat:

0 < o < arctan f/g arctan \S/g arctan \S/g <a<ig
+

L'(«a) — 0
L(w) i} absz. min. 0

Vagyis a leghosszabb létra, amit a saroknal el lehet forditani, L (arctan C/g) ~ 5,6188 méter
hossz.

12M Egy héazra olyan ablakokat terveznek, amelyeknek also része téglalap alakt, felss része pedig a

téglalapra ill6 féelkor. Egy-egy ablak adott keriilete K. Hogyan kell megvalasztani az ablakok
méreteit, hogy minél tobb fényt engedjenek at?

Megoldas Legyen az ablakok alsé élének hossza z, és a fiigg6leges éleinek hossza y. Igy az
ablakok keriilete K =2y + «x (1 + %), amibdl y = % —x (% + %) Az ablakok altal beengedett
fény az ablakok teriiletével aranyos, igy elég megkeresni ez utébbi mennyiség maximumat. A

teriilet T = zy + :(:2% =z (% -z (% + %)) + Sc2§ = %x — 72 (% + %) A fliggvény derivaltja

T (z) = % — x’TTH. Az egyetlen lehetséges lokalis szélsGértékhely x = 7?—54. Mivel a feltételek
: K K Ry
szerint 0 < x < T = 7?—+2, igy a tablazat:
2K 2K 2K 2K
O<o<3| 74 |z <aps
T'(x) + 0 —
T(x) 0 absz. max. {
Tehat a maximalis fényerdsség eléréséhez az ablakok méreteit x = 5—54 ésy = %—ﬁ—ﬁ (% + %) =

1

—1 /K modon kell megvélasztani.



