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1. Vizsgalja meg monotonitas és korlatossag szempontjabol az alabbi sorozatokat:

_ 3n—2 Wy _ n—4 _ (=~ hf 2

a) ap =573 b) b, = 2= ¢) =5 d)*d, =n*—3n+2

2 _ _ 3(n+1)-2  3p—2 _ (Bn+1)(2n+3)—(3n—2)(2n+5) 13 :
Megoldas a) any1 — an = 2nt1)+3 2043 (2n+5)(2n+3) = e anrsy: Mivel n
pozitiv egész, igy a fenti kifejezés n minden értékére pozitiv, azaz (a,) szigorian névé. Emiatt
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(a,) alulrdl korlatos, és inf(a,) = a1 = 5. Mésrészt, a, = 2,52 = 5 — 35, azaz minden

n-re a, < 32 5, vagyis 5 3 fels6 korlat. Az atalakltasbol az is latszik, hogy ha n elegendGen nagy,
y, tetsz()legesen megkozehtl §—et, azaz sup(a,) = g Megjeqyzések:

o A feliilrdl korlatosségra vonatkozd gondolatmenet kikeriilhets, ha kiszdmoljuk a sorozat

hatarértékét lim a, = %, és észrevessziik, hogy a hatéarérték létezése miatt (a,,) korlatos,
n—oo

és alkalmazzuk azt a tételt, hogy monoton névé és korlatos sorozatnél sup(a,) = lim a, =
n—oo
3

5
e Az a,-re vonatkozo (masodik) atalakitas azt is mutatja, hogy (a,) szigortian nove, igy
ennek felhasznalasaval a megoldas elsé fele elhagyhato.

b) Most b,41 — b, = Z;i - Z;g = m > 0. lIgy (b,) szigorian novs. Azaz
inf(b,) =by = —3ésb, =1— m miatt sup(b,) = 1.

¢) Mivel a sorozat valtakozoé elGjeld, igy nem monoton. Maésrészt, ha n péaros, akkor

Cn = +3 egy szigoruan csokkend, pozitiv szdmok alkotta részsorozat, és ha n paratlan, akkor
Cn = —n+r3 egy negatlv szamok alkotta, szigorian nové részsorozat. Emiatt (c,) korlatos, és
inf(c,) = ¢, = —1, valamint sup(c,) = ¢» = 1.

d) dpi1—d, =2n—2 > 0, de mivel n = 1 esetén a kifejezés 0, igy (d,,) n6v6, de nem szigorian,
amibdl inf(d,) = dy = 0 is kovetkezik. Masrészt d, = (n — 1)(n — 2) a gyoktényezds alak
felhasznalasaval, igy lathatoan (d,,) nem korlatos feliilr6l. Ez utobbi észrevétel igazolhato (d,,)
hatarértékének kiszamolasaval is.

n

2. Hatarozzuk meg a hatarértékeket, és keressiink n. kiisz6bot e-hoz a definici6 alapjan!
3n —1 . n+4 : n—~6

lim —— b 1 lim ————
@) Mm o9 e - o) G
Megoldés a) lim —'—~ — 1 3= hatarérték 2. Most 1 > 0
egoldas im ——— im = - rérték =. n
g a Jm o9 7HOO4+% p 2zaz a hatérérték § ost legyen ¢
tetszéleges, és oldjuk meg a 55;919 — §| < ¢ egyenlGtlenséget n-re. Ebbdl, a megfelelg

algebrai atalakitasokat elvégezve rendre a —m e o

egyenlGtlenségeket kapjuk. A konvergens sorozat elGadason szerepld definicioja alapjan igy pl.

‘<€ 0L 4p 4 99 gg 301=3%e

az n. = % valasztés megfeleld.
. Tn+4 o 7+4 7 ,
b) Most lim = lim 2 = —. Legyen ¢ > 0 tetszGleges, és oldjuk meg a
1 8 g g
% — g‘ < ¢ egyenlGtlenséget. Ennek megoldasa % < n, azaz az n. = % valasztas
megfeleld.
1_ 6
¢) A hatarérték lim 2 ’fg = 0. Vizsgaljuk meg a szokasos |%"2—1616‘ < ¢ egyenlGtlenséget,
n—oo

n2
ahol € > 0 tetsz6leges. ElGszor is, kossiik ki, hogy n > 6: mivel mi minden e-ra elegendGen
nagy megoldasokat akarunk csak keresni, az nem lényeges szamunkra, hogy az n = 1,2,3,4,5
értékek megoldasok-e. A kikotésiink eredményeképpen a bal oldali tért nem lehet negativ, azaz



az abszolat érték elhagyhato, melybdl a 0 < 6en? — n + 6 — 16e masodfoka egyenlStlenséget
kapjuk. Ennek megoldasa az n > HASMIEEISIE vy0y 57 gy <« IVIZHMEESBE ooven]stlensaget
kielégitG n értékek. Mivel mi n > n. alaki megoldasokat keresiink, az elsé feltételt hasznaljuk

n. megadasahoz. Minthogy kikotottiik az n > 6 feltételt, ezt is garantalnunk kell, igy az

v 1—144¢+384¢2
12¢

értékekre eléfordulhat, hogy 1 — 144e + 384c? negativ, azaz az n.-ra adott valasztasunk
értelmetlen. Mivel elegendGen kicsi € esetén 1 — 144¢ + 38422 > 0 mindig teljesiil, igy ezekben
az esetekben a kiiszobdt valaszthatjuk valamelyik elegend&en kicsi e-hoz tartozo6 kiiszobnek.

ne = max{G, Lt } valasztast tudjuk tenni. Megjegyezziik, hogy bizonyos ¢ > 0

3™ Lenkétol vizsgan megkérdezik a sorozat konvergenciajanak fogalmat. Ezt véilaszolja:
Az a, sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik olyan a szam, amelyhez a,, egyre kozelebb
keriil.” Meg fog bukni?
Lenke az ismételt vizsgan is ugyanezt a kérdést kapja. Most igy felel:
+Az a, sorozat pontosan akkor tart a-hoz, ha |a, — a| tart 0-hoz.” Most atmegy?

. . 1+(—)" . s . .
Megoldas Baraza, = % sorozat konvergens és hatarértéke nulla, a fenti sorozat elemei

nem keriilnek egyre kozelebb nulldhoz. Azaz az elsé allitds hamis. Masrészt, az el6adason
elhangzottak alapjan |a, — a| pontosan akkor tart nullihoz, ha a, — a tart nullidhoz. Igy a
mésodik allitas kovetkezik a hatarértékre vonatkozoé miveleti azonossagokbol és a konstans
sorozat hatarértékébol, azaz az allitas igaz. (Ami a feladatban szerepls kérdéseket illeti, az
els6 vizsgan Lenke feltehetGen meghukott, mert megismételte a vizsgat. Az, hogy masodszor
atmegy-e, természetesen attol is fiigg, hogy a tobbi kérdésre milyen valaszt ad.)

4. A gonosz varazslo minden nap arannyd valtoztatja a Foldon 1év6 vizmennyiség felét. Mennyi
id6 mulva csokken a vizkészlet 1 poharnyi ala? (A Féldén kb. 1386 - 10° km? viz van.)
" Mennyi id6 milva marad csak 1 vizmolekula?

Megoldas Jelolje a, az n-edik nap (végén) mért vizmennyiséget literben. Mivel egy 1
km? = 102 dm?® = 10'% 1, igy a feltételek szerint aq = 1386 - 10'® = 1,386 - 10?'. Ha minden
nap az aznapi vizmennyiség felére csokken, akkor a, = g7. Szamoljunk egy 2 dl-es poharral.
Ekkor az a, < 0,2 egyenl6tlenséget kell megoldanunk, melynek megoldésa n > 73. Igy a 73.
nap végén lesz el6szor a vizmennyiség egy pohér viznél kevesebb. Jelolje most b, az n-edik
nap végén mért vizmennyiséget a vizmolekuldk szamaban. Mivel 1 liter viz kb. 3,35 - 10%
vizmolekulabol all (ez kiszamolhato a 1 liter viz és egy mol viz témegébdl), b, = %, ahol

bo = 4,64 -10%. A b, < 1 egyenlStlenség megoldasabol n > 155 adodik, azaz a 156. nap végén
lesz 1 vizmolekula.

5. Szamoljuk ki a hatarértékeket:

on! . n®—216n%+n—2
a) lim b) lim
n—oco 1 + n=2 n—oo —n8 + 500n* + 86
) n? 4+ 18n!8 d) 2" + 82n*7 4- 23610
m——- im
n—oo 8n?? — 4n? n—oo —14n?° 4 2n8 + 3
"+ 401 402 !
e) lirn5 + 401n + 40 f) lim —(n—i— )
n—oo 22" 4+ — 88 n—oo (5 — 2n)n!
g) lim (\/4n “3-Vn+t 9) h) lim <\/2n2 Y Bn—3— 22— n>
n—oo n—oo
.. 25n!4+n%
i) lim ———



-1
n 0
Megoldas a) lim = =0, mivel £ — 0, &s 1.1 — 0 a szorzatokra vonatkozo
. n_>001_|_.n—2 1+0 n n o n
miiveleti azonossagok miatt.
. n®=2l6n*+n-2  nP(1-F4+ L -2y 14 L2
b) lim = lim B oy = lim & v = 0,
n—oo —n8 + 5000t +86  noo n8 (—1+5007 +35)  nooond (=14 500-F + 59)

felhasznalva, hogy ,,—— = 0.

22 18 18 1
¢) Az el6z6 feladatban szerepld atalakitasokkal lim nmen —.
n—oo 8n?? —4n? 8

23610
27482147 423610 __ 2n 1+82*5n +
d) Most lim Ty, = lm (o S22

. . n
oo, mivel lim 2 = oo.

1 - - 3
n—o00 n—o00 —14+2 47+ 55 25 n—oo ™

5" + 401 402
e) Az el6z6 feladat atalakitasaival lim A = 0.
n—oo 22" +n — 88

f) nh_)rgo (5(?;3;, = nll_)rlolo = 2 L igy az eddigiekhez hasonloan kihozhato, hogy a hatarérték —s
g) lim (\/4n—3—\/n+9>zlim< (\/4———\/1+ ))—oo
n—oo n—oo
h) A nevezd gyéktelenitésével nh_}rgo (\/Qn2 +5n—3—+v2n?—n) = nh_)r{)lo \/2n2+5:"3i\/2n27n =
6 _ 3V2
nh—>r£>lo \/2+———2+\/2—_— 22 2
25n! +n?

i) lim =0, a d) és e) feladathoz hasonloan levezetve.
n—oo  2Hn™

6. Tgaz? Hamis?

a) ha a, — a, akkor a? — a?
b) ha a? — a?, akkor a, — a
¢) haa, >0 és b, — oo, akkor a,b, — oo

Megoldas a) Igaz, kovetkezik a hatarérték miveleti azonossagaibol.
b) Hamis, ellenpélda ra pl. az a,, = (—1)" sorozat, vagy akar az a,, = 1 sorozat a = —1 esetén.
¢) Hamis, legyen pl. a, = % és b, = n.

7 Szamold ki a kovetkezd hatarértékeket:

2/3 4 8nV3 12 244
n?3 4+ 8nV3 4+ \/n + b)hmn+

n—oo 2073 — 1
log;o(n?) + 3

a) lm 7

9¢/n — 3v2n + 1

lim d) i
C) nlﬁ\oo \/_ + V3n ) TLEEO logg(n) —1
e) lim w f) lim T+n’+7
n—oo N2 — 3n2 n—oo 227 4 (2n)2 + 2
g) lim (\/n4 +2n — n2) h) lim (\/713 —3n+3—Vn3+123n2 — 1>
n—oo n— o0
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1\/Iegoldé1s2 a) 7}520 n +n2n+ 5;__\/75 ts 0
“+4
b) lim R =—4

n—oo 2n=3 — 1
— 2 1 —3v2
&) lim 9¢n—3v2n+1 _ :3\/‘:_[6
n—o00 \/_+1/37L \/g
Q) lim 80) +3 2
n—oo logg(n) —1  logy 10
32n n
o) lim 2t
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1 =
n—oo 220 + (2n)% 4 2

2n
lim (\/714 +2n — n2> = lim = lim ——
g) n—00 nﬁ\oo,/n4+2n_|_n2 n—00 /1_|_2'+1

h) A nevez gyoktelenitéséhez itt az a® — b> = (a — b)(a® + ab + b?) azonossagot hasznaljuk fel.
lim (v/n® —3n+3—v/n*+123n2 — 1) = lim —123n2—3n44
n—oo s . n—00
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