FELADATMEGOLDASOK AZ Al (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23/6sz, 2. hét

1. Abrazoljuk a komplex szamsikon a kovetkezé halmazokat:

a) {zeC : |z] =2} b) {z€C : |z|] < -2} c) {zeC : |z-3]>2}

d) {z€eC : |z4+id>]z—2|} e) {z€C : Imz >3} f) {zreC : Im(z+1) > Rez}
g) {z€C : Imz? = (Im2)?} h){zeC : |z+2i| =7} i {zeC : |z+1i >z}
j)*{z€C : Imz > Rez} k{zeC : —=3>Rez>0} 1){zeC : z2=7z}

Megoldas a) Keressiik a megoldasokat z = = + iy, x,y € R alakban. Ezt behelyettesitve
kapjuk a /22 + 92 = 2, azaz az x° + y? = 4 egyenletet. Ez egy origd kdzéppontt, 2 sugari
kérvonal egyenlete.

b) A fenti modszert alkalmazva azt kapjuk, hogy nincs megoldas.

¢) A megoldas egy 3 (azaz (3,0)) kézépponti, 2 sugari kérvonalon kiviil levs sikrész, melyhez
maga a korvonal nem tartozik hozza.

d) Vegyiik észre, hogy |z + i| éppen z-nek és (—i)-nek a tavolsdga. Hasonloan |z — 2| z
és 2 tavolsaga. A két tavolsag a —i és 2 pontokat Osszekotd felezémerdlegesén egyenls, és
az egyenlGtlenség az &altala meghatarozta, 2-t tartalmazo zart félsik pontjaira teljesiil. A
felezémerdleges egyenlete: 4z 4 2y = 3.

e) Ha z = x + iy, z,y € R, akkor az egyenlStlenség y > 3, ami az y = 3 egyenes altal
meghatarozta "fels¢” nyilt félsik egyenlete.

f) A megoldas az © = y egyenletii egyenes hatéarolta "felss” zart félsik.

g) Ha z = z + 1y, z,y € R, akkor az egyenlet 2y = 3, aminek a megoldésa az y = 0 ¢és a
2z = y egyenlet egyenesek unioja.

h) A megoldas a —2i kézépponti, 7 sugari korvonal.

i) A —i és 0 pontokat Osszekots szakasz felezGmerdlegese altal hatarolt, 0-t tartalmazd zart
felsik.

j) Az y = x egyenes altal hatéarolt "felss” zart félsik.

k) Lehetetlen feltétel, nincs megoldas.

1) Ha z = = + iy, z,y € R, akkor a feltétel y = O-ra redukalodik, azaz a megoldas a valos
tengely.

2. Mi lehet z, ha...
a) z—z=3,Imz=2 b) 22—z=1
c) |z|+z=1—1 dy*argz =3n/4, Rez =5
e)*Rez=Imz, |z —2|=3

Megoldas a) Ha z = a+1ib, a,b € R, akkor az elsg feltétel —2bi = 3, ami semmilyen komplex
szamra nem teljesiil, igy nincs megoldés.

b) Ha 2 = a + ib, a,b € R, akkor az egyenlet: a® — b? + 2abi — a + bi = 1. Két komplex
szam akkor egyenld, ha a valos és képzetes résziik is egyenld, igy ez az egyenlet atirhatd az

a? —b* —a =1 és 2ab+ b = 0 egyenletrendszerre. Ebbdl a megoldasok: b = 0 és a = %5,
azaz z = %5

¢) Ha z = a 4+ ib, a,b € R, akkor az egyenlet va? + b?> + a+ bi = 1 —i. A b)-hez hasonloan
megoldva ebb6l b = —1 és a = 0 adodik, azaz z = —z.
d) Legyen r = |z|. A fenti egyenletek alapjan rcos 3T = 5 amib6l r = —5v/2. Mivel egy

komplex szam abszolit értéke egy nemnegativ valos szam nincs a feltételeket kielégité komplex

szam.
e) Ha z = a +ib, a,b € R, akkor a fenti feltételekbsl a = b és \/(a — 2)%2 + b?> = 3 adodik.



Ebbél a 2a%2 —4a—5 = 0 egyenletet kapjuk, melynek megoldisa a = HT V11 - Azaz a megoldasok:
_ 2414 ‘
ZLQ = 5 (1 + Z).

. Irjuk a kévetkezé komplex szamokat algebrai vagy trigonometrikus alakba alakba! (A
gyokjelek a b) jeld feladat kivételével komplex gyGkvonéast jelentenek.)

a) (1 —4)%7 b) (1 —iv3)"* =3 ¢) V1 d)

e 209 0% g (<1 — i) 45000 )

2
-

—_

—1

Megoldas a) A megoldas:

(1 — )% = (V2(cos(—%) +isin (—%)))997 = (\/5)997 (cos =2 4 jsin =H7TT) =
2498\/_ (COS 2T 4 ¢sin 3”) = 498 4 9498;
b) (1 — 7,\/_)14 3 = (2(cos (—%) + isin (—%)))14 — 3 = 16384 (cos i +isin %) — 3 =
—8195 — i8182+/3.

¢) V1= \/ 1(cos 0 +isin0). A gyokvonas képletét alkalmazva az alabbi megoldéasokat kapjuk:

1(cosO+isin0) =1, 1(cosZ +isinZ) =4, 1 (cosm +isinm) = —1, 1 (cos 3 +isin &) = —i.

d) v-8 = \/8 cos——i—zsm 37”) A gyokvonas képletét alkalmazva a megoldasok:

Q(Cos—+281n )—21 2(005——#25111%”):—\/g—i,Z(cosu—”—l—zsmu—”) —1—\/_—2
) 42009 _ (z )502 — 1502,

e i=i.
f) \iﬁ = ——————. A gyokvonas képlete alapjan erre két megoldast kapunk:
1<cos Z +isin E)
1 o o \/i \/i ..
W Ccos — —|— 7 8in T =5 = TZ’ illetve

S R _i + V2
cos%r—l—isin?T7T 2 27

g) (=1 — i)™ + 5000 = (V2 (cos X + isin %))2014 + 500 = 297 (cos 2 + isin &) + 5000 =
(500 — 21007 ;.
h) Az f) feladat modszerével a két megoldas: j:\/?i.

. A feladatokban szereplé polinomoknak irjuk fel a gyoktényezds felbontasat!
a) 22 —iz+3+2 b) 2*+1 M3z — iz +3iz+6—1
d)hf 25 . 22

Megoldas a) A gyokképlet alkalmazasaval (és a komplex gyokvonas elvégzésével) felirhato
a gyoktényezds alak. Ennek pontos értéke:

22—i2+3+2i:<z— @—(%— @))(H @—(%—l— @)z)

Kozelitsleg:

2% —iz+ 3+ 2i ~ (2 — 0.532017 + 1.379639:) ( Z+0532017 2.3796391).
b) 24 +1_< 2 _ f)<z+f f)( )<z+§+§z)
c) 32% — iz +3zz—|—6—2—(3—z)(z—z 1—%—1—0@),

oL

)22 —22=2 (23—1)z(z—1)< + 2 —£z> <z+%+‘/7§2>

. Legfeljebb hany nem valés, komplex gyoke lehet egy hetedfoka polinomnak?

Megoldas Tegyiik fel, hogy a polinom egyiitthatoi valos szamok. Ekkor, a tanultak alapjéan,
minden gyok konjugaltja is gyok, tehat minden nem valés, komplex gyok konjugéltjaval egyiitt,
parban jelenik meg a gyokok kozott. Azaz ekkor legfeljebb hat nem valés gyok van. Ha a
polinom egyiitthatoi lehetnek nem valésak, akkor a fenti érv nem alkalmazhato, igy nyugodtan
lehet maximalis szam, azaz hét nem valds gyok is.



6. Egy szabalyos hatszog kozéppontja 3 4 24, egyik csticsa 2 + 4. Irjuk fel a tobbi csticsat!

Megoldas A kozéppontbol a megadott csicsba mutatod vektor a (2+4) — (34 2i) = —1—14
vektor. A tobbi csticsba mutato vektort megkaphatjuk gy, hogy ezen vektort rendre Z-mal
elforgatjuk. A komplex szamok szorzésképlete alapjan ez a forgatas elvégezhets tgy, hogy az
f=1 (cos% + 7 sin %) = %—i—z%g komplex szdmmal szorzunk. Azaz a kézéppontbol a csiicsokba

mutat6 vektorok rendre (—1 —1) (% + 2\/7§> = ‘/‘;’2_1 —z'1+2‘/§, 1+2*/§ +i*/§’2_1, 1+1, %g +i%§,
14+v3 | ;1-v3 5 i :
— =5 +1i—=. Igy a tobb cstics rendre:

\/§2+5 +,l'3*2\/§, 7+2\/§ +Z'3+2\/§’ 4_|_32, 7*2\/g _|_Z'5+2\/§’ 5*2\/g +Z'5*2\/§.

7" Pistike rondan ir, és nem tudja eldonteni, hogy a fiizetében egy helyen z2, (azaz (2)?) vagy
pedig 272 (azaz (2)7%) 4ll. Van olyan 2 komplex szam, amelyre ez a két szam egyenls?

Megoldas Legyen r = |z|. Ekkor a 2z = r? azonossagot hasznédlva a (2)* = & egyenlGséghél

azt kapjuk, hogy r* = 1, azaz r = 1. Vagyis van olyan komplex szam, melyekre igaz a fenti
egyenlGség, méghozza pontosan az egységnyi abszolut értékid komplex szdmokra.

8" Hol a hiba?  —1=i=i-i=v—1v—1=+/(-D(-1) =v1 1=VIVI= <\/I>2 —1

Megoldas A fenti atalakitasokban szerepls gyokok komplex gy6kvonast kell, hogy jeldljenek,
kiilonben a kifejezések egy része nem értelmezhets. Ekkor viszont /—1 és /1 kétértéki
kifejezések, /—1 = +i, és /1 = +1, azaz az egyenlGségek a fenti formaban nem igazak.



