FELADATMEGOLDASOK AZ Al (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23/6sz, 1. hét

1. Igy szokés halmazokat definidlni: {z € alaphalmaz | feltételek z-re}. Definidljuk:

a) 1-nél kisebb pozitiv valos szamok halmaza, b) racionélis; irracionalis szamok halmaza,
¢) a négyzetszamok halmaza, d) a maéasodik siknegyed pontjai,

e)" paros szamok halmaza, )" primszamok halmaza,

g)" az egységsugart gombon beliili pontok, h)* harmadfoka polinomok halmaza.

Megoldas a) {reR |z <1}

b) Q, {z€Q|~z€Q}

c){reN|IyeN @@=y}

d) {(z;9) €R* | (z <0) A (y 2 0)}

e){r€Z| el (x=2y)}

f) {r € Z\{0;1; -1} | (r=yzANy€ZNz€Z)= (y=1Vy=—-1Vz=1Vz=—-1)}
g) {(z,y,2) eER3¥ | 2? + 2 + 22 < 1}

h) {az® + b2’ +cx+d|a e R\ {0} AbeERAceERAIER}

2. Legyen A, B és C harom halmaz. Fejezziik ki a
D=A—(A-(B-(B-C))

halmazt az A, B és C halmazokkal, és az unié és metszet miiveletekkel. Ez alapjan dontsiik
el, hogy mivel egyenlé D az alabbi esetekben:

a) a harom halmaz paronként diszjunkt, b) pontosan két diszjunkt van koztiik,
¢ )" nincs koztiik kettd diszjunkt.

Megoldss D = ANANBNBNC=AN(Au(BNBNT))=An(@u(Bn(BUC))).
Masrészt, BN (BUC) = (BNB)U (BNC) = U (BNC) = BN C, é hasonléan
AN(Au(BNC))=AnBnC. Igy a valasz:

a) 0,

b) 0,

¢) elfordulhat, hogy ), de nem feltétleniil.

3. Igazoljuk az alabbi allitasokat teljes indukcioval minden pozitiv egész szamra!

a) Zk"’ 2(rtlZntl) b) zk:n(n!):(k—i-l)!—l

k
)H( ) = £ d) VE <3 % < 2VF, ahol k > 2

i=1 j=1 V7

e)“f%<4t 1 ahol t > 5

—~

Megoldas a) Helyettesitsiink be n = 1-et. Ekkor Z k? =12 =1 = 123 azaz ekkor az 4llitas

igaz. Tegyiik fel, hogy valamely konkrét n értékre teljesul az egyenloseg. Belatjuk, hogy ekkor
a rakovetkezd értékre is igaz, azaz (n + 1)-et helyettesitve is igaz marad az egyenlGség. Azaz

(n+1)(n+2)(2n+3)

n+1
az Z k? = M egyenlGség felhasznalasaval kell levezetniink az > k* = .

k=1

egyenloseget Induljunk ki a bal oldalbol:
n+1

,; k? = (kz:l kQ) +(n+1)? = w+<n+ 1) = (n+1)(n(2n+61)+6(n+1))) _ (n+1)(2¢g2+7n+6) _




(”H)(”?)@M?’), ahol az utolso atalakitasnal a masodfoku kifejezések gyoktényezGs felbontasat

hasznaltuk.

1
b) Most k = 1 esetén Y n(n!) =1-11=1= 2! — 1, azaz az egyenldség teljesiil. Hasonloan az

n=1
k
el6z6 feladathoz, tegytik fel, hogy > n(n!) = (k+1)! — 1, és igazoljuk ennek felhasznélasaval,
n=1

k1
hogy >  n(n!) = (k + 2)! — 1. Kiindulva a bal oldalbol:
n=1

k+1 k

S n(n!) = ( n(n!)) +(k+1)(k4+1)! = (k+1)! =1+ (k+1)(k+1)! = (k+ 14+ 1) (k+1)!—-1 =

n=1 n=1

(k+2)! —1.
1

¢) Most n = 1 esetén [] (1 - ﬁ) =1-% =3 = %, azaz az egyenlGség teljestil.
i=1

Tegyiik fel, hogy valamely konkrét n-re [] (1 — ﬁ) = 22122, és lassuk be, hogy ekkor

i=1

n+1

IT <1 — ﬁ) = =42 Az el6z6 feladatokhoz hasonléan:

i=1

n+1 n

1 _ 1 1 _ nt2 (421 pt2  (mdD)(n43) _ 43
21;[1 (1 - (¢+1)2> - <21;[1 (1 o (i+l)2)) ’ (1 o (n+2)3) T 2n+2 (422 T 242 (n42)2 T 2n+4°
d) Az egyenl6tlenségsorozat k = 2 esetén v/2 < \%—l—\% < 2¢/2, ami némi algebrai atalakitassal

ellenérizhets, hogy igaz. Tegyiik fel, hogy valamilyen konkrét k-ra vk < > \/% < 2Vk teljesiil,
J

k+1
és lassuk be, hogy ekkor vk +1 < > % < 2v'k + 1. Az indukcios feltétel alkalmazasaval azt
j=1

k
=1

k+1 k -
kapjuk, hogy vk + ﬁ < 231 % = 2%) + \/klﬁ < 2k + \/lel Igy elegendd belatni,
= =

hogy vk +1 < Vk + ﬁ, és 2V k + ﬁ < 2k + 1. Az elsG egyenlGtlenség vk + 1-gyel
valo szorzés utdn k+1 = vk -k+1 < y/k(k + 1) + 1 alakra hozhato, ami nyilvan igaz. Mivel
ekvivalens atalakitast végeztiink, az eredeti egyenlGtlenség is teljesiil. Hasonloan igazolhaté a
masodik egyenlGtlenség is.

e) Ha t = 5, akkor az egyenlGtlenség 252 < 256 alaku, azaz teljesiil. Tegyiik fel, hogy valamely

konkrét t-re Ef,—t)); < 471 igaz, és vezessiik le, hogy ekkor % < 4'. Az indukcios feltevés
alkalmazasaval:

(2042)! (20! (2t+1)(2t+2) _1 (2t41)(2t42) 1 22612 1 4 gt

GO = @ @ <4z <4 Ty =4 A=

. A sikot n egyenessel részekre bontottuk.

a) Mutassuk meg, hogy az igy kapott sikrészek két szinnel kiszinezhetSk tgy, hogy az él
mentén érintkezd részek kiilonboz§ szintek.

b Igazoljuk, hogy ha az egyenesek kozott nincsenek parhuzamosak, és mindegyik
- , , 2
metszéspont pontosan két egyeneshez tartozik, akkor a sikrészek szdma “1+2.

Megoldas a) Az allitas n = 0 vagy n = 1 egyenessel valo felbontaskor nyilvan igaz. Tegyiik
fel, hogy akarhogyan van felbontva a sik n egyenessel, a fentiek szerint két szinnel kiszinezhetd.
Tekintsiink egy (n+1) egyenessel valo felbontast. Képzeletben vegyiik ki valamelyik e egyenest.
Most mar csak n egyenesiink van, igy ekkor a stk kiszinezheté tigy két szinnel, hogy az él mentén
érintkezd részek ellentétes szintiek. Rakjuk most vissza a kivett egyenest. Ez az egyenes két
félsikra bontja a sikot. Most azt fogjuk csinélni, hogy az egyik félsikban meghagyjuk az eredeti
szinezést, mig a masikban éppen az ellentétére valtoztatjuk. Belatjuk, hogy ez a szinezés pont jo
lesz. Tekintsiink két él mentén érintkezé tartoméanyt. Ha ezek kozt az ¢l nem az e egyeneshez



tartozik, akkor a tartoméanyok kiilonb6z6 szintiek, mert az eredeti szinezéshez képest vagy
mindkettének maradt a szine, vagy mindkettének ellentétére valtozott. Ha a koztiik levs él
az e egyeneshez tartozik, akkor az e egyenes kivétele el6tt ugyanazon sikrészhez tartoztak,
igy ugyanolyan sziniiek voltak, e berakésakor viszont az egyik szine maradt, a mésik szine
ellentétére valtozott (érdemes rajzolgatni). Azaz az igy definialt szinezés teljesiti a feltételeket,
igy (n+ 1) egyenes esetén is kiszinezhets a sik.

b) Han = 0 vagy 1, akkor a sikrészek szama rendre 1 vagy 2, azaz ekkor az 4llitas igaz. Tegyiik
fel, hogy a fenti feltételeket kielégité n egyenes éppen % részre vagja a sfkot. Vegyiink
(n + 1) egyenest. A feltételek szerint, ha valamelyik egyenest elhagyjuk (ezt jeloljiik e-vel),
akkor a maradék n egyenes % részre bontja a sikot. Visszarakva az e egyenest, ez a
megleve sikrészek egy részét nem valtoztatja, de egy részét kettévagja. A kettévagott sikrészek
darabszama megegyezik az egyenesen, a tobbi egyenessel vett metszéspontok altal keletkezd
szakaszok szaméval. Mivel n egyenes van e-n kiviil, és a feltételek szerint mindegyik pontosan
egy pontban metszi e-t (és ezek a pontok kiilénbozsek), igy e-n 6sszesen n+1 szakasz keletkezik,
ami a fentiek szerint megegyezik a keletkezé 1j sikrészek szaméaval. Azaz n + 1 egyenes esetén

Osszesen "2+—2”+2 +n+1= w sikrész keletkezik, ami az allitast igazolja.

. Legyen z =1 —4i. Milesz Rez, Imz, Z, |z|, arg 27

Megoldas Ekkor Rez =1,Imz = —4,Z =1+ 44, |z| = V17, arg z = — arctg4 ~ —1.3258.

. Trjuk a kovetkezs komplex szamokat a + ib alakba!

3—2 3—21
14+44)(4— 22 ;7
a) (14 4i)( i) b) i c) o d) %
1 2—1
e)hf 2-2009 f)hf - g)hf : i h)hf (2 + i)37(2 . i)38
(3 1 —

Megoldas a) (14 4i)(4 —2i) =12+ 144

b) i = —i
3-2i _ 8 1

9 325 352+5 2
-2t __ %+2 2

d) == = == 3 ¢
2009



