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1. Mekkora az f és g függvények gra�konja által közrefogott síkidom területe, ha

a) f(x) = x+ 2 és g(x) = x2

b)hf f(x) = x2 és g(x) = x3

c)hf f(x) = x2 és g(x) = −x2 + 2

2. Mekkora az
x = t− sin t
y = 1− cos t

}
, t ∈ [0, 2π] görbe (ciklois) és az x-tengely által közbezárt terület?

3.hf Mekkora az
x = a cos t
y = b sin t

}
, t ∈ [0, 2π] egyenlet¶, a és b féltengely¶ elliszis területe?

4. Mennyi az y = x3/2 görbe ívhossza, ha x ∈ [0, 2]

5. Számoljuk ki az r sugarú gömb térfogatát és felszínét!

6. Mennyi a megadott integrálok értéke?

a)

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx b)

∫ 1

0

1√
1− x2

dx

c)

∫ ∞

−8

3
3
√
x2

dx d)hf
∫ ∞

1

1

xp
dx, ahol p ∈ R egy paraméter.

e)hf
∫ 1

0

1

xp
dx, ahol p ∈ R egy paraméter.

Emlékeztet®

� A Newton-Leibniz-szabály: Ha f : [a, b] → R integrálható, és F egy primitív függvénye, akkor∫ b

a

f(x) dx = [F (x)]ba := F (b)− F (a).

� Helyettesítés határozott integrálra: Ha g szigorúan monoton növekv® vagy csökken®, akkor∫ b

a

f(x) dx =

∫ g−1(b)

g−1(a)

f(g(y))g′(y) dy. (Ha a képletben minden integrál létezik.)

� Integrálszámítás alkalmazásai különböz® geometriai mennyiségek kiszámolására:

1. Ha egy függvény gra�konja
x = x(t)
y = y(t)

}
, t ∈ [t1, t2] alakban adott, ahol x(t) deriváltja és

y(t) folytonos, és a paraméterezés balról jobbra fut végig a görbén, akkor a görbe alatti

rész el®jeles területe T =
t2∫
t1

y(t)ẋ(t) dt.

2. Ha
x = x(t)
y = y(t)

}
, t ∈ [t1, t2] egy zárt, önmagát nem metsz® görbét határoz meg, ahol x(t)

deriváltja és y(t) folytonos, valamint a paraméterezés pozitív forgásirányban fut végig a

görbén, akkor a görbe által bezárt rész területe T = −
t2∫
t1

y(t)ẋ(t) dt.



3. Az y = f(x), x ∈ [a, b] görbe ívhossza, ha f deriváltja folytonos: s =
b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Paraméteres alakban az el®z®ekben szerepl® jelöléssel: s =
t2∫
t1

√
(ẋ(t))2 + (ẏ(t))2 dt.

4. Ha y = f(x), x ∈ [a, b] egy nemnegatív, folytonos függvény gra�konja, akkor a

gra�kon x-tengely körüli megforgatásával kapott forgástest térfogata V = π
b∫
a

f 2(x) dx.

Ha f deriválható és deriváltja folytonos, a forgástest palástjának felszíne Ap =

2π
b∫
a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx. A fenti képletek paraméteres megadás esetén: V =

π
t2∫
t1

y2(x)ẋ(t) dt, illetve Ap = 2π
t2∫
t1

y(t)
√

(ẋ(t))2 + (ẏ(t))2 dt.

� Egy [a,∞] intervallumon értelmezett f függvény improprius integrálja
∞∫
a

f(x) dx =

lim
b→∞

b∫
a

f(x) dx, ha a határérték létezik. Egy (a, b] intervallumon értelmezett f függvény

improprius integrálja
b∫
a

f(x) dx = lim
c→a+0

b∫
c

f(x) dx, ha a határérték létezik.


