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VEKTOROK VEKTORIALIS SZORZATA

DEFINICI10

Legyenek d,b € R3 és v € [0, 7] az altaluk kézbezart szég.
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VEKTOROK VEKTORIALIS SZORZATA

DEFINICI10

Legyenek 3, b € R® és v € [0, 7] az altaluk kézbezart sz6g. Az
a és b vektorok vektorialis szorzata az egyetlen olyan a x b
vektor, amelyre

e |4 x b| = |d||b|sin(v)
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VEKTOROK VEKTORIALIS SZORZATA

DEFINICI10

Legyenek 3, b € R® és v € [0, 7] az altaluk kézbezart sz6g. Az
a és b vektorok vektorialis szorzata az egyetlen olyan a x b
vektor, amelyre

o |3 x b| = |3||b|sin(y)
o 4 x b merbleges &-ra és b-re
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VEKTOROK VEKTORIALIS SZORZATA

DEFINICI10

Legyenek 3, b € R® és v € [0, 7] az altaluk kézbezart sz6g. Az
3 és b vektorok vektoridlis szorzata az egyetlen olyan @ x b
vektor, amelyre
o |& x b| = |d||b|sin(~)
o 4 x b merbleges &-ra és b-re
e 4,b,3 x b ebben a sorrendben jobbsodrést rendszert
alkot: @ x b irdnyabdl szemlélve a a, b altal kifeszitett sikot,
a a vektort valamely (0, 7) sz6ggel valo elforgatas egy
b-vel egyirdnyt vektorba viszi.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEKTORIALIS SZORZAT ELTUNESENEK FELTETELE

Az 3 és l} vektorok vektoriglis szorzata akkor és csak akkor 0,
ha a és b parhuzamosak.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEKTORIALIS SZORZAT ELTUNESENEK FELTETELE

ALLITAS
Az 3 és b vektorok vektoridlis szorzata akkor és csak akkor 0,
ha a és b parhuzamosak.

BI1ZONYITAS

Megegyezés szerint, 0 barmely masik vektorral parhuzamos,
tehat feltehetjiik hogy a # 0 # b.

A\



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEKTORIALIS SZORZAT ELTUNESENEK FELTETELE

ALLITAS
Az 3 és b vektorok vektoridlis szorzata akkor és csak akkor 0,
ha a és b parhuzamosak.

| A\

BI1ZONYITAS

Megegyezés szerint, 0 barmely mésik vektorral parhuzamos,
tehat feltehetjiik hogy @ # 0 # b. Ekkor, egyrészt

sin(0) = sin(7) = O miatt amennyiben & és b parhuzamosak
akkor |d x b| = 0;

A\
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A VEKTORIALIS SZORZAT ELTUNESENEK FELTETELE

ALLITAS

Az 3 és é vektorok vektoriglis szorzata akkor és csak akkor 0,
ha a és b parhuzamosak.

BI1ZONYITAS

| \

Megegyezés szerint, 0 barmely mésik vektorral parhuzamos,
tehat feltehetjik hogy & + 0 # b. Ekkor, egyrészt

sin(0) = sin(w) = 0 miatt amennyiben a és b parhuzamosak
akkor |a x 5| = 0, masrészt pedig minden ~ € (0, ) esetén
sin(v) # 0 miatt |3 x b| # 0.

A
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A VEKTORIALIS SZORZAT ANTIKOMMUTATIVITASA

Minden 3, b € R? esetén

bxa=—-axb.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEKTORIALIS SZORZAT ANTIKOMMUTATIVITASA

ALLITAS

Minden 3, b € R? esetén

o

b

BI1ZONYITAS

X
D)
I
|
D!
X
N

Ha a, b axb /obbsodrasu rendszert alkotnak, akkor ugyanez
igaz a b a,—ax b rendszerre is.

A\
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A VEKTORIALIS SZORZAT ANTIKOMMUTATIVITASA

ALLITAS

Minden 3, b € R? esetén

o

b x

BI1ZONYITAS

QI
I
|
QI
X
N

Ha a, b axb /obbsodrasu rendszert alkotnak, akkor ugyanez
igaz a b a,—ax b rendszerre is. A b x &-t definialé mésik két
tulajdonsag nyilvan teljestl a

—axb

vektorra.

A



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEKTORIALIS SZORZAT LINEARITASA

Minden &, b, ¢ € R3 és a € R esetén

— —

(-3 xb=a-(dxb)=adx (a-b)
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A VEKTORIALIS SZORZAT LINEARITASA

ALLITAS

Minden &, b, ¢ € R3 és a € R esetén

(-3 xb=a-(dxb)=adx (a-b)




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEKTORIALIS SZORZAT LINEARITASA

ALLITAS

Minden &, b, ¢ € R3 és a € R esetén

(-8 xb=a-(dxb)=3ax (a-b)

Nem bizonyitjuk.



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEKTORIALIS SZORZAT GEOMETRIAI ERTELME

Minden &, b € R® esetén az g/ta/uk kifeszitett parallelogramma
T teriilete megegyezik |a x b|-vel.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEKTORIALIS SZORZAT GEOMETRIAI ERTELME

Minden &, b € R® esetén az g/ta/uk kifeszitett parallelogramma
T teriilete megegyezik |a x b|-vel.

BI1ZONYITAS

Egy parallelogramma teriilete megegyezik alapja és hozza
tartozo magassaga szorzataval.
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A VEKTORIALIS SZORZAT GEOMETRIAI ERTELME

Minden &, b € R® esetén az g/ta/uk kifeszitett parallelogramma
T teriilete megegyezik |a x b|-vel.

BI1ZONYITAS

Egy parallelogramma teriilete megegyezik alapja és hozza
tartoz6 magassaga szorzataval. Valasszuk példaul a-t alapnak.
Ekkor a hozza tartozé magassag éppen |b| - sin(7y).
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A STANDARD BAZIS VEKTORAINAK EGYMASSAL
VETT VEKTORIALIS SZORZATA

Legyen
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A STANDARD BAZIS VEKTORAINAK EGYMASSAL
VETT VEKTORIALIS SZORZATA

Legyen

[ [ <[]

Ekkor kénnyen ellendérizhetd, hogy

- -

ixi=jxj=kxk=

(=]}
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A STANDARD BAZIS VEKTORAINAK EGYMASSAL
VETT VEKTORIALIS SZORZATA

Legyen
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A STANDARD BAZIS VEKTORAINAK EGYMASSAL
VETT VEKTORIALIS SZORZATA

Legyen



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES S

A STANDARD BAZIS VEKTORAINAK EGYMASSAL
VETT VEKTORIALIS SZORZATA

Legyen

ixi=jxj=kxk=0
ixj=-jxi=k
jxk=—kxj=i
kxi=-ixk=].
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A VEKTORIALIS SZORZAT KEPLETE
KOORDINATAKBAN

Legyen
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A VEKTORIALIS SZORZAT KEPLETE
KOORDINATAKBAN

Bizonyitas:
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A VEKTORIALIS SZORZAT KEPLETE
KOORDINATAKBAN

Bizonyitas:

dx b = (@4i+apj+azk) x (byi+bsj+bsk)



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEKTORIALIS SZORZAT KEPLETE
KOORDINATAKBAN

Bizonyitas:

ax 5 = (317+327+33R) X (b17+b27+b3R) = a b17>< 7+a1 b27X7+

+a b37>< E+a2b1fx 7—|-agb2_7><7—{—agb37>< E+a3b1 EX7+a3b2R Xf—i—
+33b3E x K =
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A VEKTORIALIS SZORZAT KEPLETE
KOORDINATAKBAN

Bizonyitas:

ax 5 = (317+327+33R) X (b17+b27+b3R) = a b17>< 7+a1 b27X7+

+a b37>< E+a2b1fx 7—|-agb2_7><7—{—agb37>< E+a3b1 EX7+a3b2R Xf—i—
+33b3E X E = (a2b3 — a3b2)7+ (33b1 — a1b3)f+ (81 b> — a> by )R
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A VEKTORIALIS SZORZAT KEPLETE
KOORDINATAKBAN

Bizonyitas:

ax 5 = (317+327+33R) X (b17+b27+b3R) = a b17>< 7+a1 b27><_7+

+a b37>< E+a2b1fx 7+32b2_7><7+32b37>< E+a3b1 EX7+a3b2R Xf—i—
+33b3E X E = (a2b3 — a3b2)7+ (33b1 — a1b3)f+ (81 b> — a> by )R

Akik tanultak determinansokrol:
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HAROMSZOG TERULETE

ALLITAS

Az A, B, C € R® pontok éltal kifeszitett haromszég tertilete
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HAROMSZOG TERULETE

Az A, B, C € R® pontok éltal kifeszitett haromszég tertilete

|/@ X /ﬁ|
—

T(ABCA) =

Bizonyitas: A hdromszdg terilete az /Té /@ vektorok &ltal
kifeszitett parallelogramma terlletének fele.



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

HAROMSZOG TERULETE

Mennyi azon hdromszdg terlilete, melynek csucsai A(1, -2, 3),
B(1,1,—1) és C(0,3,2)?
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HAROMSZOG TERULETE

Mennyi azon hdromszdg terlilete, melynek csucsai A(1, -2, 3),
B(1,1,—1) és C(0,3,2)?

Megoldas:
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B(1,1,—1) és C(0,3,2)?

Megoldas:



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEG SZORZATA

HAROMSZOG TERULETE

Mennyi azon hdromszdg terlilete, melynek csucsai A(1, -2, 3),
B(1,1,—1) és C(0,3,2)?

Megoldas:



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

HAROMSZOG TERULETE

Mennyi azon hdromszdg terlilete, melynek csucsai A(1, -2, 3),
B(1,1,—1) és C(0,3,2)?
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25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

HAROMSZOG TERULETE

Mennyi azon hdromszdg terlilete, melynek csucsai A(1, -2, 3),
B(1,1,—1) és C(0,3,2)?

Megoldas:

0 —1 3.(-1)—(-4)-5 17
/ﬁx/ﬁ{ 3]><|: 5]|:(4)(1)0(1)]! 4
—4 —1 0-5-3-(-1)

- |ABxAC| _
- —F =
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HAROMSZOG TERULETE

Mennyi azon hdromszdg terlilete, melynek csucsai A(1, -2, 3),
B(1,1,—1) és C(0,3,2)?

Megoldas:

/ﬁx/ﬁ: |: g]><|:;] = |:(4§El
1

4

. _|ABxAC| P+ #13
- A AL . _




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEG SZORZATA

HAROMSZOG TERULETE

Mennyi azon hdromszdg terlilete, melynek csucsai A(1, -2, 3),
B(1,1,—1) és C(0,3,2)?

Megoldas:

4

/ﬁx/ﬁ: |: g]><|:;] = |:(4§El
1 :

T ~ 8.8600

|ABx AC| VITZ1 4213 /314
=2 - 2 =2
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VEKTOROK VEGYES SZORZATA

Legyenek &, b, ¢ € RS.



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

VEKTOROK VEGYES SZORZATA

Legyenek &, b, ¢ € RS.

Ekkor a, 5, C vegyes szorzata a

[5,5,6]:(5><5)-5€R

skalar.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

FELTETEL VEKTOROK VEGYES SZORZATANAK
ELTUNESERE

Azﬁé, b, & vektorok vegyes szorzata akkor és csak akkor 0, ha
a, b, ¢ egysikuak.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

FELTETEL VEKTOROK VEGYES SZORZATANAK

ELTUNESERE

Az 3, b, ¢ vektorok vegyes szorzata akkor és csak akkor 0, ha
a, b, ¢ egysikuak.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

FELTETEL VEKTOROK VEGYES SZORZATANAK

ELTUNESERE

Az 3, b, ¢ vektorok vegyes szorzata akkor és csak akkor 0, ha
a, b, ¢ egysikuak.

BI1ZONYITAS

—

(éxB)-E@éxBLc.

De & x b merdleges az a és b &ltal kifeszitett sikra,
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FELTETEL VEKTOROK VEGYES SZORZATANAK

ELTUNESERE

Az 3, b, ¢ vektorok vegyes szorzata akkor és csak akkor 0, ha
a, b, ¢ egysikuak.

BI1ZONYITAS

(5><5)-5<:>5><5J_5.

De & x b meréleges az a és b &ltal kifeszitett sikra, igy ¢
pontosan akkor meréleges rd, ha benne van ugyanebben a
sikban.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEGYES SZORZAT ANTISZIMMETRIAJA ES

LINEARITASA

ALLITAS

A vegyes szorzat mindharom valtozéban linearis:




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEGYES SZORZAT ANTISZIMMETRIAJA ES

LINEARITASA

A vegyes szorzat mindharom valtozoéban linearis: barmely
a,d,b,b,¢ ¢ cR3ésacR esetén
[ad, b, &] = [, ab, ] = [, b, ad] = a[4, b, F]
[@+d.,b,¢ =[3b,¢+[d, b,
[3,b+b,¢] =[3b,c]+[3 0,7
[3,b,¢+ &) =[d,b,&] +[4,b,¢]
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A VEGYES SZORZAT ANTISZIMMETRIAJA ES

LINEARITASA

A vegyes szorzat mindharom valtozoéban linearis: barmely
a,d,b,b,¢ ¢ cR3ésacR esetén
[ad, b, &] = [, ab, ] = [, b, ad] = a[4, b, F]
[@+d.,b,¢ =[3b,¢+[d, b,
[3,b+b,¢] =[3b,c]+[3 0,7
[3,b,¢+ &) =[d,b,&] +[4,b,¢]

A vegyes szorzat ellentettjére valtozik, ha d-t és b-t felcseréljik:

[b,d,¢] = —[3,b,dl.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEGYES SZORZAT GEOMETRIAI ERTELME

Legyenek &, b, ¢ € R3 altalanos helyzetli (azaz nem egysiku)
vektorok, amelyek kifeszitenek egy nemelfajulé P
paralelepipedont.



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEGYES SZORZAT GEOMETRIAI ERTELME

Legyenek &, b, ¢ € R3 altalanos helyzetli (azaz nem egysiku)
vektorok, amelyek kifeszitenek egy nemelfajulé P
paralelepipedont.

ALLITAS

Ekkor P térfogata

V(P) = +[&, b, d,

ahol az eléjel + amennyiben &, b, ¢ ebben a sorrendben
jobbsodrasu rendszert alkotnak,




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES S

A VEGYES SZORZAT GEOMETRIAI ERTELME

Legyenek &, b, ¢ € R3 altalanos helyzetli (azaz nem egysiku)
vektorok, amelyek kifeszitenek egy nemelfajulé P
paralelepipedont.

Ekkor P térfogata

V(P) = +[&, b, d,

ahol az eléjel + amennyiben &, b, ¢ ebben a sorrendben
jobbsodrasu rendszert alkotnak, és — amennyiben balsodrasut.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEGYES SZORZAT GEOMETRIAI ERTELMENEK
BIZONYITASA

Bizonyitas: A V(P) térfogatot megkaphatjuk az &, b altal
kifeszitett parallelogramma terlletének és a hozza tartozé m
magassag szorzataként.
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A VEGYES SZORZAT GEOMETRIAI ERTELMENEK
BIZONYITASA

Bizonyitas: A V(P) térfogatot megkaphatjuk az &, b altal
kifeszitett parallelogramma terlletének és a hozza tartozé m
magassag szorzataként. Mivel el6bbi terilet éppen |3 x b),
utdbbi magassag pedig m = ||| cos(7)|, ahol v az @ x b és &
altal kbzbezart szdg,
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A VEGYES SZORZAT GEOMETRIAI ERTELMENEK
BIZONYITASA

Bizonyitas: A V(P) térfogatot megkaphatjuk az &, b altal
kifeszitett parallelogramma terlletének és a hozza tartozé m
magassag szorzataként. Mivel el6bbi terilet éppen |3 x b),
utdbbi magassag pedig m = ||| cos(7)|, ahol v az @ x b és &
altal kbzbezart sz6g, igy a skalaris szorzat definiciojabdl kapjuk
a

V(P) = |2 x b||€| cos(7) = [&,b, €]

képletet, amennyiben cos(y) > 0,
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A VEGYES SZORZAT GEOMETRIAI ERTELMENEK
BIZONYITASA

Bizonyitas: A V(P) térfogatot megkaphatjuk az &, b altal
kifeszitett parallelogramma terlletének és a hozza tartozé m
magassag szorzataként. Mivel el6bbi terilet éppen |3 x b),
utdbbi magassag pedig m = ||| cos(7)|, ahol v az @ x b és &
altal kbzbezart sz6g, igy a skalaris szorzat definiciojabdl kapjuk
a

V(P) = |&@ x b||€|cos(y) = [&, b, ]

képletet, amennyiben cos(y) > 0, és a
V(P) = —| x b||&| cos(v) = —[4, b, &]

képletet, amennyiben cos(v) < 0.



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEGYES SZORZAT GEOMETRIAI ERTELMENEK
BIZONYITASA

Bizonyitas: A V(P) térfogatot megkaphatjuk az &, b altal
kifeszitett parallelogramma terlletének és a hozza tartozé m
magassag szorzataként. Mivel el6bbi terilet éppen |3 x b),
utdbbi magassag pedig m = ||| cos(7)|, ahol v az @ x b és &
altal kbzbezart sz6g, igy a skalaris szorzat definiciojabdl kapjuk
a

V(P) = |2 x b||€| cos(7) = [&,b, €]

képletet, amennyiben cos(y) > 0, és a
V(P) = —| x b||&| cos(v) = —[4, b, &]

képletet, amennyiben cos(y) < 0. Kénnyen lathato, hogy az

els6 eset éppen azzal ekvivalens, hogy &, b, ¢ jobbsodrasu
rendszer.
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FELCSERELESI TETEL




KTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

FELCSERELESI TETEL

ALLITAS
Minden &, b,

ol
m
e
w
®
o
o
%)
3

BIZONYITAS

Mindharom mennyiség abszolut érteke ugyanazon P
paralelepipedon V(P) térfogata, és az a, b, ¢ rendszer akkor és
csak akkor jobbsodrasu, ha a b, ¢, a rendszer az.

\




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

FELCSERELESI TETEL

ALLITAS

Minden &, b, ¢ € R® esetén

[3,b,¢] = [b, ¢, 8] =[G, 3,b]

BIZONYITAS

Mindharom mennyiség abszolut értéke ugyanazon P
paralelepipedon V(P) térfogata, és az 3, b, ¢ rendszer akkor és
csak akkor jobbsodrasu, ha a b, &, a rendszer az.

| A

\

A fent kimondott tulajdonsagot ugy is fogalmazhatjuk, hogy a
vegyes szorzat invarians a benne szereplé vektorok ciklikus
permutacioira:

(3,b,8) — (b, G, a).
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A VEGYES SZORZAT KEPLETE KOORDINATAKBAN
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A VEGYES SZORZAT KEPLETE KOORDINATAKBAN

Ekkor:

[8,b, €] = a1bacs + axbscy + a3byca — azbacy — a1b3Ca — by Ca.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEGYES SZORZAT KEPLETE KOORDINATAKBAN

ALLITAS

Ekkor:

[8,b, €] = a1bac3 + axbscy + a3bi G — azbacy — a1bsCa — aby C3- |

BI1ZONYITAS
Azonnal kbvetkezik a skalaris és vektorialis szorzat
koordinatakban megadott képletébdl.

A\




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEGYES SZORZAT KEPLETE KOORDINATAKBAN

Akik tanultak determinansokrol:

a a as
[5, b, (_L‘] =det | by b b3
¢4 C C3




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A VEGYES SZORZAT KEPLETE KOORDINATAKBAN

Akik tanultak determinansokrol:

a a as
[5, b, (_L‘] =det | by b b3
¢4 C C3

d a3 | a da as|a as
by by | by b bs| by bo
Cc CG3|C ©C C|C6 &



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES S

TETRAEDER TERFOGATA

Az A, B, C, D € R3 csucsU tetraéder térfogata

V(ABCD) = M?’ﬁ”.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES S

TETRAEDER TERFOGATA

Az A, B, C, D € R3 csucsU tetraéder térfogata

[AB, AC, AD)

6

Bizonyitas: Az AB, AC, AD vektorok altal kifeszitett
parallelepipedon felbonthat6 hat teraéderre, melyek térfogata
éppen az ABCD tetraéder térfogata.

V(ABCD) =




1 3 2
Allapitsa meg, hogy azd= | 5 ,5!0],5 ! t]

-1 2
vektorok t € R milyen értékeire komplanarisak.




—1 3 -2
Allapitsa meg, hogy az 3 = 5],5!0],6! t]

-1 2
vektorok t € R milyen értékeire komplanarisak.

1

Megoldas: A vektorok pontosan akkor esnek egy sikba, ha az
altaluk kifeszitett parallelepipedon térfogata 0,



—1 3 -2
Allapitsa meg, hogy az 3 = 5],5!0],6! t]

-1 2
vektorok t € R milyen értékeire komplanarisak.

1

Megoldas: A vektorok pontosan akkor esnek egy sikba, ha az
altaluk kifeszitett parallelepipedon térfogata 0, azaz amikor
[&, b, c] = 0.



—1 3 -2
Allapitsa meg, hogy az 3 = 5],5!0],6! t]

-1 2
vektorok t € R milyen értékeire komplanarisak.

1

Megoldas: A vektorok pontosan akkor esnek egy sikba, ha az
altaluk kifeszitett parallelepipedon térfogata 0, azaz amikor
[a,b,c] = 0. De

[3,b,8] = (—1)-01+5:2:(—2)+(—1)-3:t—(—1)-2:t—5:31—(—1)-0-1 =



—1 3 -2
Allapitsa meg, hogy az 3 = 5],5!0],6! t]

-1 2
vektorok t € R milyen értékeire komplanarisak.

1

Megoldas: A vektorok pontosan akkor esnek egy sikba, ha az
altaluk kifeszitett parallelepipedon térfogata 0, azaz amikor
[a,b,c] = 0. De

[3,b,8] = (—1)-01+5:2:(—2)+(—1)-3:t—(—1)-2:t—5:31—(—1)-0-1 =

=0-20-3t+2t-15-0=



—1 3 -2
Allapitsa meg, hogy az 3 = 5],5!0],6! t]

-1 2
vektorok t € R milyen értékeire komplanarisak.

1

Megoldas: A vektorok pontosan akkor esnek egy sikba, ha az
altaluk kifeszitett parallelepipedon térfogata 0, azaz amikor
[a,b,c] = 0. De

[3,b,8] = (—1)-01+5:2:(—2)+(—1)-3:t—(—1)-2:t—5:31—(—1)-0-1 =

=0-20-3t+2t-15-0= —-35—-1t



—1 3 -2
Allapitsa meg, hogy az 3 = 5],5!0],6! t]

-1 2
vektorok t € R milyen értékeire komplanarisak.

1

Megoldas: A vektorok pontosan akkor esnek egy sikba, ha az
altaluk kifeszitett parallelepipedon térfogata 0, azaz amikor
[a,b,c] = 0. De

[3,b,8] = (—1)-01+5:2:(—2)+(—1)-3:t—(—1)-2:t—5:31—(—1)-0-1 =

=0-20-3t+2t-15-0= -35—-t=t=—-35.



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

PELDAK A VEGYES SZORZAT HASZNALATARA

Mennyi az A(—1,2,1), B(1,1,-1), C(-2,1,—-1), D(3,—1,0)
csucsu tetraéder térfogata?




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES S

PELDAK A VEGYES SZORZAT HASZNALATARA

Mennyi az A(—1,2,1), B(1,1,-1), C(-2,1,—-1), D(3,—1,0)
csucsu tetraéder térfogata?

Megoldas:

4

_ |IAB,AC. AD)|
6



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES S

PELDAK A VEGYES SZORZAT HASZNALATARA

Mennyi az A(—1,2,1), B(1,1,-1), C(-2,1,—-1), D(3,—1,0)
csucsu tetraéder térfogata?

Megoldas:

V =

S EIES R

[AB, AC, AD)
6



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEG SZORZATA

PELDAK A VEGYES SZORZAT HASZNALATARA

Mennyi az A(—1,2,1), B(1,1,-1), C(-2,1,—-1), D(3,—1,0)
csucsu tetraéder térfogata?

Megoldas:
V=

,2 ,2 1
[AB, AC, AD] —

[AB, AC, AD)
6



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

PELDAK A VEGYES SZORZAT HASZNALATARA

Mennyi az A(—1,2,1), B(1,1,-1), C(-2,1,—-1), D(3,—1,0)
csucsu tetraéder térfogata?

Megoldas:
V=

eI EILS ]|

[AB, AC, AD] =2 (—1)- (—1) + (—1) - (=2) -4 + (-2) - (—1) .
(=8) =2 (=2) - (=8) = (1) - (=1) - (=1) = (=2) - (—1) - (4)

[AB, AC, AD)
6



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

PELDAK A VEGYES SZORZAT HASZNALATARA

Mennyi az A(—1,2,1), B(1,1,-1), C(-2,1,—-1), D(3,—1,0)
csucsu tetraéder térfogata?

Megoldas:
V=

eI EILS ]|

[AB,AC,AD] =2 (—1) - (=1) + (=1) - (=2) -4+ (=2) - (=1) -
(=8) =2 (=2) - (=8) — (—1) - (=1) - (=1) — (=2) - (= 1) - (4)
2+8—-6-12+1-8

[AB, AC, AD)
6



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

PELDAK A VEGYES SZORZAT HASZNALATARA

Mennyi az A(—1,2,1), B(1,1,-1), C(-2,1,—-1), D(3,—1,0)
csucsu tetraéder térfogata?

Megoldas:
V=

eI EILS ]|

[AB,AC,AD] =2 (—1) - (=1) + (=1) - (=2) -4+ (=2) - (=1) -
(=8) =2 (=2) - (=8) — (—1) - (=1) - (=1) — (=2) - (= 1) - (4)
2+8—-6-12+1-8=—15.

[AB, AC, AD)
6



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

PELDAK A VEGYES SZORZAT HASZNALATARA

Mennyi az A(—1,2,1), B(1,1,-1), C(-2,1,—-1), D(3,—1,0)
csucsu tetraéder térfogata?

Megoldas:
V=

eI EILS ]|

[AB,AC,AD] =2 (—1) - (=1) + (=1) - (=2) -4+ (=2) - (=1) -
(=8) =2 (=2) - (=8) — (—1) - (=1) - (=1) — (=2) - (= 1) - (4)
2+8—-6-12+1-8=—15.

_ 15
V= 6

[AB, AC, AD)
6



25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

PELDAK A VEGYES SZORZAT HASZNALATARA

Mennyi az A(—1,2,1), B(1,1,-1), C(-2,1,—-1), D(3,—1,0)
csucsu tetraéder térfogata?

Megoldas:
V=

eI EILS ]|

[AB,AC,AD] =2 (—1) - (=1) + (=1) - (=2) -4+ (=2) - (=1) -
(=8) =2 (=2) - (=8) — (—1) - (=1) - (=1) — (=2) - (= 1) - (4)
2+8—-6-12+1-8=—15.

_ =151 _ 5
V="=F"=3.

[AB, AC, AD)
6



25. ELOADAS: KTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A KIFEJTESI TETEL

ALLITAS

Béarmely 3, b, ¢ vektorokra

(3x b) x G =




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A KIFEJTESI TETEL

Béarmely 3, b, ¢ vektorokra

— —

(3 x b) x ¢=(3C6)-b— (bé) - a.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A KIFEJTESI TETEL

ALLITAS
Barmely &, b, ¢ vektorokra

— —

(3 x b) x ¢=(3C6)-b— (bé) - a.

BI1ZONYITAS

A skalaris és vektorialis szorzat linearitasa miatt elegend6
leellenérizni a képletet azokban az esetekben, amikor a szoban
forgo vektorok mindegyike az 7,], k standard bazis valamelyik
vektora.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A KIFEJTESI TETEL

ALLITAS

Béarmely 3, b, ¢ vektorokra

(3 x b) x ¢=(3C6)-b— (bé) - a.

BI1ZONYITAS

|
N

A skalaris és vektorialis szorzat linearitasa miatt elegend6
leellenérizni a képletet azokban az esetekben, amikor a szoban
forgo vektorok mindegyike az 7,], k standard bazis valamelyik
vektora. Ezek az esetek egyenként végignézhetbk. Példaul:

- - e U —

(Ixxj=kxj=—-i=@)-J— )T,




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

A KIFEJTESI TETEL

ALLITAS

Béarmely 3, b, ¢ vektorokra

(3 x b) x ¢=(3C6)-b— (bé) - a.

BI1ZONYITAS

|
N

A skalaris és vektorialis szorzat linearitasa miatt elegend6
leellenérizni a képletet azokban az esetekben, amikor a szoban
forgo vektorok mindegyike az 7,], k standard bazis valamelyik
vektora. Ezek az esetek egyenként végignézhetbk. Példaul:

(7 x j) x
(7 x J) x

- —

xj=—i=(if)-j-
=

||
>1 R‘l

i
; :

x k=0 = (ik) -

)
i

.
(k) -
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JACOBI-AZONOSSAG

ALLITAS

Barmely &, b, ¢ vektorokra




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

JACOBI-AZONOSSAG

Barmely &, b, ¢ vektorokra

—

(@xb)x G+ (bx &) xd+(¢xa)xb=0.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

JACOBI-AZONOSSAG

Barmely &, b, ¢ vektorokra

—

(@xb)x G+ (bx &) xd+(¢xa)xb=0.

BI1ZONYITAS

A kifejtési tétel miatt

(3x b)x = (36)-b— (bc)-a




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

JACOBI-AZONOSSAG

Barmely &, b, ¢ vektorokra

(@xb)x G+ (bx &) xd+(¢xa)xb=0.

A kifejtési tétel miatt
(3x b)x = (36)-b— (bc)-a
(bx ) x d=(bd) ¢—(cd)-b




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

JACOBI-AZONOSSAG

Barmely &, b, ¢ vektorokra

(3x b)x = (36)-b— (bc)-a
(bx ) x d=(bd) ¢—(cd)-b
(6x 3d)xb=(éb)-d—(ab)-¢.




25. ELOADAS: VEKTOROK VEKTORIALIS ES VEGYES SZORZATA

JACOBI-AZONOSSAG

Béarmely 3, b, ¢ vektorokra

BI1ZONYITAS

A kifejtési tétel miatt

(3x b)x = (36)-b— (bc)-a
(bx ) x d=(bd) ¢—(cd)-b
(6x 3d)xb=(éb)-d—(ab)-¢.

Osszeadva a jobb oldalakat, és felhasznélva a skaldris szorzat
szimmetriajat, minden tag kiesik.




