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GRAFIKON ALATTI TERULET

Legyen f : [a, b] — [0, o) folytonos fliggvény és

A={(x,y): a<x<b, 0<y<f(x)}.

T(A) = /a  fx)dx.

Bizonyitas:
T(A) megegyezik f téglanydsszegeinek minden hatéron tul
finomodé P; felosztas-sorozatokra vett hatarértékével.
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x-tengely altal bezart korlatos sikrész tertilete?




21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

GRAFIKON ALATTI TERULET

Mennyi az y = x® — 3x? + 2x fiiggvény grafikonja és az
x-tengely altal bezart korlatos sikrész tertilete?

X3 -3x°+2x=0

FIGURE: Az X — x3 — 3x% + 2x
flggveény grafikonja



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

GRAFIKON ALATTI TERULET

Mennyi az y = x® — 3x? + 2x fiiggvény grafikonja és az
x-tengely altal bezart korlatos sikrész tertilete?

X3 -3x°+2x=0

FIGURE: Az X — x3 — 3x% + 2x
flggveény grafikonja



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

GRAFIKON ALATTI TERULET

2
T= /o |f(x)|dx



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

GRAFIKON ALATTI TERULET

2 1 2
T :/ |(x)|dx :/ x3—3x2+2xdx+/ —x343x2—2xdx =
0 0 1



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

GRAFIKON ALATTI TERULET

2 1 2
T :/ |(x)|dx :/ x3—3x2+2xdx+/ —x343x2—2xdx =
0 0 1

4 3 271 4
T A LA LA R s
4 73 %2, 1



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

GRAFIKON ALATTI TERULET

2 1 2
T :/ |(x)|dx :/ x3—3x2+2xdx+/ —x343x2—2xdx =
0 0 1

4

XX x2)! P b
1 1 1 1 1
_<—1+1)+(—4+8—4)—(—4+1—1)—4+4—2



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY

TERULETE

Mennyi az y = sin x és az y = cos x fliggvények grafikonjai kbzti
valamelyik 6sszefliggd sikrész teriilete?




21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY

TERULETE

FELADAT
Mennyi az y = sin x és az y = cos x fliggvények grafikonjai kbzti
valamelyik 6sszefliggd sikrész teriilete?

MEGIJEGYZES

Haf,g: [a, b] — R folytonos fliggvények, és f(x) > g(x)
minden x € [a, b] esetén, akkor a grafikonjuk altal kbzbezart
resz tertlete

| \

.




21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY

TERULETE

FELADAT

Mennyi az y = sin x és az y = cos x fliggvények grafikonjai kbzti
valamelyik 6sszefliggd sikrész teriilete?

MEGIJEGYZES

Haf,g: [a, b] — R folytonos fliggvények, és f(x) > g(x)
minden x € [a, b] esetén, akkor a grafikonjuk altal kbzbezart
resz tertlete

T= | " Hx)dx / " g =

| \

.




21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY

TERULETE

FELADAT

Mennyi az y = sin x és az y = cos x fliggvények grafikonjai kbzti
valamelyik 6sszefliggd sikrész teriilete?

MEGIJEGYZES

Haf,g: [a, b] — R folytonos fliggvények, és f(x) > g(x)
minden x € [a, b] esetén, akkor a grafikonjuk altal kbzbezart
resz tertlete

| \

T= | " fx)a — / " glx)ax = / " ) — g

A\




21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY
TERULETE

sin X = cos X

FIGURE: Az X + sin(X) €s X — cos(x)
figgvények grafikonjai



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY
TERULETE

sin X = cos X

tgx =1

FIGURE: Az X + sin(X) €s X — cos(x)
figgvények grafikonjai



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY
TERULETE

sin X = cos X

FIGURE: Az X + sin(X) €s X — cos(x)
figgvények grafikonjai 4



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY
TERULETE

4
T:/ sin X — cos xdx =
e



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY
TERULETE

5m
4

T:/ sin X — cos xdx =
T

I

= [~ cos X —sin X]



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY
TERULETE

5m
4

T:/ sin X — cos xdx =
T

I

= [~ cos X —sin X]

- — 51_'5£+ E+'E_
= CoSs 4 sin 4 COS4 Sln4—



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

KET FUGGVENY GRAFIKONJA KOZTI TARTOMANY
TERULETE

5m
4

T:/ sin X — cos xdx =
T

I

= [~ cos X —sin X]

57 . br T .om
:—cosT—smT—l—cosZ—l—st_Z\/é



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

PARAMETERESEN MEGADOTT GORBE TERULETE

Legyen most t € [«, 8] esetén

(x(1), y(1))

egy paraméteresen megadott gorbe,



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

PARAMETERESEN MEGADOTT GORBE TERULETE

Legyen most t € [«, 8] esetén

(x(), y(1))
egy paraméteresen megadott gérbe, amelyre minden t esetén
y(t) > 0 és x(t) szigoruan ndévo, folytonosan differencialhatéd
figgvénye t-nek.



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

PARAMETERESEN MEGADOTT GORBE TERULETE

Legyen most t € [«, 8] esetén

(x(1), (1))
egy paraméteresen megadott gérbe, amelyre minden t esetén
y(t) > 0 és x(t) szigoruan ndévo, folytonosan differencialhatéd
figgvénye t-nek. Legyen tovabba
A={(x(t),y): a<t<p, 0<y<y()}



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

PARAMETERESEN MEGADOTT GORBE TERULETE

Legyen most t € [«, 8] esetén

(x(1), y(1))

egy paraméteresen megadott gérbe, amelyre minden t esetén
y(t) > 0 és x(t) szigoruan ndévo, folytonosan differencialhatéd
figgvénye t-nek. Legyen tovabba

A={(x(t),y): a<t<p, 0<y<y()}




21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

PARAMETERESEN MEGADOTT GORBE TERULETE

Legyen most t € [«, 8] esetén

(x(1), (1))
egy paraméteresen megadott gérbe, amelyre minden t esetén
y(t) > 0 és x(t) szigoruan ndévo, folytonosan differencialhatéd
figgvénye t-nek. Legyen tovabba
A={(x(t),y): a<t<p, 0<y<y()}

Ekkor

B
T(A) = / y(t)x(t)at.

(07

Bizonyités:



21. ELOADAS: AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI: TERULETSZAMITAS

PARAMETERESEN MEGADOTT GORBE TERULETE

Legyen most t € [«, 8] esetén

(x(1), (1))
egy paraméteresen megadott gérbe, amelyre minden t esetén
y(t) > 0 és x(t) szigoruan ndévo, folytonosan differencialhatéd
figgvénye t-nek. Legyen tovabba
A={(x(t),y): a<t<p, 0<y<y()}

Ekkor

B
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Bizonyités:
Alkalmazzuk az x = x(t) helyettesitést a kdvetkezd képletben:

T4 = [  fx)dx.
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PARAMETERESEN MEGADOTT GORBE TERULETE

Mennyi az
X =1+ cost

y =tsint }tE[O,Tr]

egyenletl gérbe alatti tertilet?

X =1t+cost

FIGURE: Az .
y =tsint

} ,t € [0, 7] gbrbe grafikonja
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tartomanyt az éramutato jarasaval ellentétes iranyban kerdili
meg.
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ALLITAS

Legyen

x = x(t)
y—ﬂU}Jehﬁ]

egy zart, 6nmagat nem metsz6 gérbe , melyre y(t) folytonos,
x(t) folytonosan derivalhato, és amely az éaltala bezart
tartomanyt az éramutato jarasaval ellentétes iranyban kerdili
meg. Ekkor a bezart terdilet

T:—/ﬁﬂﬂﬂnm.
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X = cost

FIGURE: Az . 3
y =sin“t

} ,t € ]0, 2] gérbe grafikonja
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r: a pont origo6tol
vett tavolsaga

o: a pont
helyvektora-

nak az x-tengely
pozitiv felével
bezart, pozitiv
forgasiranyban
mért szége

¢ = (o)
polarko-
ordinatas alakban
megadott gbrbe
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FIGURE: A ¢ — 1 — cos(¢), ¢ € [0, 2] gbrbe (kardioid) grafikonja
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SZOGTARTOMANY TERULETE: SZEKTORTERULET

Legyen a < 8 < a+ 2m, r: [a, ] — R4 egy korlatos fuggvény
és
A={(r¢): a<ep<p, 0<r<r(e)}

polarkoordinatdkban megadott tartomany.
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Legyen a < 8 < a+ 2m, r: [a, ] — R4 egy korlatos fuggvény
és
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Legyen a < 8 < a+ 2m, r: [a, ] — R4 egy korlatos fuggvény
és
A={(r¢): a<ep<p, 0<r<r(e)}

polarkoordinatdkban megadott tartomany.

Bizonyitas: A paraméteres alakban adott gérbe alatti tertletre
vonatkoz6 tételbdl.
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