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Sok gyakorlati kérdés megvalaszolasdhoz sziikség van egy
kivant értéket véges dsszegekkel vald kdzelitd eljarasokra.

Nem egyenes szakaszok (illetve, lapok) altal hatarolt
sik-(illetve, tér-)idomok tertilet-(illetve, térfogat)-szamitasa.

Ezek az eljarasok a matematikdban az integralszamitas kérébe
tartoznak.
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INTERVALLUMOK FELOSZTASA

DEFINiCIO
Egy régzitett [a, b] intervallum egy P N-részes felosztasa:

a=Xgp<Xy<---<xXxy=>b.

Ekkor xi-t a k-adik osztépontnak, Iy = [xk_1, Xk]-t @ k-adik
részintervallumnak hivjuk.

A P felosztas finomsaga a

0(P) = max (Xk — Xc—1)

ertek. )
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Legyen my = infy¢) f(x), Mk = supye,, f(X).

DEFINICIO

Az f figgvény P felosztashoz tartozé also, illetve felsé
Riemann-féle dsszege :

N

sp =Y M(Xk — Xk—1)
k=1
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Legyen f : [a, b] — R egy korlatos valds figgvény.

Legyen my = infy¢) f(x), Mk = supye,, f(X).

DEFINICIO

Az f figgvény P felosztashoz tartozé also, illetve felsé
Riemann-féle dsszege :

N

sp =Y M(Xk — Xk—1)
p
N

Sp = My(Xk — Xk—1)-
p
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Barmely P1, P» felosztasok esetén

sp, < Sp,.

Bizonyitas. Tekintsik azon Pj felosztast, amelyet Py és P»
osztopontjainak egyesitésével nyeriink. Ekkor P3 mind P4-bdl,
mind P»-bdl megkaphaté véges sok Uj osztopont
hozzavételével. Ezért: sp, < sp, < Sp, < Sp,.
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az dsszes lehetséges P felosztashoz tartozé alsé, illetve felsé
Riemann-féle ésszegek halmazat.

Az {sp}p halmaznak létezik a h legkisebb felsé korlatja.
Hasonléan, az {Sp}p halmaznak létezik a H legnagyobb alsé
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Bizonyitas. Egy tetszbleges rogzitett Py felosztés esetén Sp,
fels6 korlatja az {sp}» halmaznak, tehat utdbbinak létezik
legkisebb felsd korlatja. Ugyanigy, sp, also korlétja az {Sp}p
halmaznak, tehat utébbinak Iétezik legnagyobb alsé korlatja.
Mivel az {sp}p halmaz barmely eleme als6 korlatja az {Sp}»
halmaznak. azért h < H.
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Az el6z6 allitasban szereplb h, illetve H értékeket f
Riemann-féle alsd, illetve felsé integraljanak nevezziik.

JELOLES
Az f fliggvény |a, b] intervallumhoz tartozé also és felsé
integraljat rendre

/a s /a bf(x)dx és /:f = /abf(x)dx

jeléli.
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4

lim 6(P;) =0.

i—00

ALLITAS
Barmely minden hataron tul finomodo {P;}cn felosztassorozat

esetén
b
lim Sp;, = / f, ||m Sp —/ f.
i—00 a
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INTEGRALHATO FUGGVENYEK

DEFINICIO

Egy f : [a,b] — R korlatos fliggveny Riemann-integralhato, ha

J ab = | ;’ f. Ekkor ezt a kézds értéket f-nek az [a, b]-n vett
integréljanak nevezziik. Jelélése:

/abf: /abf(x)dx.

Ha a < b és f Riemann-integralhato [a, b]-on, akkor

/: f(x)dx =0, /ba f(x)dx = — /b f(x)dx.

a
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ALLITAS

Egy f korlatos figgvény akkor és csak akkor
Riemann-integralhatd [a, b]-n, ha valamely (vagy barmely)
minden hataron tdl finomodd {P;}cn felosztassorozat esetén

lim Sp, = lim Spl..
i—00 i—00

Bizonyitas. Lattuk, hogy barmely minden hatéron tul finomodé
{Pi}ien felosztassorozat esetén a két hatarértek ( i) ab f)-hez,

lletve ([7f)-hez tart.
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N

sp=5p =) C(Xk— Xk_1)
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N
= CZ(XK — Xk_1)
k=1
=c(b— a).
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TEGLANYOSSZEGEK

Legyen P egy felosztds. Minden 1 < k < N esetén valasszunk
egy &k € Ix elemet.

DEFINIC10

A P felosztashoz és & € I valasztasokhoz tartozé
téglanydsszeg vagy integralkézelité ésszeg a

N

op =Y (&) (Xk — Xk—1)

k=1

kifejezés.

Minden P felosztas és & € Iy valasztas esetén

sp < op < Sp.
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ALLITAS
Egy f korlatos fliggvény akkor és csak akkor
Riemann-integralhatd [a, b]-n | integrallal, ha valamely minden

hataron tul finomodo {P;}icn felosztassorozat és minden hozza
vett&y, ..., &y valasztas esetén

lim op, = 1.
I—00
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DEFINICIO

Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos I-n, ha minden
e > 0 esetén létezik olyan § > 0,




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

EGYENLETESEN FOLYTONOS FUGGVENYEK

Legyen | egy tetszbleges (zart vagy nyilt, véges vagy végtelen)
intervallum és f : I — R egy valos fuggvény.

DEFINICIO

Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos I-n, ha minden
e > 0 esetén létezik olyan 6 > 0, hogy valahanyszor x,y € |
teljesitia |x — y| < ¢ feltételt,




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

EGYENLETESEN FOLYTONOS FUGGVENYEK

Legyen | egy tetszbleges (zart vagy nyilt, véges vagy végtelen)
intervallum és f : I — R egy valos fuggvény.

Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos I-n, ha minden
e > 0 esetén létezik olyan 6 > 0, hogy valahanyszor x,y € |
teljesitia |x — y| < ¢ feltételt, teljesdil

f(x) = f(y)| <e.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

EGYENLETESEN FOLYTONOS FUGGVENYEK

Legyen | egy tetszbleges (zart vagy nyilt, véges vagy végtelen)
intervallum és f : I — R egy valos fuggvény.

DEFINICIO

Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos I-n, ha minden
e > 0 esetén létezik olyan 6 > 0, hogy valahanyszor x,y € |
teljesiti a |x — y| < ¢ feltételt, teljesul

f(x) = f(y)| <e.

MEGJEGYZES

A kilénbség a folytonossag definicidjahoz képest az, hogy itt
nem régzitjik elére az x pontot, hanem mind x mind y
Szabadon valtozhat I-ben.

| A\

A\




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

EGYENLETESEN FOLYTONOS FUGGVENYEK

Legyen | egy tetszbleges (zart vagy nyilt, véges vagy végtelen)
intervallum és f : I — R egy valos fuggvény.

DEFINICIO

Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos I-n, ha minden
e > 0 esetén létezik olyan 6 > 0, hogy valahanyszor x,y € |
teljesiti a |x — y| < ¢ feltételt, teljesul

f(x) = f(y)| <e.

MEGIJEGYZES

A kilénbség a folytonossag definicidjahoz képest az, hogy itt
nem régzitjik elére az x pontot, hanem mind x mind y
Szabadon valtozhat I-ben.

| A\

Ebbdl azonnal latszik, hogy minden egyenletesen folytonos
flggvény egyuttal folytonos is.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY EGYENLETESEN FOLYTONOS

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor itt egyenletesen folytonos is. \




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY EGYENLETESEN FOLYTONOS

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor itt egyenletesen folytonos is. \

Bizonyitas. Tegyuk fel az ellenkezdjét:




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY EGYENLETESEN FOLYTONOS

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor itt egyenletesen folytonos is. \

Bizonyitas. Tegyuk fel az ellenkezdjét: 1étezik olyan ¢ > O,
amelyre minden § = 15 esetén léteznek x,, yn € [a, b] amelyre
Xn — yn| < 1 és

[f(Xn) — f(¥n)| = €0



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY EGYENLETESEN FOLYTONOS

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor itt egyenletesen folytonos is. \

Bizonyitas. Tegyuk fel az ellenkezdjét: 1étezik olyan ¢ > O,
amelyre minden § = 15 esetén léteznek x,, yn € [a, b] amelyre
Xn — yn| < 1 és

[f(Xn) — f(¥n)| = €0

Ekkor létezik olyan r’ részsorozata N-nek, amelyre X,y és yn
konvergélnak valamely x* € [a, b] és y* € |a, b] értékekhez.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY EGYENLETESEN FOLYTONOS

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor itt egyenletesen folytonos is. \

Bizonyitas. Tegyuk fel az ellenkezdjét: 1étezik olyan ¢ > O,
amelyre minden § = 15 esetén léteznek x,, yn € [a, b] amelyre
Xn — yn| < 1 és

[f(xn) — f(¥n)| > €o.
Ekkor létezik olyan r’ részsorozata N-nek, amelyre X,y és yn
konvergélnak valamely x* € [a, b] és y* € |a, b] értékekhez.
Mivel X, — yn| < 1 azért x* = y*.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY EGYENLETESEN FOLYTONOS

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor itt egyenletesen folytonos is. \

Bizonyitas. Tegyuk fel az ellenkezdjét: 1étezik olyan ¢ > O,
amelyre minden § = 15 esetén léteznek x,, yn € [a, b] amelyre
Xn — yn| < 1 és

[f(xn) — f(¥n)| > €o.
Ekkor létezik olyan r’ részsorozata N-nek, amelyre X,y és yn
konvergélnak valamely x* € [a, b] és y* € |a, b] értékekhez.
Mivel |x, — yn| < 1 azért x* = y*. De f folytonossaga miatt
lim f(xy)=f(x*), lim f(yy)="Ffy").
n’'—oo

n'—oo



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY EGYENLETESEN FOLYTONOS

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor itt egyenletesen folytonos is. \

Bizonyitas. Tegyuk fel az ellenkezdjét: 1étezik olyan ¢ > O,
amelyre minden § = 15 esetén léteznek x,, yn € [a, b] amelyre
Xn — yn| < 1 és

[f(xn) — f(¥n)| > €o.
Ekkor létezik olyan r’ részsorozata N-nek, amelyre X,y és yn
konvergélnak valamely x* € [a, b] és y* € |a, b] értékekhez.
Mivel |x, — yn| < 1 azért x* = y*. De f folytonossaga miatt
lim f(xy)=f(x*), lim f(yy)="Ffy").
n’'—oo

n'—oo

Ez ellentmond annak, hogy |f(Xy) — f(¥w)| > €o.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor ott Riemann-integralhato. \




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Régzitslink egy tetszbleges ¢ > 0 értéket.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Régzitslink egy tetszbleges « > 0 értéket. Ekkor,
mivel f egyenletesen folytonos, létezik olyan 6 > 0, hogy
minden |x — y| < ¢ esetén teljesil

e

1) — )l < .




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Régzitslink egy tetszbleges « > 0 értéket. Ekkor,
mivel f egyenletesen folytonos, létezik olyan 6 > 0, hogy
minden |x — y| < ¢ esetén teljesil

e

1) — )l < .

Legyen P egy tetszbleges, J-nal finomabb felosztasa [a, b]-nak.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f folytonos [a, b]-on, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Régzitslink egy tetszbleges « > 0 értéket. Ekkor,
mivel f egyenletesen folytonos, létezik olyan 6 > 0, hogy
minden |x — y| < ¢ esetén teljesil

e

1) — )l < .

Legyen P egy tetszbleges, J-nal finomabb felosztasa [a, b]-nak.
Weierstrass tétele miatt f felveszi szélsdértékeit minden Iy
részintervallumon.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO, BIZONYITAS

Bizonyitas. Innen

Sp—Sp:



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO, BIZONYITAS

Bizonyitas. Innen

N

Sp—sp=> (M — m)(Xk — Xk—1)
pa



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO, BIZONYITAS

Bizonyitas. Innen

N

Sp—sp=> (M — m)(Xk — Xk—1)
pa

N
3
< kZ:;b—a(Xk_X’“)




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO, BIZONYITAS

Bizonyitas. Innen

Mz

Sp—sp= > (Mc—my)(Xk — Xk—1)

k=1

Mz

<

b (Xk — Xk—1)

ES
I
N

a
N
Xk — Xk—1)

a2

k

(T



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO, BIZONYITAS

Bizonyitas. Innen

N
Sp—sp=> (M — m)(Xk — Xk—1)




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO, BIZONYITAS

Bizonyitas. Innen

N
Sp—sp=> (M — m)(Xk — Xk—1)

Tehat minden ¢ > 0 esetén f?f - fabf <e,azaz T:f = fabf.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON MONOTON
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f monoton [a, b]-n, akkor ott Riemann-integralhato. \




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON MONOTON
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f monoton [a, b]-n, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Feltehetd, hogy pl. f monoton névekvo.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON MONOTON
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f monoton [a, b]-n, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Feltehetd, hogy pl. f monoton névekvd. Ekkor
minden P felosztds esetén My = f(xx), mx = f(Xk_1),




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON MONOTON
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f monoton [a, b]-n, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Feltehetd, hogy pl. f monoton névekvd. Ekkor
minden P felosztds esetén My = f(xx), Mk = f(Xk_1), €S

Sp—sp



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON MONOTON
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f monoton [a, b]-n, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Feltehetd, hogy pl. f monoton névekvd. Ekkor
minden P felosztds esetén My = f(xx), Mk = f(Xk_1), €S

N

Sp —sp = (f(xk) = F(Xk-1))(Xk — Xk—1)
pa




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON MONOTON
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f monoton [a, b]-n, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Feltehetd, hogy pl. f monoton névekvd. Ekkor
minden P felosztds esetén My = f(xx), Mk = f(Xk_1), €S

N

Sp —sp = (f(xk) = F(Xk-1))(Xk — Xk—1)
pa

N
Z Xk — f Xk 1))(5(7)) =
k=1




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON MONOTON
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f monoton [a, b]-n, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Feltehetd, hogy pl. f monoton névekvd. Ekkor
minden P felosztds esetén My = f(xx), Mk = f(Xk_1), €S

N

Sp —sp = (f(xk) = F(Xk-1))(Xk — Xk—1)
pa

N
< 3 (F0) — f(xi-1))3(P) = (f(b) — (@))O(P).
k=1




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON MONOTON
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f monoton [a, b]-n, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Feltehetd, hogy pl. f monoton névekvd. Ekkor
minden P felosztds esetén My = f(xx), Mk = f(Xk_1), €S

N

Sp —sp = (f(xk) = F(Xk-1))(Xk — Xk—1)
pa

N
< S (10 = f(x-1))3(P) = (1(b) — F(2))5(P).
k=1

Amennyiben tehat 6(P) < 75557z



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

KORLATOS, ZART INTERVALLUMON MONOTON
FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATO

Ha f monoton [a, b]-n, akkor ott Riemann-integralhato. \

Bizonyitas. Feltehetd, hogy pl. f monoton névekvd. Ekkor
minden P felosztds esetén My = f(xx), Mk = f(Xk_1), €S

N

Sp —sp = (f(xk) = F(Xk-1))(Xk — Xk—1)
pa

N
< S (10 = f(x-1))3(P) = (1(b) — F(2))5(P).
k=1

Amennyiben tehat 6(P) < W, akkor

Sp—sp <e.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

A RIEMANN-INTEGRAL MONOTONITASA

ALLITAS

Legyen a < b és minden x € |a, b] esetén f(x) > 0.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

A RIEMANN-INTEGRAL MONOTONITASA

Legyen a < b és minden x < |a, b] esetén f(x) > 0. Ekkor

b
/ f(x)dx > 0.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

A RIEMANN-INTEGRAL MONOTONITASA

Legyen a < b és minden x < |a, b] esetén f(x) > 0. Ekkor

b
/ f(x)dx > 0.

Bizonyitas. Minden P felosztas esetén my > 0 minden
1 < k < N-re,



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

A RIEMANN-INTEGRAL MONOTONITASA

Legyen a < b és minden x < |a, b] esetén f(x) > 0. Ekkor

b
/ f(x)dx > 0.

Bizonyitas. Minden P felosztas esetén my > 0 minden
1 < k < N-re, ahonnan

/ ’ f(x)dx = bf(x)dx > > my(xk — Xk—1) = 0.

a 4 k=1



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

VEGES SOK PONTBAN KULONBOZO FUGGVENYEK
RIEMANN-INTEGRALJA

ALLITAS

Ha f Riemann-integralhatd |a, b]-on,




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

VEGES SOK PONTBAN KULONBOZO FUGGVENYEK
RIEMANN-INTEGRALJA

Ha f Riemann-integralhato |a, b]-on, és g olyan valés fliggvény
[a, b]-on, amelyre léteznek olyan a < ¢ < --- < ¢, < b értékek,
hogy minden x ¢ {c,...,cn} esetén f(x) = g(x),




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

VEGES SOK PONTBAN KULONBOZO FUGGVENYEK
RIEMANN-INTEGRALJA

Ha f Riemann-integralhato |a, b]-on, és g olyan valés fliggvény
[a, b]-on, amelyre léteznek olyan a < ¢ < --- < ¢, < b értékek,
hogy minden x ¢ {cy,...,cn} esetén f(x) = g(x), akkor g is
Riemann-integralhatd [a, b]-on,




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

VEGES SOK PONTBAN KULONBOZO FUGGVENYEK
RIEMANN-INTEGRALJA

Ha f Riemann-integralhato |a, b]-on, és g olyan valés fliggvény
[a, b]-on, amelyre léteznek olyan a < ¢ < --- < ¢, < b értékek,
hogy minden x ¢ {cy,...,cn} esetén f(x) = g(x), akkor g is
Riemann-integralhato [a, b]-on, és

/ab g(x)dx = /: f(x)dx.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

VEGES SOK PONTBAN KULONBOZO FUGGVENYEK
RIEMANN-INTEGRALJA

Bizonyitas: Legyen e > 0 tetszbleges, és legyen K fels6 korlatja
|f — g|-nek [a, b]-n.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

VEGES SOK PONTBAN KULONBOZO FUGGVENYEK
RIEMANN-INTEGRALJA

Bizonyitas: Legyen ¢ > 0 tetszdleges, és legyen K felsd korlatja
|f — g|-nek [a, b]-n. Jeldlje sp(f) és sp(g) rendre f és g alsd
integralkdzelitd 6sszegeit, és vezessik be hasonléan az Sp(f)
és Sp(g) jeldlést.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

VEGES SOK PONTBAN KULONBOZO FUGGVENYEK
RIEMANN-INTEGRALJA

Bizonyitas: Legyen ¢ > 0 tetszdleges, és legyen K felsd korlatja
|f — g|-nek [a, b]-n. Jeldlje sp(f) és sp(g) rendre f és g alsd
integralkdzelitd 6sszegeit, és vezessik be hasonléan az Sp(f)
és Sp(g) jeldlést. Valasszunk egy olyan P, minden hatéron tul
finomodo felosztassorozatot, melyre 6(Pm) < 15



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

VEGES SOK PONTBAN KULONBOZO FUGGVENYEK
RIEMANN-INTEGRALJA

Bizonyitas: Legyen ¢ > 0 tetszdleges, és legyen K felsd korlatja
|f — g|-nek [a, b]-n. Jeldlje sp(f) és sp(g) rendre f és g alsd
integralkdzelitd 6sszegeit, és vezessik be hasonléan az Sp(f)
és Sp(g) jeldlést. Valasszunk egy olyan P, minden hatéron tul
finomodo felosztassorozatot, melyre 6(Pm) < 15 Ekkor

1 1
Spa(f) — K N+ — < $p,(9) < Sp,(9) < Sp,(f) + K- —



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

VEGES SOK PONTBAN KULONBOZO FUGGVENYEK
RIEMANN-INTEGRALJA

Bizonyitas: Legyen ¢ > 0 tetszdleges, és legyen K felsd korlatja
|f — g|-nek [a, b]-n. Jeldlje sp(f) és sp(g) rendre f és g alsd
integralkdzelitd 6sszegeit, és vezessik be hasonléan az Sp(f)
és Sp(g) jeldlést. Valasszunk egy olyan P, minden hatéron tul
finomodo felosztassorozatot, melyre 6(Pm) < 15 Ekkor

1 1
Spa(f) — K N+ — < $p,(9) < Sp,(9) < Sp,(f) + K- —

Mivel f integralhat6 és P, minden hataron tal finomodo
felosztdssorozat,



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

VEGES SOK PONTBAN KULONBOZO FUGGVENYEK
RIEMANN-INTEGRALJA

Bizonyitas: Legyen ¢ > 0 tetszdleges, és legyen K felsd korlatja
|f — g|-nek [a, b]-n. Jeldlje sp(f) és sp(g) rendre f és g alsd
integralkdzelitd 6sszegeit, és vezessik be hasonléan az Sp(f)
és Sp(g) jeldlést. Valasszunk egy olyan P, minden hatéron tul
finomodo felosztassorozatot, melyre 6(Pm) < 15 Ekkor

1 1
Spa(f) — K N+ — < $p,(9) < Sp,(9) < Sp,(f) + K- —

Mivel f integralhat6 és P, minden hataron tal finomodo
felosztassorozat, a rendor-elvbdl kovetkezik az allitas.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG RESZINTERVALLUMON

Tegylik fel, hogy f Riemann-integralhato |a, b]-on és
[a, 5] € [a, b].




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG RESZINTERVALLUMON

Tegylik fel, hogy f Riemann-integralhato |a, b]-on és
[, B] C [a, b]. Ekkor f Riemann-integralhato [« 5]-on is.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG RESZINTERVALLUMON

Tegylik fel, hogy f Riemann-integralhato |a, b]-on és
[, B] C [a, b]. Ekkor f Riemann-integralhato [« 5]-on is.

Bizonyitas. Rogzitett ¢ > 0 esetén valasszunk olyan § > 0
értéket, amelyre [a, b] barmely, §-nél finomabb P felosztasa

esetén
Sp—sp <e.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG RESZINTERVALLUMON

Tegylik fel, hogy f Riemann-integralhato |a, b]-on és
[, B] C [a, b]. Ekkor f Riemann-integralhato [« 5]-on is.

Bizonyitas. Rogzitett ¢ > 0 esetén valasszunk olyan § > 0
értéket, amelyre [a, b] barmely, §-nél finomabb P felosztasa
esetén

Sp—sp <e.

Ekkor [«, 8] akarmelyik 6-nél finomabb P’ felosztasa
kiterjeszthet6 Uj osztépontok felvételével [a, b] egy §-nél
finomabb P felosztasava.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG RESZINTERVALLUMON

Tegylik fel, hogy f Riemann-integralhato |a, b]-on és
[, B] C [a, b]. Ekkor f Riemann-integralhato [« 5]-on is.

Bizonyitas. Rogzitett ¢ > 0 esetén valasszunk olyan § > 0
értéket, amelyre [a, b] barmely, §-nél finomabb P felosztasa
esetén

Sp—sp <e.

Ekkor [a, 3] akarmelyik 6-ndl finomabb P’ felosztasa
kiterjeszthet6 Uj osztépontok felvételével [a, b] egy §-nél
finomabb P felosztasava. Kénnyen lathatd, hogy

Spr— spr < Sp — sp.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG INTERVALLUMOK
EGYESITESEN

ALLITAS
Legyenek a < b < c és tegylk fel, hogy f Riemann-integralhatd
[a, b]-n és [b, c]-n.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG INTERVALLUMOK
EGYESITESEN

ALLITAS
Legyenek a < b < c és tegylk fel, hogy f Riemann-integralhatd
[a, b]-n és [b, c]-n. Ekkor f Riemann-integralhaté [a, c]-n is,




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG INTERVALLUMOK
EGYESITESEN

Legyenek a < b < c és tegylk fel, hogy f Riemann-integralhatd
[a, b]-n és [b, c|-n. Ekkor f Riemann-integralhato [a, c]-n is, és

/: f(x)dx = /ab f(x)dx + /bc f(x)dx.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG INTERVALLUMOK
EGYESITESEN

Bizonyitas. Legyenek P; és P felosztasai [a, b]-nek és
[b, c]-nek. TekintsUk [a, c]-nak azt a Py felosztasat, amelynek
osztépontjai Py és P» osztépontjainak egyesitése.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG INTERVALLUMOK
EGYESITESEN

Bizonyitas. Legyenek P; és P felosztasai [a, b]-nek és

[b, c]-nek. TekintsUk [a, c]-nak azt a Py felosztasat, amelynek
osztépontjai Py és P» osztépontjainak egyesitése. Ekkor, amint
P1 és P, minden hataron tul finomodik, Ugy ugyanez igaz Py-ra
is.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG INTERVALLUMOK
EGYESITESEN

Bizonyitas. Legyenek P; és P felosztasai [a, b]-nek és

[b, c]-nek. TekintsUk [a, c]-nak azt a Py felosztasat, amelynek
osztépontjai Py és P» osztépontjainak egyesitése. Ekkor, amint
P1 és P, minden hataron tul finomodik, Ugy ugyanez igaz Py-ra
is. Tovabba minden Py-hoz tartoz6 téglanyésszeg megkaphatéd
egy Pi-hez és egy P»-h6z tartozo téglanybésszeg 6sszegeként.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATOSAG INTERVALLUMOK
EGYESITESEN

Bizonyitas. Legyenek P; és P felosztasai [a, b]-nek és

[b, c]-nek. TekintsUk [a, c]-nak azt a Py felosztasat, amelynek
osztépontjai Py és P» osztépontjainak egyesitése. Ekkor, amint
P1 és P, minden hataron tul finomodik, Ugy ugyanez igaz Py-ra
is. Tovabba minden Py-hoz tartozo téglanydsszeg megkaphato
egy Pi-hez és egy P»-h6z tartozo téglanybésszeg 6sszegeként.
Minthogy utdbbiak tetszbleges &, valasztasok esetén rendre
f: f(x)dx-hez és [; f(x)dx-hez tartanak, megkapjuk a kivant
Osszefliggést.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

A RIEMANN-INTEGRAL LINEARITASA, I.

TegyUk fel, hogy f Riemann-integralhato [a, b]-on, és legyen
¢ € R tetszdleges.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

A RIEMANN-INTEGRAL LINEARITASA, I.

TegyUk fel, hogy f Riemann-integralhato [a, b]-on, és legyen
¢ € R tetszdleges.

Ekkor cf is Riemann-integralhaté [a, b]-on, és

b

/ab cf(x)dx = c/ f(x)dx.

a




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

A RIEMANN-INTEGRAL LINEARITASA, I.

TegyUk fel, hogy f Riemann-integralhato [a, b]-on, és legyen
¢ € R tetszdleges.

Ekkor cf is Riemann-integralhaté [a, b]-on, és

/ab cf(x)dx = c/b f(x)dx.

a

Bizonyitas.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

A RIEMANN-INTEGRAL LINEARITASA, I.

TegyUk fel, hogy f Riemann-integralhato [a, b]-on, és legyen
¢ € R tetszdleges.

Ekkor cf is Riemann-integralhaté [a, b]-on, és

/ab cf(x)dx = c/b f(x)dx.

a

Bizonyitas. Azonnal kbvetkezik a
my(cf) = emy(f),  Mi(cf) = cMy(f)

Osszefliggésekbdl.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

A RIEMANN-INTEGRAL LINEARITASA, II.

Tegyik fel, hogy az f és g fliggvények Riemann-integralhatok
[a, b]-on.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

A RIEMANN-INTEGRAL LINEARITASA, II.

Tegyik fel, hogy az f és g fliggvények Riemann-integralhatok
[a, b]-on.

ALLITAS

Ekkor f + g is Riemann-integralhato |a, b]-on,




16. ELOADAS: F YEK INTEGRALHATOSAGA

A RIEMANN-INTEGRAL LINEARITASA, II.

Tegyik fel, hogy az f és g fliggvények Riemann-integralhatok
[a, b]-on.

Ekkor f + g is Riemann-integralhatd [a, b]-on, és

/:(f+g)(x)dx - /ab f(x)dx+/abg(x)dx.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

A RIEMANN-INTEGRAL LINEARITASA, II.

Tegyik fel, hogy az f és g fliggvények Riemann-integralhatok
[a, b]-on.

Ekkor f + g is Riemann-integralhatd [a, b]-on, és

/:(H— g)(x)dx = /ab f(x)dx + /ab g(x)dx.

Bizonyitas. Az f + g flggvény akarmelyik P felosztashoz és &,
valasztashoz tartozé téglanydsszege megkaphaté az f és g
flggvények ugyanazon P felosztashoz és & valasztashoz
tartoz6 téglanydsszegeinek 6sszegeként.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

A RIEMANN-INTEGRAL LINEARITASA, II.

Tegyik fel, hogy az f és g fliggvények Riemann-integralhatok
[a, b]-on.

Ekkor f + g is Riemann-integralhatd [a, b]-on, és

/:(H— g)(x)dx = /ab f(x)dx + /ab g(x)dx.

Bizonyitas. Az f + g flggvény akarmelyik P felosztashoz és &,
valasztashoz tartozé téglanydsszege megkaphaté az f és g
flggvények ugyanazon P felosztashoz és & valasztashoz
tartoz6 téglanybsszegeinek 6sszegeként. Mivel utébbiak
tetszbleges &, valasztasok esetén rendre | ab f(x)dx-hez és

fab g(x)dx-hez tartanak, amint 7 minden hatéron tul finomodik,




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAGA

A RIEMANN-INTEGRAL LINEARITASA, II.

Tegyik fel, hogy az f és g fliggvények Riemann-integralhatok
[a, b]-on.

Ekkor f + g is Riemann-integralhatd [a, b]-on, és

/:(f+g)(x)dx - /ab f(x)dx+/abg(x)dx.

Bizonyitas. Az f + g flggvény akarmelyik P felosztashoz és &,
valasztashoz tartozé téglanydsszege megkaphaté az f és g
flggvények ugyanazon P felosztashoz és & valasztashoz
tartoz6 téglanybsszegeinek 6sszegeként. Mivel utébbiak
tetszbleges &, valasztasok esetén rendre | ab f(x)dx-hez és

fab g(x)dx-hez tartanak, amint 7 minden hatéron tul finomodik,
igy kapjuk a kivant 6sszefliggést.



16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATO FUGGVENYEK SZORZATA
ES HANYADOSA INTEGRALHATO

Tegylik fel, hogy az f és g fliggvények Riemann-integralhatok
[a, b]-n.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATO FUGGVENYEK SZORZATA
ES HANYADOSA INTEGRALHATO

Tegylik fel, hogy az f és g fliggvények Riemann-integralhatok
[a, b]-n. Ekkor az fg fliiggvény Riemann-integralhato [a, b]-n.




16. ELOADAS: FUGGVENYEK INTEGRALHATOSAG/

RIEMANN-INTEGRALHATO FUGGVENYEK SZORZATA
ES HANYADOSA INTEGRALHATO

Tegylik fel, hogy az f és g fliggvények Riemann-integralhatok
[a, b]-n. Ekkor az fg fliiggvény Riemann-integralhato [a, b]-n.
Tovabba ha létezik olyan m > 0, amelyre minden x € [a, b]
esetén g(x) > m, akkoré is Riemann-integralhato [a, b]-on.




