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Azon F : Dr — R fliggvényeket, melyek Dg értelmezési
tartomanya R? egy részhalmaza, kétvaltozos valos
fliggvényeknek hivjuk.

DEFINICI10

Ha F : D — R egy kétvaltozos valds fliggvény, és az
F(x,y) = 0 egyenlet M megoldashalmaza egy f : di — R
flggvény grafikonja, azt mondjuk, hogy f egy F(x,y) =0
egyenlettel implicit médon adott fliggveény.

MEGJEGYZES

| A

Az y = f(x) egyenlet egy explicit médon adott figgvény
egyenlete.
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Az &Y + y fliggvény y-ra nézve szigoruan névé minden x € R
esetén,
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PELDA

Az &% + y fliggvény y-ra nézve szigortuan névé minden x € R
esetén, tehdt az ey + y — x = 0 egyenlet egy implicit médon
adott fliggvény egyenlete.

KERDES
Hogyan lehet kiszamolni egy implicit médon adott fliggvény
(gérbe) derivaltjat egy adott pontban?

| A

N
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Legyen f : D — R egy kétvaltozds valos figgvény, melyre
(X07 yO) e D.
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DEFINICIO

Legyen f : D — R egy kétvaltozds valos figgvény, melyre
(X0, ¥0) € D. Ha a g(x) = f(x, yo) egyvaltozds valds figgvény
derivalhatoé xo-ban, akkor azt mondjuk, hogy f x szerint
parcialisan derivalhato (xg, yo)-ban, és (xo, Yo)-beli x szerinti
parcialis derivaltja g'(xp).
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Legyen f : D — R egy kétvaltozds valos figgvény, melyre
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PELDA

| N

F(x,y) = x®y+x—sin(y)
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DEFINICIO

Legyen f : D — R egy kétvaltozds valos figgvény, melyre
(X0, ¥0) € D. Ha a g(x) = f(x, yo) egyvaltozds valds figgvény
derivalhatoé xo-ban, akkor azt mondjuk, hogy f x szerint
parcialisan derivalhato (xg, yo)-ban, és (xo, Yo)-beli x szerinti
parcidlis derivéltia g'(xo). Jele: f;(xo, yo), 9%
(9xF) (X0, Yo)-

Hasonléan definialhato f y szerinti parcidlis derivaltja
(Xo, yo)—ban.

(x0:%0)”

PELDA

| A\

F(x,y) = X2y +x—sin(y) = 0xF = 2xy+1,0,F = x*—cos(y)




15. ELOADAS: SPECIALIS DERIVALASI SZABALYOK, TAYLOR-POLINOM

IMPLICIT MODON ADOTT FUGGVENY/GORBE

TETEL

Legyen az F : D — R kétvaltozds valds fliggvény parcialisan
derivalhato (xo, o) egy kérnyezetében,
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TETEL

Legyen az F : D — R kétvaltozds valds fliggvény parcialisan

derivalhato (xo, yo) egy kérnyezetében, és legyenek OxF, 0y F
folytonosak (xg, yo)-ban.
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TETEL

Legyen az F : D — R kétvaltozds valds fliggvény parcialisan
derivalhato (xo, yo) egy kérnyezetében, és legyenek OxF, 0y F
folytonosak (Xo, yo)-ban. Ha F(xo, yo) = 0 és Fj(Xo, ¥o) # O,
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TETEL

Legyen az F : D — R kétvaltozds valds fliggvény parcialisan
derivalhato (xo, yo) egy kérnyezetében, és legyenek OxF, 0y F
folytonosak (Xo, yo)-ban. Ha F(xo, yo) = 0 és Fj(Xo, ¥o) # O,
akkor (xo, o) egy kérnyezetében F(x,y) = 0 egy implicit
maodon adott f fliggvény egyenlete,
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TETEL

Legyen az F : D — R kétvaltozds valds fliggvény parcialisan
derivalhato (xo, yo) egy kérnyezetében, és legyenek OxF, 0y F
folytonosak (Xo, yo)-ban. Ha F(xo, yo) = 0 és Fj(Xo, ¥o) # O,
akkor (xo, o) egy kérnyezetében F(x,y) = 0 egy implicit
maodon adott f fliggvény egyenlete, melynek derivaltja xy-ban

o (0xF)(x0, ¥0)
F00) = =G, F) %0, v0)
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Irja fel az €Y + y — x = 0 egyenlettel implicit médon definialt
fliggvény érintéjének egyenletét a (0, —1) pontban.
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Megoldas.

F(x,y) = €V +y—x
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F(x,y) = e"zy+y—x = F(x,y) = exzy2xy—1,
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/ F)/((Oa_1)
0)= x> —1)
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F0,-1) -1
! —_ - x\® J_ __ " _
yO="po~"7 "

Tehat az érint6 egyenlete : y = —14+1-(x —0) = x — 1.
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Masik megoldas.
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Masik megoldas.

eV +y—x=0—
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Masik megoldas.

/
&W+y—x:0:¢<&%+y—x):0:¢
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Masik megoldas.

/
Yty -—x=0= (ex2y+y—x) =0=

exzy-(2xy—|—x2y’) +y'—1=0
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/
&W+y—x:0:¢<&%+y—x):0:¢

ex2}/,(2xy+x2y/) 4y -1=0=—y (Xzex2y+ 1) — 1 _oxe®Y
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Masik megoldas.
/
Yty -—x=0= (ex2y+y—x) =0=
eX’y. (2xy + x2y’) +y -1=0=y (x2e"2y + 1) =1-—2xe"Y

, 1 —2xeY
 x2eX*y +1
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Masik megoldas.

/
&W+y—x:0:¢<&%+y—x):0:¢

ex2}/,(2xy+x2y/) 4y -1=0=—y (Xzex2y+ 1) — 1 _oxe®Y

, 1 —2xeY

/ _
7X26X2y+1 y(O)—1
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Masik megoldas.
/
eV +y—x=0— (ex2y+y—x) =0=
eX’y. (2xy + x2y’) ty -1=0=y <x2e"2y + 1) —1-2xe"Y
. 1—2xe*”Y

T x2e® 11
Tehat az érint6 egyenlete : y = —14+1-(x —0) = x — 1.

y'(0)=1.
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Legyenek x = x(t) és y = y(t), t € D C R egyvaltozos valos
flggvények.
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Legyenek x = x(t) és y = y(t), t € D C R egyvaltozos valos
flggvények. Ekkor azt mondjuk, hogy

x = x(t)
yzﬂD}JGD

egy paraméteres alakban adott gérbe egyenletrendszere.



15. ELOADAS: SPECIALIS DERIVALASI ¢ YOK, TAYLOR-POLINOM

PARAMETERES ALAKBAN ADOTT FUGGVENY/GORBE

Legyenek x = x(t) és y = y(t), t € D C R egyvaltozos valos
flggvények. Ekkor azt mondjuk, hogy

x = x(t)
yzﬂD}JGD

egy paraméteres alakban adott gérbe egyenletrendszere. Ha
x(t) invertalhaté D-n, azt mondjuk, hogy a fenti gérbe egy
paraméteres alakban adott figgveny.
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Legyenek az

y=y(t)

paraméteres alakban adott fliggvény koordinatafliggvényei
derivalhatdak a t = fy paraméterértéknél.

X:“”}Jeo
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Legyenek az

x = x(t) }

,teD

y=y(1)
paraméteres alakban adott fliggvény koordinatafliggvényei
derivalhatbak a t = ty paraméterértéknél. Ha x(fy) # 0, akkor a
fenti paraméteres alakban adott fliggvény is derivalhaté a t = ty
paraméterértéknél,
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Legyenek az

x = x(t) }

,teD

y=y(1)
paraméteres alakban adott fliggvény koordinatafliggvényei
derivalhatbak a t = ty paraméterértéknél. Ha x(fy) # 0, akkor a
fenti paraméteres alakban adott fliggvény is derivalhaté a t = ty
paraméterértéknél, és derivaltja

(to)
fo)

<

Y=ty =

By
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Legyenek az

x = x(t) }

,teD

y=y(1)
paraméteres alakban adott fliggvény koordinatafliggvényei
derivalhatbak a t = ty paraméterértéknél. Ha x(fy) # 0, akkor a
fenti paraméteres alakban adott fliggvény is derivalhaté a t = ty
paraméterértéknél, és derivaltja

Y, = W) (dy G
0 X(t)  \ax &
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Példa. Egy vizszintes egyenes mentén goérdiild r sugaru kor

egy régzitett pontjanak palyajat r paraméter( cikloisnak
nevezzUk.

(0,0

FIGURE: Az r-paraméterl ciklois generélasa
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Az origén atmend r paraméteri ciklois paraméteres
egyenletrendszere:
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PARAMETERES ALAKBAN ADOTT FUGGVENY/GORBE

Az origén atmend r paraméteri ciklois paraméteres
egyenletrendszere:

Irjuk fel a fenti ciklois érintéjének egyenletét a ty = 5
paraméter( pontban.
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PARAMETERES ALAKBAN ADOTT FUGGVENY/GORBE

Az origén atmend r paraméteri ciklois paraméteres
egyenletrendszere:

Irjuk fel a fenti ciklois érintéjének egyenletét a ty = 5
paraméter( pontban.

x(t) = r(1 — cos(t))
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Az origén atmend r paraméteri ciklois paraméteres
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Irjuk fel a fenti ciklois érintéjének egyenletét a ty = 5
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M s
I’S|n§

_ _
M =Y lt=r/3 = r(1 —cos%)
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M =Y lt=r/3 = r(1—cos3) va
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PARAMETERES ALAKBAN ADOTT FUGGVENY/GORBE

Az origén atmend r paraméteri ciklois paraméteres
egyenletrendszere:

Irjuk fel a fenti ciklois érintéjének egyenletét a ty = 5
paraméter( pontban.

x(t) =r(1 —cos(t)) ,y(t)=rsin(t)

m=yt—rs3 = ﬁ = V3.

(
Az érintési pont: (r (g - @) , 5)
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PARAMETERES ALAKBAN ADOTT FUGGVENY/GORBE

Az origén atmend r paraméteri ciklois paraméteres
egyenletrendszere:

Irjuk fel a fenti ciklois érintéjének egyenletét a ty = 5
paraméter( pontban.

x(t) =r(1 —cos(t)) ,y(t)=rsin(t)

(
Az érintési pont: (r (g - ﬁ) , g) Azaz az érintb egyenlete:

2
Y s vB(xr (3 ).
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TAYLOR-POLINOM

Az y = f(x) gbrbe (xo, f(Xo) pontian atmené egyenesek kéziil a
‘legjobban kézelité egyenes’ az

y = f(x0) + f'(x0)(x — Xo).
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TAYLOR-POLINOM

MEGJEGYZES

Az y = f(x) gbrbe (xo, f(Xo) pontian atmené egyenesek kéziil a
‘legjobban kézelité egyenes’ az

y = f(xo) + f'(xo)(x — xo). )
Adott n > 1 esetén mi a legjobban kézelité legfeljebb n-edfoku
polinom?

A\
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Legyen f n-szer derivalhatd xq-ban.
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Tn(x) = z”: f(k)(XO)(X — Xo)f =

o k!
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TAYLOR-POLINOM

DEFINiCIO
Legyen f n-szer derivalhato xy-ban. Ekkor a

N f(k)
o) =3 f k(IXO)(X ~xo)
k=0 '
— 1x0) 4 (0) (X — o)+ 0 (x xo)2 .

polinomot
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TAYLOR-POLINOM

DEFINiCIO
Legyen f n-szer derivalhato xy-ban. Ekkor a

n

Tn(X) _ Z f(k)(XO)(X o Xo)k —

o k!

= f(x0) +F'(x0)(x = X0) + 'm(2XO)(X_xo)2+. 00

polinomot f xq-beli n-edrendd Taylor-polinomjanak nevezzUik.
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TAYLOR-POLINOM

Meggondolhato, hogy T,(x) az a legfeljebb n-edfoku polinom,
melynek elsé n derivéltja xo-ban megegyezik f elsé n
derivaltjaval xo-ban.
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TAYLOR-POLINOM

MEGIJEGYZES

Meggondolhato, hogy T,(x) az a legfeljebb n-edfoku polinom,
melynek elsé n derivéltja xo-ban megegyezik f elsé n
derivaltjaval xo-ban.

FELADAT

| A

Irjuk fel f(x) = e n-edrendii Taylor-polinomjét az xo = 0
helyen.

A\
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TAYLOR-POLINOM

MEGIJEGYZES

Meggondolhato, hogy T,(x) az a legfeljebb n-edfoku polinom,
melynek elsé n derivéltja xo-ban megegyezik f elsé n
derivaltjaval xo-ban.

FELADAT

| A

Irjuk fel f(x) = e n-edrendii Taylor-polinomjét az xo = 0
helyen.

A\

f(x) = e&*,
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TAYLOR-POLINOM

MEGIJEGYZES

Meggondolhato, hogy T,(x) az a legfeljebb n-edfoku polinom,
melynek elsé n derivéltja xo-ban megegyezik f elsé n
derivaltjaval xo-ban.

FELADAT

| A

Irjuk fel f(x) = e n-edrendii Taylor-polinomjét az xo = 0
helyen.

A\

f(x) = e&*, f(x) = e, stb.
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TAYLOR-POLINOM

MEGIJEGYZES

Meggondolhato, hogy T,(x) az a legfeljebb n-edfoku polinom,
melynek elsé n derivéltja xo-ban megegyezik f elsé n
derivaltjaval xo-ban.

FELADAT

| A

Irjuk fel f(x) = e n-edrendii Taylor-polinomjét az xo = 0
helyen.

A\

f(x) = €, f/(x) = &, stb. Ebbdl
f(0) = F(0)=...=fM(0) = e® =1.
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TAYLOR-POLINOM

MEGIJEGYZES

Meggondolhato, hogy T,(x) az a legfeljebb n-edfoku polinom,
melynek elsé n derivéltja xo-ban megegyezik f elsé n
derivaltjaval xo-ban.

FELADAT

| A

Irjuk fel f(x) = e n-edrendii Taylor-polinomjét az xo = 0
helyen.

A\

f(x) = €%, f'(x) = e, stb. Ebbdl
f(0) = f(0) = ... = f(V(0) = ® = 1. Tehat

2 X3 xn

X
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A TAYLOR-TETEL

DEFINICIO

Legyen f n-szer derivalhato xy-ban.
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A TAYLOR-TETEL

Legyen f n-szer derivalhato xy-ban. Ekkor Th(x) hibatagja az
Rn(x) = f(x) — Th(x) mennyiség.
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A TAYLOR-TETEL

DEFINICIO

Legyen f n-szer derivalhato xy-ban. Ekkor Th(x) hibatagja az
Rn(x) = f(x) — Th(x) mennyiség.

TETEL

| N

Legyen f (n+ 1)-szer derivalhato az [xy, x| intervallumon.

A
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A TAYLOR-TETEL

DEFINICIO

Legyen f n-szer derivalhato xy-ban. Ekkor Th(x) hibatagja az
Rn(x) = f(x) — Th(x) mennyiség.

TETEL

Legyen f (n+ 1)-szer derivalhato az [xy, x| intervallumon.
Ekkor van olyan t € (xg, x), melyre

| \

n+1
Rn(x) = (fn . (f)’! (x — x0)™.

\
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A TAYLOR-TETEL

DEFINICIO

Legyen f n-szer derivalhato xy-ban. Ekkor Th(x) hibatagja az
Rn(x) = f(x) — Th(x) mennyiség.

| \

TETEL
Legyen f (n+ 1)-szer derivalhato az [xy, x| intervallumon.
Ekkor van olyan t € (xg, x), melyre

fn+1 (t)

Rn(3) = oy X = %00

\

A bizonyitas otlete:
A Cauchy-tételt kell alkalmazni megfeleléen valasztott
flggvényekre.
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PELDA

Hatarozzuk meg e értékét 0,001 pontossaggal!

Az e szamot az e* figgvény Taylor-polinomjaval kdzelitjik az
Xo = 0 és x = 1 valasztassal. A Taylor-tétel alapjan
0 0
e

e
e:EUHH%U:§+§+§+W+F
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Hatarozzuk meg e értékét 0,001 pontossaggal!

Az e szamot az e* figgvény Taylor-polinomjaval kdzelitjik az
Xo = 0 és x = 1 valasztassal. A Taylor-tétel alapjan
0 g0 et

e
?+. . .+H+m,

e = Tp(1)+Rn(1) = e°+€°+ te (0,1).
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Hatarozzuk meg e értékét 0,001 pontossaggal!

Az e szamot az e* figgvény Taylor-polinomjaval kdzelitjik az
Xo = 0 és x = 1 valasztassal. A Taylor-tétel alapjan

0. o €° el el
€= Tn(1)+F”n(1) —e +e +?+ . +F+m, te (0, 1)
Ha a kdzelités e ~ T,(1), akkor a hiba R,(1) = (n+1), alkalmas

t € (0,1) esetén.
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Az e szamot az e* figgvény Taylor-polinomjaval kdzelitjik az
Xo = 0 és x = 1 valasztassal. A Taylor-tétel alapjan

0. o €° e’ e
€= Tn(1)+Rn(1):e +e +?++F+m, t€(0,1)
Ha a kdzelités e ~ T,(1), akkor a hiba R,(1) = (n+1), alkalmas

t € (0,1) esetén. Tanultuk, hogy 0 < e < 4, tehat e* dervialtja
pozitiv, azaz e < e < 4,hat < 1.
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Hatarozzuk meg e értékét 0,001 pontossaggal!

Az e szamot az e* figgvény Taylor-polinomjaval kdzelitjik az
Xo = 0 és x = 1 valasztassal. A Taylor-tétel alapjan

To(1) 1 An(1) = &%+ 6%+ & &, ¢ 0, 1
e= n( )+ n()—e+e+?++ﬁ+m, te(, )
Ha a kdzelités e ~ T,(1), akkor a hiba R,(1) = (n+1), alkalmas
t € (0,1) esetén. Tanultuk, hogy 0 < e < 4, tehat e* dervialtja
pozitiv, azaz e! < e < 4, ha t < 1. Azaz elég azt garantalni,
hogy Uﬁ;715;0,001.
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To(1) 1 An(1) = &%+ 6%+ & £, 0, 1
e= n( )+ n()—e+e+?++ﬁ+m, te(, )
Ha a kdzelités e ~ T,(1), akkor a hiba R,(1) = (n+1), alkalmas
t € (0,1) esetén. Tanultuk, hogy 0 < e < 4, tehat e* dervialtja
pozitiv, azaz e! < e < 4, ha t < 1. Azaz elég azt garantalni,
hogy ﬁ < 0,001. De ez teljesiil, ha n = 6, mert

4 1
ﬂ:m <0,001,
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e~LH+1+1+ +l
- 2 ' 6 6!
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