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Legyenek > 72 o xn és > ¥n pOZitiv tagl sorok.

DEFINICIO
Azt mondjuk, hogy >~ > o Xn majoraljaa’y . ¥n Sort, ha
minden n € N esetén

Xn = Yn-

Tegytik fel, hogy >~ o Xn majoralja y ">, yn-et.
@ Majorans-elv: Ha Y~ ", xn konvergens, akkory > o ¥n is
az.
@ Minorans-elv: Megforditva, ha >~ ", yn divergens, akkor
Y oo Xn IS az.

N




8. ELOADAS: SZAMSOROK 2.

A MAJORANS- ES MINORANS-ELV BIZONYITASA

Bizonyitas.



8. ELOADAS: SZAMSOROK 2.

A MAJORANS- ES MINORANS-ELV BIZONYITASA

Bizonyitas. Legyen

k k
Sk:ZXna tk:ZYn-
n=0 n=0



8. ELOADAS: SZAMSOROK 2.

A MAJORANS- ES MINORANS-ELV BIZONYITASA

Bizonyitas. Legyen

k k
Sk:ZXna tk:ZYn-
n=0 n=0

Ekkor (sk) és (&) monoton névekednek, és feltétel szerint

0 < tx < s.



8. ELOADAS: SZAMSOROK 2.

A MAJORANS- ES MINORANS-ELV BIZONYITASA

Bizonyitas. Legyen

k k
Sk:ZXna tk:ZYn-
n=0 n=0

Ekkor (sk) és (&) monoton névekednek, és feltétel szerint
0 < tx < s.

Amennyiben (sx) konvergél s-hez,



8. ELOADAS: SZAMSOROK 2.

A MAJORANS- ES MINORANS-ELV BIZONYITASA

Bizonyitas. Legyen

k k
Sk:ZXna tk:ZYn-
n=0 n=0

Ekkor (sk) és (&) monoton névekednek, és feltétel szerint
0 < tx < s.

Amennyiben (si) konvergdl s-hez, akkor tehat s felso korlatja a
(fx) sorozatnak,



8. ELOADAS: SZAMSOROK 2.

A MAJORANS- ES MINORANS-ELV BIZONYITASA

Bizonyitas. Legyen

k k
Sk:ZXna tk:ZYn-
n=0 n=0

Ekkor (sk) és (&) monoton névekednek, és feltétel szerint
0 < tx < s.

Amennyiben (si) konvergdl s-hez, akkor tehat s felso korlatja a
(fx) sorozatnak, igy utébbi is konvergens.



8. ELOADAS: SZAMSOROK 2.

A MAJORANS- ES MINORANS-ELV BIZONYITASA

Bizonyitas. Legyen

k k
Sk:ZXna tk:ZYn-
n=0 n=0

Ekkor (sk) és (&) monoton névekednek, és feltétel szerint
0 < tx < s.

Amennyiben (si) konvergdl s-hez, akkor tehat s felso korlatja a
(fx) sorozatnak, igy utébbi is konvergens.

A tétel akkor is igaz, ha az x, > yn, egyenlétlenség csak véges
SOK kivételtdl eltekintve teljesdil.
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Megoldas. A sorozat elemei pozitivak, ha n > 2. Masrészt

2n —1 2n 4
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ha2n < 7 2 ,azaz n > 2. De } ;% -, konvergens, azaz a
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PELDAK

Allapitsa meg, hogy a’y"7° , Z2%5-1 sor konvergens-e!

Megoldas. A sorozat elemei pozitivak, ha n > 2. Mésrészt

2n—1 2n—n

’
—2n+1~- m

De 37, 1 divergens, azaz a minorans-elv szerint

2n 1 i
> oo sne divergens.
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alaku sorokat, ahol p € R, p-sornak hivjuk.

Egy p-sor akkor és csak akkor konvergens, hap > 1.
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A p-SOROK

Bizonyitéas.
Ha p = 1, akkor a p-sor a harmonikus sor, amelyrdl mar lattuk
hogy divergens. Ha p < 1, akkor

1 1

> —
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)

ezért a minorans-elv miatt a p-sor divergens.
Ha p > 2, akkor 0 < &< % igy a Y521  sor konvergens
volta és a majorans-elv miatt a p-sor konvergens.

Kimaradé eset: 1 < p < 2. Ezt nem bizonyitjuk.
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TETEL

Tegylik fel, hogy

lim 22 20

n—o00 yn

létezik és 0-tdl kiilbnbdézik. Ekkor 7, xn akkor és csak akkor
konvergens, ha y_ >, yn konvergens.

Bizonyitas. Legyen a hanyadosok hatérértéke ¢ > 0, és
valasszunk ¢ = £-h6z n. € R kiiszbbszamot: minden n > n.

esetén
0<c—9—9<ﬁ<c+9—%
2 2y, 2 2
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Bizonyitas. Ezt atrendezve:

Oy < xp < SC
2}/n n 2}/n-

A majorans- és a minorans-elvbdl nyerjik az allitast.
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Allapitsa meg, hogy ay ", 25 1< ésay o, 2251 sorok

konvergensek-e!
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n

valamint 37° ; -5 konvergens és 3> © divergens, ezért az
els6 sor konvergens és a masodik sor divergens.
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A feltétel alapjan véges sok n értéktdl eltekintve

Xp < r".

Alkalmazzuk a majorans-elveta > ", xn és a
oo
>
n=0

mértani sorra, figyelembe véve hogy utébbi konvergens, mert
r<i.
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Legyen "> , xn €gy pozitiv tagu sor, és legyen

A = limp_,o /Xn. Ha A < 1, akkor a sor konvergens, és ha
A > 1, akkor a sor divergens.

PELDA

\
| A

AX >, zn sor egy pozitiv tagu sor, és

W (Un)? 1
lim \/— = lim =
n—o0 2” n—o0 2 2

tehat a sor a gybkkritérium alapjan konvergens.
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Ha létezik olyan r < 1 érték, amelyre véges sok kivételtbl
eltekintve teljesdl

akkora_ >’ , xn sor konvergens.
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ellenpélda ismét a harmonikus sor.
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Bizonyitas. Feltehetd, hogy az *2:! < r egyenl6tlenség minden
n-re igaz. De ebbdl teljes indukcioval x, < xor" kévetkezik, igy
alkalmazhatjuk a majoréns-elveta >~ ,° ; x, és az

(0.9]
Xo Z r"
n=0

sorokra, ahol utébbi konvergens, mert r < 1.
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Legyen "> , xn €gy pozitiv tagu sor, és legyen
A = limp 00 22, Ha A < 1, akkor a sor konvergens, és ha
A > 1, akkor a sor divergens.

PELDA

Tekintsiik a Y5, 221 pozitiv tagti sort. Ekkor

2n+2
. Xn+1 . n+1)!
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n!

2n+2 n .

:n||—>n;o(n_|_1)!'2n+1 - n|—>n;on—|—1 =<

tehat a hanyadoskritérium szerint a sor konvergens.
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V.

ALLITAS

Ha " .~ , xn abszolit konvergens,

V.
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DEFINICIO

A", Xxn sort abszolut konvergensnek mondjuk, ha a

(0.0)
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sor konvergens.

V.

Ha "~ , xn abszolut konvergens, akkor konvergens is.
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Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszbleges. Valasszunk e-hoz olyan
n. € R kiszébszamot, amelyre minden m > n > n. esetén
[Xnt1] + [Xni2| + ... + |Xm| < e. Ekkor

[Xn41 + Xnp2 + - Xl < [Xoga |+ [Xng2| + .-+ |Xm| <,

tehat alkalmazhatjuk a sorokra vonatkoz6 Cauchy-féle
konvergencia kritériumot.
MEGJEGYZES

Léteznek olyan sorok, amelyek konvergensek, de nem abszoldt
konvergensek. Példa ilyen sorra:

ce -1 n+1
> &

n=1
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mondjuk hogy feltételesen konvergens.

DEFINICIO
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> Xon)
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TETEL

Ha 7" o xn abszolit konvergens, akkor barmely 302 o Xy(n)
atrendezése is abszolut konvergens, €s

TETEL

Ha >~ 77 o xn egy feltételesen konvergens sor és o € R
tetszbleges, akkor létezik egy olyan o : N — N bijekcid, amelyre

o0

Zxa(n) = Q.

n=0




