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minden eleme egyuttal eleme B-nek is.

Az A és B halmazok egyenlok, ha A részhalmaza B-nek és B is
részhalmaza A-nak (azaz, pontosan ugyanazok az elemeik).
A szigoru részhalmaza B-nek, ha A részhalmaza B-nek, de A
nem egyenld B-vel.
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HALMAZOK

Ures halmaz: az a ) halmaz, amelynek egyetlen széba jdheté
objektum sem eleme.
A és B diszjunkt, ha nincs kéz6s elemk.

Déntsiik el, hogy azA= 0, B= {0}, C={0,{0}} és D = {{0}}
kézt melyek egyenlbk!
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e Anem egyenld B-vel: A +# B;
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e A nem szigoru részhalmaza B-nek: A ¢ B.
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Régzitstink egy olyan U halmazt (univerzum), amely
tartalmazza az ésszes vizsgalhat6 objektumot. Legyen tovabba
F valamely egyértelmiien eldénthetd logikai feltétel U elemein.
Ekkor F-hez hozzarendelhetd egy halmaz a kdvetkezd modon:

A={ac U| ateljesiti F-et}.

PELDA

U = 7Z az 6sszes egész szam halmaza, F: egy adott egész
szam oszthato 2-vel. Ekkor a megfelelé A halmaz:

A={neZ| noszthatd?2-vel}

a paros egész szamok halmaza.
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DE MORGAN-AZONOSSAGOK

Az alabbi tulajdonsagok barmely A és B halmazok esetén
fennallnak:

e A=A;

° W =AUB;

e AUB=ANB.
Altalanosabban, minden / halmazzal indexezett {A;}ic;
csaladra

° m = Nie/Aj;

° m = Uic/A;.
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{0,1} x {1,2} = {(0,1),(0,2),(1,1),(1,2)} és
R? = {(x,y) : x,y € R}.

Amennyiben B = A, akkor A x B = A x A-t A masodik direkt
hatvanyanak nevezziik. Hasonldéan értelmezziik a harmadik,
negyedik, s. i. t. magasabb direkt hatvanyokat.
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A-n, amely reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
JELOLES

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor (a, b) € R-et gyakran igy
jeléljik:
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RELACIOK, EKVIVALENCIA-RELACIOK

Legyen A egy halmaz. Egy kétvaltozos relacio A-n egy
tetsz6leges R részhalmaza A x A-nak.

Egy R két-valtozds relaciérol azt mondjuk, hogy
e reflexiv, ha minden a € A esetén (a, a) € R;
e szimmetrikus, ha valahanyszor (a, b) € R, mindannyiszor
(b, a) € Ris teljesl;
e franzitiv, ha valahanyszor (a,b) € R és (b, c) € R,
mindannyiszor (a, c¢) € R is teljesul.
Egy ekvivalencia-relacié A-n egy olyan R két-valtozds relacio
A-n, amely reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor (a, b) € R-et gyakran igy
felbljik: a ~r b, vagy ha nem okozhat tévedést, akkor
egyszeribben: a ~ b.




1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK

PELDA

o A legsziikebb ekvivalencia-relacié A-n az egyenl6ségi
relacio: a ~ b akkor és csak akkor, haa = b.




1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK

o A legsziikebb ekvivalencia-relacié A-n az egyenl6ségi

relacio: a ~ b akkor és csak akkor, ha a = b.

o A legbbvebb ekvivalencia-relacio A-n a trividlis relacio:
minden a,b € A esetén a ~ b.




1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK

Az ekvivalenciarelaciok legfontosabb tulajdonsagat mutatja az
alabbi allitas.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK

Az ekvivalenciarelaciok legfontosabb tulajdonsagat mutatja az
alabbi allitas.

ALLITAS

Egy adott A halmazon adott ekvivalencia-relaciohoz
hozzarendelheté A egy

A=A
iel

felbontasa valamely A; C A egymassal paronként diszjunkt
részhalmazainak egyesitésére.




1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK

Az ekvivalenciarelaciok legfontosabb tulajdonsagat mutatja az
alabbi allitas.

ALLITAS

Egy adott A halmazon adott ekvivalencia-relaciohoz
hozzarendelheté A egy

A:Um

iel

felbontasa valamely A; C A egymassal paronként diszjunkt
részhalmazainak egyesitésére. Tovabba, minden fenti alaku
felbontashoz talalhaté egy ekvivalencia-relacio A-n, és e két
eljaras egymas inverzei.




1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor minden a € A elemhez
hozzarendelhetjuk A-nak az

As={becA a~b}

részhalmazat.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor minden a € A elemhez
hozzarendelhetjuk A-nak az

As={becA a~b}

részhalmazat. Legyen c € Az N Ap.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor minden a € A elemhez
hozzarendelhetjuk A-nak az

Aa={be A a~ b}
részhalmazat. Legyen ¢ € A; N Ap. Ekkor a szimmetriat és a

tranzitivitast hasznalva a~ ¢, b ~ cmiatt a~ b és b ~ a, azaz
acApésbe A,



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor minden a € A elemhez
hozzarendelhetjuk A-nak az

As={becA a~b}

részhalmazat. Legyen ¢ € A; N Ap. Ekkor a szimmetriat és a
tranzitivitast hasznalva a~ ¢, b ~ cmiatt a~ b és b ~ a, azaz
ac Apés be Az Legyen most d € A, vagyis a ~ d.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor minden a € A elemhez
hozzarendelhetjuk A-nak az

As={becA a~b}

részhalmazat. Legyen ¢ € A; N Ap. Ekkor a szimmetriat és a
tranzitivitast hasznalva a~ ¢, b ~ cmiatt a~ b és b ~ a, azaz
ac Apésbe Ay Legyen most d € A, vagyisa~ d. A
szimmetriat, a tranzitivitast és az el6z6 relaciokat hasznalva
ebbdl b ~ d.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor minden a € A elemhez
hozzarendelhetjuk A-nak az

As={becA a~b}

részhalmazat. Legyen ¢ € A; N Ap. Ekkor a szimmetriat és a
tranzitivitast hasznalva a~ ¢, b ~ cmiatt a~ b és b ~ a, azaz
ac Apésbe Ay Legyen most d € A, vagyisa~ d. A
szimmetriat, a tranzitivitast és az el6z6 relaciokat hasznalva
ebbdl b ~ d. Tehat A, C Ap.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor minden a € A elemhez
hozzarendelhetjuk A-nak az

As={becA a~b}

részhalmazat. Legyen ¢ € A; N Ap. Ekkor a szimmetriat és a
tranzitivitast hasznalva a~ ¢, b ~ cmiatt a~ b és b ~ a, azaz
ac Apésbe Ay Legyen most d € A, vagyisa~ d. A
szimmetriat, a tranzitivitast és az el6z6 relaciokat hasznalva
ebbdl b ~ d. Tehat A; C Ap. Hasonlban lathat6, hogy A, C Ag,
amibdél Az = Ap.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor minden a € A elemhez
hozzarendelhetjuk A-nak az

As={becA a~b}

részhalmazat. Legyen ¢ € A; N Ap. Ekkor a szimmetriat és a
tranzitivitast hasznalva a~ ¢, b ~ cmiatt a~ b és b ~ a, azaz
ac Apésbe Ay Legyen most d € A, vagyisa~ d. A
szimmetriat, a tranzitivitast és az el6z6 relaciokat hasznalva
ebbdl b ~ d. Tehat A; C Ap. Hasonlban lathat6, hogy A, C Ag,
amibdél A; = Ap. Tehat az A, halmazok vagy diszjunktak, vagy
egybeesnek, harmadik eset nem lehetséges.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Ha R egy ekvivalencia-relacio, akkor minden a € A elemhez
hozzarendelhetjuk A-nak az

As={becA a~b}

részhalmazat. Legyen ¢ € A; N Ap. Ekkor a szimmetriat és a
tranzitivitast hasznalva a~ ¢, b ~ cmiatt a~ b és b ~ a, azaz
ac Apésbe Ay Legyen most d € A, vagyisa~ d. A
szimmetriat, a tranzitivitast és az el6z6 relaciokat hasznalva
ebbdl b ~ d. Tehat A; C Ap. Hasonlban lathat6, hogy A, C Ag,
amibdél A; = Ap. Tehat az A, halmazok vagy diszjunktak, vagy
egybeesnek, harmadik eset nem lehetséges. Kivalasztva
minden ilyen Az halmazbdl egyetlen i € A, elemet, megkapjuk
a kivant felbontast.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Az ellenkez6 iranyu eljaras hasonlé médon mikadik:



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Az ellenkez6 irdnyu eljaras hasonlé médon mikaédik: egy
A=A
iel

felbontashoz rendeljik hozza azt a relaciét, amelyre a~ b
akkor és csak akkor teljesul, ha Az = Ap.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

EKVIVALENCIA-RELACIOK ES
OSZTALYFELBONTASOK, BIZONYITAS

Az ellenkez6 irdnyu eljaras hasonlé médon mikaédik: egy
A=A
iel

felbontashoz rendeljik hozza azt a relaciét, amelyre a~ b
akkor és csak akkor teljesul, ha Az = Ap. Kdnnyen beléthatd,
hogy ez az eljaras az el6z0 inverze.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TERMESZETES SZAMOK

Axiomatikus felépités: Giuseppe Peano (1858—-1932).



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TERMESZETES SZAMOK

Axiomatikus felépités: Giuseppe Peano (1858—-1932).
Természetes szamok axiomai: N halmaz ellatva egy 0 € N
elemmel és egy r : N — N rakdvetkezési figgvénnyel
(r(n) = n+ 1), amelyek teljesitik a kdvetkezbket:



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TERMESZETES SZAMOK

Axiomatikus felépités: Giuseppe Peano (1858—-1932).
Természetes szamok axiomai: N halmaz ellatva egy 0 € N
elemmel és egy r : N — N rakdvetkezési figgvénnyel
(r(n) = n+ 1), amelyek teljesitik a kdvetkezbket:

@ rinjektiv; azaz kulénb6zd elemek rakdvetkezd elemei
klénbdz6;



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TERMESZETES SZAMOK

Axiomatikus felépités: Giuseppe Peano (1858—-1932).
Természetes szamok axiomai: N halmaz ellatva egy 0 € N
elemmel és egy r : N — N rakdvetkezési figgvénnyel
(r(n) = n+ 1), amelyek teljesitik a kdvetkezbket:
@ rinjektiv; azaz kulénb6zd elemek rakdvetkezd elemei
kilénbdz6;
@ 0 semminek nem rakovetkez6 eleme;



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TERMESZETES SZAMOK

Axiomatikus felépités: Giuseppe Peano (1858—-1932).
Természetes szamok axiomai: N halmaz ellatva egy 0 € N
elemmel és egy r : N — N rakdvetkezési figgvénnyel
(r(n) = n+ 1), amelyek teljesitik a kdvetkezbket:
@ rinjektiv; azaz kulénb6zd elemek rakdvetkezd elemei
kilénbdz6;
@ 0 semminek nem rakovetkez6 eleme;

@ ha V C Nolyan, hogy 0 € V tovabba minden n € V-re
r(n) € Vis teljesuil, akkor V = N.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TERMESZETES SZAMOK

Axiomatikus felépités: Giuseppe Peano (1858—-1932).
Természetes szamok axiomai: N halmaz ellatva egy 0 € N
elemmel és egy r : N — N rakdvetkezési figgvénnyel
(r(n) = n+ 1), amelyek teljesitik a kdvetkezbket:
@ rinjektiv; azaz kulénb6zd elemek rakdvetkezd elemei
klénbdz6;
@ 0 semminek nem rakovetkez6 eleme;
@ ha V C Nolyan, hogy 0 € V tovabba minden n € V-re
r(n) € Vis teljesuil, akkor V = N.
Természetes szamok egy modellje:
e 0=0(;



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TERMESZETES SZAMOK

Axiomatikus felépités: Giuseppe Peano (1858—-1932).
Természetes szamok axiomai: N halmaz ellatva egy 0 € N
elemmel és egy r : N — N rakdvetkezési figgvénnyel
(r(n) = n+ 1), amelyek teljesitik a kdvetkezbket:
@ rinjektiv; azaz kulénb6zd elemek rakdvetkezd elemei
klénbdz6;
@ 0 semminek nem rakovetkez6 eleme;
@ ha V C Nolyan, hogy 0 € V tovabba minden n € V-re
r(n) € Vis teljesuil, akkor V = N.
Természetes szamok egy modellje:
e 0=0(;

e 1 =r(0) legyen a {0} = {0} halmaz;



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TERMESZETES SZAMOK

Axiomatikus felépités: Giuseppe Peano (1858—-1932).
Természetes szamok axiomai: N halmaz ellatva egy 0 € N
elemmel és egy r : N — N rakdvetkezési figgvénnyel
(r(n) = n+ 1), amelyek teljesitik a kdvetkezbket:
@ rinjektiv; azaz kulénb6zd elemek rakdvetkezd elemei
klénbdz6;
@ 0 semminek nem rakovetkez6 eleme;
@ ha V C Nolyan, hogy 0 € V tovabba minden n € V-re
r(n) € Vis teljesuil, akkor V = N.
Természetes szamok egy modellje:
e 0=0(;
e 1 =r(0) legyen a {0} = {0} halmaz;
e 2=r(1)legyena {0,1} = {0, {0}} halmaz;



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TERMESZETES SZAMOK

Axiomatikus felépités: Giuseppe Peano (1858—-1932).
Természetes szamok axiomai: N halmaz ellatva egy 0 € N
elemmel és egy r : N — N rakdvetkezési figgvénnyel
(r(n) = n+ 1), amelyek teljesitik a kdvetkezbket:
@ rinjektiv; azaz kulénb6zd elemek rakdvetkezd elemei
klénbdz6;
@ 0 semminek nem rakovetkez6 eleme;
@ ha V C Nolyan, hogy 0 € V tovabba minden n € V-re
r(n) € Vis teljesuil, akkor V = N.
Természetes szamok egy modellje:
e 0=0(;
e 1 =r(0) legyen a {0} = {0} halmaz;
e 2=r(1)legyena {0,1} = {0, {0}} halmaz;
e altalanosan, minden mar megszerkesztett n € N elemre
legyen r(n) = nU {n}.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TELJES INDUKCIO ELVE

A 3. axibma mas néven a teljes indukcio bizonyitasi médszere:
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TELJES INDUKCIO ELVE

A 3. axibma mas néven a teljes indukcio bizonyitasi médszere:
ha bebizonyitjuk, hogy valamely allitas

Q igaz O-ra
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TELJES INDUKCIO ELVE

A 3. axibma mas néven a teljes indukcio bizonyitasi médszere:
ha bebizonyitjuk, hogy valamely allitas

Q igaz O-ra
@ és haigaz n-re, akkor igaz (n+ 1)-re is,



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TELJES INDUKCIO ELVE

A 3. axibma mas néven a teljes indukcio bizonyitasi médszere:
ha bebizonyitjuk, hogy valamely allitas

Q igaz O-ra
@ és haigaz n-re, akkor igaz (n+ 1)-re s,
akkor az adott allitast belattuk minden n € N-re.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

PELDA TELJES INDUKCIOS BIZONYITASRA

Bebizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre

_ n(n+1)

1424 ...
+24-4n 5
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PELDA TELJES INDUKCIOS BIZONYITASRA

Bebizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre

_ n(n+1)

1424 ...
+24-4n 5

@ n = 1-re mindkét oldal 1,
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PELDA TELJES INDUKCIOS BIZONYITASRA

Bebizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre

_ n(n+1)

1424 ...
+24-4n 5

Q@ n = 1-re mindkét oldal 1,
@ ha n-re igaz, akkor
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PELDA TELJES INDUKCIOS BIZONYITASRA

Bebizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre

_ n(n+1)

1424 ...
+24-4n 5

Q@ n = 1-re mindkét oldal 1,
@ ha n-re igaz, akkor

1+24+---4+n+(n+1)=



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

PELDA TELJES INDUKCIOS BIZONYITASRA

Bebizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre
1+2+...+n:M_
2
@ n=1-re mindkét oldal 1,
@ ha n-re igaz, akkor

(n

n 1
1+2+-~-+n+(n+1):2+)+(n+1)
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PELDA TELJES INDUKCIOS BIZONYITASRA

Bebizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre

1+2+...+n:M_
2
Q@ n = 1-re mindkét oldal 1,
@ ha n-re igaz, akkor
n(n+1)

1+24+---4+n+(n+1)= +(n+1)

2
:(n+1)(g+1)
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PELDA TELJES INDUKCIOS BIZONYITASRA

Bebizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre

1+2+...+n:M_
2
Q@ n = 1-re mindkét oldal 1,
@ ha n-re igaz, akkor
n(n+1
1+2+-~-+n+(n+1):(2+)+(n+1)
n
n+2

=(n+1)
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PELDA TELJES INDUKCIOS BIZONYITASRA

Bebizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre

1+2+...+n:M_
2
Q@ n = 1-re mindkét oldal 1,
@ ha n-re igaz, akkor
n(n+1
1+2+-~-+n+(n+1):(2+)+(n+1)
n
n+2
= 1
(n+1)—
(n+1)(n+2)
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PELDA TELJES INDUKCIOS BIZONYITASRA

Bebizonyitjuk, hogy minden n pozitiv egészre

1+2+...+n:M_
2
Q@ n = 1-re mindkét oldal 1,
@ ha n-re igaz, akkor
n(n+1
1+2+-~-+n+(n+1):(2+)+(n+1)
n
n+2
=(n+ 1)
_(n+1)(n+2)
= 5 ,

tehat (n+ 1)-re is igaz.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

TERMESZETES SZAMOK TULAJDONSAGAI

Rendezési relacié egy A halmazon: olyan < relacio, amelyre
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TERMESZETES SZAMOK TULAJDONSAGAI

Rendezési relacié egy A halmazon: olyan < relacio, amelyre
e a< asemelyik a € A esetén sem teljesll;
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TERMESZETES SZAMOK TULAJDONSAGAI

Rendezési relacié egy A halmazon: olyan < relacio, amelyre
e a< asemelyik a € A esetén sem teljesll;

@ minden a; # a» € Aesetén a; < a, és a» < a;y kbzul
pontosan az egyik teljesll;
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TERMESZETES SZAMOK TULAJDONSAGAI

Rendezési relacié egy A halmazon: olyan < relacio, amelyre
e a< asemelyik a € A esetén sem teljesll;

@ minden a; # a» € Aesetén a; < a, és a» < a;y kbzul
pontosan az egyik teljesll;

e < tranzitiv.
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TERMESZETES SZAMOK TULAJDONSAGAI

Rendezési relacié egy A halmazon: olyan < relacio, amelyre
e a< asemelyik a € A esetén sem teljesll;

@ minden a; # a» € Aesetén a; < a, és a» < a;y kbzul
pontosan az egyik teljesll;

e < tranzitiv.

N-en létezik egy rendezés: n < m akkor és csak akkor, ha
m=r(r(---r(n)---)) valahany r alkalmazasaval.
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TERMESZETES SZAMOK TULAJDONSAGAI

Rendezési relacié egy A halmazon: olyan < relacio, amelyre
e a< asemelyik a € A esetén sem teljesll;
@ minden a; # a» € Aesetén a; < a, és a» < a;y kbzul
pontosan az egyik teljesll;
e < tranzitiv.

N-en létezik egy rendezés: n < m akkor és csak akkor, ha
m=r(r(---r(n)---)) valahany r alkalmazasaval.
N-en létezik egy kétvaltozds 6sszeadas mivelet:

NxN-—N
(n,m) — n+m.
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EGESZ SZAMOK BEVEZETESE

A természetes szamok kérében nem végezheto el a kivonas ~»
egész szamok.
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ekvivalencia-osztalya; jeldlés: —n.
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EGESZ SZAMOK BEVEZETESE

A természetes szamok kérében nem végezheto el a kivonas ~»
egész szamok.

Tekintsllk az N x N halmazt, és vezessiik be rajta a kdvetkez6
ekvivalencia-relaciét:

(a,b) ~(c,d)y<a+d=b+c.
Az egész szamok Z halmaza: az N x N halmazon a ~-re vett

ekvivalencia-osztalyok halmaza.
Rendezés Z-n:

(a,b) < (c,d)y<a+d<b+ec.

Egy ntermészetes szam ellentettje: (0, n)
ekvivalencia-osztalya; jeldlés: —n. (0, 0) osztalya: 0.
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MUVELETEK EGESZ SZAMOKKAL

Osszeadas Z-n:
(a,b) + (c,d) =(a+ b,c+d)

Minden egész szamnak létezik vagy (n,0) vagy (0, n) alaku
reprezentansa, ahol n € N.
Ebbél a szokdsos médon szarmazik a szorzas miivelete:

(n,0) x (m,0) = (nm,0)
(n,0) x (0, m) = (0, nm)
(0,n) x (m,0) = (0, nm)
(0,n) x (0, m) = (nm,0).
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Az egész szamok kérében nem végezhett el az osztas ~
racionalis szamok.

A Z x (N\ {0}) halmazon vezessik be a kdvetkezd
ekvivalencia-relaciot:

(p.q) ~ (t,u) < pu = qt.

Racionalis szamok: Q halmaz, amelynek elemei az
ekvivalencia-osztélyok.

JELOLES
° (p? q) — g;
e (0,q) osztalya: O;
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RACIONALIS SZAMOK BEVEZETESE

Az egész szamok kérében nem végezhett el az osztas ~
racionalis szamok.

A Z x (N\ {0}) halmazon vezessik be a kdvetkezd
ekvivalencia-relaciot:

(p.q) ~ (t,u) < pu = qt.

Racionalis szamok: Q halmaz, amelynek elemei az
ekvivalencia-osztélyok.

° (p? q) - g;
e (0,q) osztalya: 0;
e (q,q) osztalya: 1.
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MUVELETEK RACIONALIS SZAMOKKAL

Q-n létezik egy rendezés:

(p,q) < (t,u) & pu < qt.

Tovabba, Q = QT U {0} UQ~, ahol QT (illetve Q) azon
elemek halmaza, amelyek > 0 (illetve < 0).

Q-n értelmes az 6sszeadas, kivonas, szorzas. Osztas: ha
(t,u) # 0, azaz t # 0, akkor

(p,q): (t,u) = (p,q) - (u,t) = (pu, qt).
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VALOS SZAMOK

A racionalis szamoknak létezik (Iényegében) egyértelmi
tizedestort alakjuk, amely periodikus.



1. ELOADAS: HALMAZELMELET, SZAMFOGALOM, TELJES INDUKCIO

VALOS SZAMOK

A racionalis szamoknak létezik (Iényegében) egyértelmi
tizedestort alakjuk, amely periodikus.

Hozzavéve Q-hoz a nem-periodikus tizedestdrteket is, kapjuk a
valés szamok R halmazat.
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VALOS SZAMOK

A racionalis szamoknak létezik (Iényegében) egyértelmi
tizedestort alakjuk, amely periodikus.

Hozzavéve Q-hoz a nem-periodikus tizedestdrteket is, kapjuk a
valés szamok R halmazat.
R-ben értelmezett:

e (Osszeadas
e kivonas
@ szorzas
e osztas 0-t6l kilénbdzd szammal.
Ezek a mlveletek teljesitik a szokadsos azonossagokat, pl.:

at+b=b+a
ab = ba
(a+ b)c = ac+ bc.



