Ez a jegyzet a 2014/2015 tanév 6szi félévében a BME-n tartott Kvantum
csatorndk eldadas alapjan késziilt. Taldn helyesebb lenne definiciok, tételek
és bizonyitasok gylijteményének nevezni, mivel magyarazatokat csak rend-
kiviil vazlatos formédban tartalmaz.

Tervben van egy (jelentésen) bévitett valtozat elkészitése is, amelyben
a tananyagon tulmutaté tartalom mellett az olvasdé tobb magyarazatot és
példat talalhat, és (remélhetbleg) kevesebb hibat. Mindenféle észrevételt
szivesen veszek.
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1. Kvantummechanika alapjai

e kvantumfizika: fizikai elméletek altalanos kerete

e véletlen eseményekkel foglalkozik, matematikailag a valészinliségszamitas
altalanositasanak tekinthetd

e Hilbert-teres megfogalmazas:

— kvantummechanikai rendszer ~» szeparabilis Hilbert-tér H

— obszervébilisek: B(H) 6nadjungalt (vagy normalis) elemei

— allapotok: S(H) = {o € T(H)|o > 0,Tr p = 1} elemei

— A € B(H) m. momentuma a o € T (H) allapotban Tr(pA™) ~
valészintiségi mérték A spektrumén

— specidlisan: A varhato6 értéke Tr(pA™)



— ,,0sszetett rendszer” Hilbert-tere a részekhez tartoz6 Hilbert-terek
tenzorszorzata, az egyik rész egy obszervabilisét a tobbi iden-
titasaval tenzorszorozva kapjuk a megfelel6 obszervabilist az egész

rendszeren '
— zart rendszer allapota az idében t — e~ "t pe’ft médon valtozik,

ahol H = H* neve Hamilton-operator, a klasszikus energidhoz
tartozé obszervébilis (esetleg nem korldtos)

— tfh {|i) }ier ortonormélt bézis és (a;);er killonbozé szamok csaldd-
ja, az A = Y, a;)i)(i| obszervabilis mérése utan az allapot a
i) (i| 4llapotok valamelyike (Neumann-féle mérés)

2

e cgy adott kisérlet (jelenség) elméleti leirdsdhoz valasztunk egy alka-
Imas Hilbert-teret, a prepariciénak megfelel6 allapotot és a mérésnek
megfelel6 obszervabilist

1.1. Allitas. Legyen M Hilbert-tér, A € B(H) normdlis, 0 € S(H). Ekkor
létezik pontosan egy p Borel valdszindségi mérték C-n, amelyre

/C 2mEdu(z) = Tr (0A™A™™) (1.1)

teljesiil. Tovabbd supp u C spec(A).

Bizonyitas. Legyen E : B(C) — B(H) az A spektralis mértéke, azaz

A:/CZdE(Z) (1.2)

Ekkor u(B) := Tr(oE(B)) valészinliségi mérték C-n, suppu C supp B =
spec(A), és

/(szfnd,u(z) =Tr (Q/szz”dE(z)> = Tr (pA™A™™) (1.3)

Az egyértelmiiség abbdl kovetkezik, hogy a valés polinomokkal kompakt
tartoméanyon egyenletesen approximalhaté minden folytonos fliggvény. [

Megjegyzés. Ha A = A*, akkor u tartéja R része.

Megjegyzés. A konstrukci6 értelmes akkor is, ha A nem korldtos, persze a
momentumok létezésére ekkor nincs garancia.

1. HF. Legyen H = L?(R, \), ahol A a Lebesgue-mérték. A (Qf)(x) = x f(z)
és (Pf)(x) = —if'(x) definiciék onadjungdlt operdtorokat hataroznak meg
(pl. kompakt tart6ju sima fliggvények terén értelmesek, ez stir(i), hasonléan

H = %2 + %2 is. Jelolje [¢) a ¢(z) = 7 1/4¢=7*/2 médon adott fliggvényt.

Ellenérizziik, hogy |v¢)(¢| éllapot, és hatdrozzuk meg @ illetve H eloszlasat
ebben az allapotban.



1.2. Definicié. ¢ € S(H) tiszta, ha nem all el6 allapotok nemtrividlis kon-
vex kombinacidjaként.

1.3. Allitas. g € S(H) pontosan akkor tiszta, ha 1 rangi projektor.

Bizonyitds. Ha o1,02 > 0¢és0 < a < 1, akkor ker(ap; +(1—a)p2) = ker o1 N
ker g9, tehat az 1 rangi projektorok tisztédk. Ha viszont o nem 1 rangu, akkor
a spektralfelbontasa allapotok nemtrivialis konvex kombinaciéjaként allitja
el6. O

e tovabbi altalanositas célszerii: B(H) helyett annak egy (norméban zart)
rész-*-algebrajat valaszthatjuk obszervabiliseknek (pl. lehetnek kisér-
letileg hozzéférhetetlen mennyiségek), illetve S(H) helyett annak egy
konvex részhalmazat valaszthatjuk dllapotoknak (pl. nem minden elem
valésithaté meg preparédciéval)

1.4. Példa. (klasszikus) valészintiségelmélet megszamlalhatd eseménytéren:
Q) véges vagy megszamlalhaté halmaz, H = £2(Q) egy ortonormélt bazisa
{|lw)}weq. Minden korldtos Q@ — C fiiggvény meghatéroz egy My € B(H)
operatort (Mya)(w) = f(w)a(w) médon. My € T(H) pontosan akkor, ha

ITr My = Z(w\Mf]w) azaz Z |f(w)| < oo (1.4)
weN weN
My > 0 pontosan akkor, ha Vw : f(w) > 0, tehat My € S(H) akkor teljesiil,
ha f egy diszkrét eloszlas elemi eseményeinek valdszinliségeibdl all.

Megjegyzés. Egy A Banach-*-algebrat C*-algebranak neveziink, ha VA € A :
| AA*|| = ||A||?. Ez mindig izomorf egy Hilbert-tér feletti korldtos operatorok
egy normaban zart rész-*-algebrajaval. Megforditva: B(H) norméban zart
rész-*-algebraja az operatornorméval C*-algebra.

Megjegyzés. Tekinthetjiik az A C*-algebrat is alapvet objektumnak, ekkor
allapotnak nevezziik az w : A — C pozitiv, 1 norméajui linearis funkcionalokat.
Adott (A,w) esetén létezik olyan H Hilbert-tér, Q2 € H és 7 : A — B(H)
izometrikus *-algebra-homomorfizmus, amivel VA € A : w(A) = Tr |Q)(Q|n(A)

1.5. Példa. Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff tér, Cp(X) a folytonos,
végtelenben eltiin6é komplex értéki fliggvények halmaza, a pontonkénti miiveletekkel
és a szuprémumnormaval ez C*-algebra. Ha P valdszintiségi Borel-mérték X-

en, akkor meghataroz egy allapotot

s [ sap (15)

modon.

e mostantol a szereplo Hilbert-terek véges dimenzidsak lesznek, X, ), ...
véges halmazok, a szereplé C*-algebrék pedig valamilyen B(H) rész-
*_algebrai



1.6. Allitas. Ha A < B(M) rész-*-algebra, akkor C*-algebra, és mind a
topologikus, mind az algebrai dudlisa A-val azonosithaté a (o, A) — Tr(pA)
pdrositison keresztil.

Bizonyitds. dim A < (dim H)? < oo miatt zart altér, tehat Banach-*-algebra,
a C*-tulajdonsdg érvényben marad. Emellett a kétféle dudlis megegyezik
(mint vektorterek). A (g, A) — Tr(pA) leképezés bilinedris és nemelfajuld,
mert Tr A*A > 0 ha A # 0. O

1.7. Allitas. A fenti azonositds szerint a B(H) normdlt tér dudlisa T (H).

Bizonyitds.

| Tr XA| < Tr|XA| = Tr VXAA*X* < Tr/ X ||[AA*]| X* = ||A] | X]];
(1.6)
Ha X € B(H) polarfelbontasa X = UR, akkor

sup |Tr XA| > |Tr XU*| = | TrU'UR| =Tr R = | X||, (1.7)
lA<1

O
Megjegyzés. A fenti U* az X &ltal generalt C*-algebraban van.

e ha X halmaz, (P(X) jeléli a C vektorteret a p-norméval, ezt mindig
B(C?Y) diagonalis matrixokbdl allo alterével azonositjuk, a norma a
megfelel Schatten-norma lesziikitése

e specidlisan: /1 (X) < T(C?V)

e B(H®K) ~B(H)® B(K)

e ha 9 € S(H ® K) egy osszetett rendszer allapota, de egy A € B(H)
obszervabilis varhaté értékére vagyunk kivancsiak, azt megkaphatjuk
Tr o(A ® idg) médon

e misik lehetéség: az A — Tr o(A ®idk) linedris leképezést reprezentdlo
elemet tekintjitk 7 (H)-ban, ez egy allapot lesz

1.8. Definicié. Legyen X € T(Ha ® Hp). Azt a Trg X € T(H,) elemet,
amelyre minden A € B(H4) esetén Tr(Trp X)A = Tr X (A ® idy,,) teljesiil,
az X margindlisdnak (redukalt allapot) nevezziik.

1.9. Allitas. Ha X € S(Ha ® Hp), akkor Trp X € S(H.a).

Bizonyitds. Ha A > 0 tetszéleges, akkor A®idy, > 0 és igy Tr(Trp X)A =
Tr X (A®idy,) > 0, tehdt Trp X > 0. Masrészt Tr(Trp X) = Tr X (idy , @ idy,) =
Tr X. ]

e jelolés: a részrendszereket A, B,C,... betilikkel cimkézzik, ezek egy
részhalmazahoz tartoz6 Hilbert-teret pl. H4pp mddon jeldljiik, ha pl.
0 € S(Hapcp), akkor Trp o = pacp a szokéasos jelolés, oapcp = o.



e zart rendszer allapota az idében g — UpU* médon valtozik, ahol U
unitér operator

e ha a rendszer nem zart, egy nagyobb rendszer részeként tekinthetiink
ra, ami esetleg mar (kozelitéleg) zart

e ennek megfelelden fizikai folyamatok modelljének tekinthetjik a 94 +—
Trr U(o® op)U* alaki leképezéseket is, ahol U : Hap — Hap unitér

e még altalanosabban: a bemeneti és kimeneti Hilbert-terek kiilonb6zéek
is lehetnek

1.10. Definicié. Egy T': T(#H) — T (K) linearis leképezés pozitiv, ha X > 0
esetén T'(X) > 0. T teljesen pozitiv, ha Vn € N : T'® idy(cn) pozitiv.

1.11. Allitas. Legyen T : T(Ha) — T(Hp) linedris leképezés. Ekkor a
kévetkezok ekvivalensek:

1. T teljesen pozitiv

2. T(o) = >y KjoK73 valamely Kj : Ha — Hp linedris leképezésekre
(Kraus-reprezentdcid)

3. T(o) = TrgUpU* valamely U : Hao — Hpp linedris leképezésre
(Stinespring-reprezentdcid)

Ha ezek teljesiilnek, T pontosan akkor trace-6rzo, ha U izometria, illetve ha

Bizonyitds. [[l==[2] Legyen {[i)}ic; a Ha egy bazisa, ® = 3, s/ [i)(i'| ®
i) (i'| € T(Ha ® Ha). Tekintsiik a (7' ® idy,))(P) pozitiv operdtor
egy >_i—1 |5)(1;] dekompozicidjit. Ekkor [¢;) = (K;®idy,) iy [H)®
|i) teljesiil valamilyen K; : Ha — Hp lineéaris leképezésekre, tehat

T
(T @ idy3,)(®) = Y (K; @ idp, ) (K @ idgy, )" (1.8)
i=1
teljesiil. Mivel a T+ (T' @ id (3 ,))(®) linedris leképezés injektiv, T" a
fenti alaku.
2= Bl Legyen Hp = C", Uy =377 K;% ® |j). Ekkor

T T
TrpUoU* = ) Kok Te|j)(j'| =) KjeK;  (1.9)
Ji'=1 Jj=

Bl= [ Legyen U : Hao — Hp ® HE izometria. Ekkor a T : o — Trg UoU*

leképezés linearis és pozitiv, mert ¢ > 0 esetén UpU* > 0 és igy

P > 0 esetén Tr(Trg UpU*)P = Tr(UpU*)(P ® idg) > 0. Mivel T'®

id7(cr)(e® X) = Trg(U ®@iden)o(U ®@iden)* is ilyen alaki, T' teljesen

pozitiv.

TrTrg UpU* = TrUoU* = Tr oU*U miatt a leképezés pontosan akkor
trace-6rz6, ha U*U = idy ,, vagyis ha U izometria.

A miésik alakndl Tr}>7_, KjoK; = Trod7i K7Kj, tehat a feltétel

i KGKG = idyy,. O



1.12. Definicié. Egy T' : T(H) — T(K) lineéris leképezést (kvantum)
csatornanak neveziink, ha teljesen pozitiv és trace-6rzo.

2. HF. Adjuk meg a D, : T(C?) — T(C?V)

Dy(0) = (1 =plo+p Y (alolz)|z)(x] (1.10)
TEX

3. HF. Adjuk meg az N, : T(H) — T(H @ Cleh)

Np(e) = (1 —p)(e®0) + p(0 @ [e)(e]) (1.11)

e sz

Megjegyzés. AT : T(H) — T(K) leképezés duédlisa egy T : B(K) — B(H)
leképezés, ez pontosan akkor teljesen pozitiv, ha T az. Tovabba T trace-6rzé,
ha T* egységbrzo.

1.13. Allitas. Kvantum csatorndk kompozicioja, tenzorszorzata kvantum
csatorna.

Bizonyitis. Ha Ty : T(H) — T(K) és To : T(K) — T(L) teljesen pozitiv
leképezések, akkor 0 < p € T(H ® C™) esetén

(Ty o T1) @ idy(cny)(0) = (T2 ® id7(cn)) o (T1 ® id7(cm)))(0) 20 (1.12)

illetve Tr(T5 0 T1)(0) = Tr(T2(T1(0))) = Tr(Th(e)) = 1.

Legyenek T; : T(H;) — T (K;) kvantum csatorndk. Mivel id(cmy ® idy(cn) =
idy(cmny, ezért Ty ®id7(3,) és idy(x,) ®T% is teljesen pozitiv, kompoziciojuk
pedig T1 @ Ty. A trace-Orzést elég elemi tenzorokra belatni, ehhez elég meg-
gondolni, hogy Tr(71 ® T5)(0o ® o) = Tr T1 (o) Tr T (o). O

1.14. Definicié. Legyenek A és B C*-algebrék. Egy T : A — B leképezés
pozitiv, ha VA € A: T(A*A) > 0. T teljesen pozitiv, ha Vn € N : T ®idgcn)
pozitiv. T egységérzé, ha T'(14) = 1.

1.15. Allitas. Legyenek A és B C*-algebrdk, és tegyik fel, hogy az eqyik
kommutativ. Ekkor minden T : A — B pozitiv leképezés teljesen pozitiv.

Bizonyitds. T pontosan akkor teljesen pozitiv, ha T* az, emiatt felteheto,
hogy pl. B kommutativ. Legyen B C B(H), ¥1,...,¢n € H és A;j € A
(i,j =1,2,...,n) olyan, hogy

A - A
: >0 (1.13)



Vélasszunk egy olyan bazist H-n, amiben T'(A4;;) diagonélis, ebben ; kom-
ponenensei legyenek ; 1, 2, . ... Ekkor

n

D (il T (Aig)lpy) = (BIT (Z 1/12,51413%,@) 18) > (1.14)
3

i,j=1 4,j=1

>0
O

1.16. Kovetkezmény. Legyen H Hilbert-tér, ekkor eqy T : C — T(H)
leképezés pontosan akkor teljesen pozitiv, ha T(1) > 0. Eszerint S(H)"
(S<(H)") elemeit azonosithatjuk a T : C" — T(H) csatorndk (teljesen
pozitiv nyomnemndveld leképezések) terével.

1.17. Allitas. Legyenek H, K véges dimenzids Hilbert-terek, X véges halmaz.
Egy T : T(H) @ 1(X) — T(K) @ (1Y) linedris leképezés pontosan akkor
teljesen pozitiv, ha

T(o® lx)(z|) =Y KeioKy; ©|f2(0)){f2(1)] (1.15)
i€l
alaki, ahol I, indezhalmaz, K, ;: H — K linedris leképezések, fp : I — Y

fligguény.
T pontosan akkor csatorna, ha a fenti felirdsban 32y K3 Ky ; = I min-
den x € X esetén.

Bizonyitas. A fenti képlet altal adott leképezés teljesen pozitiv, mert

=> K, K}, (1.16)
reX
i€l
alakban is irhaté, ahol
Ky = (idk ©|f (1)) Ka,i(idy () (1.17)

Tegyiik fel, hogy T : T(H) ® £1(X) — T(K) @ £1() teljesen pozitiv,
és legyen o, : T(C) — (Y(X) a 0,(1) = |z){x| médon adott leképezés,
D T(CY) = £1(Y), D(o) = XyeyWlely)ly)(yl és B = £1(Y) — T(CV)
pedig a szokdsos beagyazas. Ezekre D o B = idyi(y) teljesiil.

Mivel E és o, teljesen pozitiv, (idyc)y®@FE) o T o (idy(y) ®e.) is az,
legyenek { M, ;}jes, a Kraus-operatorai. Ezzel

T(o @ |x){x[) = (idy) @D) o (id7(c) ®F) o T o (id7(3) ®0z)(0)

= > (idype) ) W) Ma oM ;(idrge) @ly)(yl)  (1.18)
jE€JL
yey



ami éppen az allitdsban szereplé alakt, ha I, = J, x YV, f.((j,y)) =y és
Ko (jy) = (d7c) @) Ma, (1.19)
O

1.18. K6vetkezmény. Eqy M : T(H) — ¢*(Y) alakii csatorna egyértelmiien
megadhaté eqy E : Y — B(H) POVM segitségével

M(o) = (Tr QEy)yey (1.20)
maodon.

Bizonyitas. Az el6z6 allitast felhasznélva 1éteznek olyan K; : H — C szerint
linearis leképezések, amire

M(o) =Y KioK[f(i))(f (i)l

el
=Y | D KoK | |y){yl
yey (z‘Efl(y) ) (1.21)

:<Trg Z Kl*KZ)
i€f~(y) yey

tehat léteznek egyértelmii F, operdtorok, amelyekkel M a fenti alakban
frhaté. Mivel M pozitiv, £, > 0. Tr(¢) = Tr M (o) miatt >° oy By =1. [

Megjegyzés. Egy M : T(H) — () alaki csatornat mérésnek neveziink.

1.19. Allitas. Legyen T : T(H) — T(K) csatorna, és U; : H — K @ Hp,
olyanok, hogy T(p) = Trg, UjpU} (i = 1,2). Ekkor létezik V : Hg, —
Hp, parcidlis izometria, amivel Uy = (idx ®V') o Uy teljesil. Ha dim Hp,
minimdlis, akkor V egyértelmi és izometria.

Bizonyitds. Legyen {|i)}icr a ‘H egy ortonormélt bazisa, |Q) = >/ |i) ®
li) € H® H. Ha ¢ € H ® K, akkor

([ (idy @T™)(I(Q)[¥) = (W[(idy QUT)(12)(Q] © idyy, ) (idp QU) )

_ H<<Q, ® idy,, ) (idy ®Ui)!¢>H2
(1.22)

tehat ha W; = ((Q|®idy,, )o(idy ®U;), akkor ||Wi|y)|| = [|[Wal)||. Eszerint
létezik olyan V : Hpg, —>Z’H B, parcidlis izometria, amire Wy = V o Wy, és

barmely két ilyen V' megegyezik W, képterén.
Mivel U — ((|®idy, )o (idy ®U) bijekcid, ebbdl Uy = (idix @V') o Uy is
kovetkezik. Ha dim H g, mfnimélis, akkor W7 sziirjektiv, és igy V egyértelmi.
O



1.20. Definicié. Egy T : T(H) — T(K) csatorna kiterjesztése a 1" :
T(H) — T(K ® Hg) csatorna, ha T eléall T = (idy ) ® Trg) o T" mé-
don.

Legyenek T/ : T(H) = T(K@ Hg,) a T : T(H) — T (K) csatorna kiter-
jesztésel (i =1,2). Egy ® : T(Hpg,) — T (HE,) csatorna ezen kiterjesztések
k6z0tti morfizmus, ha Ty = (idy ) @®) o T7.

Egy T : T(H) — T(K) csatorna univerzalis kiterjesztése a T : T(H) —
T(K ® Hg) csatorna, ha kiterjesztés és minden 77 : T(H) — T(K ® Hpr)
kiterjesztéshez létezik egy ® morfizmus T-bSl T'-be.

1.21. Allitas. Bdrmely T : T(H) — T(K) csatorndnak létezik univerzdlis
kiterjesztése.

Bizonyitds. Legyen T : T(H) — T(K ® Hg), T(0) = U1oU; minimélis
Stinespring-reprezentécié. Ha T" : T(H) — T(K®M ) is kiterjesztés, akkor
létezik olyan tovabbi 7 : T(H) — T(K @ Hpr @ Hpr), ami T" (o) = Uz0Us
alaktd valamilyen Us izometridra.
A fenti allitas szerint létezik olyan V : Hp — Hpr @ H gr izometria, amire
Uy = (idx ®V) o Uy. Ekkor ®(0) := Trg» VoV* morfizmus T-bsl T'-be.
0

Megjegyzés. Egy csatorna univerzalis kiterjeszését izometrikus kiterjesztés-
nek nevezziik, egy allapot univerzalis kiterjesztését pedig tiszta kiterjesztés-
nek (purification).

1.22. Definicié. Legyen a T : T(H) — T (K) csatorna izometrikus kiter-
jesztése T : T(H) — T(K ® Hg). A T® = Trx oT csatornit a T komple-
menterének (konjugéltjanak) nevezziik.

A T csatorna degradalhatd, ha létezik olyan N csatorna, amire T¢ =
N oT. T anti-degradalhatd, ha T degradalhaté.

Mivel T a kérnyezeten haté izometria erejégig egyértelmi, ezért T¢ is az,
illetve a degradalhatésag nem fiigg T° valasztasatol.

4. HF. Adjuk meg a D, : T(CY) — T(C%)

Dy(0) = (1 =plo+p Y (alolz)|z)(x] (1.23)
TEX

csatornanak a komplementerét.

5. HF. Legyen N, : T(H) — T(H ® C{¢}) az a csatorna, amire
Np(0) = (1 =p)(e®0) +pTro(0& |e){e]) (1.24)

p milyen értékei mellett lesz ez degradalhaté illetve anti-degradalhatd?



1.23. Definicié. Legyenek H 4, Hp Hilbert-terek. Egy oap € S(Hap) al-
lapot szepardlt, ha ¢; 4 ® 0; p alaki allapotok konvex kombindcidjaként
eléall. A nem szeparalt dllapotokat Osszefontnak nevezziik.

1.24. Példa.
izn: (i'| @ i) ( Z| )( Z| ) €S(C"®C") (1.25)

és lokalis izometridkkal val6 konjugéltjainak neve (n szintii) teljesen Ossze-
font allapot.

1.25. Definicié. A T csatorna entanglement-breaking, ha minden n € N
esetén T'® idy(cny barmely allapothoz szeparéltat rendel.

1.26. Allitas. Legyen T : T(H) — T(K) csatorna. Ekkor a kévetkezdk
ekvivlensek:

1.
T(0) = 0i Tr(0E:) (1.26)
i€l
ahol E : I — B(H) POVM, o; € S(K)
2. T ®idy(cn)(0) minden n, o esetén szepardlt
3. T @ idycny (192)(Q) szepardlt, ahol n = dimH, [Q)(Q| teljesen dssze-
font.

4. Létezik olyan T(0) = Y ;c; KiBK; Kraus-reprezentdcid, amelyben rk K;

1

Bizonyitds. [ll=[2] Legyen T;(0) = 0; Tr(0FE;). Ekkor (T;®id)(0) = Tr(0E;®

I)o; ® Try o, tehat (T ®id) (o) szorzatéllapotok konvex kombindcidja.
2= Bl Az utébbi 4llitas az el6bbi speciilis esete.
Bl = @] Legyen
T @ idy(cny (|02 = i) (1) @ [2) (]
(1.27)

n

o

Z KDk & Qk
k

Sl 3\*—‘

ahol pg, qr egy rangi projekciok, Ay > 0. Ha pp = |nr)(nk| és qx =
|pure) (x|, akkor

TG = Neneli) Glme) i) (1.28)
%
tehat
Z ke ) /N (e 00 ) v/ Nk (| (1.29)
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=0 |y)(z|o(|y){z])* = [y)(y| Tr o|x)(z| miatt igaz.

1.27. Példa. Legyen H = K =C*. A
D(o) ==Y _ (xlo|z)|x) (x| (1.30)

TEX
csatorna entanglement breaking (completely dephasing channel).

1.28. Példa. Legyenek X, Y halmazok, (Szy)zcx yey sztochasztikus métrix,
azaz Syy > 0 és Y,y Szy = 1. Ekkor a T : T(CY) — T(CY)

T(0) = ) Suylalolz)ly)(yl (1.31)

reX
yey

csatorna entanglement breaking.

2. Tavolsagok

e Aallapotok, obszervabilisek vektorterekben vannak, tavolsagot definial-
hatunk normaék segitségével

2.1. Definicié. Egy ||| : Mat(d,C) — Ry fiiggvény unitér-invaridns nor-
ma, ha norma (azaz |aA| = |A| [|A|], |[A]| =0 = A=0¢é ||A+B| <
| Al + || B]|) és barmely A € Mat(d, C) és unitér U,V esetén ||[UAV|| = ||A]|.

o tetszileges A € Mat(d,C) esetén létezik olyan U,V unitér métrix,
amire UAV diagonalis nemnegativ elemekkel (szingularis értékek), a
f64tlé mentén csokkend sorrendben

e unitér-invarians norma csak a szingularis értékektol fiigg

o bl Al = Tr|A]

2.2. Allitas. Legyen ||l olyan norma R%-en, ami csak a komponensek ab-
szolutértékeitdl fiigg és permutdcidinvarians. Definidljuk a ||-|| : Mat(d, C) —
Ry fiiggvényt olyan maodon, hogy || A|| az A szinguldris értékeibdl képzett s(A)
sorozat ||s(A)||,, normdja. Ekkor ||-|| unitér-invaridns norma.

Bizonyitas. Bhatia - Matrix Analysis O

6. HF. Legyen |||y : R — Ry olyan norma, ami csak a komponensek
abszolutértékeitol fiigg és permutacidinvaridans. Ekkor a

lwlig = sup |w(2)| (2.1)
zillal <1

duélis norma is permutécidinvarians és csak a komponensek abszolutértékétol

figg. A |||l normébdl a fenti médon konstrudlt unitér-invarians norma
71 . !/ /1.2 O] .z 7

dudlisa megegyezik a ||-||}; normabél kapott unitér-invarians norméval.

11



2.3. Definicidé. Az /P normakbdl a fenti médon konstrudlt unitér-invarins
norma a Schatten-p-norma.

2.4. Példa. Legyen 1,p € H két egységvektor. Ekkor |¢)(y| — |p)(¢]
onadjungélt, 0 nyomui és rangja (legfeljebb) 2, tehat nulldtdl kiilonb6z6
sajatértékei A, —\, ahol 0 < A feltehetd. Emiatt

1)l = )l = (A7 + A7)/ = 21/P (2.2)

Specialisan

207 = |||[y) (%] — |} el ll3
= Tr(|9) (| — |0} {p])?
= Tr([Y) (@] + l@) (el + 1) (W, ) (ol + [0) (@, V) (])
=2+2/(3, 9)|?

)l = @) elll, = 27/ 1 = (¥, o) 2 (2.4)

e a Schatten-normak tetszéleges H Hilbert-tér esetén értelmezhetéek
B(H) azon elemeire, amelyek szinguldris értékeibél alkotott sorozatok
abszolat értékeinek p-edik hatvanya Osszegezheto

e adott p mellett ezek egy alteret alkotnak (LP(H)), ezeket az ¢P-terek
nemkommutativ valtozatainak tekinthetjiik, elemeik a Schatten-p-osztalya
operatorok

(2.3)

tehat

e p < 0o esetén a Schatten-p-osztdlyt operdtorok kompaktak
o p<p esetén |-, > ||, tehdt LP(H) < LV (H)

2.5. Allitas (Holder-egyenlStlenség). Legyen ||| unitér-invaridns norma.
Ekkor A, B € Mat(d,C) ésp~! + ¢! =r~! esetén

IABIT[M™ < AP 1131 e (2.5)
teljestil.
Bizonyitds. Bhatia - Matrix Analysis O
2.6. Allitds. Ha A € T(H) és B € B(H), akkor | Tr AB| < || A||{ | Bl
Bizonyitds. HF miatt elég: ¢! és £>° egymés dudlisai véges dimenziéban. [

2.7. Allitas. Legyen 0,0 € S(H). Ekkor

1
5”9_0H1: sup |TroP — TroP|
PeB(H)

P=pr=p? (2.6)
= sup |TroP —TroP|

PeB(H)

0<P<I

12



Bizonyitds. Legyen p—o pozitiv része X, negativ része Y, azaz p—o = X —Y
és |o—o| =X +Y. Ekkor Tr(p — ) = 0 miatt Tr X = TrY, és igy

| Tt oP — TroP| = |Tt XP — Tr Y P|
< max{Tr XP,TrY P}
< max{Tr X, TrY} (2.7)

1
:TTX:§||Q*U||1

Ha P a supp X (vagy suppY’) projektora, akkor itt egyenl6ség van. O

2.8. Definicié. A p,0 € S(H) allapotok kozotti fidelity

Flo.0) = Try/Vaoy/e (2.5)
(ennek a négyzetét is hivjak fidelitynek...)

2.9. Definicié. A p,0 € S(H) allapotok kozotti purified trace distance
P(o,0) = /1 - F(o, 0)2'

2.10. Példa. Legyen ¢, ¢ € H két egységvektor. Ekkor

P(l) (8], [e)el) = /1 = F(1) (], 19} (ol)?
$1—<Tr\/\/7lso 90|\/7>

- (ﬂ Vielienelvien)

U, )
5 1)1 = le){ellly

2.11. Tétel (Uhlmann). Ha o,0 € S(H), akkor

F(o,0) = max [(1, ©)] (2.10)

Il Il
&
©

ahol Y és ¢ a o és o tiszta kiterjesztésein fut végig.
Bizonyitas. Legyen {|i)};cr a H egy ortonormélt bézisa és

=Y liy®li) e HoH (2.11)

el
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Ekkor |¢) = (Vo @ U)|Q) és |¢) = (Vo @ V)|Q) a o és o Gsszes tiszta
kiterjesztései, ahol U, V tetszdleges unitér operatorok. A ketté belsé szorzata:
(¥, 0) = (2, (Ve U") (Voo V)Q)
— (O (Vova 8 UV)Q)

=D (ilVeval!) U Vi)
ii! (2.12)

= > {ilvevali){@|(U V)Tl
= Tr /oy (U*V)T

Mivel (U*V)T tetszbleges unitér operator, a fenti belsé szorzat abszoltitértéke

akkor maximalis, ha \/0/a(U*V)T = | /o\/7|. O
2.12. Kovetkezmény. Ha o,0 € S(H), akkor

Pe.o) = min 3 1)(w] - )l (213)

2.13. Allitas. Bdrmely o,0,0;,0; € S(H), U € B(H) unitér, a € [0,1]
esetén az alabbiak teljesilnek:

(0,0) =0 <= suppo L suppo

(o, ) F(o,0)

(01 ® 02,01 ® 03) = F(01,01)F(02,02)
(UoU*,UcU*) = F(o,0)

NS SR Lo~
'11’11"11’11

F(Z Px () 0z, Z Px(z)o,)? > Z Px(2)F(0z,04)? (2.14)

zeX rzeX rzeX

Bizonyitds. @1 0 < (¢, ¢)| <.

Ha o = o, akkor H\/Eﬁul = |lo|ll; = 1. Ha F(p,0) = 1, akkor létezik
olyan tiszta kiterjesztésiik, amik megegyeznek, ekkor viszont ezek re-
dukalt allapota is megegyezik.

B F(o,0) = ||\/ovol|, =0 < /oy/o =0 <= supp,/o L supp/o <=

supp o 1L suppo

4 Fe,0) = |[Vevell, = [(Vevo)|, = Vo vel, = F(o,e)
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F(01 ® 02,01 ® 02)
= Tr\/Vo1 ® e2(01 ® 02)Ve1 © 22
= Tr\/ (Vo1 @ Ve2) (o1 © 02) (Va1 © V/22)

(2.15)
= Tr/(vaio1/e1) ® (v/22021/22)
= T‘r\/\/gﬁdl\/Qil@ \/\/197202\/972
= F(o1,01)F(02,02)
6]
F(UoU*,UoU*) = Tr\/\/UUUaU*\/TUgU*
= Tr \/U\/eU*UsU*U/oU* 216

=TrU,/\/00\/0U"
=Try/oo+\/0= F(0,0)

[T Legyenek |¢,,),|¢o,) olyan tiszta kiterjesztések, amelyekre F'(og,0,) =
|<¢Qw700x>‘ éS legyen

60) = Y \/ Px(@)60,) © |z) (2.17)
reX

60) = D \/ Px(2)|¢0,) © |2) (2.18)
reX

Ekkor

2
F <Z PX(CE)Qx, Z PX(:E)O-.Z‘> > |<¢Q7¢0>|2

zeX zeX

= Px(2)[{$g,, bs,)>  (2:19)

TeEX

= Z PX('T)F(szo—z)2
TeEX

7. HF. T(C?) egy bazisa

1 0 01

(30 (V1) e
0 —i 10

Uy:<l, 0) Uz:<0 _1> (2.21)
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Minden allapot felirhato

(I+75) (2.22)

| =

1
5([ +1rp0p +1yoy +1,0,) =

alakban, ahol ||7]* = r2 + re4+r2 <1

Legyen 0 = 3(I + 7+ ) és 0 = 3(I + §- &). Szadmoljuk ki ||o — o||; és
F(p,0) értékét.
2.14. Allitas. Legyen 0,0 € S(H), T : T(H) — T(K) csatorna. Ekkor

1. ||T (o) — T(U)Hl <llo— ‘7”1
2. F(T(0),T(c)) = F(o,0)
3. P(T(0),T(0)) < P(0,0)

[1] akkor is igaz, ha T pozitiv és trace-6rzd.

Bizonyitds. [ Legyen 0 < P < I olyan, hogy 3 ||T'(0) — T(0)||; = | Tt T'(0) P—
TrT(o)P)|. Ekkor 0 < T*(P) < I és igy

le=ally = | Tr oT™(P) = TroT"(P)]
=|TrT(o)P —TrT(0)P)| (2.23)
= [IT(e) = T (o)l

Minden csatorna felirhaté T'(¢) = Trg UpU* alakban. Lattuk, hogy F(UoU*,UcU*) =
F(p,0), igy elég azt megmutatni, hogy F(Trg e, Trgo) > F(o,0).
Legyen |¢)(¥] és |p){p| a o és a o tiszta kiterjesztései, amelyekre
F(o,0) = F(|v)|, @) {(p|). Ezek Trg o, Trpo-nak is tiszta kiter-
jesztései, igy

F(Trg o, Trp o) = F(|[¥) (¥l [o){(#])
=F

(0.0) (2.24)

P(T(0), T(0)) = /1~ F(T(0), T(0))?

< /1 _ F(g, 0.)2 (2.25)

= P(Q,O’)

2.15. Allitas (Fidelity és trace distance ekvivalencidja).

1
1= F(o,0) < 5 lle—ally < /1 - F(e,0)? (2.26)
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Bizonyitds. Lattuk, hogy /1 — F([)(¢],[0){eD)? = 3 ¥} (@] = le)elll;-
Legyen most g, o tetszoleges, [1)(¥], |¢){(p| pedig olyan tiszta kiterjesztések,
amelyckre F(o,0) = F(19) (], [¢)(¢). Bikor

1 1
Slle—ally < 5 ) @l - 1) el

= /1= F(j9) (8], [p){el)? (2.27)
1— F(p,0)?

A mésik irdnyhoz tekintsiik a Tr(,/0 — /o)? mennyiséget. Erre

TH(y2 - Va): =T+ 0 — ava — VD)
—2-2Tr /ovo
> 2 2Tr|avo
=2—-2F(p,0)

(2.28)

teljesiil. Legyen U olyan unitér operator, amire U(,/0—+/0) = (\/o—+/0)U =
|\/0 — v/o|, ilyen létezik, mert (/o — \/o 6nadjungélt. Legyen |\/0 — \/o| =
2ier Ailvi) (il abol [[[¢s)[| = 1. Ekkor

le—oll; = Tr[e — o
>|T&~( —o)U|
IT&"( (Ve —Vo)Ve+ o)+ WE+\/E)(I—\E))U!
=Tr(!f—f!(f+f>
= il(wil (Ve + Vo) lvs)

i€l
>3 Il (il (Velwi) — (Wil Vo))
i€l
=> Al =Tr(ve - Vo)
i€l
(2.29)
]

2.16. Allitas (Gentle measurement (gyengéd, enyhe, szelid, finom, udvarias,

tapintatos?)). Legyen o € S(H) és A € B(H), 0 < A < I. Tegyiik fel, hogy
Tr oA > 1 — . Ekkor

e 0y(01 = (VAevA @ 10)(0] + VI AevT =R (1)), <2vz
(2.30)
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Bizonyitds. Feltehetd, hogy p tiszta, mert ha ¢ = Trg |¢) (@], akkor Tr |p) (¢|(A®
Ig) = Tr oA és

|e@10)0] = (VAeVA @ [0)(0] + VT = RovT =R @ [1){1))]|
< [ledel @ 10)0l - (VAS Tale)elVA S T ® [0)(0] + VI © Tp — A& InovT@ Ip — A© Tz @ 1)

(2.31)
Ha o = |¢) (|, akkor viszont

(100, YBVE N VAV
Pl elh ) T YT o) (plA

(0| VA|p)?

T Trfe) (plA (2.32)
(plAlp)?
~ Trp)(p|A

= Tr[p)(p|A

o)l

és igy
5 o ® 10300 — (VAoVA ©10)(0] + VT~ RevT— A 1) (1))
< 1= Flo® 0)(0], (VAoVA © 10) (0] + VT~ Aov/T— A [1)(1]))?

2
< Jl — (TroA)F (g, m9m>

Tr oA
< /11— (TroA)?

< 2y/e

(2.33)

O

2.17. Definicié. Legyen T : T(#H) — T (K) csatorna. Ekkor
T(o)—T
n[T]:=  sup 1T(e) = T(o)ll, (2.34)
0,0€S(H) ||Q*O-||1
o#o

a csatorna trace-tavolsag kontrakcids egyiitthatéja.

8. HF. Bérmely T : T(C?) — T(C?) csatorna méatrixa az I, 0., 0y, 0, bazis-
ban kifejtve
1 0 0 0
te Qzz Ozy Ozz | _ ( 10 ) (2.35)
by Qye Qyy Gy t A
te Qup Qzy Qs
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alakd. Mennyi ennek a trace-tavolsag kontrakcios egyiitthatdja?

Ha T(p) = UoU* =: I'y(o) valamely U unitér operatorral, akkor ¢ = 0
és A € SO(3), igy mindig lehet taldlni olyan U,V unitéreket, amivel I'y; o
T oT'y méatrixdban a jobb alsé elem diagonalis. Hogyan lehet ezen diagonélis
elemekkel kifejezni a trace-tavolsag kontrakcios egytitthatot?

2.18. Allitas. Legyenek Tt : T(H1) — T(Hz) és To = T(Ha) — T(Hs)
csatorndk. Ekkor n[Ty o Th] < n[T1|n[Ts].

Bizonyitds.

[(T2 0 T1)(0) — (T2 0 T1)(0)]l;

lo—ally
_ (T2 0 T1)(0) — (T 0 Th)(0) |y 1T1(0) — Th(o)l4
1T1(e) — Ta(o)ly le—ally
< pTnlTy] (236)
A bal oldal szuprémuma n[T o T1], igy ez is kisebb a jobb oldalnél. O

2.19. Allités. Legyen T : T(H) — T(K) kvantum csatorna. Ekkor
1
n[T] = 5 sup [T(1¥) (%] = @)Dl (2.37)
Pl

Bizonyitdas. |||1) (| — |¢){¢lll; = 2 miatt a jobb oldal alsé korlat, mivel
kisebb halmazon tekintjik ugyanannak a kifejezésnek a szuprémumat.
Ha n[T] = ||T(e —0o)|l; / lloe — ||, és P+ a p— o pozitiv és negativ része,

akkor
[ (xf7) - 7 (o), 259)

|(=5) = (o)

tehét feltehetd, hogy o és o ortogondlisak, ekkor || — o||; = 2. Legyen o =
Yicr Nilvi) (W] és o =3 cr Ailwi) (wi| konvex dekompozicié, ekkor

IT(e = o)l = || D MT (1) (il = L) {eil)
icl | (2.39)
< O NNT () (Wil — lea) @il
i€l
tehdt a jobb oldalon van olyan 4, hogy |||1:) (¢i| — |¢4)(@illl; = n[T]. O

2.20. Tétel (Kvantum Doblin-tétel). Legyenek T, T : T(H) — T(K) trace-
és *-0rzd linedris leképezések, T'(0) = T Tro, ¢ > 0. Ha T — T’ pozitiv
leképezés, akkor n[T) <1 —e.
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Bizonyitds. Ha o1, 02 € S(H), akkor

IT(01) = T(02)ll; = |T(01) — €T"(e1) — T(02) +€T"(02)]|;

T — T’ T — T’
=(1-— — 2.40
(-9 |- )| a0
<(I—e)llor — o2l
O

2.21. Definicié. Egy ® : T(H) — T (K) linearis leképezés 1 — 1-norméja

@[,y = sup [[@(X)]; (2.41)
X:| X, <1

e ha T csatorna, akkor ||T'||;_; =1

e kompoziciéra szubmultiplikativ, mert indukalt operdtornorma

o ||T—1T"|,_; két csatorna kiilonb6z6ségét méri: ha ugyanaz az allapot
a két csatorna bemenete, a kimeneteken ugyanazt a mérést végezzik
el, ez a maximalis valdszinlisége annak, hogy meg tudjuk dket kiilon-
boztetni

e ha megengedjiik, hogy egy Osszetett rendszer részén hasson a csatorna,
akkor ez mar nem igaz

2.22. Allitas. Legyeneck T1,T) : T(H1) — T(Hz) és To, T = T(Ha) —
T (Hs) csatorndk. Ekkor

HT? oTh — Ty OT{H1—1 < ||T1 - T1/H1—1 + HT2 - Té“1—1 (2.42)
Bizonyitds.
||T2 ol — T, oT{Hl_1 = ||T2 oTy —TyoTy +TyoTy —Th oT{Hl_1
< |TeoTy—Tjo i, , + |7 Ty~ T}o 1], ,
< HT2 - T2/H171 HT1H171 + HT2,H171 HTl - T{H171

=T =Tl + (1T = T,y
(2.43)

O]

9. HF. Egy T : T(C?) — T(C?) csatorna métrixa az I, 0,, 0y, 0, bazisban

1 0
(1) "

Mennyi a HT — id7(c2) - tavolsag?
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2.23. Definicié. Egy @ : T(#H) — T (K) linedris leképezés diamond-normaja
(kér6-norma?)

] = sup |® ®idrc . (2.45)
e ha T csatorna, akkor ||T[, =1
o |[T—T'||,_; és ||IT —T'||,, nagyon kiilsnbozhetnek
2.24. Példa. Legyen T ,7_ : T(C") — T(C")
(Tro)I £ 0"
T = 2.4
) n+t1 (2.46)
Mindkettd teljesen pozitiv és trace-6rz6. Ha || X||; < 1, akkor
Tr X)I —nXT
1T () = T ()], = 2| l E
n—1 L
T
1 n*—1 1
- 4in
—n?-1
Mésrészt ha .
) = — Rli)yeC"xC" (2.48)
2
akkor
1Ty =T, = HT+ ®idrcny —T- @idren) |, _,
> Hn @ idr e (1HQ)) = T- @ idgen (1))
(2.49)
= I ® ~ - Z i) (il @ [a) (i
3,i'=1 1
n?—1
pr— 27
n?—1

mert 'y |i')(i] @ |i) (i| onadjungalt, négyzete az identitas, igy két orto-
gonalis prOJektor kiilénbsége, a dimenziok dsszege n?, kiilonbsége n. Eszerint
% dimenzidsak, a kiilonbségnek kétféle sajatértéke van, 1 4+ % multiplic-

itasa ”22_ . mig —1 + % multiplicitasa "2% Tehat

®f— Z i) (i] ® Ji) (|

Z’L—

1
n?—n 1 n?+n 1 9
. ( +n)+ . ( n) n? -1 (2.50)
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2.25. Allitas. Legyenck T1,T) : T(H1) — T(Hz) és To, T = T(Ha) —
T (Hs) csatorndk. Ekkor

ITo 0 Ty = T3 0 Tyl < | Th = T, + (|72 = T2, (2.51)
Bizonyitds.

|To 0Ty — Ty 0 T} |ThoT) —TyoTy +TyoTy — Ty o Ty

lo =1 lo

<|TyoTy —TyoTil, + | T5o Ty — T4 o T}, 25
< HTQ - T2/H<> ||T1||<> + HT2/||<> ||T1 - T1/||<>
=T = Tilly + 172 = T2,

O

10. HF. Legyen T : T(H) — T(K) linedris leképezés és H' Hilbert-tér.
Ekkor
HT (9 idT(H’)

, =7l (2:53)

2.26. Kovetkezmény. Legyenek T;,T] : T(H:) — T(K;) csatorndk (i =
1,2). Ekkor

ITeT-TeT, < -Til,+ IB-Tl, @5
Bizonyitds.

T @Ty =T @ Ty, = [[(Ty ®id) o ([d®T2) — (T] @id) o (id ®T3) |,
< |7y ®@id —T7 @id||, + [lid @T> — id ®T;
=7 = Tally + 172 = 73

lo

o
(2.55)

O]

3. Spektralis tulajdonsagok

o cgy T : T(H) — T(H) csatorna lineéris transzformacid, tehat vannak
sajatértékei, sajatvektorai, determinansa
e érdekes lehet pl. T (p) éllapotsorozat vizsgdlatdnal

3.1. Allitas. Ha T : T(H) — T (M) énadjungdlt operdtorokat énadjungdltba
visz, akkor ha \ sajdtértéke, akkor X\ is az.

Ha T : T(H) — T(H) pozitiv leképezés, akkor o(T) < |[T*(I)| - Ha T
nyomorzd, akkor az 1 sajatértéke és o(T) = 1.

Ha T : T(H) — T(H) csatorna, \ sajatértéke és |\| = 1, akkor A
geometriai €s algebrai multiplicitdisa megegyezik.

22



Bizonyitds. Minden X € T(H) felirthaté X = A + iB alakban, ahol A, B
onadjungalt. T(X*) = T(A —iB) = T(A) —iT(B) = (T(A) +iT(B))* =
T(A+iB)* = T(X)* miatt ha T(X) = AX, akkor T(X*) = AX*.

T és T* spektruma megegyezik. Ha 0 < X, akkor X < || X[ I és
0<T*(I) <||T*(I)]| o, I ismételt alkalmazasaval

oo
0 < T (X) < T (Dl 1K oo T (3.1)

adédik, és igy |[T""(X)|l < 1Tl [ X |- Tetszoleges X € T(X)
felirhato X = X; 4 iXo — X3 — iXy alakban, ahol 0 < X; < || X| 1,
amibol

1T (X))o < 4NT™ (D50 1K ] oo (3.2)

és igy
oT) = o) = lim (/T o < lim {/a[T*(D)% = |7 <I>rzo |
3.3

Ha T nyomérz6, akkor T* egységdrzé, azaz T*(I) = 1 -1, igy az 1
sajatérték.

Ha T csatorna, akkor T is az, igy ||[T"||,_; < 1. Legyen J a T linearis
leképezés Jordan-féle normalalakja, erre tehat teljesiil, hogy J™ elemei kor-
latosak amint n — oco. De ez nem lehetséges, ha |A| = 1 és A-hoz 1 x 1-nél
nagyobb Jordan-blokk tartozik. O

3.2. Definicié. Legyen T Jordan-felbontéasa

K

T = Z()\kpk + Ng) (3.4)
k=1

ahol PkPk/ = 5kjk‘/Pk7 Pka/ = Nk/Pk = 6kk/Nka N];Frpk = 0, Nka/ =
Oprr N ,f, > i Pr = 1. Definidljuk a kovetkez6 linearis leképezéseket:

Too= > P (3.5)
k:kkil
Ty= > b (3.6)
To= > by (3.7)
E:|Ag|=1
(3.8)

3.3. Lemma (Dirichlet tétel). Legyenek z1,...,zy € R és q € N+2. Ekkor
léteznek olyan n,p1,...,pm € Z szamok, amelyekre

1 <n<qm™ésVke[m]:|nxg —pi| < (3.9)

Q|

teljestil.
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Bizonyitds. Tekintsiik [0, 1]-et a szemkozti oldalakat azonositva, bontsuk

fel 1/gx---x1/q méretli kockékra. A (0,...,0), (z1,...,Zm), (221,...,2Tm),. ..

tortrészei ebben ¢™ 4 1 pontot hataroznak meg, igy van kozottiik ketto, ami
egy kockaba esik. Legyen a kett6 kulonbsége (nx1, ..., nzy,). Ennek minden
tagja abszolut értékben kozelebb van egy egész szaimhoz mint 1/q. O

3.4. Allitas. A fenti jelolésekkel az aldbbiak igazak:
1.
T = lim — Z ™ (3.10)

N—oo N

2. Létezik olyan n : N — N novekvd sorozat, amire lim; o, T =Ty
3. T, =TT,

Kovetkezésképp Too, Ty, T, mindegyike csatorna.
Bizonyitds. [l Jordan-blokkonként: ha |Ax| < 1, akkor

< Z [(Ax Py + Ni)" [l < o0 (3.11)
1 n=1

kozos korlat, N-nel osztva tehdt 0-hoz tart. Ha [A\g| = 1, akkor 1 x 1
Jordan-blokk tartozik hozza, igy ha A = 1, akkor

1 N
NZ (A Pp)™ = (3.12)
egyébként pedig
1 Y =AY 1 2
NN == kil 2 1
an::l k M1 | TN L= M (3.13)

ami 0-hoz tart.
Ha nincs olyan Ay sajatérték, amire |[\g| és Ax nem egységgyok, akkor
valamilyen N-re TV minden 1 abszolttértékii sajatértéke 1, ekkor a
TN T2N 73N részsorozat j6. Ellenkezd esetben minden ¢ > 0-hoz
létezik olyan n, amire [A\} — 1| < e minden olyan ) sajatértékre,
amire |[Ag| = 1 és lehet olyan ¢ — 0 sorozatot talalni, amihez tartozd
minimdlis n-ek sorozata névekvd. Egy ilyen n; sorozatra T™ — Ty.
E Ha |)\k’ = 1, akkor Tl"P;C =1¢és igy TPk = AkPk-
O

(@M, ...

3.5. Tétel (Nemkommutativ Riesz-Thorin). Legyen T : Mat(n,C) — Mat(m, C)

linedris leképezés. Ekkor

1Tll,—p < HTlh 1||THoo o0 (3.14)
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3.6. Kovetkezmény. Ha T : T(H) — T(K) egységdrzé csatorna, akkor
p>1 esetén [T, ,=1.

Bizonyitas. T és T* is csatorna, tehat ||T||,_, = 1, || T%|;_; = 1. De ekkor
1Tl oo—0o = IT*[l1—1 = 1, és igy minden p-re 1 < |[T[|,_, < 1. O

3.7. Allitas. Legyen T : T(H) — T(H) pozitiv trace-6r26 leképezés. Ekkor
detT € [—1,1]. Ha |detT| =1, akkor T'(0) = UpU* valamilyen unitér vagy
antiunitér operdtorra.

Bizonyitds. Mivel A és X multiplicitdsa megegyezik, detT € R. detT a
sajatértékek szorzata, ezek abszolutértéke kisebb mint 1, igy |det T'| < 1.

Ha |detT| = 1, akkor minden sajatérték abszolutértéke 1, tehat Ty =
id7 (7). Vegylink egy olyan n; részsorozatot, amire 7" — id, ekkor lim; oo Tl =
T~ is csatorna.

Mivel T és T—! allapotot allapotba, konvex kombinaciét konvex kom-
binéciéba visz, ¢ pontosan akkor tiszta, ha T'(o) tiszta. Méasfell T'(I) = I,
ellenkez6 esetben ugyanis T'(I) legkisebb sajatértékére Ay < 1 teljesiilne,
de ha a hozza tartozé sajatvektor |p), akkor I — %T‘l(kp) (p]) pozitiv
lenne, de T altali képe nem.

T egység- és trace-6rz0, tehat kontrakcié a Hilbert-Schmidt-normara
nézve. Mivel az inverze is ilyen, ||T(A)|, = ||A||, minden A-ra igaz. Ekkor
TrT(A)*T(B) = Tr A*B is teljesiil minden A, B-re, legyen A = [¢)(¢],
B = |p)(p|, ezek képe tiszta, tehdt T megszoritva a tiszta éllapotokra a
projektiv Hilbert-tér izometrikus automorfizmusa. Wigner tétele szerint T'
unitér vagy antiunitér operatorral valé konjugdalas. O

3.8. Kovetkezmény. Ha T invertdlhatd, pozitiv és trace-drzd, és az inverze
s pozitiv, akkor T unitér vagy antiunitér operdtorral valo konjugdlds.

4. Csatorna-félcsoportok

e ha egy zart rendszer allapota kezdetben p, akkor ¢ id6 milva UpU*
lesz, ahol U = e~
e ebben a lefrasban az id6 ,,diszkrét”, csak a 0 és t pillanat érdekes

e valéjaban minden t > 0-hoz rendelhetiink allapotot: t —s et gttt

e miasképp: T;(0) = e ettt
na, Tt+5 = Tt e} T57 T() =id

e fizikai megfontolasbdl / azért, hogy tudjunk valami érdekeset mondani:
t — T3 legyen folytonos

e kérdés: mi a helyzet, ha a rendszerrdl nem tessziik fel, hogy zart, csak

pl. azt, hogy az id6fejlédés Markov és homogén

, itt T; minden ¢ € R-re kvantum csator-
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4.1. Definicid. Legyen H Hilbert-tér. Egy Ry 3t +— Ty :— T(H) — T(H)
||-|l;_,-folytonos leképezést kvantum dinamikai félcsoportnak neveziink, ha
minden t-re T; kvantum csatorna, Ty = idT(H) ést,s € Ry esetén Ty =
T 0T,

e minden kvantum csatorna linearis leképezés, elGszor csak azt tegyiik
fel, hogy T : R4 — Mat(D, C) folytonos (ez jol definialt)

4.2. Allitds. Legyen T : R, — Mat(D,C) folytonos, és tegyiik fel, hogy
To = I és minden s,t € Ry esetén Tyrs = T; o Ts. Ekkor T differencidlhato
és Ty = et walamilyen L € Mat(D, C)-re.

Bizonyitds. Ha € > 0 elég kicsi, akkor

g
M. = / T,ds (4.1)
0

invertalhatd, masrészt t — M, differencidlhaté, derivaltja T. Alkalmas e-t
rogzitve

T, = M M.T,
£
= M? / Tyyids
0
tre (4.2)
= M? Tyds
t
= M (Mg — M)
ami differencialhaté.
Mindkét oldalt derivalva a
Ao = M (Tyye —T))
dt t — € t+e t (43)

=M_YT.-I)T;

differencidlegyenletet kapjuk, aminek megoldésa Ty = e!’', ahol L = M ! (T. — I).
O

Megjegyzés. Az allitds igaz marad végtelen dimenzidban is, ha operator-
normaban folytonossagot tesziink fel, ekkor L korlatos.

e egy folytonos dinamikai félcsoportot tehat a generatoraval egyértelmiien
jellemezhetiink
e mi torténik, ha kicsit megvaltoztatjuk a generatort?

4.3. Lemma. Legyen T; = & T/ = et és A = L' — L. Ekkor minden t-re

t
T/~ T = [ TiATlds (4.4)
0
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Bizonyitds. Legyen f(s) = T;—sT., ennek derivaltja f'(s) = Ty—s(L' — L)T}
és

T-T= )~ 10 = [ feds = [ ToATds (@)

0
4.4. Kovetkezmény. Legyen T; = 't T] = el és A =1L' — L. Ekkor
ITY = Toll < Al sup (|76 || 75l (4.6)
5,5'€[0,]
barmely ||| indukdlt operdtornorma esetén.

e mostantol feltessziik, hogy T; kvantum csatorna
e mit lehet ekkor mondani a generatorrél?

4.5. Allitas. Legyen L : T(H) — T(H) linedris leképezés. A kovetkezdk
ekvivalensek:

1. Létezik olyan ® : T(H) — T (H) teljesen pozitiv leképezés és k € B(H),
hogy minden o € T (H) esetén

L(o) = ®(0) — ko — or" (4.7)

2. L onadjungdlt operdtorokat onadjungdltba képez, és ha |Q2) € H @ H
egy tetszdleges teljesen dsszefont dllapotvektor, P = idygy —|2) (9,
akkor

P(L ® i) (19) (@) P > 0 (48)

Bizonyitds. [l =

P(L @ idycay) (I2)(Q) P =P(® @ idyca)) (|)(Q) P
— P(k® D)Q)QP — PIQ)(Q|(x* © )P

=P(® ® idy(ca))(12)(Q]
(4.9)

pozitiv, mivel ® teljesen pozitiv. L(o*) = ®(0*) — 0*k* — ko* = L(p)*.

R=0 7 := (L ® idyca))(|2)(2]) nadjungdlt, PP > 0 miatt 7 = Q —

|) (2] — |2) (|, ahol @ > 0 és Q[2) = 0. Létezik olyan teljesen pozitiv

leképezés, amire (@ ®idyce))([2)(R2]) = Q, legyen & olyan, hogy (k ®
11Q) = [4).

O

4.6. Definicié. Egy L : T(H) — T (H) linearis leképezés feltételes teljesen
pozitiv, ha teljesiti az el6z6 allitds ekvivalens feltételeit.
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4.7. Allitas. Legyen mindent € Ry -ra T, : T(H) — T (H) linedris leképezés.
A kovetkezok ekvivalensek:

1. t — T; teljesen pozitiv leképezések folytonos egyparaméteres félcsoport-
ja
2. Ty = et walamely L : T(H) — T (H) feltételes teljesen pozitiv leképezésre
Bizonyitds. [l =2 Létezik L : T(H) — T (H) generator, amire T} = e'~.

Mivel T; minden t-re teljesen pozitiv, kis t-re és teljesen Osszefont
|2)(Q-ra:

0 < (e @ idy ) (I2)(C)

_ (4.10)
= [N + £(L @ id7(30)) (|2Q) + o(t)

P =1 —|0Q)(Q|-vel mindkét oldalrdl szorozva, t-vel osztva majd ¢t — 0
hataratmenet utan latjuk, hogy L feltételes teljesen pozitiv.

= [ e'* folytonos egyparaméteres félcsoport. Legyen ®, (o) = —ko—ok*,
ekkor L = ® + ®,.. Mivel

tL _ 7 t®/n _t®, /n\"
e = nhi& (e e ) (4.11)
elég azt latni, hogy e!®/™ és et®~/™ teljesen pozitiv.
® teljesen pozitiv, ezért
w3 () * (4.12)
e .
|
o \n k!
is az. .
et‘bn/n(g) _ e—tm/ngetn/n _ e—tn/nQ (e—tn/n> (413)
miatt ez is teljesen pozitiv.
O

4.8. Allitas. Legyen L(o) = ®(0) —ro—oK*, ahol ®(9) = >, LioL}. Legyen
;€ C,AeR és

. 1
H':ngmiﬂxuigj\cw (4.15)

Ekkor L(o) = ®'(0) — k'0 — ok*, ahol ®'(p) =Y, LioL’"
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Bizonyitds.
@/(Q) _ H/Q _ QH/*
= LioLi{" —r'o— or”

(]
=3 (LioL; + cioL; +&Lio+ |af*0) — ko — Y @ilLic
i i (4.16)

. 1 . 1
—iXo — 3 Z lcil20 — oK™ — E:CZ-QL;-k +ido— 3 Z lcil?o
= Z LioL; — ko — or™ = L(0)
i

O]

4.9. Allitas. Legyen L(p) = ®(0) — ko — ok* = ®'(0) — k'0 — or’" mint
eddig, és tegyiik fel, hogy ® és ®' Kraus-operdtorainak mindegyike 0 nyomii.
Ekkor ® = ® és k = k' + i\ valamilyen X € R-re.

Bizonyitds. Legyen |Q) = >, ]i) ® |i) teljesen Osszefont éllapot, ekkor (L ®
id7(20)) (|€2)(€2]) meghatérozza L-t. Az els6 tagot kiilon tekintve:

(QU(P® @ id7 ) (12(Q]) = Z ((ia] @ (@]} (K liz) (1] K5 @ i2) (i])
= .Z.(<i1|Kj!i1><i3\K}< ® (i3]
= ZTrKj@g\K;@ (iz] = 0

(4.17)

és (P@id7(3))(12)(2])|Q2) = 0, mivel ennek az adjungéltja. Ha viszont ¢ L
és p 1 Q, akkor

(@l(r @ D([2{Q)]p) =0 (4.18)
@IIQ (" @ Dp) =0 (4.19)

Minden H ® H — H ® H O6nadjungalt linearis leképezés egyértelmiien kettd
olyan oOsszegére, amelyek koziil az els6 magja tartlmazza §2-t, a mésodik
pedig Q1 projektoraval két oldalrél komponalva 0-t ad. Emiatt ®(o) = ®’(p)
és ko+ or* = K 0+ or’" minden o-ra, azaz (k — k') o+ o(k — K')* = 0, amibél
k — k' = i\l valamilyen A € R-re. O

11. HF. Legyen L : T(H) — T(H) lineéris leképezés. Ekkor a kovetkezk
ekvivalensek:

1. L egy kvantum dinamikai félcsoport generatora
2. L(o) = ®(0) — ko — or*, ahol ® teljesen pozitiv, ®*(I) = k + k*
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L(o) = ilo, H] + Z ( oL — %{L;f‘LZ-, g}) (4.20)

L(o) = ilo, H] + 5 Z [Li, oL}] + [Lio, L)) (4.21)

ahol H = H* = £E5F operatorai.

e H (k képzetes része) a Hamilton-operator, ez az id6fejlédés koherens
részét hatarozza meg

e az Osszes energiaszint eltolasa nem valtoztatja meg a dinamikat

o & és k valds része (ezt @ meghatirozzal) a dinamika inkoherens vagy
disszipativ része

e ez a felbontas nem egyértelmil, de ha kikotjiik, hogy a Kraus-operatorok
nyoma 0, akkor mér az

® Kraus-operatorait Lindblad-operatoroknak nevezziik

5. Entroépiak

e entrépidk: olyan mennyiségek, amelyek egy allapot (vagy klasszikus
eloszlas) dltal hordozott ,bizonytalansédgot”, ,rendezetlenséget” jellemzik
e pl. Px : X — [0, 1] diszkrét eloszlds Shannon-entrépidja

H(X)p=H(Px)=— )Y Px(x)logPx(x) (5.1)
TEX
e pl. ha Px egyenletes eloszlas, akkor H(Pyx) = log |X|, ha Px(z9) = 1,
akkor H(Px) =0
e motivacié: Xy,..., X, fiiggetlen Px eloszlasu, akkor 1étezik nH (Px )+
o(n) bites kédolés tgy, hogy a sikertelen dekddolds valészintisége o(1),
de minden révidebb kdédolasnal 1 — o(1) ez a valdszintiség

5.1. Definicié. Egy ox € S(Hx) allapot Neumann-entrépidja H(X), =
H(ox) = —Trox log ox.

o feltételes entrépidk: bizonytalansdg egy masik (pl. a vizsgélttal kor-
relalt) valésziniiségi valtozé ismeretében
e pl. P = Pxy : X x Y — [0, 1] diszkrét eloszlas
H(X[Y)p=H(XY)p - H(Y)p

— — Y Pe(y) 3 Pypy(aly)log Py (aly)  (5-2)
yey zeX
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e pl. X és Y fiiggetlen, akkor H(X|Y)p = H(X)p (spec: Y = 1, akkor
fiiggetlenek)

e pl X¥=Yé& P(X=Y)=1,akkor HX|Y)p=0

e motivacié: (X1,Y1),...,(X,,Y,) fiiggetlen Pxy eloszlast, akkor 1étezik
nH (Px|Py) + o(n) bites kddolas gy, hogy Y ismeretében a sikertelen
dekddolés valészintisége o(1), de minden révidebb kodolasnédl 1 — o(1)
ez a valdszinliség

5.2. Definicié. Egy o € S(Hx®™My ) allapot feltételes entrépidja H(X|Y), =
H(XY),— H(Y),.

e kolcsonos informacio: két valdszintiségi valtozéd fliggdségét jellemzi
e pl. P = Pxy : X x Y — [0,1] diszkrét eloszlas
I(X;Y)p=H(X)p - HX|Y)p
=HX)p+HY)p—H(XY)p

_ Pxy (z,y) >3
_ ;Y Pxy (@ y)log 520550
yeY

e pl. X ésY fiiggetlen, akkor I(X;Y)p =0
e plL X =Yés P(X =Y) =1, akkor I(X;Y)p = H(X)p

5.3. Definicié. Egy o € S(Hx®Hy ) allapot kélesonds informaciéja I(X;Y),
H(X)o+H(Y),— HXY),.

Egy 0 € S(Hx ® Hy ® Hz) allapot feltételes kolesonos informdcidja
I(X;Y|Z)y=H(X|Z),+ H(Y|Z),— HXY|Z),.

e relativ entropidk: két kiillonbozé dllapot eltérését mérik (dltaldban nem
szimmetrikus médon)
o pl. P,Q: X — [0,1] két diszkrét eloszlas

DIPIQ) = Y- Plo)los (5.4)
rxEX

e pl. P =@, akkor D(P||Q) =0
5.4. Definicié. A g,0 € S(H) allapotok kozotti relativ entrépia

D(¢llo) = Tr o(log(e) — log(c)) (5.5)

5.5. Allitas. Legyen oxa € S(Hx ® Ha) klasszikus-kvantum, azaz

oxa =Y Px(z)|z)(z|® o, (5.6)
TeEX
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Ekkor

H(XA),=H(X),+ Z PX(x)H(A)@a: (5.7)
zeX
H(AIX), =) Px(z)H(A),, (5.8)
reX

Bizonyitds.
H(XA),=—Troxalogoxa

= —Tr (Z Px(z)|z)(z| © Qac)

reX

- (Z )] @ (log Px ()] + log ex>>

reX
=— Y Px(x) Tro, log Px(x)

— > Px(z) Tr g, 1og 0.

=H(X),+ Y Px(z)H(A),,
zeX
H(A|X),=H(XA),— H(X),= Z Px(z)H(A),, (5.10)
xeEX
]

5.6. Allitas. Legyen o € S(Hx ® Ha ® Hp) klasszikus-kvantum-kvantum,
azaz

oxas = Y Px(z)|z)(z| ® o, (5.11)
reX
ahol 9, € S(HA® Hp) (v € X). Ekkor
I(A;B|IX)o = > Px(2)I(A; B),, (5.12)
reEX

Bizonyitds.
I(A; B|X), =H(A|X), + H(B|X), — H(AB|X),

=3 Px(@)H(A)y, + > Px(x)H(B),,
zeX reX
— " Px(z)H(AB),, (5.13)
zeX

=Y Px(2)I(A;B),,

TeEX
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12. HF. Legyenek p,0 € S(Hx ® Ha) klasszikus-kvantum &llapotok, azaz

oxa= Y Px(@)|z)(z|®o0xa =) Qx@)|z){z|®o, (5.14)
zeX TeX
Ekkor
D(gllo) = D(P||Q) + Y Px(x)D(04|lo) (5.15)
rzeX

5.7. Allitas. Legyen 0A,..A, €ES(Ha, ®---®Ha,). Ekkor
H(A1An)Q:H(Al)Q—FH(AQ‘Al)Q —|—H(A |A1 A, 1) (516)
Bizonyitds.

H(A1)p+ H(A2JA1) o+ -+ H(ApAL ... A1),
= H (A1), + H(AlAz)g — H(A1),+ H(AlAzAB)g — H(A1As),
+ "—I-H(AlAQ...An)Q—H(Al...An_l)g
= H(AAy. . Ay, (5.17)

O
13. HF. Legyen 04, 4,8 € S(Ha, ® - @ Ha, ® Hp). Ekkor

I(Al...An;B)Q:I(Al;B)Q-‘rI(AQ;B’Al)Q +I(An,B’A1 n 1)

(5.18)
5.8. Allitas. Legyen oap € S(Ha ® Hp). Ekkor
H(A|B), = logdimHs — D (QABHd g QB> (5.19)
és
I(A; B), = D(0aslloa ® 0B) (5.20)
Bizonyitds.
idy
D (QABH ’H ® QB)
B iy,
=Tr (QAB(IOg 04 — log (dim T ® QB) ))
=Tr(0aplog 0an) (5.21)

idy
Tr<QAB (logd 7—[ ®1dHB+1dHA®10gQB>)

= — H(oap) +logdimH, + H(oB)
=logdimH 4 — H(A|B),
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D (0aB|loa ® 0B)
= Tr(oap(log oap —log(oa ® 0B)))

= Tr(oaplog 0ap) — Tr(oap(logoa @ I + 1 ®log op)) (5.22)
= —H(oap) + H(0a) + H(0B)
= I(A; B)g

O]

5.9. Allitas. Legyen 0,0 € S(H), U : H — K izometria. Ekkor D(UoU*||UcU*) =
D(gl|o).
Bizonyitds.
D(UpU*||UcU™*) = Tr(U U™ (log(UoU™) —log(UcU™)))
= Tr(UpU*(Ulog(o)U* — Ulog(c)U™)) (5.23)
= Tr(o(log(o) — log(c)))

O]

5.10. Kovetkezmény. Ha Ug : Hao — K4 és Up : Hp — Kp izometriak,
0AB € S(HA ® HB): akkor H(A|B)@AB = H(A‘B)(UA@)UB)QAB(UA@UB)* és
I(A; B)QAB = I(A; B)(UA®UB)QAB(UA®UB)*'

5.11. Kovetkezmény. Ha U : H — K izometria, o € S(H), akkor H(p) =
H(UoU").

5.12. Kovetkezmény. Ha oap € S(Ha ® Hp) tiszta, akkor H(pa) =
H(op)-

5.13. Kovetkezmény. Ha oapc € S(HAQHpRH ) tiszta, akkor H(A|B), =
_H(A|C),.

Bizonyitds.

H(A[B), + H(A|C),

H(AB),— H(B), + H(AC), —
H(AB),— H(C),+ H(AC), —
0

5.14. Allitas. Legyen o1,01 € S(H1) és 02,00 € S(H2). Ekkor D(o1 ®
02llo1 ® 02) = D(e1l[o1) + D(02||02)-
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Bizonyitds.

D(01 ® 02|01 ® 02)
= Tr((o1 ® 02)(log(01 ® 02) — log(o1 ® 02)))
= Tr((01 ® 02)(log 01 @ I + 1 ® log 02

5.25
—logo1 ® I —I®logos))) ( )
= Tr(o1(log 01 — log o)) + Tr(p2(log 02 — log o2))
= D(o1llo1) + D(o02|l02)
O

5.15. Kovetkezmény. Ha o1 € S(H1) és 02 € S(H2), akkor H(01 ® 02) =
H(o1) + H(02)

5.16. Kovetkezmény. Ha oap = 04®0B € S(HAQHB), akkor H(A|B), =
H(A),

5.17. Kovetkezmény. Ha dimHp =1, akkor H(A|B), = H(A),.

5.18. Definicié. f : (a,b) — R operatorkonvex, ha minden A = A*, B =
B* € B(C"), A € [0,1] esetén

FOA+ (1—NB) < M(A) + (1 - N(B) (5.26)
teljestil.
5.19. Lemma. Az f : Ry — R, f(x) = —logz fiigguény operdtorkonvez.

Bizonyitds. Ha A és B pozitiv és invertalhat6, akkor = +— x~! konvexitasa
miatt 0 < A <1 esetén

(M + (1= NA2BAY2) < ar 1 (-0 (A2BA) T (s.2m)

amibol
M+ 1 -NB)*
-1
= ATV (AL + (1= NATV2BATY2) AT
1 (5.28)
<A1 ()\I + (1= ) (A712BA12) ) A2
=M1+ (1-NB!
/] 1
—logz = - 2
ogx /0 <a+t 1—|—t>dt (5.29)
miatt -~
—log A — / ((Asen™ =@ en)™)dr (5.30)
0
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és igy

“log(AA + (1 - \)B)

/ (VA + (1= N)B) + 1) — (I +1)7") dt

/ A+ ) + (1= N)(B+ 1) — (T +41)7") dt (5.31)
< / (MA+D) " 4 (= NB D)) — (I +t1)7) dt

0
=—-AlogA—(1—-X\)logB
O

5.20. Lemma. Ha f : (a,b) — R operdtorkonvex, U : H — K izometria,
X =X*e B(K) ésspecX C (a,b) akkor f(U*XU) <U*f(X)U.

Bizonyitds. Legyen P = UU* és Q = Ix — P. Ekkor U : ‘H — ran P unitér
és PU = U, emiatt

f(U*XU) = f(U*P(PXP)PU) = U*Pf(PXP)PU  (5.32)
Mivel PXP és QXQ tartoi ortogondlisak egymésra, f(PXP + QXQ) =
f(PXP)+ f(QXQ) és Pf(QXQ)P = 0. S := P — @ unitér, emiatt

fPxP+QxQ) = f ()

2

1 1 X

= LX)+ SSF(X)S”
= PA(X)P+QF(X)Q
tehét Pf(PXP)P = Pf(PXP + QXQ)P < Pf(X)P. Emiatt
FfU*XU) = U*Pf(PXP)PU < U*Pf(X)PU = U*f(X)U  (5.34)
0

5.21. Lemma. Legyen o,0 € S(H) invertdlhats, A : HS(H) — HS(H),
A(X) =0Xo ! (relativ moduldris operdtor). Ekkor

D(gllo) = ("?, —log(A)(e"*)) us (5.35)

Bizonyitds. Legyen L, R : HS(H) — HS(H) az L(X) = oX, R(X) =
Xo! definidlva. Mivel X # 0 esetén (X,L(X)) = Tr(X*0X) > 0 és
(X,R(X)) = Tr(X*Xo ') > 0, ezért L és R szigortian pozitiv. Mivel
kommutélnak, A = LR is szigortian pozitiv, igy létezik logaritmusa és

36



log A =log L+log R. L™ (X) = 0™ X felhasznalasaval (log L)(X) = (logo)X
és hasonléan (log R)(X) = —X log o, tehat

(0", —log(A)(0"*)) us

= —(0"?,log(L)("?) + log(R) (")) us
= —Tr (0'/((log 7)o/ — 0'*(l0g 0)))
= Tr o(log 0 — log o)

(5.36)

O]

5.22. Tétel. Legyen p,0 € S(H) és T : T(H) — T(K) csatorna. Ekkor
D(T(o)||T(0)) < D(ello)
Bizonyitds. Eloszor tekinsiik azt a specialis esetet, amikor T egy parcialis

trace, azaz bizonyitsuk be, hogy 0,0 € S(HA ® Hp) esetén D(oap||loap) >

D(oalloa).
Tegyiik fel, hogy o és o invertalhat6, ekkor D(o||o) = (02, —log(Aar)(0"?)) us

és D(palloa) = <g}4/2, - log(AA)(gi‘/Q»HS a fenti lemma szerinti A4 és Ayp

operatorokkal.
Legyen U : HS(Ha) = HS(Ha @ Hp) az

UX) = ((Xex"™) © In)ailp (5.37)
moédon megadott leképezés. Ekkor
(X, UA(Y)) = (U(X),Y)
=T (((Xoa) V2@ I5) 0lf3) Y
=Tr ((g}fX") ® IB> YQZ/EQ;

=TrX* TrB(YgL/;)gzl/Q

(5.38)

alapjan
U*(Y) = Trp(Y oy p)ox"”

(5.39)
és igy
vU(x) = Ut (((xe*) @ 1) o3
— Tip (((ng/z) 2 IB) Qi{é@}qg) g;1/2 (5.40)
= X0, (Tr Boag) 0;/* = X
valamint
U*AapU(X) =U*Aup (((XQZI/Q) ® IB) Qi&%)
= U* (oan ((Xex'"") @ Is) eileab)
=Trp (UAB ((XQZI/Q) ® IB) 92}9/29%;) 0x'”
= (Trpoan) XQEWQZW = Ax(X)

(5.41)
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azaz U*U = idys,) €8 UTAapU = Ay teljesiil. Tovdbbd

Uo?) = (0{*03"* @ In)ol{ = o7 (5.42)

Hasznélva x — —log z operatorkonvexitasat és a fenti lemmat kapjuk,
hogy

(5.43)

D(oalloa) = (0, —log(Aa) (@) s
= (0{*, ~1og(U* AupU) (o)) s
<<Q,14/27_U*10g(AAB) ( Vs
= 1/2

U(0'{?), —1og(Aap)(U (0}

— (0!, —log(Aap) (e p))us

= D(oaBl|loaB)

) ws

Az altaldnos esethez elég azt meggondolni, hogy minden T' csatorna el64ll
T(0) = Trg UpU* médon, ahol U : H — K ® Hp izometria, és ekkor

D(T()||IT(0)) < D(UU™[|[UaU") = D(ello) (5.44)
O

5.23. Kovetkezmény. Ha 9o € S(Ha @ Hp), Ta : T(Ha) — T(Har) és
B:T(Hp) = T(Hp) csatorndk, akkor
I(A; B)Q > I<A/; Bl)(TA@TB)(Q)'

5.24. Kovetkezmény. Ha p € S(HAa®Hp), T : T(Hp) = T (Hp') csator-
na, akkor H(A|B), < H(A\B’)(id@)T)(Q).

5.25. Kovetkezmény. Ha 9,0 € S(H), akkor D(g||o) > 0

5.26. Kovetkezmény. Ha o € S(Ha Q@ Hp), akkor
I(A;B), > 0.

5.27. Kovetkezmény. Ha pap € S(Ha ® Hp), akkor
|H(A|B),| <logdimH4.

Bizonyitds. Legyen papc a pap tiszta kiterjesztése, ekkor H(A|B), = —H(A|C),.

log dim M4 — H(A|B), = D (QABH % on ) >0 (5.45)

dim H
azaz H(A|B), < logdim H 4 és hasonléan H(A|C), < logdim H 4 O

5.28. Kovetkezmény. Ha pap € S(HAQHR), akkor I(A; B)), < 2logmin{dim H 4, dim Hp}.

38



Bizonyitds.

I(A;B), = H(A), — H(A|B), < 2dim H 4 (5.46)
I(A;B), = H(B), — H(B|A), < 2dim Hp (5.47)
0

5.29. Példa. Legyen Hq = Hp = C, |1),...,|d) a standard ortonormélt
bazis,

0AB = Z |y (3] ® Ji){ (5.48)

i,4'=1

Ekkor H(A), = H(B), = logd, H(AB), = 0, H(A|B), = —logd és
I(A;B), = 2logd

14. HF. Legyen Hy = Hp = C%, oap € S(Ha ® Hp) szeparélt. Ekkor
I(A; B), <logd.

5.30. Kovetkezmény. Ha papc € S(HAQHBRHc), akkor I(A; B|C), >
0.

Bizonyitas. I(A; B|C), = 1(A; BC), — I(A; B), és
I(A; BC), = D(0anclloa ® opc)

> D(o0aBl|loa ® oB) (5.49)
= I(A5 B)Q

O]

5.31. Tétel (Erés szubadditivitas). Ha gapc € S(Ha ® Hp ® Hc), akkor

H(ABC),+ H(B), < H(AB),+ H(BC), (5.50)
Bizonyitds.
0 < I(A;B|C),
= H(A|C)+ H(B|C) — H(AB|C) (5.51)
= H(AC) - H(C)+ H(BC) — H(C)— H(ABC) + H(O) '
= H(AC)+ H(BC)—- H(ABC) - H(C)
O
5.32. Kovetkezmény. Ha oapc € S(HA @ Hp ® He), akkor
H(A|B), > H(A|BC), (5.52)
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Bizonyitds.
H(A|B),— H(A|BC), = H(AB),— H(B),— H(ABC), + H(BC), (5.53)
O
5.33. Kovetkezmény. Ha oap € S(Ha ® Hp), akkor H(A), > H(A|B),.

5.34. Kovetkezmény. Ha o € S(H), akkor H(p) > 0. Ha H(p) =0, akkor
o tiszta.

5.35. Allitas (Egyiittes konvexitas). D a wvdltozdiban egyiittesen konvex,
azaz ha P : X — [0,1] valdszindségi eloszlds, 0,0, € S(H) (Yo € X), akkor

D (Z P()o| Y P<x>az) <Y P@)D(allos) (559

zeX rzeX reX

Bizonyitds. Legyen ¢ = >,y Px(x)|z)(z| ® 0o € S(Hx @ H) és 0 =
> wex Px(x)|z)(z| ® op. Ekkor

D (Z P()oll Y P(x)ax) = D(Tex of| Trx o) < D(ello)

reX zeX (5.55)
= D(P||P)+ ) P(x)D(0slloz)
T zeEX
O
5.36. Kovetkezmény. o — H(A|B), konkdv.
5.37. Kovetkezmény. o — H(A), konkdv.
5.38. Tétel (Pinsker-egyenlétlenség). Legyen o,0 € S(H). Ekkor
1
szl = all)? < D(ollo) (5.56)

Bizonyitds. Elészor klasszikus kétallapott rendszerekre bizonyitjuk. Legyen
0 = pl0){0]+ (1 —p)[1){1] és o = q|0){0|+ (1 —q)[1)(1], feltehetd, hogy p > g.
Ekkor [lo — ol =2(p —q) és

p 1—p
D(o||o) = plogg + (1 —p)log . (5.57)
Legyen
p 1—p 4 2
=plog=+ (1 —p)l — - .
9(p,q) pogq+( p)ogl_q TTLAL (5.58)
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q szerint derivalva:

99(p, q) P 1—p 4
0q :_qln2+(17q)ln2_m(q_p)
_ pl-q) q(1—-p) 4
T ¢(1—¢)In2 q(lfq)IDQ_E(q_p)
e R (5.59)

qg(1—¢q)In2 " In2
(¢ —p)(4¢> —4q +1)
qg(1—¢q)In2
(¢ —p)(2¢—1)
g1—¢qg)ln2 —
mivel ¢ < p. Tehét g(p, ¢) akkor minimalis g < p mellett, ha ¢ = p, de ekkor

9(p,q) = 0, tehdt g(p,q) = 0.

Most legyen o,0 € S(H) tetszéleges, 0 < P < 1olyan, hogy % [lo — ol|; =
| Tr oP — Tr o P|. Tekintsiik a T': T(H) — ¢*({0,1}), T(0) = (Tr oP)|0){0] +
(Tr o(I — P))|1)(1| csatornat. Ekkor

D(ollo) = D(T(0)||T(0))

1
> = |T(0) - T()ll;

1
— 9Ty oP — TroP
a2l Tre il

1

= 55 lle—al,

(5.60)

O]

5.39. Tétel (Alicki-Fannes-egyenl6tlenség). Legyen oap,04p € S(Ha ®
Hp). Ekkor

|H(A|B), — H(A|B)o| < 4loas — 0aBlly logdim H 4 + 2h(|[eaB — 0aBl,)
(5.61)
ahol h(z) = —xlogz — (1 — x)log(1 — x).

Bizonyitds. Legyen o = %|g — 0| és 0 = %(Q — o) + 0, ezek allapotok.
Tekintsiik a
1xaB = (1-2)[0)(0]® o +e|1){1|® o (5.62)

klasszikus-kvantum-kvantum allapotot. Erre
’}/AB:TI“X’}/XAB:(1—€)Q—|—€§:(1—8)0+85‘ (5.63)
teljesiil. Mivel a feltételes entrépia konkav, H(A|B), > (1 —e)H(A|B), +
eH(A|B);. Emiatt
H(A[B), — H(A|B)y < e (H(A|B), — H(A|B)s)
< 2¢logdimH 4 (5.64)
< 2clogdimH 4 + h(e)
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Masfel6l az entrépia konkavitdsa miatt
H(B), > (1—)H(B), + <H(B); (5.65)
Tovabba 0 < H(AB|X) = H(ABX ), — H(AB),. Emiatt

H(AB), < H(AB|X), + H(X),

=(1—-¢e)H(AB),+cH(AB);+ h(e) (5.66)
amit az el6z6 egyenl6tlenséggel kombinalva
H(A|B)y — H(A|B), <(1 — €)H(A|B), + ¢H(A|B),
+h(e) ~ H(AIB), 567
—< (H(A|B); — H(A[B),) + h(c)
<2eclogdimH4 + h(e)
adodik.
Ugyanigy kapjuk, hogy
|H(A|B), — H(A|B),| < 2elogdim H 4 + h(e) (5.68)
és igy a haromszog-egyenlotlenség miatt
|H(A|B), — H(A|B)o| < 4elogdimH 4 + 2h(e) (5.69)
O]
5.40. Definicié. Egy o € S(H) éllapot Rényi-entrépiaja
H, (o) = ! log Tr o (5.70)

1l -«

Hy(p) := limy—0 Hy(0) = logdim supp o

Hoo(0) = lima—s00 Ha(0) = —log|lol|

limg,—y1 Ho(0) = — Tr plog ¢ a Neumann-entrépia
0<a<p<ooesetén Hy(o) > Ha(p)

5.41. Definicié. Egy ¢ € S(H) allapot sima Rényi-entrépidja 0 < ¢ < 1
esetén

H:(o)= inf Hy(o) (5.71)
c€B:(p)
ha0<a<1és
H: (o) = sup Hy(o) (5.72)
c€B:(p)

ha 1 < o < 00, ahol B:(p) = {0 € S(H)|3 |lo — o, < e}
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5.42. Tétel (Aszimptotikus ekviparticié tulajdonsig). Legyen o € S(H).
Ekkor

1 1
lim lim sup — H§ (0®") = lim lim inf — H§(0®") = H (o) (5.73)

e—=0 nsoco M e—0 n—oo n
Bizonyitas. Legyen o = > ;crpili)(i|, ahol (|i))icr ortonormaltak, (p;)icr
valoszintiségi eloszlas. Ekkor
O = > Pir e Piglin e in) (i (5.74)
Q1.0 €IM
Legyen 0 > 0 rogzitett,
A((Sn) = {(i1...ip) € [M27"H@+) <oy p < 27UH(Q=0Y (5 75)
és
I = ST i) (il (5.76)
i1.in€A
Ekkor a nagy szamok gyenge torvénye miatt
lim,, 00 Tt H((Sn) 0% = 1. Mésrészt
1= piy..pi, = |[AQ 2 H(@+9) (5.77)
i1.in
Tehat
Tr 1™ pr1(")

—9 Hg - Hg’"‘)gng")ul =2(1-TrI{"g) - 0 (5.78)
1

és igy minden €, > 0 mellett elég nagy n-re

(n) 1(n)
I1\" oIl n n
HE(0®™) < Hy (%) < logrk 1" = log |A| < n(H(o) + 4)
Tr 11" oIIy"
(5.79)
amibé6l € > 0 esetén 1
limsup — H§(0%™) < H(p) (5.80)

n—oo M

A masik irdnyhoz az Alicki-Fannes-egyenl6tlenséget hasznédlhatjuk:

1 1
liminf — H§(o®") =liminf — inf  Hy(o)

n—oo n n—o0 ngeBg(Q@m)

1
>liminf — inf H(o)
n—oo n 0635(9®n)

1 (5.81)
>liminf —  inf (H(o®")
n—oo no-eBE(g(@n)
— 2enlogdimH — 2)
=H(g) — 2¢
O]
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15. HF. Legyen ¢ € S(H). Ekkor

1 1
lim lim sup — HE_(0®") = lim lim inf — HZ_ (0®") = H(o) (5.82)

e=0 nsoco N e—=0 n—oo n

6. Forraskodolas

e adott ppa € S(Hr ® H4) allapot, ennek ,,A” felét szeretnénk egy (pl.
térben tavoli) ,,B” helyre tovabbitani

rendelkezésre 4ll egy idedlis qubit csatorna qc : T(C?) — T(C?),
qc(o) = o

lokélisan barmilyen transzformaciét ingyen végezhetiink

hényszor kell hasznélni a csatornat?

tegylk fel, hogy az , R” részt nem ismerjiik, ekkor feltehetd, hogy ora
a p4 tiszta kiterjesztése, mert a tényleges ora ebbdl esetleges parcialis
trace segitségével megkaphaté (ez a legrosszabb eset)

6.1. Definicié. Legyen o4 € S(Ha), € > 0 és m € N. Egy (E,D) par
a 04 allapot m qubites e-kédoldsa, ha E : T(Ha) — T((C*)®™), D :
T((C?)®™) — T (Ha) csatorndk és

|era = (id7 e ®(D 0 B))ora) || < (6.1)
ahol ora a p4 tiszta kiterjesztése.

6.2. Allitas. Legyen o4 € S(Ha) és e € (0,1). Ekkor létezik oa-nak m =
[HE(04)] qubites v/8s-kédoldsa.

Bizonyitds. Legyen o € S(H.a) olyan, hogy Ho(o) = H§(04) és 3 |lo — oall; <
€. Legyen P a supp o projektora. Ekkor

Tr(Ir ® P)ora = Tr Poa
= Tr Po —Tr P(c — pa)
1 (6.2)
> T Po— o — all

>1—¢

Legyen Ty : T(Ha) — T(Ha ® C%) a T1(0) = PoP ® [0)(0] + (I — P)o(I —
P)|1)(1| képlettel adott csatorna. Ekkor

(id 72, ®T1)(0) = (Ir ® P)o(Ir ® P) @ [0)(0]
+(Ir® (I = P)o(Ir® (I = P))®@[1)(1] (6.3)

Gentle measurement miatt

1 .
2 H‘QRA ® [0)(0] — (id7(3¢p) ®T1)(QRA)H1 <2y/e (6.4)

44



Legyen Ty : T(HA®C?) = T(Ha) a T(0®7) = 0(0|7]0)+ 55 (Tr o) (1]7]1)
képlettel adva, ekkor barmely allapot 75 o T altali képének tartéja supp o
része.

Legyen U : Ha — (C%)®™ parcialis izometria, ami supp o-n izometria
és legyen Ty : T(Ha) — T((CH®™M) a T(9) = UpU* leképezés. Ez nem
csatorna, de E :=T5 075 o T] igen.

Legyen D : T((C?)®™) — T(Ha) a

* * I
D(o) = U*oU + Tr((I — UU*)o) dimf;{A (6.5)
csatorna.
Ekkor Do E =T 0Ty és To(ora ® |0)(0]) = ora alapjan
|ora = (71, @(D 0 B))(0ra)||, < VB2 (6.6)
O

6.3. Allitas. Legyen o4 € S(Ha), € € (0,1), m € N és tegyiik fel, hogy
létezik 0 4-nak m qubites e-kodoldsa. Ekkor

m > H(pa) — 4elogdimHy — h(e) (6.7)

Bizonyitds. Legyen (E, D) a g4 egy m qubites e-kddolasa. Ekkor az Alicki-
Fannes-egyenlGtlenség és az adatfeldolgozasi egyenlétlenség alapjan
2H(ea) = I(R; A),
< I(R; A)(idT(HR) 2(DoE))e + 8¢ logdim H 4 + 2h(e)
< I(R; A)(idT(HR) wE)o T 8clogdim H 4 + 2h(¢)
< 2m + 8clogdim H 4 + 2h(¢)

(6.8)

O

e forras: referencia-rendszerrel korrelalt allapotokat allit el6 ,,A” rend-
szeren

o cél: forrds és A — B qubit csatorna segitségével az allapotokat a ,,B”
rendszerbe atvinni, mikozben a referencia-rendszerrel valé korrelacié
megmarad (kis hibatél eltekintve)

6.4. Definicié. Legyenek H a,, Ha,, Has,, - . - Hilbert-terek. Egy 0 = (04,, 04,4, - - -)
sorozat (kvantum) forrds, ha minden n € N-re g4,..4, € S(Ha, ®---@Ha,,)
és 04y..4, = Tra, 04y 4,1

e pl.: Legyen Ha, = H, oo € S(H). Ekkor a o = (Q0,96®2,96®3,...)
sorozat a gg eloszlasnak megfelel6 FAE (IID) forrés.
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6.5. Definicié. Legyen p4,,... forrds. Egy (mp,éen, En, Dp)nen sorozat
(aszimptotikusan hibamentes) (forrdas)kodolas, ha
(En,Dy) a 04,..4, €gy my, qubites e,-kddolasa és

lim ¢, =0 (6.9)

n—oo

e cél: adott forrashoz olyan (my, e,, Ep, Dy )nen kodolast keresni, amire

lim sup Min (6.10)

n—oo n

a lehetd legkisebb.

6.6. Allitas.

m
min { lim sup — (M, €ny Eny Dp)nen a 0 aszimptotikusan hibamentes kédoldsa}

n—00 n

1
= lim lim sup — min{m € N|Jo4, .4, -nek m qubites e-kédoldsa} (6.11)
e—0 n—oo N

ahol a
Bizonyitds. A jobb oldalon € monoton csékkend fiiggvényének vessziik limeszét,
tehat az létezik.

Legyen (muy,en, Fn, Dp)nen @ o aszimptotikusan hibamentes kédolasa,

R = limsup,,_, ., “*. Ekkor tetszéleges ¢ > O-ra és elég nagy n-re g, < ¢,
tehat

min{m € N|3p4,. a,-nek m qubites e-kédolasa} < m,, (6.12)

amibél

1
lim lim sup — min{m € N|Jp4, 4,-nek m qubites e-kbdolasa}
e=0 nosoco N

< lim lim sup M _ R (6.13)

e=>0 nsoo N

Most legyen R a jobb oldal. Barmely ¢ > 0-hoz létezik olyan ng(e), hogy
n > no(e) esetén

min{m € N|Jp4,. a,-nek m qubites e-kédoldsa} < (R + ¢)n (6.14)

Valasszunk tetszOleges € pozitiv tagi csokkend nullsorozatot, és legyen
no(ex)-t6l kezdve (E,, D,) egy my,-qubites ex-kddolds, ahol m,, < (R+¢)n.
Ekkor (mp,en, Eyn, Dn)nen a o aszimptotikusan hibamentes kddolasa és

limsup = = R (6.15)
n—o00 n

O]
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6.7. Tétel (Schumacher-tomorités). Legyen oo € S(H), 0 = (00, 052, 057, .. .)
a oo eloszlasnak megfeleld IID forrds. Ekkor pontosan akkor létezik o-nak
olyan (M, €, Eny, Dp)nen aszimptotikusan hibamentes kédoldsa, amire

limsup = = R (6.16)

n—o00 n
ha R > H(Qo).

Bizonyitds.

1
lim sup lim sup — min{m € N|3p§"-nek m qubites e-kédoldsa}
e—0 n—oco T

1
< lim sup lim sup — [ngg(gg@”)—‘ = H(po) (6.17)

e—0 n—oco T

1
lim inf lim sup — min{m € N|3p3"-nek m qubites e-kédolasa}
e—0 n—oo N

1
> lim inf lim sup E(H(g%@”) — delog dim HE™ — h(e))

e=0  n—ooo

= lim iglfH(Qo) —4delogdimHa = H(oo) (6.18)
E—

O]

7. Klasszikus kapacitas

e cc: 1({0,1}) — £1({0,1}) idealis klasszikus bit csatorna

e gc: T(C?) — T(C?) idedlis kvantum bit csatorna

e cél: (zajos) kvantum csatorna segitségével ezek tenzorhatvanyit ,sz-
imulalni”, vagyis informaciét tovabbitani aszimptotikusan eltiiné hi-
béval

7.1. Definicid. Legyen T : T(Ha) — T (Hp) csatorna, e > 0 ésm € N. Egy
(E, D) par a T-hez tartoz6 m bit e-csatornakédolds, ha E : £1({0,1})®™ —
T(Ha), D:T(Hp) — £1({0,1})®™ csatorndk és

|DoToE —cc®|, ,<e (7.1)

7.2. Definicié. A T : T(Ha) — T (Hp) csatorna klasszikus kapacitdsa

C(T) = lim lim inf ! max {m € N|3E : ¢1({0,1})®™ — T(HT"),

e—0 n—oo 1

D:T(HE") = ({0,1})®™: [DoT®" 0 E — ec®™||,_, < e} (7.2)
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16. HF. Legyen T : (}(X) — ((Y) lineéris leképezés. Ekkor ||T||,_, =

17l
7.3. Definicié. Egy T': T(Ha) — T (Hp) csatorna Holevo-informacioja
X(T) =sup I(X; B)ldgl()() ®T(0) (7.3)
oxA

ahol a szuprémum tetszéleges oxa € (1(X) @ T(Ha) klasszikus-kvantum
allapotokon értendo.

7.4. Tétel. Legyen T : T(Ha) — T (Hp) csatorna és tegyiik fel, hogy 0 <
e < & és (E,D) egy T-hez tartozé m bit e-csatornakédolds. Ekkor

X(T) + 2h(e)

<
= 1— 8¢

(7.4)

Bizonyitds. Legyen (E, D) a T-hez tartozdé m bit e-csatornakodolds és tek-
intsiik a

1 1 ®m
® = ()0l @ )0+ 5Inaleal) e d@ety) (1)
allapotot, ahol X = Y = {0,1}". Erre I(X;Y)s = m, tehdt az Alicki-
Fannes-egyenlétlenség és az adatfeldolgozasi egyenlétlenség alapjan
m= I(X' Yo
I( )1d41(2() Rcc®m ()
< I(X;Y)iq,, 11 (x) ©DoToE(®) T 8em + 2h(e) (7.6)
<I(X )ldel(x T (idy1  x) OE(P)) + 8em + 2h(e)
< X(T) + 8zm + 2h(e)
O

7.5. Allitas. A Holevo-informdcié szuperadditiv, azaz ha T; : T(Ha:) —
T(Hp,) csatorndk (i =1,2), akkor x(Th @ To) > x(T1) + x(T2).

Bizonyitds. Legyen g; € (*(X;) @ T (Ha.i) olyan klasszikus-kvantum allapot,
amire I(X;; B; )(ldzl(x | ®T3)(ei) = x(T;). Ekkor

X(Th @ Ty) = sup I(X; BiBa)ia,, ) eTieTy(e)

O0XA1Aqg

ZI(Xle’ Bl B2)(idél(xl) ®T1)(Ql)®(idg1(x2> ®T2)(92)

=1(Xy; Bl)(idﬂ(xl) ®T1)(e1) )
+ I(Xo; Bz)(idﬂ(;@ ®T2)(02)
=x(T1) + x(T3)
O
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7.6. Kovetkezmény. Tetszéleges T : T(Ha) — T (Hp) csatorna esetén
létezik a

. 1
XTeg(T) = leH;O %X(T(X)k) (78)

limesz.

7.7. Kovetkezmény. Tetszbleges T : T(Ha) — T(Hp) csatorna esetén
C(T) < Xreg(T).

7.8. Lemma (Hayashi-Nagaoka-egyenl6tlenség). Legyenek S, T pozitiv op-
eratorok, S < I. Ekkor

I—(S+T)V28(S+T)" V2 <2(I - 8)+4T (7.9)
ahol az inverz a tarton értendo.

Bizonyitds. El6szor tegytik fel, hogy S + T invertalhaté. TetszOleges A, B
operéatorokra 0 < (A — B)*(A— B) = A*A+ B*B — (A*B + B*A) teljesiil.
A= VT, B=VT(V/S+T ' —I) valasztéssal

TWS+T ' —D+(/S+T DT <T+(S+T —DTNS+T ' —I)

(7.10)
Mivel z — \/x operatormonoton és 0 < S < I, S < VS < /S +T. Ezek
felhasznalasaval:

1

I-VS+T 'SVS+T
—VSHT TVS+T
—T+T(WS+T '-D+(S+T - DT+ S+T ' —DTS+T ' 1)
<2 +2(S+T —DI(S+T ' —1)
<oT+2(VS+T —DS+T)S+T -1

=2T+2(I+S+T—2V/S+T)

(

<2T +2(I4+ S+T —25)=2(I—5) +4T
(7.11)

Az altalanos legyen P az S + T tartojanak projektora, ekkor a fenti egyen-
16tlenség teljesiil I helyére P-t irva. Ehhez pedig csak hozza kell adni az
I — P <2(I — P) egyenlitlenséget. O]

7.9. Lemma (Pakoldsi lemma). Legyen X wvéges halmaz, Px : X — [0,1]
diszkrét eloszlds, o, € S(H) dllapotok Vx € X), 0 = > cx Px(z)os.
Legyenek tovabbd 11,11, € B(H) projektrok (Yx € X) és tegyiik fel, hogy
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az aldbbiak teljesiilnek:

Tro,lI>1—¢ (7.12)
Tro I, >1—¢ (713)
Tr 1, < d (7.14)
1
IIoll < —1I1 1
oIl < — (7.15)
(7.16)

ahol 0 < d < D, 0 <e < 1. Ekkor barmely véges M halmazhoz létezik olyan
c: M — X fiiggvény és (Am)memuiey POVM, amire Vm € M esetén

d|M]

Troe, A > 1 —4(e +2ye) — 16 i)

(7.17)

teljestil.

Bizonyitds. Elészor legyen c véletlen fliggvény, ¢, fliggetlen azonos Px elos-
zléssal és legyen

1 1
T2 T2
A, = ( > HHCM,H) HHcmH( > HHCm,H) (7.18)

m/eM m/eM

ésANe=1-3 crmAm.
Az el6z6 lemmét hasznaljuk

T= > oo, I S=II,I (7.19)
m/e M\{m}
szereposztassal:
I—Ap <2(I -1, ) +4 > T 11 (7.20)
m/e M\{m}

Ezzel az m iizenet sikertelen azonositdsanak valdsziniiségére:

Te(I — Ap)oe, < 2Te(I T, Mo, +4 S TriiL, Mo, (7.21)
m/e M\{m}

Ezek m szerint atlaganak varhaté értéket szeretnénk becsiilni. Az elsé taghoz:

Tv L, o, = Trll, lo, II
> Tr1l.,, o, — |[loc, I — o, || (7.22)
>1—¢e—2ye
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a feltételek és a gentle measurement miatt, tehat Tr(I — I, IT)o., <
£ 4+ 2/e. A mésodik tagbdl:

1 4
E-—-r: g Tr(I — Ap)oe,, <2(e+2ve) + — E ETr 1L, o,
|M| mem |M’ m,m’eM

m#£m/
(7.23)
Itt a varhaté értékre a fiiggetlenség miatt
ETr I, Iloc, = TrI(EI,. )II(Eo.,)
1
= Tr(EIl. ,)II(o)II < Tr(E Hcm/)BH
= Tr(EIL, ,) = ! E Tr(IL. ,) (7.24)
= D Cnt /) T D Cn!
d
< —
- D
amibél ) dM
E— Z Tr Apoe, > 1—2(e+2ye) — 4M (7.25)
|M| meM D

Mivel a varhato érték kisebb a maximumnal, 1étezik olyan (¢, )menm valasztas,
amivel ugyanez az als6 korlat érvényes (varhaté érték nélkiil). Mivel minden
tag legfeljebb 1, a tagok legfeljebb fele kisebb mint 1 — 4(e 4 21/¢) — 8%.
Csak ezeket megtartva a kivant tulajdonsidga fliggvényt kapunk, de M
helyett annak egy |M|/2 elemii részhalmazéaval. Az allitds bizonyitdsahoz
elég egy kétszer ekkora kiindulé halmazt hasznalni. O

7.10. Tétel (Holevo-Schumacher-Westmoreland). Legyen T : T(Ha) —
T(Hp) csatorna. Ekkor C(T) > x(T).

Bizonyitds. Legyen oxa € £1(X) ® T(Ha) klasszikus-kvantum allapot:

oxa =) Px()|z)(z| ® 0s (7.26)
reX

és legyen ox 4 = (idp(x) ®@T)(0x4), 02 = T(0z)-
Rogzitett €,6 > 0 és tetszoleges n € N mellett legyen

A((;n) _ {(551 - xn) c Xn’2—n(H(PX)+5) < P(.’El) o P(Sﬂn) < 2—71(H(PX)—5)}

(7.27)
és tekintsik azt a @ : X™ — [0, 1] eloszlast, amire
Py (x) (n)
— X+ hazeA
Q(x) :{ 2 atm PRE) ’ (7.28)
0 egyébként
Px

ekkor elég nagy n-re Q < 1= teljesiil.
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Legyen op = Y. ;e 1 pili) (il
B = {(iy...in) € I"|2"HB)H0) < o < 97 HB) =0y (7 99)

és
M= > |ir...in)(i1...in] (7.30)
(i1.in)eB™

Végiil legyen x € X esetén o, = Y i Peil,i){(z,i], x = (21,...,2,) €
X" esetén

B:S:L(S) = {(21 ct Zn) € le X XI-Tn|2_n(H(B|X)O-+6) S pxlﬂ:l b 'pmnain S 2_n(H(B‘X)U

(7.31)
és
O,= ) |z, @ i) (@1, 61 T, (7.32)
(i1...in)eBTY

Ha n elég nagy, akkor x = (z1,...,2,) € X" esetén 0, = 04, Q-+ - R 0y,

jeloléssel a nagy szamok gyenge torvénye szerint a kovetkezdk teljesiilnek:
Tr(o,Il) > (1 —¢) (7.33)
Tr(o,ll;) > (1 —¢) (7.34)
TrI1, < 2"(H(BIX)o+9) (7.35)
(7.36)

A pakolasi lemmat szeretnénk hasznalni a @ eloszlassal és a (03)zexn
allapotokkal, II, (II;)yecxn projektorokkal. A fenti harom egyenlStlenség a
lemma négy feltétéle kozil harom, a negyedikhez azt hasznaljuk fel, hogy a

= Z Q(x)oy (7.37)
TEX™

allapotra o’ < 7£ teljesill, ha n elég nagy. Eszerint
o' < (1 — &) Mlopll

< (1 o 8)—12—'rL(H(B)U—§)1—I (738)

A pakolasi lemmébdl szerint barmely M halmazhoz 1étezik olyan c :
M — X" fiiggvény és (Am)memugey POVM, amire minden m € M esetén

Troe, Am > 1 —4(e + 2v/2) — 16(1 — £) " M |2nHBIX)a+0)—n(H(B)s =)
(7.39)
Legyen M = {0, 1}["UI(X;B)o=30)] "¢ egy ilyen fiiggvény, (A, ) ilyen POVM,
és tekintsiik az aldbbi E : (}(M) — T(HZ") és D : T(HF") — (H{M)
csatornakat:

E(lm)(ml|) = ec,, (7.40)
Die)= 3 (Tt Aug)lm)im] + (Tr o) o M| S fmyml (741)
meM meM
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Ekkor

Troe, Am > 1 —4(c + 2¢/E) — 16(1 — ¢) " 12lnU(XiB)o=30) Jgn(H(BIX)o+9)—n(H (B)s —0)
2 1— 4(5 4 2\/5) o 16(1 o 8)712%([(X;B)0-+H(B|X)o-7H(B)075)
=1—4(e+2e) —16(1 —e)~ 127
>1—13ye

(7.42)

ha n elég nagy. Ezt felhasznélva m € {0, 1}(/(X;B)o—39)]

H(D 0T o B — cc®nI(XiB)e=33)]y |y <m\)Hl

1
= || 22 (T Ao, ) m'ym'| + (Tr Aeoe, ) e 3 |m') (| = Jm) (]
m'eM m'eM 1
<(1—-TrApo.,)+ TrAco., + Z Tr Ao,
m/#m
<2(1 —TrApo.,) <26y
(7.43)
amibdl a norma konvexitasa miatt
|DoT®m 0 B — cc®lnI(XiB)r=30)] Hl (S26VE (7.44)

adodik. A klasszikus kapacitas definicibéja szerint

C(T) = lim lim inf - max {m € N|3E : £({0,1})®™ — T(H2"),

e—0 n—oo N

D:THE") — 1 ({0,11)®™ : [DoT®" 0 E — c®|,_, <e}

> lim %(Lnu(x; B), — 30)))

=I(X;B), — 36
(7.45)
Ez minden § > O-ra és o = (idgp ) ®T)(0xa) allapotra teljesiil, tehat
C(T) > x(T). O
7.11. Kovetkezmény. Ha T : T(Ha) — T(Hg) csatorna, akkor C(T) >
Xreg(T)-

Bizonyitds. . .
C(T) = EC(TW) > —X(T) = Xreg(T) (7.46)
O
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7.12. Példa. Legyen T' = idy(cay az ideélis qudit csatorna, ennek klasszikus
kapacitasa
C(T)=x(T)=supI(X;A),=logd (7.47)

00X A

7.13. Tétel. Legyenek T; : T(Hai) — T(Hp,) csatorndk (i = 1,2), és
tegytik fel, hogy Ty entanglement-breaking. Ekkor x(Th®@T2) = x(T1)+x(T3).

Bizonyitds. Lattuk, hogy a Holevo-informécié szuperadditiv. A masik irdnyud
egyenlOtlenséghez legyen oxa,4, = Y ,cx Px(2)|z){(z| ® 0, olyan, hogy
X(Tl ®T2) = I(X; BlBQ)(idgl(X) &(T1®T2))(0)" Ekkor (Tl ®id7-(HA72))(Q$) szeparalt,
azaz felirhaté 3° ¢y Py x(Y|2)03 4 @ Ty, alakban, ahol feltehetd, hogy ) egy
(z-t6l fiiggetlen) kozos indexhalmaz. Legyen

wxyBiB, = Y, Px()Pyix(ylo)|o)(z] @ [y){y] @ 00y ® Ta(7ay)  (7-48)

zeX
yey

Ekkor Try w = (idg () ®(Th ® T2))(0), és gy

X(Th ® Ty) = I(X; B1Ba).,
< I(XY;B1Ba),
= H(B1B2)w — H(B1 B3| XY),,
— H(B\By)., — H(B1|XY)o — H(Bs|XY)., (7.49)
< H(B1)w + H(B2)w — H(B1|XY )y, — H(B2| XY ).
= I(XY; B1)w + I(XY; Bs)o
< x(T1) + x(T2)

felhasznalva, hogy XY ismeretében w feltételes allapota szeparalt. O

7.14. Kovetkezmény. Ha T : T(Ha) — T(Hp) entanglement-breaking
csatorna, akkor C(T) = xreg(T) = x(T).

7.15. Példa. Az (Syy)zexycy sztochasztikus matrixnak megfelelé Ty :
X)) = )
Ts(0) = Y Suy(zlolz)|y) (vl (7.50)

reX
yeY

csatorna entanglement-breaking.
Specialisan az idedlis klasszikus dit csatorna klasszikus kapacitdsa log d.

17. HF. Legyen X = Y = {0, 1}, Spy = (1—p)0zy+p(1—04y) a szimmetrikus
binaris csatorna. Mi ennek a klasszikus kapacitasa?
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8. Osszefonédassal tAmogatott klasszikus kapacitis

e siirii kddolas: idedlis qubit csatorna kl kapacitasa 1, de ha 6sszefon6dés
is rendelkezésre all, akkor 2

8.1. Példa. Legyen ® = 3(|00) +[11))({00[+ (11]) € S(C*®C?), tegyiik fel,
hogy az egyik fele A-ndl, a masik B-nél van. A alkalmazza a nédla levé qubitre
az U € {I,0,,0y,0,} unitér operatorok valamelyikét, azaz a Ty : o — UpU*
csatornat. Ezutan egy idedlis qubit csatorna segitségével tovabbitja B-nek,
akinél igy a (Ty ®idy(c2))(®) dllapot van. Ezek kiilénboz6 U esetén egymésra
ortogondlisak, tehat tokéletesen meg tudja kiilonboztetni 6ket egy méréssel
egymastol.

8.2. Definicié. Legyen T : T(Ha) — T (Hp) csatorna, e € (0,1), ésm € N.
Legyen Hp, ~ Hg, Hilbert-tér. Egy (€, E, D) harmas a T-hez tartozé m
bit e-entangelement assisted-csatornakédolas, ha € : C — T(Hg, @ Kgy),
E : 10,1} @ T(Hg,) — T(Ha), D : T(Hp @ Hr,) — £1({0,1}™)

csatornak és
HD o (T ®idyy, ) o (E®idyy,) o (i (go1ym) ©F) - cc®mH1_1 <e (8.1)

8.3. Definicié. A T : T(Ha) — T(Hp) csatorna entanglement-assisted
klasszikus kapacitdsa

1
Cent(T) = lim lim inf — sup {m € N|3T®"-hez m bit e-e.a.-csatornakodolds}
e—=0 n—oo n ( )
8.2

8.4. Definicié. Egy T': T(Ha) — T (Hp) csatorna kolesonos informécidja

I(T) = sup I(A; B)(idT(HA,> ®T)(0) (8.3)

QarA
ahol a szuprémum tetszéleges 0474 € S(Har @ H 4) allapotokon értendé.

8.5. Tétel. Legyen T : T(Ha) — T(Hp) csatorna és tegyiik fel, hogy 0 <
€< % és (E, D) egy T-hez tartozé m bit e-e.a.-csatornakddolds. Ekkor

< I(T) + 2h(e)

8.4
= 1—8¢ (8-4)

Bizonyitds. Legyen ®nrpn, =27 Y pcqoym |2) (2| @[2) (2| € 20,1} ®
{0, 137) = @yyngy € T(C) = T(Hpaps): B T(Haaps) = T(Ha),
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D :T(HeyB) = T(Hwmyg), és tekintsiik a kovetkezd allapotokat:

oMpaBs = (7, ) OF @ id7ry, ) 0 (173, ) @173y, ) ©E) (Parpas)

(8.5)
OMpBEp = (idT(HMR) RT ® idT(HEB))(Q) (8.6)
TMpMp = (id7 (3, ) ©D)(0) (8.7)
Mivel (E,D) egy e-e.a.-csatornakodolds, ezért ||®asnr, — Tarpmpll; < €
Emiatt
m — 8m — 2h(e) <I(Mp; MR),
<I(BEB;MR)
—H(BEgp)s + H(Mg)y — H(BE5Mpg),
—i—H(MREB) H(MRrEB), + H(EB)s (8.8)
— H(Ep)y + H(B)y — H(B),
=I(MRrEp;B)s + I(Mp; Ep)y —1(B; EB),
—
<I(MrEp;B)s < I(T)
]

8.6. Allitas. A csatorna kélcsonds informdcidja additiv, azaz ha Ty - T(Ha,) —
T (Hp,) csatorndk (i =1,2), akkor I(Th @ To) = I(Th) + I(T%).

Bizonyitds. Legyen g; € S(H or®H 4,) olyan dllapot, amire I(AJ; Bi)(idfr(n | 8T (ei) =
1 A/ k2 1
I(T;). Ekkor
I ®Ty) = sup I(A";B1B2)Gds g, ) BTOT))(0)

QA’A;Aqg

> I(A,1A23 BlB2)(1dT(H )®TI)(91)®(ld7‘(H )®T2)(@2) (8.9)

= I(A/ﬁ Bl)(idT(HA, )y ®T1)(e1) + I(A2’ BQ)(idT(HA/ ) ®T2)(02)
1 2

A mésik irdny bizonyitdsdhoz legyen o € S(Hara,4,) olyan tiszta al-
lapot, amire I(Ty ® T3) = I(A’; B1B2)(idy, ., o(TioT))(o) (konvexitds miatt
A/

létezik). Legyen T; : T(Ha,) — T (Hp,x,) a T; izometrikus kiterjesztése és

¢ = (idr,,) @(T1 ® T2))(0) € S(HaB, BB, 5,) (8.10)
o = (idy@g,,) (T @idrg,)))(0) € S(Hapi B A,) (8.11)
= (id7 (31, @(id730,,) ©T2))(0) € S(Hara,B,5,) (8.12)
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Ekkor ¢, o, T tiszta, tehat

I(Ty ® Ty) =I(A'; B1By)
—H(A")y + H(B1By)s — H(ABBy)¢
H(B1ByE\Ey)y + H(B1By)y — H(E1Ey)
H(B1By|E\Ey)y + H(B1Bs),
(
(

IA

H(B1|E1)y + H(B2|Ea)g + H(B1)g + H(Ba2)g
H(B1E1)g + H(B1)y — H(E1)g (8.13)
+ H(ByE»s)y + H(B2)y — H(E2)g
=H(A'As)y + H(B1)y — H(A'A3B),

+ H(A'Ay); + H(Bp); — H(A' A1 By),
=1(A"A9; By)s + (A Ay; Bs),
<I(Th) + I(T3)

ahol H(B1Bs|E1E2) < H(B1|E1)+H (B2|Es) az erés szubadditivitas kovetkezménye.
O

8.7. Kovetkezmény. Tetszileges T : T(Ha) — T(Hp) csatorna esetén
I(T®F) = kI(T), és igy

1
Jim_ EI(T@““) =I(T) (8.14)

8.8. Kovetkezmény. Tetszbleges T : T(Ha) — T (Hp) csatorna esetén
Cent(T) < I(T).

8.9. Tétel. Legyen T : T(Ha) — T(HB) csatorna. Ekkor Cen(T) > I(T).

Bizonyitds. (vazlat) Legyen Hp, ~ Hp, ~ Ha és |¢) € Hi, @ HE, tet-
széleges egységvektor, ® = |¢)(¢|. Alkalmas (|i) 4)icr, (]7)B)icr ortonormélt
béazisokkal és (p;);er valoszintiségi eloszlassal

6) = Vpili)a®i)p (8.15)
irhat6. Ekkor

PGPTL(I) (Zl ----- 'L'n)ETg

Itt P, (I) az I"-beli sorozatok tipusainak halmaza, ahol egy = : [n] — I
sorozat tipusa az egyenletes eloszlas z szerinti el6retoltja (tehat egy eloszlés
I-n), Tp pedig a P tipust I"-beli sorozatok halmaza.

Tekintsiik minden d-re az X : C¢ — C%, |j) +— [j +1) és Z : C? — C,

|j) — ¥ unitér operatorokat. Ezekre X? = Z9 = T teljesiil, tehat a
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kitevot tekinthetjiikk Zg-beli elemnek is. Ha x,z € [] PePu(I) Z\T;| és b €
{0, 1}P”(I ), akkor ezek segitségével megadhatunk egy
Uis)= P (-1)rxerzer (8.17)
pPePy(I)

unitér operatort Hpg,-n, ahol a tagok a tipusosztdlyoknak megfelel6 al-
tereken hatnak (tetszéleges, de rogzitett médon azonositva C!77l-vel). Erre

(U(s)@ Do) = I @U(s)")|e) (8.18)

teljestil, ahol a transzpondlds az (|i));e; bazisokban értendo.
Legyen S az 6sszes ilyen (z, z,b) harmas halmaza, és s € S esetén legyen

05 = (T%" @ idy(3,, ) (U(s) @ (U (s) ® I)")
=T ®U(s)")(T" @ idr(au,,)) (@) @ U(s)")*

A pakolasi lemmat szeretnénk hasznélni a o4 dllapotokkal és az egyen-
letes eloszléssal Ekkor

Z I®U T® ®1dT(’HE ))( )(I@U(S)T)*
sES

Z Z Piy "'pinT(Xm(TfP) R Tp

PEPL(I) (i1 yrryin)ETR

(8.19)

(8.20)

ahol

> lix (8.21)

€T

" |T“|

Legyen d > 0, HBEB,TZ,57 HB,nyg és HEB,n,6 a OBER = (T®idT(HEB))((I>)7
0B ¢és op, allapotok n példanyanak megfelelé tipikus alterek projektorai.
Legyen

I, = @U(s)" ) peyns(I@U(s)") (8.22)
II=1p.,s @ ns (8.23)
ekkor
Trllos > 1 (8.24)
Trilsos > 1 (8.25)
Tr I, < 2UH(BER)o+9) (8.26)
[Tl < 2~ P(HB)o+H(Ep)a+é+o() [y (8.27)
(8.28)

Emiatt elég nagy n-re a pakolasi lemmébdl adédik, hogy lehet n(H(B), +

H(Ep), — H(BEB), — 30) = n(I(B; Ep),) bitet tovdbbitani T®" és ele-
gendoOen sok Osszefont allapot segitségével.

A maximalis elérheté I(B; E), éppen a csatorna kolesonds informécioja.

O
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8.10. Példa. Klasszikus csatorna kolcsonos informéaciéja megegyezik a Holevo-
informaciéval, tehat ilyenkor nem segit az Gsszefonddas.

Idedlis qudit csatorna kolesonds informéacidja 2 log d, tehat a siirti kodolas
optimalis.

A Dy(0) = (1—p)(0®0)+p(0&e)(e]) részleges torls csatorna klasszikus
kapacitdsa 2(1 — p)logd

18. HF. Legyen N, : T(C?) — T(C?) az a csatorna, amire N,(g) = (1 —
p)o + pooo,. Mutassuk meg, hogy Cent(Np) = 2 — h(p).

9. Kvantum kapacitas

9.1. Definicié. Legyen T : T(H) — T(K) csatorna, € € (0,1) és m €
N. Egy (E,D) par a T-hez tartoz6 m qubit e-csatornakédolds, ha E :
T((C?)®™) — T(H), D : T(K) — T((C?)®™) csatornak és

|DoT o E —qc®™|, <e (9.1)

9.2. Definicié. A T': T(Ha) — T (Hp) csatorna kvantum kapacitasa

1
Cy(T) = lin% lim inf ~ sup {m € N|3T®"-hez m qubit e-csatornakédolds}
e—0 n—oo n
(9.2)

9.3. Definicié. Egy T': T(Ha) — T (Hp) csatorna koherens informécidja

Q(T) = sup _H(A/’B)(idT(HA,) ®T)(0) (9.3)

QArA

9.4. Tétel. Legyen T : T(Ha) — T(Hp) csatorna. Ekkor

1
CQ(T) = Qreg(T) = nh_{go ;Q(T@m) (9.4)
o teleportalas: idedlis klasszikus bit csatorna kvantum kapacitasa 0, de
ha Osszefonédas is rendelkezésre all, akkor lehet kvantuminformaéaciét
tovabbitani
e entanglement-assisted kvantum kapacités

10. Osszefont allapotok és transzformaciéik

e Osszefont allapot: eréforras, segitségével tobb informaciot lehet tovab-
bitani
e czeket hogyan lehet egymasba alakitani?
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10.1. Definicié. Legyen K véges indexhalmaz, H = Qpcx Hi- Egy 0 €
S(H) éllapot szeparélt, ha el6all @, i o alaki allapotok konvex kombina-
ci6jaként (o, € S(H)). A nem szeparalt allapotokat Osszefontnak nevezziik.
Ha K = @jcx Kk, akkor egy T' : T(H) — T(K) csatornat lokalis op-
erdciénak neveziink, ha T = Qi T alakt, ahol Ty : T(Hi) — T(Kk)
csatorna.
Ha 7,5 € K, akkor a

ccij:T((CQ)ic@ X C)%T((CQ(]@ X (C) (10.1)

keK\{i} ke K\{j}

csatornat, amire

ceij(0i) = (0[i]0)[0) (015 + (1e: 1)[1)(1]; (10.2)

teljesiil, az i-bdl j-be haladé klasszikus kommunikéaciénak nevezziik.

Az olyan csatornakat, amelyek lokdlis operaciokbdl és klasszikus kommu-
nikaciébol eldallnak véges szdmu tenzorszorzat és kompozicié segitségével,
LOCC-nak nevezziik. Ezek halmazat LOCC(H, K) jeloli, az osszes (H,K)
parra ezek unigjabol all6 osztaly LOCC.

Ha o € S(H), 0 € S(K) és létezik A € LOCC(H, K), amire A(p) = o,

akkor azt irjuk, hogy o Loce,

e ha Qw)a, akkor p-t ,er6sebben 6sszefontnak” tekinthetjiik mint
o-t, mert ha LOCC az ingyenes manipuldciékat modellezi, akkor o
minden olyan feladatra alkalmas, amire o

LOCC , LOCC sy 2

e ha p— 0 és 0 — p, akkor a két allapotot ugyanolyan hasznos

er6forrasnak tekinthetjiik

19. HF. Egy o € H &allapot pontosan akkor szepardlt, ha 1 Loce, 0, ahol
1€ 8(Qrex C) = S(C).

e a fenti interpretacié szerint a trividlis g% 1 relaciot figyelembe
véve azt mondhatjuk, hogy az Osszes szeparalt allapot egyforma az
Osszefonddas szempontjabdl

e misik megkozelités: az 6sszefonddott dllapotokat jé 6tlet LOCC segit-
ségével Osszehasonlitani

10.2. Definicié. Legyen p,0 € H,

o= POl o= QM) (10.3)

icl iel’

ahol (]2));er és (]i))ieyr ortonormalt béazisok.
Azt mondjuk, hogy o majorédlja -t (¢ < o), ha  majoralja P-t.
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10.3. Lemma. Legyen go,0 € H, ekkor o < o pontosan akkor teljesiil, ha
léteznek (Uj)jeg unitér operdtorok és p : J — [0,1] valdsziniiségi eloszlds,
amivel
0o=> pUjoU; (10.4)
jeJ

Feltehetd, hogy o és o ugyanabban az (|i))ier bazisban diagondlisak, a di-
agondlis elemek tehdt éppen P illetve ) értékeibdl dllnak.

Ha P = Q, akkor valamely (7j)jcs permutdcickra és p : J — [0,1]
eloszldsra

P =Y pmQ (10.5)
jeJ
tehat
0A =) PjTjOAT] (10.6)
JjeJ
Ha viszont
oa =Y _ pUjoaU; (10.7)
jeJ
akkor
(iloali) =Y > pi(ilU;|i") (i loali") (iU i)
jeJil el
= 3 S U oAl U i) 108)
jeJi'el
=3 >  plUs 1) (i o ald)
i'el jeJ

Mivel (|(i|U;]i")|?)iiver bisztochasztikus, P < Q.

10.4. Lemma. Legyen p,0 € S(HAQHE), tegyiik fel, hogy mindkettd tiszta
és 022 6. Elkor létezik m € N, Tay : T(Ha) — T(Ha) ® ({0, 1})8™

csatorna, ami

Tulo) = Y., MjoM; ®lj){j| (10.9)
je{0,1}m

alaki és eqy Ty - T(Hp) @ £1({0,1}1)®™ — T(Hp) csatorna, ami
Tu(e® |5)(j]) = UjoU; (10.10)
alaki, ahol U; unitér, és amelyekre
0 = (id7(3,0) ®Tv) © (7, ©ccig) © (T @ idy(3,)(0)  (10.11)

teljestil.

Tehdt a transzformdcid gy is megvaldsithats, hogy A végez eqy mérést,
az eredményt tovdbbitja B-nek, B pedig eqy ettdl fiiggd unitér transzformd-
ctot hajt végre.
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Bizonyitds. Felteheto, hogy a LOCC 1épések soran minden pillanatban

> Pxy (@, y)|a) (@4 @ |y)(yls © 7y (10.12)
z,Y

alakd, ahol 7, € S(Ha ® Hp) tiszta, mert egy
0@ |z)(z] = Y KaioK;; ® |z)(a] (10.13)
i€l
alaku lokalis transzforméaciét mindig kicserélhetiink

0@ |z)(a| = Y KuioK;,; @ |a) (x| @ [i) (il (10.14)
iel
alakira, és ha o rangja 1, akkor K, ;0K ; rangja is 1.

Emiatt elég azt megmutatni, hogy ha B mérést végez egy tiszta allapo-
ton és az eredményt elkiildi A-nak, az helyettesithet6 azzal, hogy A végez
mérést, elkiildi az eredményt A-nak és B az eredménytdl fliggéen egy unitért
transzformdciét végez. Legyen a kiindul6 allapot |1) (|

W) = Vpili)a®li)s (10.15)

icl

Ha M € B(Hp) egy Kraus-operator,

M =" Myli){i'|s (10.16)
i,4
akkor legyen
M =" My|i)(i'|a (10.17)
%0

Ekkor (I ® M)|y) és (M’ @ I)[y) egymdstdl a A és B cseréjében és ezt
kovet6 lokalis unitér transzforméaciéban kiilénboznek, tehat megegyeznek a
Schmidt-egyiitthatéik. De ekkor a csere helyett masik lokalis unitér transz-
formécio is megfelel, azaz (IQM)|y) = (Ua@Up)(M'®1)|1). A helyettesitd
Kraus-operator (az A oldalon) tehat UgM', az ezen kimenetelnek megfelel
unitér transzformacié (a B oldalon) Up. O

10.5. Tétel (Nielsen). Legyen K = {A,B}, 0,0 € S(Ha ® Hp) tiszta

dllapotok. Ekkor gma pontosan akkor, ha oa majordlja 04-t.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Q%J. A lemma szerint ekkor léteznek
olyan (M;);e; Kraus-operdtorok és (U;);es unitérek, amivel

Y (M @Uj)o(M; @Uj)* =0 (10.18)
Jj€J
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Mivel o tiszta, ez csak gy fordulhat el6, hogy minden j-re (M; @ U;)o(M; ®
Uj;)* = pjo, tehéat MjoaM; = pjoa. Ekkor létezik olyan Vj unitér, amire

M;\/oa = VDA /o AV;. Eszerint
\/QAM;MJ‘\/QA :ijj*aAVj (10.19)

amibdl
oA =Y _VoaM;Mj\/ox =Y p;VioaV; (10.20)
Jj€J Je€J
és igy 04 2 0.
Most tegytik fel, hogy o4 = oa. Ekkor o4 = > c;p;UjoaU]. Legyen

M;j = \/Dj+ /UAU;‘QIZUQ, My pedig (supp 04)* projektora, ekkor

Z M;Mj = My + Q:ll/Q ijUjO'AU;Q;llm
jeJu{o} jeJ (10.21)

—1/2 —1/2
:M0+QA/QAQA/ =1

Ha A alkalmazza az M;-knek megfelelé mérést, akkor a kapott allapot re-
dukalt allapota o 4 lesz, tehat B oldaldn egy alkalmas unitér transzforméacio
utdn o az eredmény. O

10.6. Kovetkezmény. Ha o,0 € S(Ha ® Hp) tiszta és g%o, akkor
H(oa) > H(04).

Bizonyitds. A p Schmidt-egytitthat6ibdl alkotott valdszintliségi eloszlds ép-
pen p4 sajatértékeibél &ll (multiplicitdssal), ha @ majoralja P-t, akkor

H(P) > H(Q). O
20. HF. Mutassuk meg, hogy ha p,0 € S(Hap) tiszta allapotok és létezik
n € N, hogy Q%J, akkor 1étezik olyan 7 € S(Kap) tiszta allapot egy

alkalmas Hilbert-téren, amire o ® 7 roce, & T.

e hasonlé karakterizacié nem ismert kevert allapotokra vagy tobb részrend-
szer allapotaira

e itt is van értelme Shannon-tipusu aszimptotikus viselkedést nézni: sok
példany kozelité atalakitasa LOCC segitségével

10.7. Definicié. Legyen p,0 € S(H), H = Quex Hr- A 0 — o aszimp-
totikus LOCC transzformacios rata

1
R(p,0) = ;1_% hyrfl_)Solip - inf {m € N|3A € LOCC(H®™, H®") : [|[A(e®™) — o®"||, < &}
(10.22)

10.8. Allitas. A szerepld dllapotok tetszdleges megudlasztdsa esetén a kévetkezék
igazak:
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ha o Loce, o, akkor R(p,0)

<
R(o1, 03) < R(01,02)R(02, 03)
0,01 ®02) < R(p,01) + R(o,

1

02)

1

=e =y,

Q1®Q2a )_ 1>+

R(e1,0

R(
(
(0®*,0%") = LR(o,0)
(
(
(

R(QQ:”)

a) R(T(p),0) tetszdleges T € LOCC esetén
S(0)) < R(p,0) tetszdleges S € LOCC esetén

o) € {0,1}

Bizonyitds. Legyen g € ‘H, 0 € K esetén

o RS G e~
N WD

o,
o,
o,

Rj(0,0) = inf {m € N|3A € LOCC(H®™,K) : |A(o®™) — 0|, <}

(10.23)
Ekkor
R = lim li L Re (0,0 10.24
(e,0) = lim lim sup ~ Rg(e, o) (10.24)
@ Ha ¢ 2% 5, akkor g7 2255 681 tehdt R5(0, o) < n.
€2 dn
R (01, 08™) < RS (01, 050 (%)) (10.25)

miatt

1 ®RG% (02,05™)y 1
5381“2(9 05" < RS (01,05 (2205 ));REZ(QQ,Q?")

= R (02, 05™)

(10.26)
3
RS2 (0,01 ® 02) < R (0,01) + R (0, 02) (10.27)
4
R 2 (01 ® 02, 0™ 772) < max{R{! (01,0%™), R§* (02,0%™)}
(10.28)
Legyen o = #25()@20)’ = |an]| és ng = n — ny, majd n — oo,
£1,E2 — 0
1
Ri(™, (™)) = | L Bol.0™")| (1029)
alapjan
1 €( Qa ®b\®n 1 ’Vbn 1 € ®bn-‘
- S 10.
LRs(e, (0o = L[ L Re(p,00m) (10.:30)

Ri(0,0) < R§(T(e) 0)
[ R5(e, S(0)) < Ri(e;0)
Bl Az elézéek alapjan 0 < R(p, 0) < R(0,0)* < 1.
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Megjegyzés. R(p, 0) = 0 pontosan akkor, ha ¢ szeparalt.

10.9. Lemma. Legyen (|i)a)icr €s (|i)B)icr ortonormdlt bazis Ha-ban és
Hp-ben, P,Q : I — [0,1] valdsziniiségi eloszlasok,

o= > \JPEP)]i){i'| @ |i)( (10.31)

i3’ €l
és
o= Y 4/Q i) (i @ |i)( (10.32)
i3/ el
FEkkor
lo—olly <2¢/IIP - Qll; (10.33)

Bizonyitds. Mivel p és o tiszta allapotok,

lo—olly =2y/1—F(o,0)?
—2/1- F(P,Q)?

1 2 (10.34)
< 2\/1 (1-51P-al)
2/[1P = QI
]
10.10. Allitas. Legyen o € S(Ha ® Hp) tiszta és
1
= 5 (100) +[11)) ({00] + (11]) (10.35)

Ekkor R(o,®) < m

Bizonyitds. Legyen ¢ € (0,1), n € N. Ekkor a lemma miatt 1étezik olyan ¢’

allapot, amire [|o®" — o'||; < e és Ho M(gi‘f”) = Hoo(0y).
A Nielsen-tétel miatt

o LOCC, p®[Hoo(dy)] — (I>®LH§<?/4(Q§”)J (10.36)
és igy
1 e H (03] n
T o o(0,® A ) < Y- (10.37)
s (05 H3 (o)
lim._o lim sup,,_, o, utdn kapjuk az allitast. O
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10.11. Allitas. Legyen o € S(Ha ® Hp) tiszta és
1
® = 5 (|00) +[11)) ({00] + (11]) (10.38)

Ekkor R(®,0) < H(o4)

Bizonyitds. Legyen ¢ € (0,1), n € N. Ekkor a lemma miatt létezik olyan o’
2
allapot, amire ||o®" — o'||, < ¢ és H, /4(05?”) = Hoo(dy).
A Nielsen-tétel miatt

POLHS 105 _ @l Ho(e))] LOCC, (10.39)
és igy
2
1 Hy (0"
~RE(®,0%M) < LHo " (04")] (10.40)
n n
lim._o lim sup,,_, o, utdn kapjuk az allitast. O
10.12. Tétel. Legyen p,0 € S(Ha ® Hp) tiszta. Ekkor
H(oa)
R(o,0) = 10.41
= (o) o
Bizonyitds.
1= R(o,0) < R(0,0)R(0,0)
< R(o, ®)R(®,0)R(0, ®)R(®, 0) (10.42)
< H(op)—H =1
tehat itt mindenhol egyenl6ség van. O
10.13. Definicié. Legyen o € S(Ha ® Hp) tetszOleges, és
1
T=3 (|00) + [11)) ((00| + (11]) (10.43)

Ekkor ¢ entanglement costja E.(0) = R(0o, o) és a p distillable entanglemen-
: _ 1

tje Ey(o) = Rlo,0) "

Megjegyzés. Az el6bbiek alapjan tiszta o € S(Ha ® Hp) esetén E.(p) =
Eq(0) = H(oa)

10.14. Definicié. Legyen p € S(Ha ®@ Hp) tetszOleges. A o entanglement
of formation-je

Eg(0) = inf { > piH(Trp [¢i){¢u])|Vi € I :
i€l
pi € [0,1],4 € Ha @ Hp, [[vill = 1, D pilwi) (il = o} (10.44)

el
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Megjegyzés. Ha pap tiszta, akkor E¢(o) = H(pa) = H(oB).

10.15. Allitas. Legyen 0,0 € S(Ha ® Hp), és tegyik fel, hogy o Loce,

Ekkor E¢(0) > Ef(0).
10.16. Allitas. Legyen H = Ha @ Hp és 0,0 € S(H). Ekkor

|E¢(0) — Ef(0)| < 5d(o,0)logdimH + 2 (10.45)
ahol d(o,0) = 2\/1 — F(o,0).

10.17. Tétel. Legyen o € S(Ha ® Hp). Ekkor

E(0) = lim Ere™)

n—o0 n

(10.46)
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