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1. fejezet

Bevezetés

A véletlen bolyongésok szdmtalan teriileten alkalmazhatdk kiilonféle folya-
matok modellezésére, mint példaul a természettudomédnyok vagy a pénziigyek.
Az utobbi években egyre tobb kutatds foglalkozott a rekordok vizsgélataval, sta-
tisztikai jellemzésével, melyeknek kiilondsen nagy jelentdsége van a statisztikus
fizika teriiletén. (Egy véletlen bolyongés sorédn a k-adik 1épésben rekord esemény
torténik, ha a bolyongés értéke k-ban meghaladja a bolyongés altal 6sszes el6z6leg
felvett értéket.)

A fent emlitett kutatdsok szimmetrikus és aszimmetrikus bolyongasok esetén
keresik a valaszt a kovetkezd kérdésekre: Hany rekord esemény torténik n 1€pés
alatt? Mennyi ideig all fenn egy rekord? Mekkora a leghosszabb rekord élettarta-
ma?

A dolgozatomban véletlen bolyongasok rekord statisztikdit vizsgédlom tetszo-
leges szimmetrikus és folytonos 1épéseloszlds esetén. A rekordok élettartamat
tekintem; azt az id6t, ameddig egy rekord fenndll. Ez egy fiiggetlen azonos elosz-
lasu valoszindiségi valtozo sorozatot hataroz meg: 7y, 7, 73, .... Az utolsé rekord
élettartama az n-edik 1épéskor még ismeretlen, tobbféleképpen lehet definidlni, és

minden eset mds-mds eredményhez vezet. A,-nel jelolom az utolsé rekord éppen



aktudlis élettartamat, 7,,-mel pedig az utolsé rekord n-ben még ismeretlen teljes
élettartamat. A szamitasok sordn ezt a két esetet fogom vizsgdlni.

Szimmetrikus véletlen bolyongds esetén a leghosszabb ideig fennéllé rekord
statisztikdit vizsgaltdk [4]-ben: mekkora val6szintiséggel d6l meg a rekord az n-
edik 1épésben, illetve mennyi ideig 4ll fenn ez a rekord. En ezeket az eredmé-
nyeket terjesztem ki a k-adik leghosszabb élettartamu rekordra, azaz a k-adik leg-
hosszabb elemre a 71, 77, 73, ... valészinliségi valtozok koziil. A munkdm sordn a
cikk jeloléseit haszndlom, illetve az ott leirt gondolatmenetet kvetem.

A k-adik leghosszabb rekord statisztikat (k = 2,3,...) két mennyiséggel jel-
lemzem: meghatdrozom a k-adik leghosszabb rekord varhaté értékét (E(x(n))),
illetve annak a valdszintségét, hogy a k-adik leghosszabb rekord éppen n 1épés
utdn d6l meg (Q(n)). A generdtorfiiggvényeik segitségével megvizsgdlom a
két mennyiség aszimptotikus viselkedését, tovibba az els6 esetben megmutatom,
hogy a k = 1-nél megdllapitott Gsszefiiggés fennall dtalanos esetben is E(Ix(n)) és
Oy (n) kozott.

Szamitdsaim sordn azt az eredményt kapom, hogy Qi (n) értéke fiiggetlen a
bolyongés 1épéseloszlisatol, minden k-ra egy univerzélis konstans segitségével

jellemezhetem. Ezzel a konstanssal az els6 esetben w

(k(n))

jellemezhetem, mig a méasodik esetben E o

novekedési litemét is
novekedési liteme egy 1j, az iro-
dalomban eddig még nem latott sorozatot definidl. Belatom tovabba, hogy Qy(n)

mindkét esetben egy valdszintiségi eloszlashoz tart, ahogy n — oo.



2. fejezet

Korabbi eredmények

Az utébbi idében egyre nagyobb népszerliségnek orvend a rekordok statisz-
tikdinak vizsgélata véletlen bolyongésok esetén. A dologzatomban szimmetrikus
bolyongésokkal foglalkozom, az ezen a téren elért legfontosabb kordbbi eredmé-
nyek a kovetkezok:

[6]-ban megmutattdk, hogy egy véletlen bolyongds sordn a rekordok sorozata-
nak statisztikai fiiggetlenek a 1épéseloszlastdl feltéve, hogy a 1épéseloszlas folyto-
nos €s szimmetrikus. Ezzel a megfigyeléssel mar [1]-ben is taldlkozhattunk, ahol
azt bizonyitottdk be, hogy a rekordid6k eloszlasat a P(x, > 0) valdsziniiségek
meghatdrozzk.

[5]-ben jelent meg elszor a Q(eo) konstans, mint a leghosszabb élettartami
rekord ([,q.(2)) véarhat6 érétkének novekedési iiteme. Ez a konstans késdbb tobb
mads cikkben is el6fordult, mint példdul [3]-ban, ahol frakciondlis Brown mozgés
esetén vizsgaltdk .. (1)-t. [5]-ben tovdbba egy egyszerl Osszefiiggést is meg-
allapitottak l.y(1) és Q(t) kozott, ahol Q(¢) annak a val6sziniisége, hogy a leg-
hosszabb rekord élettartama ¢-ben d6l meg.

[4]-ben véletlen bolyongdsokban vizsgaltdk a rekordok élettartamat n 1épés

alatt tetszdleges szimmetrikus Iépéseloszlas esetén. Haromféleképpen definidltak



az utolsé rekord €élettartamat (az utolsé rekord aktualis hossza; az utolsé rekord
n-ben még ismeretlen teljes hossza; illetve az utolsé ismert rekord hossza n-ig).
Megmutattdk, hogy az élettartamok sorozatanak statisztikai viselkedése eltér a
fiiggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok sorozataétdl; az élettartamok
nem tekinthetdek teljesen fiiggetlennek, hiszen mindharom esetben egy bizonyos
korlét irhat6 eld az Osszegiikre (n 1€pés miatt). Megfigyelték tovabba, hogy az
utols6 rekord megvalasztdsa nagy mértékben befolydsolja a sorozat viselkedését:
a leghosszabb rekord varhat6 értéke (E(l,4x(n))), illetve annak a valészindsége,
hogy az utolsé rekord a leghosszabb n-ig (Q(n)) mindhdrom esetben més-més
eredményre vezetett. Az elsé esetben Q' (n) — Q' (o) egy (mér korabban [5]-ben
megjelent) konstanshoz tart, E(/1,.(n)) pedig a 1épésszdmmal ardnyosan nd, a
novekedés iitemét Q/(c0) hatdrozza meg. Ebben az esetben az [5]-ben bemuta-
tott egyszerl Osszefiiggés is fennall a két mennyiség kozott. A masodik esetben
Q' (n) szintén konvergél, azonban egy mdsik konstanshoz. A harmadik esetben
Q" (n) 0-hoz, w pedig egy konstanshoz tart. Megmutattdk tovabb4, hogy a
kapott konstansok univerzalisak, azaz fiiggetlenek a 1épéseloszlastdl, tetszbleges
szimmetrikus véletlen bolyongds esetén fennéllnak.

A dolgozatban ennek a cikknek az eredményeit terjesztem ki az els6 két vizs-
galt esetben a k-adik leghosszabb intervallum statisztikdira.

[2]-ben azt vizsgaltdk, hogy egy standard Brown-mozgds sordn mekkora a va-
16szintisége, hogy az utolsé kirdndulds hossza a k-adik leghosszabb. Az utolsé
kirandulast kétféleképpen definidltak: az utolsé kirandulds aktudlis hossza ¢-ben,
illetve az utolsé kirdndulds teljes (#-ben még ismeretlen) hossza. Megmutattak,
hogy ezek a valdszinliségek minden k-ra egy konstanssal jellemezhet6k. A dolgo-
zat sorén ugyanezeket a konstansokat kapom meg Qf (o) és Q¥ (o0) értékeire.

A madsodik esetben kapott konstansok azonban sokkal el6bb, [7]-ben jelen-

tek meg eldszor. Itt azt vizsgaltdk, hogy egy feldjitasi folyamat sordn mekkora



annak a valoszintisége, hogy az utolsé kirdndulds a k-adik leghosszabb. A dolgo-
zatomban azonban egy sokkal egyszerlibb mddszert mutatok be az eredmények

kiszamitasara.



3. fejezet
Sajat eredmények

A munkdm sorén véletlen bolyongésok rekord statisztikdit jellemzem tetszdle-
ges szimmetrikus és folytonos 1épéseloszlas esetén. A rekordok élettartamat vizs-
galom n 1épés utan. Az utolsé rekord élettartamat tobbféleképpen lehet definidlni,
€s minden eset mas-mas eredményhez vezet. A dolgozatban az utols6 rekordot
kétféleképpen definidlom (a = 1,11 eset): az utolsé rekord élettartaménak aktua-
lis hossza (A,), illetve az utolsé rekord n-ben még ismeretlen, valds hossza (7).

A k-adik (k > 1) leghosszabb rekord statisztikait jellemzem két mennyiség se-
gitségével: n 1épés utdn a k-adik leghosszabb rekord vérhaté értéke (E*(Ix(n))),
illetve annak a valdszintisége, hogy n 1épés utdn az utolsé rekord a k-adik leg-
hosszabb (QF (n)). Az utébbi mennyiség megegyezik annak a valdszintiségével,
hogy a k-adik leghosszabb rekord az n-edik 1épésben dol meg.

QF (n) aszimptotikus vizsgélata sordn mindkét esetben azt az eredményt ka-
pom, hogy e mennyiség értéke fiiggetlen a bolyongds 1épéseloszlasatol, minden

k-ra egy univerzdlis konstans segitségével jellemezhetd.

OF (n) = Of (=) (3.1)
Q7 (e<) univerzilis konstans mindkét esetben tetszSleges k-ra kifejezhets, a

kovetkezd tételeket mondom ki roluk:



1. Tétel. Tetszioleges k > 1 egész szdm esetén Qi(n) generdtorfiiggvényére fenndll

Y00k (n)e ™" ~ %Qé(m) amint s — 0, ahol

= edy)
i ”l/ o J;ﬂJﬂﬂx

Kovetkezésképpen

Oi(n) = Qi ()

2. Tétel. Tetszdleges k > 1 egész szdm esetén Qi’ (n) generdtorfiiggvényére fenndll

Yos0 0 (n)e™*" ~ 10 (o0), amint s — 0, ahol

oy e e ([ )
O (=) =5t [ —— s
(55 +vaerf(vx)
Kovetkezésképpen
Ot (n) = O ()

erf(x) = \f fo e’ dt a Gauss-féle hibafiiggvény.

QF (o) értékeit mindkét esetben 2 < k < 6-ra a 3.1 tdbldzat tartalmazza. Ezek
a konstansok kordbban mér megjelentek [2]-ben, ahol egy specidlis esetben, a
standard Brown-mozgds soran vizsgéltdk annak a valdszintiségét, hogy az utolsé
kirandulas hossza a k-adik leghosszabb. Ez az eredmény Osszhangban 4ll az itt
bemutatott eredményekkel, mivel egy véletlen bolyongasban kolcsondsen egyér-
telm megfeleltetés van a kirdnduldsok hossza és a rekordok élettartama kozott. A
dolgozatomban azonban mds esetre, tetsz6leges folytonos és szimmetrikus 1épés-
eloszlasu véletlen bolyongdsra igazolom ezt az Osszefiiggést. A masodik estben
kapott konstansok egy korabbi cikkben [7] is megjelentek mar, ahol egy felujita-
si folyamat soran vizsgéltdk annak a valdszintiségét, hogy az utolsé kirandulds a
k-adik leghosszabb. A dolgozatomban azonban egy sokkal egyszerlibb mddszert

mutatok be az eredmények kiszdmitdsara, generatorfiiggvények segitségével.
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01(=) 0 (=)
0,1430009... 0,0812482...
0,0630157... | 0,0334197...
0,0356484... | 0,0184591...
0,0230037... | 0,0117759...
0,0161046... | 0,00819089...

N || W

3.1. tabldzat. QF (o0) értékei kiilonbozd k-kra

Beldtom tovdbbd Q (e)-r6l, hogy mindkét esetben egy val6sziniiségi elosz-
last definidl, azaz } - QF () = 1.

Az els6 esetben E/(I;(n)) aszimptotikus vizsgilata sordn azt az eredményt
kapom, hogy értéke linedrisan nd a 1épésszdmmal, a novekedés ilitemét pedig a

Q! (n)-nél kapott konstanssal jellemezhetem.

3. Tétel. Tetszoleges k > 1 egész szamra E(IL(n)) generdtorfiiggvényére fenndll

Yo E(l(n))e ~ slzCli amint s — 0, ahol

ca=c - dx—

k=2
U (P eay) gy Pevay
21! (1 2em 4 Vmerf(y)

dx

T (v 22evay) " erf(ym)
k=1 (x—l/ze—xntﬁerf(\/}))k

és CI = Q! (). Kovetkezésképpen

Ezenkiviil ebben az esetben csakiigy, mint k = 1 esetén [4] a kdvetkezl Ossze-

fiiggés 4ll fenn E/(I;(n)) és O (n) kozott:

E/(It(n+1)) =E/(It(n)) + QL(n) (3.2)

8



k cl’

2 | 0,29664...
310,180855...
41 0,14805...
510,133905...
6| 0,12645...

3.2. tabldzat. C{! értékei kiilonboz6 k-kra

A misodik esetben E(I;(n)) aszimptotikus vizsgalata soran szintén azt az
eredményt kapom, hogy értéke linedrisan n a 1épésszdmmal, azonban a ndveke-

dés litemét egy uj, eddig nem latott konstansok sorozataval jellemezhetem:

4. Tétel. Tetszoleges k > 1 egész szamra E(I}! (n)) generdtorfiiggvényére fenndll

Ym0 E (7 (n))e" =~ S%C,i’ amint s — 0, ahol

oo (1L e
0\ 23 1R /Terf(Vx)

LISy e dy [iy P (1 e )y
- = X
(Ve rerf(VR))
k—2
ci_en [ [y (1= ey ([ e vay)
- _/ 2k=1 x12e=x \/Ter f(\/X)

k—1

- = : Z dx
X (1 Pet 4 Terf (V)
Kovetkezésképpen
E([f!(n)) ~cl!
n

CIT értékeit 2 < k < 6 esetben a 3.2 tdbldzat tartalmazza.



3.1. A modell

A dolgozat soran [4] jeloléseit haszndlom.

Tekintsiink egy véletlen bolyongast tetszSleges szimmetrikus €s folytonos 1é-
péseloszlassal: xp = 0, €s minden ¢ > 0 id6pillanatban x; = x;_1 + 1;, ahol n;-k
fiiggetlen azonos eloszldsd valészintségi valtozok, p(n) folytonos és szimmetri-

kus stiriségfiiggvénnyel.

1. Definicié (Rekord). A k-adik lépésben rekord esemény torténik, ha a bolyongds
értéke k-ban meghaladja a bolyongds dltal dsszes el6zoleg felvett értéket, azaz

X = max(xo, ..., Xg)-

A legelsd rekordot xg-nak tekintem. Egy rekord élettartama az az id6, ameddig

az adott rekord fennall.

2. Definici6 (Rekord élettartama). Legyen x; rekord esemény, ekkor x;. élettartama

T, ha x; > x; minden k < i < k+ T-ra, de Xy > xy.

A rekordok élettartamai egy fiiggetlen azonos eloszlasu valdszintiségi vélto-
z6 sorozatot hatdroznak meg:T;, 1, 13, . . ., ahol 7; jeloli a k-adik és (k + 1)-edik
rekord kozotti 1€pések szamat. Jelolje R, a rekord események szdmat n 1€pés
alatt. Az n-edik Iépésben az utolsé rekord €lettartama még ismeretlen, jeloljiik az
éppen aktudlis hosszdt A,-nel. Feltéve, hogy R, = m, a szdmitdsaink soran tekint-
hetd az utolsé intervallum a még ismeretlen nagysagu 7,,-nek, az utols6 ismert
élettartamnak, azaz T,,_;-nek, illetve A,-nek is (3.1 abra). Ezek az esetek mind
kiilonb6z6 eredményekre vezetnek. Ebben a dolgozatban az utolsé intervallum
relevans hosszdt o = I esetben A,-nek, a = I1 esetben 7,,-nek tekintem. Legyen
Al ={t.0, T, An} s AL = {71, T}

Ahhoz, hogy a k-adik leghosszabb ideig fennall6 rekord statisztikdit vizsgal-
jam, ¢ =T esetén 7; (0 <i < R;), A, és Ry; o« =1l esetén 7, (0 <i < R,) és R,

egylittes eloszldsanak ismeretére van sziikségem.

10



3.1. dbra. A véletlen bolyongds sordn R, = 5 esetén az utolsé rekord élettartama

n-ben A,,, T4 vagy Ts

Legyenek I' = (I1,b,... 0y 1,a) és 1" = (I1,1»,...,1,) az élettartamok lehet-
séges realizdcidi n 1épés alatt az 1. és I1. esetben feltéve, hogy m rekord sziiletett.

Ennek val6szintisége:
P(I% n,m) =P(A},, =% R, =m) (3.3)

Ahhoz, hogy ezt a valdszinliséget meghatdrozzuk, két tovdbbi mennyiséget
kell definidlnunk: g(k) jelolje annak a valdszintiségét, hogy egy xp-bdl induld
bolyongds k 1épés utdn is x¢ alatt marad (q(0)=1); f(k) pedig annak a valészind-
ségét, hogy ez a bolyongds a k-adik és (k — 1)-edik 1épés kozott 1épi 4t xg szintjét
(f(0) = 0):

q(k) =P(x; <xo V1< j<Kk) (3.4)
flk)=Px; <xo V1< j<k, x> xp) (3.5)

A két mennyiség kozotti kapcsolat egyszertien kifejezhetd a kdvetkezd egyen-

lettel:
f(k) =q(k—1) —q(k) (3.6)

A késdbbi szamitdsok sordn sziikség lesz f(k) és g(k) generétorfiiggvényére.

11



1. Allitas. f(k) illetve q(k) generdtorfiiggvénye:

=Y f(=1-V1-z

n>1

1

= )L )" = =

n>0

z
Bizonyitds. f(k) generdtorfuggvényét egy [1]-beli tétel segitségével szamithatjuk

ki, amely a kovetkez6t mondja ki:

5. Tétel.

i S p(

= n

(A tétel bizonyitasat a Fuggelekben ismertetem.)

A véletlen bolyongdsunkban a 1épéseloszlas folytonos és szimmetrikus, ezért

P(x, > 0) = P(x, < 0) = 1. Ezt felhaszndlva:

A 2. egyenl6ségnél azt haszndltam, hogy log(1 —a) = — Y | . A fenti kifejezés
dtalakitasabdl adédik, hogy f(z) =1 —+/1—z.
Felhasznélva (3.6)-ot, f(z) a kovetkezSképpen irhat6 fel:

=) f(m)" =} (q(n—1)—q(n))z" =

n>1 n>1
=z Y qm)z"—Y q(n) —4(2) +4(0) =4(z)(z—1) -1
m>0 n>1

Behelyettesitve f(z) = 1 —+/1 — z-t, és dtrendezve az egyenletet, azt kapjuk, hogy

§(z) = 7—
O
d(z) felirhat6 a kovetkez6 negativ binomialis sorként (Fiiggelék (5.3)):
) = (20—,
g4(z) = Z 2 (3.7)

n=0

12



Mivel a generdtorfiiggvény meghatdrozza az eloszlast, g(k) = (2(];;)1!)!”. Ez a

kifejezés dtalakithat6 a kovetkez6képpen:

k-1 (2k)! 12K 1 (2%
QO 2N2kN T 22 ik _22k(k)

Tehat azt kapjuk, hogy
1 [(2k
q(k) = 2K < k) (3.8)

Igy explicit médon kifejezhetd g(k) és f(k) ((3.6) segitségével).
A késébbiekben sziikség lesz g(k) és f(k) aszimptotikus viselkedésének jel-

lemzésére is, ekkor a kovetkez6 allitast hasznalhato:

2. Allitas.
1 [2k 1
k)= —; N —
= (1)~
1
k)y=qlk—1)—qglk)  ————=
76 = qlhe=1) ~ ) ~
Bizonyitds. El6szor g(k) aszimptotikus viselkedését bizonyitom, ehhez (3.8)-at és
a Stirling formulat haszndlom fel:

() = 12 (k) = 1 (2k)!  VAmk(2k)Hert 1
PO =g\ g ) I T 2 g T k22~ ak

f (k) aszimptotikus viselkedésének vizsgalatdhoz (3.6)-ot hasznalom:

£ = 1 (ﬁ—dk—l) _

1 1
q(k—l)—Q(k)%\/m_m:ﬁ (k—1)k

~
~

p—

s k— (k- 1
_\/E<\/( )(\f+\/ ) ( (k—1)+(k—1)\ﬁc>
1

T—/



Visszatérve (3.3)-hoz, g(k) és f(k) segitségével a kovetkezGképpen irhato fel
annak a valdszintisége, hogy n 1épés alatt m rekord sziiletik /% hosszakkal, ha
felhaszndljuk azt a tényt, hogy véletlen bolyongdsndl a kirdnduldsok hossza kol-

csonosen egyértelmii megfeleltetésben all a rekordok élettartaméaval:

m—1
P/(I"n,m) = f()f(2) ... flm-1)q(a)8( Y Ik +a,n) (3.9)
k=1

m—1 m
P n,m) = f(10)f(L) .. fUDICY, ke <n< Y L) (3.10)
k=1 k=1

ahol I(+) az indikatorfiiggvény, (i, j) pedig a Kronecker delta, azaz (i, j) = 1,
ha i = j, kiilonben 0.

3.2. I. eset

Ebben az esetben az utolsé rekord élettartamanak A,-t tekintem.

Jelolje I/(n) az els6 esetben k-adik leghosszabb rekord élettartamét n 1épés
alatt és Qi(n) annak a valdszintiségét, hogy n 1€pés utan az utolsé rekord élettar-
tama a k-adik leghosszabb. Ez a val6szinlis€ég megegyezik annak a valésziniisé-
gével, hogy a k-adik leghosszabb rekord éppen n-ben d6l meg.

Vegyiik észre, hogy barmely 1épésben legfeljebb egy rekord d6lhet meg. Te-
gyiik fel, hogy az utolsé intervallum a k-adik leghosszabb. Ha a kovetkezd 1épés-
ben tovabb nd a hossza, de még nem éri el a (k — 1)-edik leghosszabb intervallum
nagysagat, akkor csak [(n) fog néni. Ha eléri [;_;(n)-t, akkor ez a 1épés utdn
két egyforma hosszi intervallumunk lesz; l(n+ 1) és [_1(n+ 1). Ezutdn azon-
ban az utolsé intervallum tovabbi novekedése mar nem eredményezi [;(n+ 1)
tovabbi novekedését, ez az intervallum az eddigi (k — 1)-edik leghosszabb lesz, és
lx—1(n+1) fog tovabb ndni.

Ezt az észrevételt felhaszndlva a két mennyiség kozott egy egyszerl dssze-

fliggés dllapithaté meg, csakigy, mint a leghosszabb rekord esetén [4]: a k-adik
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rekord élettartama n-ben csak akkor ng, ha ebben a 1épésben az utols6 intervallum

hossza volt a k-adik leghosszabb, mégpedig Qi(n) valdszintiséggel.
E(l(n+1)) = E(l{(n)) + Qk(n) (3.11)

El6szor a médsodik leghosszabb élettartamu rekord statisztikdit vizsgadlom. Ez
a mennyiség lehet az utols6, még befejezetlen inetrvallum (A,) hossza, vagy vala-

mely korébbi rekord (7;) élettartama. I (n) eloszldsfiiggvénye FJ (t,n):
El(t,n) =P(5(n) <t) =P(l1,1p,...,Ay <)+ P(lL(n) > 1,15(n) <1) (3.12)
Az eloszldsfiiggvény felirhatd Fj (f,n) = ¥, F3 (t,n,m) alakban, ahol
FEl(t,n,m) =P(l4(n) <t,R, = m) (3.13)

lé (n) <t akkor 4ll fenn, ha mindegyik rekord élettartama kisebb vagy egyenl
t-nél, vagy ha a leghosszabb rekord élettartama nagyobb, mint ¢, de a tobbié kisebb
vagy egyenld. A leghosszabb rekord az utébbi esetben lehet A, vagy 1, ..., Tu—1

valamelyike. Ez alapjan a kovetkezd mennyiségek dsszegeként 4ll el F21 (t,n,m):

Fl(t,n,m) = zt: Z i ZP(l_I,n,m)—i—
+(m—1) i Y ..o Y Y el am+ (3.14)

Jelolje FY(t,n,m) generdtorfiiggvényét FJ(t,m,z). Ekkor (3.9)-et behelyette-

sitve a kovetkez6t kapom:

m—lt
J(t,m,z) Zthnmz_<Zf ) Zq(j)zj_|_

n>0

¢ m— m—1 -
—1) (Zf(j)Z’) Z v z’Zq )z + (Zf ) Y a(j)7
J=1 j

j=t+1
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Legyen FJ (t,n) generdtorfiiggvénye F (,z), ez kifejezhetd F] (t,m, z) segitsé-
gével:
Fl(t,2) = Z Fl(t,n)" = Z Z Fl(t,n,m)?" = Z El(t,m,z) (3.16)
n>0 n>0m>1 m>1
Alkalmazva, hogy ¥,,>1(m — 1)x" % = % (L™ = % (Lps0X™) =
d (1 1

Ir (m) = m, azt kapom, hOgy

_ ;ﬁ%mf+zpﬁﬂmikwmﬂ+zpﬂﬂmf:
SRR (B VLT ) M A
_ Y7 0q())7 +Z;-°:t+1f(j)zj29:0q(j)zj
1— tj:lf(])zj <1_ 5-:1f(j>zj>2

(3.17)
FZI (t,n) segitségével kiszamithaté a masodik leghosszabb rekord élettartama-

nak varhato értéke:
E(l3(n) =Y (1-F(t,n)) (3.18)
t>0

E(lL(n)) generétorfiiggvénye a kovetkezs:

Y EGm)=Y Y 1-F@n)=) (%_Z —FZI(t,z)) (3.19)

n>0 n>0:>0 t>0
Felhasznalva (3.17)-et:

1 Yooa(Nz  Xi o f()NFEigq(i)e
Y Eh(n)" =) - S J _
’ > I=Lj= F0)Y @—;ﬂﬂmoz

_ 1 . tj=0q(j)zj _Z Z;'o:t+1q<j)zj _
So\1-z 1-Yf(Ne )] S1-Xi f()

. J

g

Yi>o0 l%z —Fl(t,2) (a)

Y f(DZ Eimoa(i)2!

K= (1- 3_1f(J')ZJ')2

[

(b)
(3.20)
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Az elsd tag megegyezik a leghosszabb élettartamu rekord vérhaté értékének
generatorfiiggvényével, amire a kovetkez6 4ll fenn Q{ (e0) =0,626508. .. kons-
tanssal [4]:

Y e "E(li(n) ~ S%Q’l () (3:21)

n>0

Kiilon-kiilon kiszamitom (a)-t és (b)-t. Ezekhez a kovetkez6 allitast alkalma-

Z0m.
3. Allitas.
I—Zf z+(1—z)2q(k)zk

Bizonyitds. f(k)-t atirom (3.6) szerint:

=Y FRF=1-Y (gl 1) - qk) F=q(0)— Y qlk— D+ Y g(k) =
k=1 k=1

k=1 k=1

:—zZq z’+2q g7 +(1-2) ) q(k)F

El6szor (a)-t szamitom ki. Az eldbbi allitas felhasznalasaval

Zo'o:t+1 Q(j)zj
(@)= y .
) ,;) q()zZ +(1-2) X q(/)7/

Ahhoz, hogy megkapjam E(/5(n)) viselkedését nagy n-re, a generdtorfiigg-

(3.22)

vény viselkedését z — 1 hatarértékben vizsgdlom. Alkalmazva a kovetkezd he-

lyettesitést: z=e~*, ahol s — 0, azt kapom, hogy

Y 141 Cl(j)eijs
(a) = J (3.23)
V=L e (—e )T )e

Hasznéljuk a ¢(j) = N ésaz f(j) =3 fk3 57~ aszimptotikdt (2. Allités):
Lf Lt j e

_l_ —1/2p— 134_SV[7§:3 5]44/2€4js (3.24)
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Ahogy s — 0, a diszkrét Osszeget helyettesithetem integrallal. Végrehajtva a

t=%ésaj= % valtozdeserét azt kapom, hogy:

(a) ~ /0°° ( al (§> " T dx

/2 _ xs1/2 _ydy s
s X s ay s
x) € -l-Sny eys

2 o x1V2e=x 4 [fy~1/2evdy =
_ l/w Joy e vdy
52 Jo xV2ex 4 \/merf(/x)

ahol erf(x) = %r fge_’zdt a Gauss-féle hibafiiggvény. y = 1> helyettesitéssel

erf(vx) = = o ey~ 2dy.

(b) hasonldképp szamithatd, mint (a). A kovetkezd aszimptotikdt kapom ra:

L1 = Terf(yx) [y edy
(b) ~ =5 2dx
522 Jo (x~12e=> 4 \/merf(/x))

Tehét az kovetkez6t kapom E(lé(n)) generatorfiiggvényére:

1 /w [2y~12evdy (3.25)

dx

(3.26)

= x12e 4 \rer f(V/R)
Lo merf(Vx) [Ty eV dy
2J0 (x"12e=x 4 /Terf(\/x))

1 = 2y~ 12ed
) e "E(l3(n) ~ 2 (Qll (c) —/0 oy Teldy

dx) = lZO, 143009...
s

(3.27)
£ for —sn 1 _ _d fsnE(lé(")) ~
Ezt az azonossdgot dtirom },~oe "E(l3(n)) = — % (Li>o0e 2 ~
sle, 143009... alakra, amibdl a kdvetkez6t kapom:
E(4
Y se 220 o 143009 (3.28)

n>0 n

se M~ (1—e)e " =P(§ =n), ahol & ~ Geo(1 —e*). Mivel [1(n), [} (n)+
I I’l) l](n)+lz(n) ll(n)+lz(n)+l3(n)

n n n

L(n), [} (n) + L (n) + 3(n), ... szubadditiv, ezért
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... konvergalnak (Fiiggelék, 7. Allitas), igy ) konvergdl minden k-ra, ebbdl

n

pedig az kovetkezik, hogy

E(
( if”)) ~0,143009. .. (3.29)

Most Q) (n) aszimptotikus viselkedését vizsgdlom. Jelolje Q) (n,m) annak a
valdszintiségét, hogy n 1épés alatt m rekord sziiletik, és ezek koziil az utolso élet-
tartama a masodik leghosszabb. Ebben az esetben 7y, ..., T,,— koziil pontosan az
egyik intervallum hossza nagyobb A,,-nél, ezért ezt a valészintiséget a kovetkezd-
képpen fejezhetjiik ki:

o a a _
O (n,m) =P(A, = L(n),R, =m) = (m—1) Y Y Y. )Y P(I' n,m)
a>0l=a+1hb=1 I, =1
(3.30)

Annak a valdszinliségét, hogy n 1€pés utdn az utolsé rekord élettartama a
masodik leghosszabb (Qé (n)) megkaphatjuk gy, hogy az el6bbi valdsziniiséget
sszegezzilk minden lehetséges m-re: Q4(n) = ¥,,50 0% (n,m). Q) (n) generator-

fiiggvényét jelolje 05 (z).

- NIy ok
05(z) = Z 05(n)7" = Z Z 0L (n,m)7" = Z 9(/)z Zk—j+1f( )22

, (3.31)
n>0 n>0m>1 >0 (1 —Zizlf(k)2k>

Hasonl6 médszerrel, mint F}(¢,n) kiszdmitdsdnal, azt kapom Q) (n) geners-

torfiiggvényére, hogy

0 dx = -0,143009... 3.32
T e e () o

Azaz ugyanazt a konstanst kaptuk, mint E(/4(n)) generétorfiiggvényének ki-

Lo xT2emx 2y 73207y 1
=)

szdmitdsakor. Tehdt ¥~ an)e’s” ~ 10l (). Mivel Q (n) konvergdl, ugyanazt

a gondolatmenetet hasznédlva, mint a varhat6 érték esetén, azt kapom, hogy:
05 (n) — Q4(0) = 0,143009. .. (3.33)
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és a kovetkezd Osszefiiggés 4ll fenn E(1(n)) és 04 (n) kozott:

E(5(n))

~ Q> (n) (3.34)

Ez az eredmény 0sszhangban 4ll (3.11)-gyel, tovdbb4 a két mennyiség generator-

fiiggvénye egymdsbdl kifejezhetd a kovetkez6képpen:

4. Allitas.
(1-2) Y E(h(n))" =z 05(n)"
n>0 n>0
Bizonyitds. Az allitas (3.11) egyszert kovetkezménye. [

Ezutan a k-adik leghosszabb élettartamu rekordra szamitom ki ugyanezeket a
statisztikdkat (k tetszdleges).

El6szor l,ﬁ(n)—t vizsgélom, jeldlje Fkl (t,n) az eloszldsfiiggvényét. Ez az elosz-
lasfiiggvény kifejezhets F | (t,n) segitségével, ugyanis I/ (n) < t akkor 4ll fenn,

hamér //_,(n) <t is fenndll, vagy ha I (n) >t,de ll(n) <t:
F{(t,n) = P(l(n) <1) = F_ (t,n) + P(l(n) < 1,5y (n) > 1) (3.35)
Ezt az eloszlasfiiggvényt felirhatjuk F/(t,n) = ¥, F/(t,n,m) alakban, ahol
El(t,n,m) =P(lL(n) <t,R, = m) (3.36)

Hasonl6an /1 (n) eloszlasfiiggvényéhez, ez a mennyiség is felirhaté £ | (t,n,m)

segitségével:
El(t,n,m) = FL | (t,n,m) +P(lL(n) < t,IL_,(n) >t,R, = m) (3.37)

Akkor, ha az els6 (k— 1) leghosszabb intervallum nagyobb, mint 7, két esetet

kiilonboztethetiink meg: ha az utolsé intervallum (A,) is ezek kozott van, illetve
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ha az elsd (k — 1) leghosszabb intervallum mind 7y,..., T, kozil keriil ki. Ez

alapjan Fkl (t,n,m) a kovetkez8képpen szamithatd ki:
El(t,n,m) =Fl | (t,n,m)+
("N Y Y Y Y Yeamt
k—1), £ ’ (3.38)
m—1 - > ! ! - -
+ 2 Z . Z Z Z P(l",n,m)

h=t+1 lko=t+1[_1=1 ly—1=1a=t+1

Jelolje F/(t,n,m) generétorfiiggvényét F! (t,m,z):

El(t,m,z) = Z El(t,n,m)z" = EL | (t,n,m)+

n>0
1 : m—k - k=1,
m— , . .
+ (k_l) (Zf(j)zf> ( Y f(j)zf> Y a()+
j=1 j=t+1 Jj=0
1 : m—k+1 - k—2 -
m— . , ,
* (k—z) (Zf(i)2’> < ) f(j)2’> Y q(j)?
j=1 j=1+1 j=t+1
(3.39)
El(t,m,z) segitségével felirhaté F/(t,n) generétorfiiggvénye is:
El(t,2) = Z Fl(t,n)7" = Z Z Fl(t,n,m)?" = EL | (t,n)+
n>0 n>0m>1
oo . ; - t . ; oo . N\ k=2 oo . ;
.\ (Zj:mf (J)zf) i—04(j)2! s (Z,-:mf(J)zf) Yisi1a(i)z
AL N k—1
(1- X5 s )2!) (1-x5 £ ()2!)
(3.40)

Itt azt az Osszefliggést hasznaltam, hogy

m—k) I L " L | 11
mz;.l k—1)" T @) T (k—1)! (dofF T T—x(k—1)!  (1—x)
- (3.41)

illetve hasonloképpen ¥~ (7 5)x" <+ = (l_;ﬁ
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I1(n) eloszlasfiiggvényének segitségével ki tudom szdmitani a k-adik leghosszabb

rekord élettartamanak varhato értékét:

E(i{(n) =Y (1-F,n)) (3.42)

t>0
Hasonldan, mint k = 2 esetben, a vdrhat6 érték aszimptotikus viselkedésének

vizsgélatdhoz a generdtorfiiggvényét szamitom Kki:

Y EUn) =Y Y (1-F@tn)=Y (IL_Z _ ~k’(t,z)> (3.43)

n>0 n>0t>0 t>0

Behelyettesitve (3.40)-et, a kovetkez6t kapom:

FEU) =T (11~ Fl ()
n>0 t>0

(S s ) Eaa0)d (S 0F) Dinea()d

(1-xire) (1-xir(e)

0 (s 0d) I
g( FL (2 ))j E(,) (1_ tJ-:lf(j)Zj>k_l

N J/

V

ZnZO E( k—1 (”))Zn

(c)

o (B 7007) Eea)e
S (1-x )

@

(3.44)

(¢) és (d) kiszamitasahoz a k = 2-nél mar alkalmazott médszert hasznalom:

dx  (3.45)

k—2
@~ L ! /w (fx“y‘3/2e‘ydy) Sy 2 dy
¢~ —

§2 2k=2 0 (xfl/ze—x*_\/ﬁerf(\/)—c))k—l

dx (3.46)

L1 e () e (vR)
C22E] /o (x~ 1265 4 y/Terf (/)"
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Tehdt azt kapom E(I](n)) generétorfiiggvényére tetszleges k > 2 esetén, hogy:

Y E(l{(n)e” ~
n>0
k—2
o0 fx°°y_3/ze_ydy fxwy_l/ze_ydy
~ LB )"~ s [ ( ) rdi-
10 2N (e rerf(v)
- 3/ k—1
11 /w (fx y=3/ e‘ydy> x/ferf(\/?C)d
- X
2o (2o g Terf(yR))*
(3.47)

k = 2 esetén azt kaptam, hogy ¥,,~o E(/(n))e"" ~ S%O, 143009..., ezt az ered-
ményt felhaszndlva kiszamithaté k = 3-ra az aszimptotika, majd ezzel k = 4-re,
és igy tovdbb. Minden esetben azt kapjuk, hogy ¥, E(l(n))e™" ~ S%CI , ahol

C,{ egy k-tol fiiggd konstans. C,i értékeit 2 < k < 6-ra a 3.3 tablazat tartalmazza.

1
Ugyanigy, mint k = 2 esetén ebbdl és @ konvergencidjabol az kovetkezik, hogy
E(l!!
(Um) cl (3.48)
n

Tehdt az 1. esetben E(I!(n))-r6l a kovetkezd tétel mondhat6 ki:

6. Tétel. Tetszoleges k > 1 egész szamra E(IL(n)) generdtorfiiggvényére fenndll

Ym0 E(l(n))e™ ~ S%C,{ amint s — 0, ahol

k—2
1 /w (fx”y’3/26’ydy> [y VeV dy
0

c=c - dx—
TR e rer ()T
o 32y k—1
r (I e ay)  Vaers (V)
2700 (2o rerf(Va)*

és CI = Q! (). Kovetkezésképpen




k cl

2| 0,143009...
31 0,0630157...
410,0356484 ...
5 | 0,0230037...
6 | 0,0161046. ..

3.3. tablazat. C,{ értékei kiillonbozo k-kra

Ezutdn ebben az esetben is megvizsgdlom Qé(n) aszimptotikus viselkedését.
Jelolje annak a valoszinliségét, hogy n 1€pés alatt m rekord sziiletik, és ezek
koziil az utols6 élettartama a k-adik leghosszabb Qi(n,m). Ebben az esetben
Ti,...,Tu—1 kOzlll pontosan k — 1 intervallum hossza nagyobb A,-nél, ezért ez

a valoszinliség a kovetkez6képpen fejezhetd ki:
Ot (n,m) =P(A, = lL(n),R, =m) =

:(’Z‘_‘ll)z Y .Y Y. % Pl.am

a>0l=a+1 li_1=a+1 =1 Lp_1=1

(3.49)

Qi(n)—et ugy kaphatjuk meg, ha ezt a mennyiséget 0sszegezziik minden m-re:

O (n) = Y0 04 (n,m). OF(n) viselkedését is a generdtorfiiggvénye segitségével

vizsgdlom:
0i(x) = Y, Qi(m" =} ¥ Qiln.m)d" =
n>0 n>0m>1
me1 j m—k ; k1 (3.50)
=) quz’(k_l) <Zf(l)zl) ( ) f<l)z’>
m>1;j>0 =1 I=j+1

Alkalmazva (3.41)-et a kdvetkez6t kapom:

a9 (£ 102)
Oiz)=Y ALY, (3.51)
2 (1-xL, 1)
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Ismét a szokdsos dtalakitdsokat haszndlva O (z) aszimptotikus viselkedése az
alabbi:
e~ oo g7V -1
1 e S (e
(55 +Verf(v5)

cdx (3.52)

ahol
e ()
R i o))

egy k-tol fiiggd konstans, melynek értékeit 2 < k < 6-ra a 3.4 tdblazat tartalmazza.

dx (3.53)

Qp(0) =

Tehat csakugy, mint k = 2 esetén, azt kapjuk, hogy
(1) = Qg (=) (3.54)
Tehdt az 1. esetben Q! (n)-r61 a kovetkez tétel mondhat6 ki:

7. Tétel. Tetszbleges k > 1 egész szdm esetén Qi(n) generdtorfiiggvényére fenndll
Y500k (n)e " a2 L0k (c0), amint s — 0, ahol

Y oog) k—1
\f xy3/2 )
2k1

Qi (e
(<5 + VAerf(va)

kdx

Kovetkezésképpen
Qi (n) = (=)
Vegyiik észre, hogy Qi(oo) értékei megegyeznek C,{ konstansok értékeivel
minden k-ra. Ez alapjén E(//(n)) és Q}(n) mennyiségek kozott is fenndll a k = 2

esetén bemutatott 0sszefiiggés:

~ Q4 (n) (3.55)

Ez a megfigyelés 6sszhangban 4ll (3.11)-gyel, tovdbb4 a két mennyiség gene-

ratorfiiggvényérdl hasonldan belathaté a kovetkezd 4llitds, mint k = 2 esetén:
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0} (=)
0,1430009...
0,0630157...
0,0356484...
0,0230037...
0,0161046. ..

N || R~ WD

3.4. tablazat. Q! (e0) értékei kiilonboz6 k-kra

5. Allitas.

(1-2) Y E(li(n))Z" =2}, Qi (n)2"

n>0 n>0
Mivel minden k > 1-re ismerjiik Qf(n) aszimptotikus viselkedését, megvizs-
galhat6, hogy ez egy valdszintliségi eloszlashoz tart-e (3.2 dbra). Ha 6sszegeziik

minden k-ra Qi(oo)—t, akkor a kovetkezot kapjuk:

e*x <foo efy dy> k_l
> =1 < Ux \Ux 32
];Qi(oo) = & 2k71 A ) Y kdx:
<7+\/E€rf(\/})>

(3.56)
v I 5y

0 (51 S5 +Vmerf(Vx) \ 255 +2V/merf(V/x)

A geometriai sor 0sszegképletét alkalmazom, illetve a kovetkezd kifejezést:

/ Y32y — 2y 1 2ex T (%) +2v/merf(x) (3.37)

ahol T'(x) = [y~ le™*dy a Gamma-fiiggvény.

—X

> * & e 2e_xx_1/2+2\/ﬁerf(\/)_c))
Ol (o) = — Ve ( dx =
k; (=) /o /;%Jr\/ﬁerf(\/?c) 20 (3) ’
b, _
_F(%)/O e 'x dx—\/ﬁ =1

(3.58)
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Az utolso elbtti egyenl6ség parcidlis integraldssal kaphat6 meg.

0l

i=1
1LOF

0.8+
06k "

04

3.2. dbra. YX_, 0!(n) konvergél egyhez
Tehdt Qf (e0) (1 < k) valSszintiségi eloszldst hatdroz meg.

3.3. II. eset

Ebben az esetben az utolsé intervallum (7,,) hossza az n-edik 1épésben még is-
meretlen, R, = m esetén a rekordok élettartamanak egy lehetséges I=11,L,...1,

realizdcidjdra a kovetkezd teljesiil:

m—1 m
Y k<n< Y i (3.59)
k=1 k=1

Itt is ugyanazzal a két mennyiséggel jellemzem a k-adik leghosszabb rekord
statisztikait, mint az I. esetben: az élettartamanak varhat6 ért€kével, €s annak a
valészintiségével, hogy az utolsé rekord €lettartama a masodik leghosszabb.

Jeldlje I/ (n) a k-adik leghosszabb rekord élettartamdt n 1épés alatt és Q¥ (n)
annak a valdsziniiségét, hogy n 1€pés utdn az utolsé rekord élettartama a k-adik

leghosszabb.
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El6szor a mésodik leghosszabb élettartamu rekord statisztikdit vizsgadlom. Ez
a mennyiség lehet az utolsd, még ismeretlen inetrvallum (7,,) hossza, vagy vala-
mely korébbi rekord (i, ..., T,—1) élettartama. I4/(n) eloszldsfiiggvényét jeldlje

Fi(t,n):
F'(t,n) =Pl (n) <t) =Pl (n) <)+ P({'(n) > 1,1 (n) <1)  (3.60)
Az eloszldsfiiggvény felirhaté F)! (1,n) = ¥,,~1 F4! (t,n,m) alakban, ahol
Fil(t,n,m) =P8 (n) <t,R, = m) (3.61)

Az 1. esethez hasonl6an F2” (t,n,m) a kovetkez6 mennyiségek dsszegeként all

eld:

1

Fil(t,n,m) = Zt: Xt: Xt: Z P(I,n,m)+

Lh=1h=1 Iy 1=11p=0
oo 1t t

m-1) Y Y .. % Zt:P”(l_,n,mH— (3.62)

ll—l‘+llz—1 by—1=11,=0

i li—’l li—l Z Z P”

Lp_1=11,=t+1
Jelolje FJ!(t,n,m) generdtorfiiggvényét FJ!(¢,m,z). Ekkor (3.10)-et behelyet-

tesitve a kovetkez6t kapom:

tmz Z tnm

n>0
/ m—1 / . m—1
j 1—2/ i 1—z/
= Zf]z Zf(])l + ijz Z f(])l +
J=1 j=1 2 \=l j=1+1 —z
m—2 .
3 J J Syl
+(m—=1) ), f() | Y fiz 2 )y
J=1+1 j=1 =1 —Z
(3.63)
Az utolsé intervallum esetén a generdtorfiiggvényben Z S )— jelenik

meg Z _1 f(j)7/ helyett. Ennek az az oka, hogy (3.10) szerint Yol Ik > n, tehat
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a generdtorfiiggvényben f(I,,) egyiitthatéja 1,z,z2,...,7" ! lehet attél fiiggsen,
hogy mekkora n — 221:_11 I értéke.
Jelolje F!(t,n) generdtorfiiggvényét £ (t,z), ez csakigy, mint I. esetben ki-
fejezhets FF (t,m,z) segitségével:
=Y Ftn=Y Y B tnm=Y F(tmz) (364
n>0 n>0m>1 m>1

Az 1. esetben hasznalt atalakitasokat alkalmazva azt kapom, hogy:

s — ! <3lf<j><1—z{>)+ 1 <z7t+lf<j><1—;f>>+

1—z\ 1— tj:lf(j)zf 1-z 1— t]'=1f(j)zj

1 Z;’O:tJrlf(j)Zthj:lf(j)(l_Zj>

+ — N2 =
-z (1_ tj=1f<.j)zj>
I B DV O)ICE) N Y7 f(DF X f) (=2
L=z | 1=Y . f())e (1— [j—lf(j)z/)z
(3.65)

A leghosszabb rekord esetén E(/1(n)) végtelen [4]; az utolsé rekord (7T,,)
hossza tetszlegesen nagy lehet, ezért nagy értékekre I/ (n) = 1,,. Emiatt E(/{ (n))
divergens. Azonban E(lél (n)) aszimptotikus viselkedését ugyanigy jellemezhet-
jiik, mint az 1. esetben.

FH(t,n) segitségével kiszdmithat6 a mésodik leghosszabb rekord élettartamé-

nak varhato értéke:

E(l(n) =Y (1-F'(t,n)) (3.66)

t>0

E(!l(n)) generatorfiiggvénye a kovetkezs:

Z E({(n)" = Z Z (1 —lel(t,n))z" = Z (%_Z - ~2”(t,z)) (3.67)

n>0 n>0t>0 t>0
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Felhasznalva (3.65)-at:

e | Y f()(1 =)
Y EW (n): —21_z<1— Y SO

n>0 t>0

L t+1f( N2 X £ )(1—Z’)

XL -2)

t>0 t>0 |
©
_Z Lj- t+1f(j)zj23~:1f(j)(1—zj)
—Z p N\ 2
Z>O (1 —Lj=1 f(j)z])

(.

®
Kiilon-kiilon kiszamitom (e)-t és (f)-et az I.esetben is hasznalt mdédszerrel, a
kovetkezd eredményt kapom:

L1 = ey (1= e™)dy

i 3.69
22y et rerf(y) 302

(e) ~

2e7dy [y 732 (1—e7)d
! / fy yJoy ' ( )ydx (3.70)
B e )k
Tehit az kovetkez6t kapom E(lé’ (n)) generdtorfiiggvényére:
1 [ 1 [y (1—e)d
Ze—snElII( )) 2/ 1—— f]02y ( € )y .
56 s Jo 2x 122+ \/Ter f(\/%)
32 ‘32 (3.71)
1 [Zy/%eVd (1 —e)d
_ LISy edy Joy ez)y dx = —0,29664...
4 (xfl/ze—“r\/ﬁerf(\/;c)) s
Ugyanugy, mint az I. esetben ebbdl az kovetkezik, hogy
E l”
M ~0,29664... (3.72)

n
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Most Q' (n) aszimptotikus viselkedését vizsgdlom. Jelolje Q4 (n,m) annak a
valészintiségét, hogy n 1épés alatt m rekord sziiletik, €s ezek koziil az utolso élet-
tartama a misodik leghosszabb. Ebben az esetben 7y, ..., 7, koziil pontosan az
egyik intervallum hossza nagyobb 7,,-nél, ezért ezt a valoszintiséget a kovetkezd-

képpen fejezhetjiik ki:
0 (n,m) =P(1, = (n),R, =m) =

~m-E ¥ . ¥ R

j>lli=j+1hL=1 L

(3.73)

Qg (n)-t megkaphatjuk gy, hogy az el&bbi valdszintiséget 6sszegezziik min-
den lehetséges m-re: QY (n) =Y,,50 Q4 (n,m). Q4 (n) generétorfiiggvényét jelslje
01 ().

=Y o=} ) O3 (nm)" =

n>0 n>0m>1

FOU =) K1 f)2
y L L/t
iz (1 —Yi f(k)Z">

(3.74)

Hasonl6 médszerrel, mint I. esetben, azt kapom Qg (n) generatorfuggvényére,

hogy
i 11 3/2(1 — e ) [Py=3/267Y 1
o) ! =) ey re?dy ) 1o 0810482 (3.75)
2 4 2
s (fl/ze—uﬁerf(ﬁ)) ’
Kovetkezésképpen

04 (n) — Ol () = 0,0812482.. (3.76)

Ezutédn tetszdleges k-ra hasonlé médon kiszamitom a k-adik leghosszabb élet-
tartamu rekord statisztikdit.
El8szor 11 (n)-t vizsgdlom, jelolje F{!(t,n) az eloszlsfiiggvényét. Ez az el-

oszldsfiiggvény kifejezhted F/’,(¢,n) segitségével, ugyanis ///(n) <t akkor 4ll
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fenn, ha mar I/ | (n) <t is fenndll, vagy ha [ | (n) >, de I/ (n) <1

F!(t,n) =Pl (n) <1) = L (6,n) + P (n) <0,454 () >1) - BT
Ezt az eloszldsfiiggvényt felirhatjuk £ (t,n) =¥, F{! (t,n,m) alakban, ahol
El(t,n,m) =Pl (n) <t,R, = m) (3.78)

Hasonl6an l,g’ (n) eloszlasfiiggvényéhez, ezt a mennyiséget is fel lehet irni

FIT (t,n,m) segitségével:
Ell(t,n,m) = EX [ (t,n,m) + P (n) < £, | (n) > t,R, = m) (3.79)

Akkor, ha az els6 (k — 1) leghosszabb intervallum nagyobb, mint # két esetet
kiilonboztethetiink meg: ha az utolsé intervallum (7,,) is ezek kozott van, illetve
ha az els6 (k — 1) leghosszabb intervallum mind 7i,...,T,—1 kozil keriil ki. Ez

alapjan F (t,n,m) a kovetkez6képpen szdmithato ki:
Fll
k (t,n,m) F 1(t7n7m>+

t
7l
Z_ P(" n,m)+ (3.80)

117:—_21) Z .. Z Z Z (l_H,n,m)

Lh=t+1 lkr=t+11_ 1= Ly 1=11l,=t+1

M

Jelolje F!’(t,n,m) generétorfiiggvényét £ (1,m,z):

I(t,m,z) Z Lt,n,m)" = E" | (t,n,m)+

n>0
. m-k , 1,
(i2)) (Zl f<J>zf> <J_ ;Hfow) X0 —
m—k+1 k—2
<m_1> (if(])zf> ( i f(])ZJ) i e
k=2 j=1 j=t+1 j=t+1 1—z
3.81)
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El(t,m,z) segitségével hasonléan, mint 1. esetben felirhaté F(¢,n) geners-

torfiiggvénye is:

=Y Fl'en)" =Y Y Fl'(t.n,m)z

n>0 n>0m>1
» | (Ziﬂmﬂﬁﬂyjlﬁﬂfﬁﬂl—ﬂ)
:kal(hn)—’_l—z — +
(1_ tjzlf(j)zj)
(S SO R f)(1 -2
+ 1—z NG
(1-x 1))
(3.82)

Fkl I(t,n) segitségével kiszamithat6 a k-adik leghosszabb rekord élettartamanak

varhato értéke:

E(i'(n) =Y (1-F(t,n)) (3.83)

>0
E(/1(n)) generdtorfiiggvénye a kovetkezs:

E(! n_ 1l n_ _ gl 84
X>: (lk (l’l))Z ZZ( k (t,n))Z Z 11—z k (I7Z> (38 )
n>0 n>01>0 t>0
Felhasznélva (3.82)-at:

e 00 = X (12 - Al )

n>0 t>0

-y 11 ZT:,f(J>(1—Z)(Zz+1f1513 )7

>0 Z (1_ fj:lf(j)zj> (3.85)
©
. N
| i 0 =) (£ 7))
B Z 1—z Nk
10 (1— ’j:lf(j)zj>
(h)
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Kiilon-kiilon kiszdmitom (g)-t és (h)-t a szokdsos mddszerrel, a kovetkez6
eredményt kapom:

k—2
) 1 1 0 fx°°y—3/2(1 - e_y)dy (fxooy_3/2€_ydy> d (386)
(&)~ 52 2k=1 /o x 1 2e=x 4 \/Ter f(/x) *

dx (3.87)

k—1
wedd [ J§y (1 = ey ([ 2evay)
~ 5 0 (x—1/2e—x+\/ﬁerf(\/}))k

s2 2k
Tehdt az kovetkezdt kapom E(I}/ (n)) generdtorfiiggvényére:

Y e E( (n) = ) e E(GL ()~

n>0 n>0
k—2
1o 1 SOy —e)dy (ffy’” 2e*ydy)
- s_2/o k=1 x~12e=x 4 \/merf(\/x)  (3.88)

LIy ey ([ e vay)
—? (x_l/ze_x+ﬁerf(\/}))k

k = 2 esetén azt kaptam, hogy ¥~ E()/ (n))e" ~ SLZO, 29664 ..., ezt az ered-

dx

ményt felhaszndlva kiszamithaté k = 3-ra az aszimptotika, majd ezzel k = 4-re,
és igy tovdbb. Minden esetben azt kapjuk, hogy ¥,~0E(/(n))e™" ~ S%C,i’ , ahol
C,{I egy k-t6l fiiggd konstans. C,ﬁl értékeit 2 < k < 6-ra a 3.5 tablazat tartalmazza.
Ezek a konstansok kordbban még nem jelentek meg az irodalomban. Ugyanugy,

I (n)
n

mint kK = 2 esetén ebbdl €s konvergencidjabodl az kovetkezik, hogy

E lH
(l (n)) ~ C,{I (3.89)
n
Tehdt a I1. esetben E(I// (n))-r8] a kovetkezd tétel mondhato ki:

8. Tétel. Tetszdleges k > 1 egész szamra E(I}! (n)) generdtorfiiggvényére fenndll

Y0 E(l(n))e" ~ S%C,i’ amint s — 0, ahol

0

2x 7 2er 4 Terf(VX)
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k cl’

2 | 0,29664...
310,180855...
41 0,14805...
510,133905...
6| 0,12645...

3.5. tabldzat. Ci! értékei kiilonboz6 k-kra

LTy PRedy iy R —e My
(Ve rerf(VR))

k-2
e [ [y 21— ey ([ e vay)
= kl_/o k1 x12e=x 4 \/Ter f(\/X) N

| fg°y—3/2<1 - e_y)dy <fx°°y—3/2e_ydy> k—1
S (e Rerf(VR)

Kovetkezésképpen

dx

E(!(n)) _ cll
— — ~L
n

Ezutdn ebben az esetben is megvizsgdlom Qi’ (n) aszimptotikus viselkedé-
sét. Jelolje annak a valdszinliségét, hogy n 1épés alatt m rekord sziiletik, és ezek
koziil az utolso élettartama a k-adik leghosszabb Qi’ (n,m). Ebben az esetben

Ti,...,Tm—1 kOziil pontosan (k — 1) intervallum hossza nagyobb 7,,-nél, ezért ez a

valészintiség a kovetkez6képpen fejezhetd ki:

QO (n,m) = P(ty = I/ (n), Ry = m) =

:C:__DZ Y oY Y Y e

jzlh=j+1  f
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Q! (n)-et dgy kaphatjuk meg, ha ezt a mennyiséget dsszegezziik minden m-re:
O (n) = ¥,p>0 0 (n,m). Qi (n) viselkedését is a generdtorfiiggvénye segitségé-

vel vizsgdlom:

Ol ()=), 0" =Y, ¥ Of(nm)" =

n>0 n>0m>1
| —zj m— 1 j m—k - k—1
- Y L= (7)) (Zfa)z’) ( Y f<z>z’)
m>1j>0 < I=1 I=j+1
(3.91)
Hasonl6an, mint az I. esetben a kdvetkez6t kapom:

, k—1
i 1 (S =2) (2 f(D2
0x2)= Y <_l AR ) (3.92)

jz0° 7% <1 -Y f(l)zl>

Ismét a szokasos dtalakitasokat hasznélva Qi’ (z) aszimptotikus viselkedése az

alabbi:

k—1
X (1) ([T Gady
0! (z) ~ %% J s 2 dx (3.93)
" (G VEers(v)
ahol
1 /= x—3/2(1 — e—x) (fx“’ %a’y) !
0 (=) = 3¢ /0 - L dx (3.94)
(5 + Vaerf(vx))

egy k-t6l fiiggd konstans, melynek értékeit 2 < k < 6-ra a 3.6 tdblazat tartalmazza.

Tehat csakigy, mint k = 2 esetén, azt kapjuk, hogy
O (n) = Qi (=) (3.95)

Tehdt a I1. esetben Qf (n)-r6l a kovetkezd tétel mondhat6 ki:
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k O ()

2| 0,0812482...
31 0,0334197...
4| 0,0184591...
51 0,0117759...
6 | 0,00819089...

3.6. tébldzat. Q! (c0) értékei kiilonbdz6 k-kra

9. Tétel. Tetszdleges k > 1 egész szdm esetén Qil (n) generdtorfiiggvényére fenndll

Y50 Qil(n)e"‘” ~2 %Qé’ (00), amint s — 0, ahol

_ k—1
0f'=) =5 | xw(l: alts y%dyk) dx
(% + Vaerf(vx))
Kovetkezésképpen
i (n) = O ()

Mivel minden k > 1-re ismerjiikk QY (n) aszimptotikus viselkedését, megvizs-
galhatod, hogy ez egy valdszinliségi eloszldshoz tart-e (3.3 dbra). Ha Osszegeziik

minden k-ra Q¥ (eo)-t, akkor a ko vetkez6t kapjuk:

_ k—1
1 /wx_3/ 2(1—e™) (fx ;3_/y2d)’>
0

Y 0l () =} 5 - ——dx=
= = (<5 + Vaerf(vx))
1= a1 ) I Gy .
- 5/0 Z Cx+VEerf(Vx) \ 255 +2y/Ferf (/%) -
(3.96)
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A geometriai sor 0sszegképletét és (3.57)-et alaklmazva:

=t L [T 0= <2€_xx_1/2+2ﬁerf(ﬁ))>dx:
LOE=0 ) By e () e

L1 1= 3p —x 1
21“(%)/0 x (1 —e M)dx NG Nz

(3.97)

Az utolso elbtti egyenldség parcidlis integraldssal kaphat6 meg.

I
0'4(e0)

i=1
10F

0.8f
06"
0.4}

02

3.3. dbra. YX_, 0!(n) konvergil egyhez

Tehdt Q¥ (e0) (1 < k) valésziniiségi eloszlést hatdroz meg.
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4. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban [4] eredményeit terjesztem ki k > 1 esetre. Véletlen bolyonga-
sok rekord statisztikdit vizsgdltam tetszleges szimmetrikus és folytonos 1épésel-
oszlas esetén. A rekordok élettartamat jellemeztem n 1€pés utan. Az utolsé rekord
élettartamat kétféleképpen definidltam (o = I,11): az éppen aktudlis élettartama
(Ap), illetve a még ismeretlen, valds élettartama (7,,). Az elsd és méisodik eset
mds-mds eredményre vezet, azaz a rekordok statisztikdi igen érzékenyek az utols6
rekord megvélasztasdra.

A k-adik (k > 1) leghosszabb rekord statisztikait két mennyiség segitségével
jellemeztem: n 1épés utdn a k-adik leghosszabb rekord vérhat6 értéke (E*(Ix(n))),
illetve annak a valdsziniisége, hogy n 1€pés utdn az utols6 rekord a k-adik leg-
hosszabb (QF (n)). Az utébbi mennyiség megegyezik annak a valészintiségével,
hogy a k-adik leghosszabb rekord az n-edik 1épésben d6l meg.

Az els§ esetben E/ (I (n)) és Q! (n) generdtorfiiggvényeinek segitségével meg
tudtam hatdrozni az aszimpotikus viselkedésiiket. Megmutattam, hogy az értékiik
fiiggetlen a bolyongés 1épéseloszlasatdl, minden k-ra egy univerzalis konstans se-

gitségével jellemezhetdk:
E/ (ik(n))

n

~ O (o0) 4.1
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Qi (n) = Qf() 4.2)

Qi(oo)-t explicit médon kifejeztem minden k-ra. Az igy kapott konstansok mar
el6fordultak [2]-ben, ott azonban csak a standard Brown-mozg4s esetét vizsgaltak,
mig én egy madsik esetre, tetszdleges szimmetrikus 1épéseloszlasi bolyongésra
lattam be érvényességiiket.

Megmutattam tovabbd, hogy csakigy, mint k = 1 esetben, a két mennyiség ge-
nerdtorfiiggvénye tetszdleges k esetén egymasbol kifejezhetd, illetve fenndll koz-

tilk a kovetkezd Osszefiiggés:
E' (I(n+1)) = E' (It(n)) + Qk(n) (4.3)

A masodik esetben Qi’ (n) vizsgdlata sordn szintén azt kaptam, hogy viselke-
dése fiiggetlen a 1€péseloszlastol, minden k-ra egy univerzdlis konstanssal jelle-

mezhetd:
O (n) — O () (4.4)
QM (c0)-t explicit médon is kifejeztem tetszleges k-ra. Ezek a konstansok
szintén megjelentek [2]-ben egy a mostanitdl eltérd esetben; illetve [7]-ben, itt
azonban egy sokkal egyszerlibb médon szamitom ki Oket.
Ebben az esetben E/ (I; (n+ 1)) aszimptotikus viselkedésének vizsgélatakor is
egy univerzdlis konstanst kapok:

E"(lx(n))

A C,? 4.5)
C,{I egy olyan sorozatot definial, amit még nem lattunk az irodalomban. Erté-
két minden k-ra explicit médon kifejeztem.
Osszehasonlitva az eredményeket [4] leghosszabb rekordra kapott eredménye-
ivel azt vehetjiik észre, hogy mindkét estben n 1€pés utan sokkal nagyobb valo-

szinliséggel lesz az utolsé intervallum a leghosszabb, mint a k-adik leghosszabb

(k>1).
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Ezenfeliil mindkét esetben beldttam, hogy QF (o0) egy valdszintiségi eloszlast

definial.
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5. fejezet
Fiiggelék

[f(k) generatorfiiggvénye.

Egy szimmetrikus véletlen bolyongds sordn f(k) annak a valészintisége, hogy
a bolyongis a k-adik és (k — 1)-edik 1épés kozott 1épi 4t a kezdeti szintet. Legyen
f(k) generdtorfiiggvénye f(k). Ekkor a kovetkezd mondhaté f(k)-rél [1]:
10. Tétel.

n

| .
1—f(s) _n;

3|«

P(x, >0)

log

Bizonyitds. TetszOleges n-re tekintsiik az elsd n 1épés Osszes lehetséges ciklikus

permutacidjat. Ezek a kovetkez$ alakudak:

(T’V7nv+17"'7ni’l)r’17'"7nV—1)

Osszesen n ilyen permutécié van, és egy adott permutdciét azonosithatunk az elsé
1épésének indexével v. Egy v permutdcidhoz tartoz6 bolyongds értékeit jelolje
(x(()v),xgv), .. ,x,(,v)).

Vegylink egy k egész szdmot (k < n), €s minden permutdcio esetén definidljuk

az Y (V) valészintiségi valtozot a kovetkezképpen: YY) = 1, ha n a k-adik rekord

indexe (x(()v),xgv), .. ,xﬁlv))-ben, kiilénben YY) = 0.
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v = 1 az eredeti bolyongist definidlja, igy P(Y() = 1) = f,gk), ahol f,gk) a k-
adik rekord id6 eloszldsa. f,gk) k darab fiiggetlen rekord id6 Osszege, ezért f,gk)
lesz f(s)*-ban s" egyiitthat6ja.

Y V)_k azonos eloszlésii valdszintiségi véltozok, és csak 0 illetve 1 értéket ve-
hetnek fel, ezért:

1
f,gk) —E(yW) = ;E(Yl oY)
Konnyen beldthaté, hogy Y +- - - +Y" csak a 0 vagy k értéket veheti fel, emiatt

£ = SP(YI Fo Y = k)

Rogzitett n-re ésk=0,1,2,...-ra {¥Y!' 4.4 Y" =k} események kolcsonosen

kizdréak, unidjuk pedig az {x, > 0} esemény. Osszegezve k-ra tehdt azt kapjuk,

hogy
> 1
Z - P(x, >0)
=
Beszorozva s,-nel, és Osszegezve n-re:
> 1 .
g’ k ; n Plx
Az egyenlet bal oldala megegyezik log ; f( )—el igy megkaptuk a tételben

szerepld allitast.

[
Binomialis sor.
Tetszbleges v valds szam esetén x binomidlis sora a kovetkezo:
\Y o (Vv v—k
(x+a)¥ =Y ( )+a (5.1)
k=0 k

ahol

v\ ['(v+1)
<k) S T(k+DI(v—k+1)
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Negativ kitevo és a = 1 esetén azt kapjuk, hogy

(1) = i(—l)k(Z)xk (5.2)

Ennek egy specidlis esete a kovetkezd:
s 1/2 = (26— 1)
~1/2 _
(1—x)"V _kX‘b( 1) ( ) 2‘6 20! ! (5.3)

Ez a sor |x| < 1 esetén konvergal.

A k-adik leghosszabb élettartam konvergenciaja.

Az 1. esetben l,IC(n) jeloli a k-adik leghosszabb rekord élettartamét n 1€pés utén.
6. Allitas. YX fny. ]( n) szubadditiv.

Bizonyitds. k = 1 esetén: Ha a leghosszabb intervallum n + m 1€pés alatt teljes
egészében az els6 n 1épésben taldlhato, akkor I{ (n +m) = I{(n) 4ll fenn. Ha az
utolsé m 1épés sordn kovetkezik be, akkor I (n+m) = If (m) igaz. Ha ez az inter-
vallum koztes pontjaként tartalmazza n-et, akkor egy része az els6 n 1€pésbe esik,
ez a rész nyilvan < l{(n) a masik része pedig az utolsé m 1épésbe esik, melyre
szintén igaz, hogy < I{(m). Tehdt ez esetben I} (n+m) < l{(n) + 1l (m). Azaz

minden esetben fennall
1{(n+m) < 1f(n)+1{(m)

Tetszbleges k > 1-re: Ha az elsd k leghosszabb intervallum mindegyike teljes
egészében az elsd n 1épésbe esik, akkor Z] | ]( +m) =Yk il ]( n). Ha mind
az utolsé m 1épésbe esik, akkor ZJ | J( m) = ZJ 1lj( m). Ha az elsd k leg-
hosszabb intervallum vegyesen taldlhat6 az els6 n és utolsé m 1€pésben is, akkor
azok az intervallumok, amik teljes egészében az elsé n 1€pésbe esnek nyilvan n-

ig is az els6 k leghosszabb intervallumba tartoznak, igy belekeriilnek Y* gy J( n)
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Osszegbe. Ha van olyan intervallum, ami koztes pontként tartalmazza n-et, ak-
kor az az els6 n 1€pés sordn nem biztos, hogy bekeriil a k leghosszabb interval-
lum kozé, helyette nagyobb intervallum keriilhet be. Igy Z’]‘.: | l;(n) tartalmaz-
za azokat az intervallumokat a k leghosszabb koziil, amik teljes egészében k-ba
esnek, az n-et tratalmazé részintervallumnal egy nagyobb vagy egyenld interval-
lumot, illetve tovabbi intervallumokat, amik az els6 n 1€pés alatt beletartoznak
a k legnagyobba. Tehat Z’]‘-Zl lj(n) mindenképp nagyobb vagy egyenld lesz az
n+ m 1épés alatti k leghosszabb intervallum elsé n 1€pésbe es6é részénél. Ha-
sonlé gondolatmenettel ugyanez igaz az utolsé m 1épésre is. Tehat ez esetben
YE_ E(n+m) < Y5 1h(n)+ X5, 15(m). Azaz minden esetben igaz, hogy

k
2’1 Li(m)

]:

k
j=

k
1l}(n+m) < lej(n)+
j=

]

A vérhat6 érték monotonitdsa és linearitdsa miatt Z’;Zl lf(n) szubadditivitdsa-

b6l kovetkezik Y_| E(/4(n)) szubadditivitdsa.

E(l{(n))

£— konvergencidjdhoz a kovetkezd allitdsra van sziikség:

7. Allitas. Ha a, sorozat szubadditiv, akkor %" konvergens.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy m egész szamot gy, hogy m << n. Ekkor 1étezik g

és r egész szam (r < m), hogy n = mq +r. a, szubadditivitdsa miatt ekkor
an < qam +ay

Leosztva n-nel az egyenletet:

a, _qa, a- mqa, a
— < I =S4
n n n n m n

n=mq+r(r<m)miatt "4 — 1, % < MG tnot) 0 tehdt



Azaz

. an . . ~0m
limsup — < liminf —
n—o N n—e m

Tehét ©* konvergens. O
kR
Az el8z6 két dllitasbol kovetkezik tehat, hogy Z’:'T(’(n))

k-ra. Mivel B0 g B0 HEG ()

konvergens minden

(13(n))

) . E
is konvergens, ezért .

. 1
...stb. Igy minden k-ra beldthat6, hogy Ey(n) konvergens.

n

is konvergens,
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