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Bevezetés

A dolgozatom célja, hogy egy matematikai modellt adjak a világ legid®sebb em-

berének életkorára. Ehhez emberi születési és halálozási folyamat egyszer¶sí-

tett modelljét tekintjük. Modellünkben az emberek egy λ paraméter¶ homogén

Poisson-folyamat szerint születnek, élettartamuk eloszlása pedig fae., F (x), f(x)

eloszlás és s¶r¶ségfüggvényel. Legyenek X1, X2, X3, ... fae valószín¶ségi válto-

zók, amelyek eloszlása F (x) szerinti, és legyen Yt a világ legid®sebb emberének

életkora t id®pontban. F® célunk Yt változásainak és hosszú távú viselkedésének

vizsgálata. Legyen továbbá N(t) az aktuális rekorder indexe t id®pontban.

Az els® részben belátjuk, hogy Yt egy Markov-folyamat, és meghatározzuk

ennek a Markov-folyamatnak az átmeneteit, valamint bevezetjük a folyamat két-

dimenziós ábrázolását, majd kiszámítjuk a folyamat stacionárius eloszlását, és a

stacionárius eloszlás segítségével meghatározzuk a rekordtartó hátralév® élettar-

tamának várható értékét, azon ráta átlagát, amelgy a rekorder indentitásának

változását adja meg, és a rekorderként való regnálás id®tartamának várható érté-

két. Bevezetünk továbbá egy diszkrét idej¶ Markov-láncot, amely minden rekor-

der esetében a rekorder teljes élettartamának értékét veszi fel.

A második részben bevezetünk egy reális élettartam-eloszlást a [4] cikkb®l,

amely egy véges intervallumon van szupportálva. Erre az eloszlásra kiszámítjuk a

fent említett tulajdonságokat és értékeket, hogy összehasonlíthassuk modellünket

a valós adatokkal. Azt is megvizsgáljuk, hogy a rekordtartó személyazonossága

átlagosan milyen ütemben változik, ahogy a λ a végtelenbe tart.

A harmadik részben határeloszlás tételeket fogalmazunk meg és látunk be a

folyamat stacionárius eloszlására, ahogy λ → ∞.

A negyedik részben a valós életfolyamat némi megértése után összehasonlít-

juk a modellt a korábban említett élettartam-eloszlással a történelmi adatok egy

részével.

Az ötödik részben inhomogénre módosítjuk a folyamat alapját képez® Poisson-

folyamatot, hogy összehasonlíthassuk az így kapott modellünket a teljes valódi

adathalmazzal.
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1. ábra. A folyamat vizualizációja
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Köszönetnyilvánítás

Hálás vagyok témavezet®mnek, Dr. Vet® Bálintnak, amiért bevezetett ebbe a

témába, a Markov-láncok és folyamatok érdekes elméletébe, valamint azért, hogy

mindig szakított id®t a velem való konzultációra, és mindenben segített a dolgozat

megírásában.
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1. Számítások általános élettartam eloszlással

1.1. A világon él® legid®sebb ember életkorának Markov-

folyamata

El®ször is bevezetjük a folyamat 2 dimenziós reprezentációját:

Minden pont egy embert fog ábrázolni, az els® koordináta a születési idejét, a

második koordináta a halálakori életkorát.

Tehát az i-edik személy koordinátái (xi, yi) lesznek. Az xi-ek PPP (λ)-t alkotnak,

az yi-ek pedig fae-ak, amelyek eloszlása F (x) szerinti. Ez látható a 2 ábrán.

2. ábra. 2 dimenziós reprezentációja a folyamatnak

Ez az ábrázolás tartalmazza a folyamat összes információját, így bármely t

id®pontban meghatározható bel®le Yt értéke. A (t, 0) pontból két félegyenest

húzunk, egy −1 meredekség¶t (ezt e-vel jelöljük) és egy függ®legest. Ez látható

a 2 ábrán. A két félegyenes közötti pontok azok az emberek, akik t id®pontban

még életben vannak. Ahhoz, hogy meghatározzuk közülük a legid®sebb életkorát,

minden egyes ilyen pontot függ®legesen levetítünk e-re. Ekkor a vetített pontok

második koordinátája mutatja az adott személy életkorát t id®pontban, tehát

csak azt a pontot kell kiválasztanunk közülük, amelynek a legnagyobb a második

koordinátája, és ennek értéke egyenl® lesz Yt értékével.
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1.1. Állítás. Yt Markov-folyamat.

Bizonyítás. Ez a következ® két tulajdonságból következik. El®ször is, ha egy re-

kordtartó él, akkor a halálozási rátája nem függ a múlttól. Másodszor, ha egy

rekordtartó meghal, akkor az új rekordtartó ® utána született, tehát az átme-

net független az éppen meghalt rekordtartó születési ideje el®tt bekövetkezett

eseményekt®l.

Intuitív, hogy Yt lineárisan növekszik, amíg az aktuális legid®sebb személy

meg nem hal, majd leugrik. Mivel Yt egy Markov-folyamat, megadhatjuk az

átmeneteit. A 1.2 lemmában megadjuk azt a rátát, amellyel a legid®sebb személy

meghal, a 1.3 tételben pedig megadjuk az új rekorder életkorának eloszlását abban

a pillanatban, amikor rekorderré válik.

1.2. Lemma. A legid®sebb ember a következ® rátával hal meg:

f(x)

1− F (x)
. (1)

Bizonyítás. Ha Yt = x, akkor limh→0
P(Xt∈(x,x+h)|XN(t)>x)

h
= f(x)

1−F (x)

1.3. Tétel. Tegyük fel, hogy y < x.

P(az új rekordtartó életkora < y|az el®z® rekordtartó x évesen halt meg) = (2)

= exp(−λ

∫ x

y

(1− F (u))du (3)

Bizonyítás. Tudjuk, hogy egy PPP (λ)-ban az (a, b) determinisztikus interval-

lumban lév® pontok száma λ(b − a) paraméter¶ Poisson-eloszlású. Tegyük fel,

hogy a jelenlegi rekorder t id®pontban halt meg, tehát t−x id®pontban született.

Nem számít, hogy mi történt a jelenlegi rekorder születése el®tt, és azt is tudjuk,

hogy aki (t− y) id®pont után született, az nem lehet y-nál id®sebb t id®pontban,

tehát csak a (t− x, t− y) intervallumot kell �gyelembe vennünk. Ezt az interval-

lumot paraméterezzük u ∈ (0, x−y) paraméterrel. Ahhoz, hogy az új rekordtartó

életkora kisebb legyen y-nál, szükséges, hogy bárki, aki a (t − x, t − y) interval-

lumban született, ne legyen életben t id®pontban. Ekkor minden u ∈ (0, x − y)

esetén, ha valaki t − x + u id®pontban született, annak valószín¶sége, hogy t

id®pontban életben van, 1 − F (x − u). A 3 ábrán ez azt jelenti, hogy a szürke

zónában nincsenek pontok.
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3. ábra.

Az ötlet az, hogy ritkítjuk a PPP (λ)-unkat, csak azokat a pontokat tartjuk

meg, amelyek a szürke zónába esnek, vagyis ha az els® koordinátájuk t-x+u,

akkor a második koordinátájuk nagyobb, mint x− u. Így ez a ritkított Poisson-

pontfolyamat λ(1− F (x− u)) intenzitású inhomogén Poisson pontfolyamat lesz.

Ekkor az {új rekordtartó életkora < y} eseményre:

{új rekordtartó életkora < y} =

= {az inhomogén Poisson-folyamatnak nincs pontja (t− x, t− y)-ban]

P({új rekordtartó életkora < y}) = exp

(
−λ

∫ x−y

0

1− F (x− u)du

)
=

= exp

(
−λ

∫ x

y

1− F (u)du

) (4)

1.4. Következmény. Az új rekordtartó életkorának eloszlásfüggvénye, és a 0

pontba esés valószín¶sége a következ®:
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t(y) := exp

(
−λ

∫ x

y

1− F (u)du

)
λ (1− F (y)) (5)

P(új rekordtartó életkora = 0) = exp

(
−λ

∫ x

0

1− F (u)du

)
(6)

1.2. Yt stacionárius eloszlása

1.5. Lemma. Ha Zt = t a lineárisan növ® sztochasztikus folyamat R-en, akkor
G in�nitezimális generátorára a következ® igaz:

(Qq)(x) =
d

dx
q(x) for any q ∈ C1 (7)

Ha Zt r(x, y) rátával ugrik x-ból y-be, akkor G in�nitezimális generátorára a kö-

vetkez® igaz:

(Qq)(x) =

∫
R
r(x, y)(q(y)− q(x))dy for any q ∈ C1 (8)

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy Pt(x, y) = 1{y=x+t}. Legyen f ∈ C1, ekkor:

(Qf)(x) = lim
h→0

(Phf)(x)

h
= lim

h→0

Ex(f(Zh)− f(Z0))

h
= (9)

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
=

d

dx
f(x) (10)

1.6. Tétel. Legyen L Yt in�nitezimális generátora.

Ha g ∈ C1[0,∞) valós érték¶ függvény, akkor

(Lg)(x) =
d

dx
g(x) +

f(x)

1− F (x)

[
exp

(
−λ

∫ x

0

1− F (u)du

)
(g(0)− g(x))+ (11)

+λ

∫ x

0

(1− F (y))exp

(
−λ

∫ x

y

1− F (u)du

)
(g(y)− g(x))dy

]
(12)

Bizonyítás. Kihasználjuk, hogy a lineárisan növekv® folyamat in�nitezimális ge-
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nerátora a deriválás operátor. Tehát az els® tag a g(x) deriváltja, a második tag

pedig annak felel meg, amikor f(x)
1−F (x)

rátával a folyamat 0-ra vagy y-ra esik vissza

a korábban kiszámított valószín¶séggel, illetve s¶r¶séggel.

1.7. Tétel. Egy Q in�nitezimális generátorral rendelkez® Zt folytonos állapotter¶

sztochasztikus folyamatnak, ha létezik stacionárius eloszlása, akkor ezen eloszlás

h(x) s¶r¶ségfüggvénye kielégíti a következ® egyenletet:

(Qh)(x) ≡ 0 (13)

1.8. Tétel. A stacionáius eloszlás s¶r¶ségfüggvénye és tömegpontja 0-ban a kö-

vetkez®:

h(x) = exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
λ(1− F (x)), x ≥ 0 (14)

P(Yt = 0) = exp

(
−λ

∫ ∞

0

1− F (u)du

)
(amikor Yt stacionárius állapotban van)

(15)

Bizonyítás. A stacionárius eloszlás megtalálásához ismét a folyamat korábban

bevezetett 2 dimenziós ábrázolását használjuk:

El®ször kiszámítjuk az eloszlásfüggvényt P(Yt < x).

Feltételezzük, hogy Yt stacionárius állapotban van.

Yt < x esetén szükséges, hogy t id®pontban senki ne éljen, aki t−x el®tt született.

Tételezzük fel, hogy t − x − u id®pontban született valaki (u ≥ 0) (a 1.3 tétel

bizonyításától eltér®en most t−x-t®l visszafelé indexelünk). Ahhoz, hogy Yt < x

igaz legyen, ennek a személynek legfeljebb x + u hosszú lehet az élettartama.

Ennek valószín¶sége F (x+ u), és ennek igaznak kell lennie minden u ≥ 0-ra. Az

1.2 ábrán ez azt jelenti, hogy a szürke zónában nincs egyetlen pont sem.

Ismét ritkítjuk a PPP (λ)-unkat, csak azokat a pontokat tartjuk meg, amelyek a

szürke zónába esnek, vagyis ha az els® koordinátájuk t− x− u, akkor a második

koordinátájuk nagyobb, mint x+u. Így ez az új Poisson-pontfolyamat inhomogén

lesz, intenzitása λ(1− F (x+ u)).
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Ekkor az {Yt < x} eseményre vonatkozóa)

{Yt < x} = {ennek az inhomogén Poisson pontfolyamatnak nincs pontja t− x el®tt }

P(Yt < x) = exp

(
−λ

∫ ∞

0

1− F (x+ u)du

)
= exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
(16)

Vegyük a deriváltját:

h(x) =
d

dx
P(Yt < x) = exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
λ(1− F (x)) (17)

Hasonlóan:

P(Yt = 0) = exp

(
−λ

∫ ∞

0

1− F (u)du

)
(18)

Megjegyzés. Ez a h(x) és a tömegpont 0-ban valóban egy eloszlást de�niál [0,∞)-

en
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∫ ∞

0

h(x)dx+ P(Yt = 0) =

=

[
exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)]∞
0

+ exp

(
−λ

∫ ∞

0

1− F (u)du

)
=

= 1− exp

(
−λ

∫ ∞

0

1− F (u)du

)
+ exp

(
−λ

∫ ∞

0

1− F (u)du

)
= 1

(19)

1.3. Hátralév® élettartam

Most kiszámítjuk a jelenlegi rekorder hátralév® élettartamának várható értékét,

amikor Yt stacionárius állapotban van.

El®ször szükségünk van néhány lemmára a várható érték és a feltételes várható

érték kiszámításához.

1.9. Lemma. Ha X egy abszolút folytonos, nemnegatív valószín¶ségi változó

F (X) eloszlásfüggvénnyel, akkor:

E(X) =

∫ ∞

0

1− F (u)du. (20)

Bizonyítás.

E(X) = E
∫ ∞

0

1{x>u}du =

∫ ∞

0

E(1{x>u})du =

∫ ∞

0

1− F (u)du (21)

A várható értéket és az integrálást felcserélhettük Fubini tétele miatt.

Továbbá szükségünk van a rekorder hátralév® élettartamának várható értéké-

re, ha tudjuk, hogy a rekorder életkora x.

1.10. Lemma. Ha X egy abszolút folytonos, nemnegatív valószín¶ségi változó

F (X) eloszlásfüggvénnyel, és x > 0, akkor:

E(X − x|X > x) =

∫∞
x

1− F (u)du

1− F (x)
(22)
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Bizonyítás. Egyszer¶en használjuk a feltételes várható érték de�nícióját.

E(X − x|X > x) =

∫∞
x

1− F (u)du

P(X > x)
=

∫∞
x

1− F (u)du

1− F (x)
(23)

1.11. Tétel. Ha Yt stacionárius állapotban van, akkor a jelenlegi rekorder hátra-

lév® élettartamának várható értéke a következ® :

∫ ∞

0

exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
λ

(∫ ∞

x

1− F (u)du

)
dx +

+ exp

(
−λ

∫ ∞

0

1− F (u)du

)(
1

λ
+

∫ ∞

0

1− F (u)du

)
.

(24)

Bizonyítás. Az els® kifejezés arra vonatkozik, amikor a rekordtartó életkora po-

zitív és a stacionárius eloszlás szerint oszlik el. A második kifejezés esetén a

folyamat 0-ban van, tehát 1
λ
id®t kell várnunk arra, hogy valaki megszülessen, és

akkor várható élettartama EX lesz. Tehát a mi jelöléseinkkel:∫ ∞

0

h(x)E(X − x|X > x)dx + P(Yt = 0)(
1

λ
+ EX) =

=

∫ ∞

0

exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
λ(1− F (x))

∫∞
x

1− F (u)du

1− F (x)
dx +

+ exp

(
−λ

∫ ∞

0

1− F (u)du

)(
1

λ
+

∫ ∞

0

1− F (u)du

)
=

=

∫ ∞

0

exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
λ

(∫ ∞

x

1− F (u)du

)
dx +

+ exp

(
−λ

∫ ∞

0

1− F (u)du

)(
1

λ
+

∫ ∞

0

1− F (u)du

)
.

(25)

Mivel a 1.2 lemma alapján tudjuk, hogy egy személy f(x)
1−F (x)

rátával hal meg,

ezt átlagolhatjuk a stacionárius eloszlással, ezzel becslést kapva arról, hogy évente

hányszor változik a legid®sebb ember személye.
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1.12. Tétel. Stacionárius eloszlásban annak a rátának a várható értéke, ami azt

mondja meg, hogy milyen gyakran változik a rekorder személye a következ®:

R(λ) =

=

∫ ∞

0

exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
λf(x)dx+ exp

(
−λ

∫ ∞

0

1− F (u)du

)
f(0)

1− F (0)
(26)

Bizonyítás.∫ ∞

0

f(x)

1− F (x)
h(x)dx =

=

∫ ∞

0

f(x)

1− F (x)
exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
λ(1− F (x))dx =

=

∫ ∞

0

exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
λf(x)dx

(27)

1.4. Beágyazott Markov-lánc

A folyamatunkban található egy beágyazott, diszkrét idej¶ Markov-lánc, amely

minden rekorderhez hozzárendeli a teljes élethosszát. Ahhoz, hogy becslést ad-

junk arra, hogy egy rekorder meddig birtokolja a világ legid®sebb embere címet,

szükségünk van ennek a diszkrét idej¶ Markov-láncnak a stacionárius eloszlására.

Jelöljük ezt a Markov-láncot Zn-vel, és legyen a stacionárius eloszlásának s¶r¶-

ségfüggvénye s(x).

1.13. Tétel. s(x)-re igaz a következ® di�erenciálegyenlet:

Legyen k(x) = s(x)
f(x)

, ekkor:

k′′(x)− λ(1− F (x))k′(x) + λf(x)k(x) = 0 (28)

Bizonyítás. Ha a folyamat stacionárius állapotban van, akkor úgy juthatunk el

x-be, ha z-ben voltunk, majd leestünk y-ra, és onnan az eredeti folytonos idej¶

folyamatunkban x-be mentünk. z lehet bármilyen pozitív valós, de y-ra igaznak

kell lennie, hogy y ≤ min{x, y}. Ez látható a 4 ábrán.

Legyen G(z) = exp(−λ
∫ z

0
1− F (u)du).
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4. ábra.

Ekkor:

s(x) =

∫ ∞

0

s(z)

∫ min{x,y}

0

G(z)

G(y)
λ(1− F (y))

f(x)

1− F (y)
dydz (29)

Leosztva mindkét oldalt f(x)-szel:

s(x)

f(x)
=

∫ ∞

0

s(z)G(z)

∫ min{x,y}

0

λ

G(y)
dydz (30)

Szétbontva az integrált min{x, y} értéke szerint:

s(x)

f(x)
=

∫ x

0

s(z)G(z)

∫ z

0

λ

G(y)
dydz +

∫ ∞

x

s(z)G(z)

∫ x

0

λ

G(y)
dydz (31)
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Behelyettesítve k(x) = s(x)
f(x)

-et

k(x) =

∫ x

0

k(z)f(z)G(z)

∫ z

0

λ

G(y)
dydz +

∫ ∞

x

k(z)f(z)G(z)

∫ x

0

λ

G(y)
dydz (32)

Deriválva k(x)-et:

k′(x) = k(x)f(x)G(x)

∫ x

0

λ

G(y)
dy − k(x)f(x)G(x)

∫ x

0

λ

G(y)
dy+

+

∫ ∞

x

k(z)f(z)G(z)
λ

G(x)
dz

k′(x) =

∫ ∞

x

k(z)f(z)G(z)
λ

G(x)
dz

k′(x)G(x) = λ

∫ ∞

x

k(z)f(z)G(z)dz

(33)

Deriválva az egyenletet mégegyszer:

k′′(x)G(x) + k′(x)G′(x) = −λk(x)f(x)G(x) (34)

Felhasználva, hogy G′(x) = −G(x)(1− F (x))

k′′(x)G(x)− k′(x)G(x)λ(1− F (x)) = −λk(x)f(x)G(x) (35)

Leosztva G(x)-szel:

k′′(x)− k′(x)λ(1− F (x)) + k(x)λf(x) = 0 (36)

Ahol kihasználtuk (29)-ben, hogy a s¶r¶sége az y-ból z-be való leugrásnak
G(z)
G(y)

λ(1− F (y)) (1.3 Tétel).

1.14. Tétel. A (Zn) diszkrét idej¶ Markov-lánc stacionárius eloszlásának s¶r¶-

ségfüggvénye a következ®:

s(x) =
1

c
f(x)2 exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
(37)

ahol c =
∫∞
0

s(x)dx.
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Bizonyítás.

k(x) =
s(x)

f(x)
=

1

c
f(x) exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
k′(x) = f ′(x)e−λ

∫∞
x (1−F (u)) du + λf(x)(1− F (x))e−λ

∫∞
x (1−F (u)) du

k′′(x) = −2λ(F (x)− 1)f ′(x)e−λ
∫∞
x (1−F (u)) du + f ′′(x)e−λ

∫∞
x (1−F (u)) du−

− λf(x)F ′(x)e−λ
∫∞
x (1−F (u)) du + λ2f(x)(F (x)− 1)2e−λ

∫∞
x (1−F (u)) du

(38)

Ha ezeket beillesztjük a 1.13 tétel di�erenciálegyenletébe, és felhasználjuk, hogy

F ′(x) = f(x), akkor megkapjuk, hogy k(x) valóban az egyenlet megoldása.

Ennek a diszkrét idej¶ Markov-láncnak a stacionárius eloszlását felhasználva

megkaphatjuk a rekorderként való regnálás idejének várható értékét stacionárius

állapotban. Legyen W a rekorderként való regnálás hossza.

1.15. Tétel. W s¶r¶ségfüggvénye:

fW (w) =

∫ ∞

0

∫ x

0

1

c
f(x)2 exp

(
−λ

∫ ∞

y

1− F (u)du

)
λf(y + w)dydx (39)

W várható értéke:

E(W ) =

∫ ∞

0

∫ x

0

1

c
f(x)2 exp

(
−λ

∫ ∞

y

1− F (u)du

)
λ

∫ ∞

y

1− F (u)dudydx

(40)

Ahol c =
∫∞
0

f(x)2 exp
(
−λ
∫∞
x

1− F (u)du
)
dx.

Bizonyítás. A 1.3 tételb®l tudjuk, hogy ha egy rekorderó x évesen meghal, akkor

a folyamat y-ra esik vissza (y < x) az exp
(
−λ
∫ x

y
1− F (u)du

)
λ(1−F (y)) s¶r¶-

ségfüggvény¶ eloszlás szerint.

A 1.10 lemma alapján ismerjük a fennmaradó élettartam feltételes várható ér-

tékét.

Ezt a kett®t kombinálva és a Zn stacionárius eloszlása szerint súlyozva:

E(W ) =

∫ ∞

0

∫ x

0

1

c
f(x)2 exp

(
−λ

∫ ∞

x

1− F (u)du

)
·

exp

(
−λ

∫ x

y

1− F (u)du

)
λ(1− F (y))

∫∞
y

1− F (u)du

1− F (y)
dydx =

(41)
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1− F (y) kiegyszer¶södik, és a két exponenciális felírható egyben:

=

∫ ∞

0

∫ x

0

1

c
f(x)2 exp

(
−λ

∫ ∞

y

1− F (u)du

)
λ

∫ ∞

y

1− F (u)dudydx (42)

Hasonlóképpen a s¶r¶ségfüggvényre is, ha kihasználjuk, hogy amikor a folya-

mat y-ra esik le, akkor az regnálás hosszának feltételes eloszlása f(y+w)
1−F (y)

s¶r¶ség-

függvény¶.
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2. Élettartameloszlás [4] cikkb®l

A [4] cikkben azt feltételezve, hogy létezik az emberi élettartamnak fels® határa,

a következ® élettartam-eloszlást illesztették a különböz® országokra, halálozási

rátát rögzítet® adatsorok felhasználásával.

F (x) =


0 x ≤ 0

1− exp
(
− b

(β−1)(a−x)β−1

)
x ∈ (0, a)

1 x ≥ a

, ahol a, b, β paraméterek.

f(x) = b
(a−x)β

exp
(
− b

(β−1)(a−x)β−1

)
1{x∈(0,a)}

Az egyszer¶ség kedvéért legyen α = β− 1. A szemléltetéshez és a numerikus szá-

mításokhoz az Ausztráliára 2009-ben mért paramétereket használjuk. ([4, p. 24]):

a = 186.3, b = exp(47.44), α = 9.86 (43)

5. ábra. Az élettartam eloszlás s¶r¶ségfüggvénye
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2.1. De�níció. Gamma-függvény:

Γ(s) =

∫ ∞

0

ts−1e−tdt (44)

2.2. De�níció. Fels® gamma-függvény:

Γ(s, x) =

∫ ∞

x

ts−1e−tdt (45)

2.1. Lemma. ∫ ∞

x

1− F (u)du =
b

1
α

α1+ 1
α

Γ(− 1

α
,

b

α(a− x)α
) (46)

Bizonyítás. A következ® helyettesítést használva:

y =
b

α(a− u)α

dy

du
=

b

α(a− u)α+1
= y1+

1
αα1+ 1

α b−
1
α

∫ ∞

x

1− F (u)du =

=

∫ a

x

exp

(
− b

(α)(a− u)α

)
du =

=

∫ ∞

b
(a−x)α

e−yy−
1
α
−1 b

1
α

α1+ 1
α

dy =

=
b

1
α

α1+ 1
α

Γ(− 1

α
,

b

α(a− x)α
)

(47)

Az el®z® lemma segítségével kifejezhetjük a folyamat stacionárius eloszlását:

h(x) = exp(−λ
b

1
α

α1+ 1
α

Γ(− 1

α
,

b

α(a− x)α
))λexp

(
− b

(α)(a− x)α

)
, x ∈ (0, a)

P(Yt = 0) = exp(−λΓ(− 1

α
))

(48)
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6. ábra. stacionárius eloszlás s¶r¶ségfüggvénye λ = 106 esetén

A 1.11 tételt alkalmazva meghatározhatjuk a jelenlegi rekorder hátralév® ide-

jének várható értékét. Ezt azonban nem tudjuk explicit módon kifejezni, de

numerikusan ki tudjuk értékelni.

E(jelenlegi rekorder hátralév® ideje) =

=

∫ a

0

exp

(
−λ

b
1
α

α1+ 1
α

Γ(− 1

α
,

b

α(a− x)α
)

)
λ

b
1
α

α1+ 1
α

Γ

(
− 1

α
,

b

α(a− x)α

)
dx+

+ exp

(
−λ

b
1
α

α1+ 1
α

Γ

(
− 1

α

))(
1

λ
+

b
1
α

α1+ 1
α

Γ

(
− 1

α

))
.

(49)

Ebbe behelyettesítve a paramétereket (43)-b®l, a következ®t kapjuk:
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E(jelenlegi rekorder hátralév® ideje) = 0.443664 (50)

A 1.12 tételb®l ki tudjuk fejezni a rekordtartók identitásváltozásának várható

értékét is. Ezt azonban nem tudjuk explicit módon kiintegrálni, csak numeriku-

san.

R(λ) =

=

∫ a

0

exp

(
−λ

b
1
α

α1+ 1
α

Γ(− 1

α
,

b

α(a− x)α
)

)
λ

b

(a− x)α+1
exp

(
− b

α(a− x)α

)
dx+

+
b

a1+
1
α

exp

(
−λ

b
1
α

α1+ 1
α

Γ(− 1

α
,

b

αaα
)

)
.

(51)

Ha a különböz® λ értékekre kiértékeljük ezen ráta átlagát, és log-lineáris di-

agramon ábrázoljuk, akkor egy egyenest kapunk (7 ábra). Ez azt jelenti, hogy a

ráta várható értéke közel lineáris függvénye log(λ)-nak.

7. ábra. A ráta várható értéke log-lineáris diagrammon.

Erre nem adunk pontos bizonyítást, csak néhány heurisztikát a R(λ) viselke-

20



désér®l:

A második kifejezés a (51)-ban exponenciálisan kicsi, ha λ elég nagy, ezért ezt

egyszer¶en elhanyagoljuk, és csak az integrállal foglalkozunk.

Legyen b
1
α

α1+ 1
α
=: c

∫ a

0

exp

(
−λcΓ(− 1

α
,

b

α(a− x)α
)

)
λ

b

(a− x)α+1
exp

(
− b

α(a− x)α

)
dx =

=

∫ ∞

b
αaα

exp

(
−λcΓ(− 1

α
, u)

)
λe−udu =

= λ

∫ ∞

b
αaα

−log λ

exp

(
−v − λcΓ(− 1

α
, v + log(λ)

)
dv

(52)

Ahol az alábbi helyettesítét használtuk:

u =
b

α(a− x)α

v = u− log(λ)

(53)

Ez hasonlít egy Gauss-integrálra, így az integrandus maximum értékét, és ezen

érték körüli meredekségét fogjuk közelíteni.

q(v) := −v − λcΓ(− 1

α
, v + log(λ)) (54)

Deriválva és 0-val egyenl®vé téve:

q′(v) = −1− ce−v(v + log(λ))−1− 1
α = 0

ce−v = (v + log(λ))1+
1
α

(55)

A megoldást a következ®vel közelítve:

v0 ≈ (− log log(λ))(1 +
1

α
) (56)

A következ®vel becsülve a maximum értéket:

q(v0) ≈ (1 +
1

α
) log log(λ) (57)
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Újra deriválva:

q′′(v) = ce−v(v + log(λ))−1− 1
α − ce−v(v + log(λ))−2− 1

α (−1− 1

α
) =

= −ce−v(v + log(λ))−1− 1
α

(
1 +

1 + 1
α

v + log(λ)

)
q′′(v0) ≈ −c

(58)

Ha most q(v)-t a másodrend¶ Taylor-polinommával közelítjük v0 körül, a kö-

vetkez®t kapjuk:
q(v) ≈ q(v0)− c(v − v0)

2

R(λ) ≈ eq(v0)
∫
v0 közelében

e−c(v−v0)2dv ≈

≈ c′(log(λ))1+
1
α

(59)

Ahol c′ egy konstans, mivel az integrál létezik és véges.

És mivel α ≈ 10, and λ ∈ [105, 108], ebb®l következik, hogy

R(λ) ≈ c′ log(λ) (60)

A 1.14 tételb®l és a 1.15 tételb®l megadjuk a korábban de�niált beágyazott

Markov-lánc stacionárius eloszlásának s¶r¶ségfüggvényét, valamint a rekorder-

ként való regnálás id®tartamának várható értékét, ha az élettartam-eloszlás a

fentiek szerinti:

s(x) =
1

c

b2

(a− x)2(α+1)
exp

(
− 2b

α(a− x)α

)
exp

(
−λ

b
1
α

α1+ 1
α

Γ

[
− 1

α
,

b

α(a− x)α

])
(61)

Ahol c =
∫ a

0
s(x)dx.

E(W ) =

∫ a

0

∫ x

0

1

c

b2

(a− x)2(α+1)
exp

(
− 2b

α(a− x)α

)
exp

(
−λ

b
1
α

α1+ 1
α

Γ

[
− 1

α
,

b

α(a− y)α

])
λ

b
1
α

α1+ 1
α

Γ

[
− 1

α
,

b

α(a− y)α

]
dydx

(62)
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3. Határeloszlás tételek

3.1. De�níció. X Weibull eloszlású b > 0 és α > 0 paraméterekkel (X ∼
Weibull(α, b)), ha eloszlásfüggvénye és s¶r¶ségfüggvénye a következ® alakú:

F (−x) = 1− e−bxα

, x ≥ 0 (63)

f(−x) = bkxα−1e−bxα

, x ≥ 0 (64)

Extrémérték elméletb®l ismert a következ® lemma:

3.1. Lemma. Legyenek X1, X2, ..., Xn független, azonos eloszlású valószín¶ségi

változók, melyek eloszlásfüggvénye F (−x) = 1 − xα, x ∈ [0, 1], α > 0. Legyen

továbbá Mn = max{X1, X2, ..., Xn}.
Ekkor n

1
αMn

d
=⇒ W , n → ∞, ahol W ∼ Weibull(α, 1

α
)

Legyen F (−x) = 1 − xα, x ∈ [0, 1], α > 0. Vegyük az ilyen élettartam elosz-

lással de�niált modellt, ami a legid®sebb ember korának folyamatát írja le. Ekkor

ezen folyamat stacionárius eloszlásának s¶r¶ségfüggvénye a következ® :

h(x) = λxαe−
λxα+1

α+1 . (65)

Legyen Y ilyen eloszlású, ill. legyen Z = Y λ
1

α+1 .

Ekkor Z s¶r¶ségfüggvényére igaz:

g(z) =
h(Ψ−1(z))

|Ψ′(Ψ−1(z))|
, ahol Ψ(x) = xλ

1
α+1 (66)

g(z) =
λ( z

λ
1

α+1
)α exp(− zα+1

α+1
)

λ
1

α+1

= zα exp(− zα+1

α + 1
) (67)

Tehát Z ∼ Weibull(α + 1, 1
α+1

)

Megjegyzés. Látható, hogy ha a valószín¶ségi változóknak nem egyszer¶en a

maximumát vesszük, hanem beillesztjük ®ket a folyamatunkba egy PPP (λ)-val

eltolva, akkor a folyamat stacionárius eloszlásának is, megfelel® normálás mellett,

a határeloszlása Weibull, viszont a α paraméter eggyel eltolódik.
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3.2. De�níció. X standard Gumbel eloszlású, ha az eloszlásfüggvénye a követ-

kez® alakú:

F (x) = exp(−e−
x−µ
β ) (68)

3.2. Lemma. Legyen α > 0, ekkor

1

(1 + ϵ)α
≃ 1− αϵ, ϵ → 0 (69)

Bizonyítás.

a(x) =
1

(1 + x)α

b(x) = 1− αx

(70)

Könny¶ látni, hogy
a(0) = b(0)

a′(0) = b′(0)
(71)

Tehát a és b függvények els®rendben megegyeznek 0-ban.

3.3. Lemma. A fels® gamma függvényre a következ® asszimptotika igaz ([1],

6.5.32.):

lim
x→∞

Γ(s, x)

xs−1e−x
= 1 (72)

A fenti élettartam eloszlással a folyamatunk stacionárius eloszlásának elosz-

lásfüggvénye:

H(y) = exp(−λ
b

1
α

α1+ 1
α

Γ(− 1

α
,

b

α(a− y)α
)), y ∈ (0, a) (73)

Az el®z® lemmával H(y)-t közelíthetjük a következ® módon:

H(y) ∼ exp

(
−λ

(a− y)α+1

b
exp(− b

α(a− y)α
)

)
, ahogy y → a (74)
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Legyen Y olyan, hogy az eloszlásfüggvénye H(y), és legyen:

Z : = Ψ(Y ), ahol

Ψ(Y ) : =

(
b

α log(λ)

)−1/α

α

(
α2 log(λ)

(
b

α log(λ)

)1/α

− aα2 log(λ)+

α log(log(λ))

(
b

α log(λ)

)1/α

+ log(log(λ)) +

(
b

α log(λ)

)1/α

+ α2y log(λ)

)

Ψ−1(z) = a−
(

b

α log(λ)

)1/α(
(α + 1) log(log(λ))

α2 log(λ)
− z

α log(λ)
+ 1

)
(75)

3.4. Tétel. Z a standard Gumbel eloszláshoz konvergál, ha λ → ∞.

Bizonyítás.

y = a−
(

b

α log(λ)

)1/α(
(α + 1) log(log(λ))

α2 log(λ)
− z

α log(λ)
+ 1

)
(76)

b

α(a− y)α
=

log(λ)

(1 + 1+α
α2

log(log(λ))
log(λ)

− z
α log(λ)

)α
≃ log(λ)− 1 + α

α
log(log(λ)) + z

amihez a 3.2 lemmát használtuk, illetve, hogy:

1 + α

α2

log(log(λ))

log(λ)
− z

α log(λ)
→ 0, ahogy λ → ∞

(77)
(a− x)α+1

b
=

b
1
α

(α log(λ))
α+1
α

(1 +
1 + α

α2

log(log(λ))

log(λ)
− z

α log(λ)
)α+1 ≃

≃ b
1
α

(α log(λ))
α+1
α

, mivel a zárójelben lév® tag tart a 0-hoz, ahogy λ → ∞.

(78)

Felhasználva (77) és (78)-t kapjuk, hogy:

P(Z < z) = P(Y < Ψ−1(z)) ∼ exp

(
− b

1
α

α1+ 1
α

e−z

)
= exp

(
−e−(z− 1

α
log b+(1+ 1

α
) logα)

)
,

ahogy λ → ∞
(79)

Ahol kihasználhattuk a (74) szerinti asszimptotikáját Yt eloszlásfüggvényének,

mivel:

lim
λ→∞

Ψ−1(z) = a, ∀z ∈ R (80)
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Ebb®l következik, hogy ha λ → ∞, akkor Z (Y normált alakja), a standard

Gumbel-eloszláshoz konvergál eloszlásban.
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4. A modell összehasonlítása a valós adatokkal

8. ábra. A valós folyamat vizualizációja a 11 és 12 tábálazatok alapján.

A 8 ábrán jól látható, hogy a folyamat átlaga az id® múlásával növekszik. En-

nek egyértelm¶ magyarázata, hogy a várható élettartam az adatfelvétel kezdete

óta n®, illetve a születési ráta is emelkedik.

Célunk most az, hogy összehasonlítsuk a modellt a [4] cikkb®l származó élettartam-

eloszlással a valós adatokkal. Ez azonban nehéz feladat a valós életfolyamat koráb-

ban említett tulajdonságai, valamint az a tény miatt, hogy az élettartam-eloszlás

országonként eltér®. Az élettartam-eloszlás paramétereit csak néhány országra és

csak rövid id®tartamra mérték meg. Továbbá azt is fel kell tételeznünk, hogy a

folyamat stacionárius

A [4] cikkben megmérték az élettartam-eloszlás paramétereit Franciaország, Svájc

és Ausztrália esetében. A méréseket 2012-ben, 2011-ben és 2009-ben végezték,

így csak a 2000 és 2018 közötti történelmi adatokat vesszük �gyelembe. A rekord-

tartók ebben az id®intervallumban 1900 körül születtek, így meg kell becsülnünk

az akkori születési rátát. Ehhez csak a fejlett világot fogjuk �gyelembe venni,
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mert a többi ország esetében a paraméterek eltér®ek, és nem túl valószín¶, hogy

valaki egy fejletlen, alacsonyabb várható élettartammal rendelkez® országból lesz

rekorder. A különböz® becslések mérlegelése után a λ = 2, 5 · 106 értéket fogjuk

használni.

9. ábra. A valós adatok 2000 és 2018 között.

Most két értékét fogjuk kiszámítani a valódi folyamatnak. El®ször a való-

di folyamat átlagát, ami a 9 ábrán látható görbe alatti terület osztva az id®-

intervallum hosszával. Másodszor a rekorderként való regnálási id® átlagát.

A valódi folyamat átlaga = 115, 19 (81)

átlagos regnálási id® rekorderként = 0, 59 (82)

Az elméleti és az empirikus értékek összehasonlítása a 1 táblázatban látható.

Ezeket a három különböz® ország paramétereire numerikus integrálással számol-

tuk ki, a 2. rész (48) és (62) eredményeit használva, és a λ értéket 2,5 milliónak

véve.
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Ország, amire a paramétereket kimérték: France Switzerland Australia
A Markov-folyamat stacionárius eloszlásának várható értéke: 113,45 111,02 112,02
Az empirikus értékt®l való eltérés (abszolút értékben): 1,74 4,17 3,17
A rekorderként való regnálási id® várható értéke 0,60 0,53 0,53
Az empirikus értékt®l való eltérés (abszolút értékben): 0,01 0,06 0,06

1. táblázat. A valós értékek összehasonlítása az empirikus értékekkel.

Mint fentebb említettük, nehéz összehasonlítani a valós folyamatot az elmé-

letivel, de az 1 táblázatban látható, hogy a 2012-ben, Franciaországban mért

paraméterekkel és λ = 2, 5 · 106-nal meglehet®sen jó eredményeket kaptunk.
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5. Inhomogén folyamat

Hosszabb id®n át tekintve a folyamatunkat már nem teljesül az eredeti feltéte-

lezésünk, hogy a Poisson-folyamat λ paramétere állandó, mivel folyamatosan n®

a Föld lakossága, akik egészségesebben is élnek, valamint a valós adatsor sem

t¶nik stacionáriusnak idóben. Ezért a következ®kben bevezetjük a modell egy

módosítását, ahol ezt a λ paramétert id®függ®vé tesszük a többi feltevés meg-

tartása mellet. Célunk, hogy ezt a folyamatot megfelel® paraméterbeállításokkal

összehasonlítsuk a teljes valós adatsorral.

Ahogy eddig, jelölje Yt a legid®sebb ember életkorát t id®pontban. Ekkor

hasonló gondolatmenet alapján mint 1.8-ban kifejezhetjük Yt eloszlásfüggvényét:

P(Yt) = exp

(
−
∫ ∞

0

λ(t− x− u)(1− F (x+ u))du

)
=

= exp

(
−
∫ ∞

x

λ(t− u)(1− F (u))du

) (83)

Tegyük fel továbbá, hogy λ(t) exponenciális függvény, tehát:

λ(t) = ceγt, c, γ > 0. (84)

Valamint használjuk a már 2 részben megismert élettartam-eloszlást a Francia-

országra mért paraméterekkel ([4] 24-es oldal).

Ekkor Yt eloszlásfüggvénye (83) alapján a következ® alakú:

P(Yt) = exp

(
−ceγt

∫ a

x

exp(−γu+
b

α(a− u)α
)du

)
(85)

Az egyszer¶ség kedvéért eltoljuk az adatsorunkat úgy, hogy 1955-öt tekintjük 0-

nak, így t ∈ [0, 63].Az összehasonlítást a valós adatokkal megnehezíti az élettartam-

eloszlás farokeloszlásának bizonytalansága, mivel ezen eloszlást valós halálozási

adatokból számították ki, így az eloszlás jobb végponthoz közeli részének illesz-

tésekor csak nagyon kevés adatpont állt a rendelkezésükre.

A megfelel® illeszkedés miatt Yt eloszlásának c és γ paramétereit úgy állítjuk be,

hogy a kapott eloszlás várható értéke t = 0 és t = 63 id®pontokban megegyez-

zen az eredeti folyamat regressziós egyenesének ezen pontokbeli értékével. Ez

c = 1015 és γ = 1
63
log(2 · 106) esetén valósul meg.

Hogy összehasonlítsuk a folyamatunkat a valós adatokkal, kiszámítjuk 1955-t®l

2018-ig minden év els® napjára a fenti eloszlás várható értékét, illetve a várha-
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10. ábra.

tó érték köré a második momentumot és a Csebisev-egyenl®tlenséget használva

legalább 90%-os kon�deciaintervallumot szerkesztünk, majd az így kapott pont-

sorozatokat egyenesekkel összekötjük.

Ez látható a 10 ábrán. A könnyebb értelmezhet®ség kedvéért az ábrázoláshoz

visszatoltuk a folyamatunkat az eredeti id®intervallumba. Ahogy az ábra is mu-

tatja, ezzel az inhomogén megközelítéssel már elég jó illeszkedést tudtunk elérni

a valós adatokra.

A magas paraméterválasztást indokolja a már el®bb említett bizonytalansága

az élettartam eloszlásnak, de nincs okunk másfajta lecsengést feltételezni, ezért

csak a valószín¶ségek konstanssal való szorzását választjuk a jobb egyezés elérésé-

hez. Ez a konstans úgy jelenik meg a formulában, hogy a születési rátát szorozza,

ezért tekinthetjük λ(t)-t a korrekciós konstans és a születési ráta szorzatának.
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6. Összefoglalás

A szakdolgozatomban a világ legid®sebb emberének életkorára vonatkozó Markov-

folyamatot vizsgáltuk.

Az els® részben egy kétdimenziós ábrázolás segítségével bizonyítottunk egy exp-

licit képletet a folyamat stacionárius eloszlására, ami lehet®vé tette a folyamat

különböz® tulajdonságainak kiszámítását.

A második részben kiszámítottuk a folyamat tulajdonságait a [4] cikkb®l származó

reális élettartam-eloszlással. Meg�gyeltük, hogy a rekordtartó személyazonossá-

gának változási sebességének átlaga közel lineáris függvénye a log(λ) értéknek, és

adtunk néhány heurisztikát e meg�gyelés meger®sítésére.

A harmadik részben a stacionárius eloszlás határeloszlását vizsgáltuk. Beláttuk,

hogy F (−x) = 1 − xα élettartam eloszlás esetén Weibull, míg a [4] cikk szerinti

élettartam eloszlás esetén Gumbel eloszlású a stacionárius eloszlás határeloszlása,

megfelel® normálás mellet, ahogy λ → ∞.

A negyedik részben az el®z® élettartam-eloszlás mért paramétereit használtuk fel

arra, hogy összehasonlítsuk modellünk tulajdonságait a valós adatok egy részé-

vel. Ehhez a Gerontology Research Group [3] történelmi adatait használtuk, és

néhány becslést a λ paraméterre. A legjobb eredményeket a 2012-ben Franciaor-

szágban mért paraméterek felhasználásával kaptuk.

Az ötödik részben inhomogénre módosítottuk a folyamatunkat, hogy a teljes va-

lódi adathalmazzal összehasonlíthassuk a modellünket. Ezzel a modellel, és meg-

felel® paraméter választással jó egyezést sikerült elérnünk.
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11. ábra. Forrás: Gerontology Research Group ([3])
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12. ábra. Forrás: Gerontology Research Group ([3])34
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