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A § B ¨.© C ª ¢ ª«©�¬.(® ¢d£(¢ © ¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤(¢.¦2°_±C¢b²b¢ ¬d¬d³ ¦�¦0´�µC¶ ® ¯v¶ ¬ ¢ ® ¯ ¨.® ¢ ª ´�¯�·!¸(¢ ® ¢ ª ¢d¦0¦(¢ ® ¶X¦(¹<¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¢ © ¢.¯ ¨dº¥A¤(¢.¦(¢ ª.»
¼ ¶A½?¶ ¬ A,B ¨.© C

¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤(¢d¦¾¦<¹ ¬d³!®�¿2À ¥ ªÁÀ<© ¶V¥ k
¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬ ´Â¦¾Ã2¢ ¼ k = 0, 1, 2, 3

½
Ä
¼ Ã�½U¶ ¬ A,B ¨.© C

¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤(¢d¦¾¦<¹ ¬d³!®�® ¢.£<¶ ®nÅ ÃCÃ i
Ã2¢d¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬ ´Æ¦ ¼ i = 0, 1, 2, 3

½ÇÄ
¼#È ½U¶ ¬ A,B ¨.© C

¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤(¢d¦¾¦<¹ ¬d³!®�® ¢.£VÉ`¢ ® ²b¢dÃ!Ã j
¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬ ´Æ¦¾Ã�¢ ¼ j = 0, 1, 2, 3

½
°
���Ê=+��Ë ®Æ® ¢.¥ (Ì ´ ¬.¬d³ ¦?¶ ¬ ¶ ®nÅ Ã!ÃC´�¶ ¬dÀ ¥ À<©Á©ÁÅ £ À ¦I¶ ª.»

¼ ¶A½
A ◦ A = ∅ Ä¼ Ã�½
A ◦ ∅ = A

Ä
¼#È ½

A ◦ Ω = A
Ä

¼#Í ½
A ◦ (B ◦ C) = (A ◦ B) ◦ C

Ä
¼ ¢&½

(A ◦ B) ∩ B = B \ A
Ä

¼ É«½
A ∩ (B \ C) = (A ∩ B) \ (A ∩ C)

Ä
¼ £0½

A ∩ B \ C = (A \ C) ∩ (B \ C)
Ä

¼ µ�½
A \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C)

Ä
¼ ´Ê½

A \ [A \ (B \ C)] = A ∩ B ∩ C
Ä

¼ ²x½
A ∪ B = A ◦ B ◦ (A ∩ B)

Ä
¼ ¦!½

A ◦ C ∪ [B \ (A ∪ C)] = [(A ◦ B) \ (A ∩ C)] ∪ [(B ◦ C) \ (A ∩ C)]
Ä

¼ ® ½ A ◦ C ⊂ (A ◦ B) ∪ (B ◦ C)
Ä

¼ ¯¾½
(A ∪ B) ∩ (B ∪ C) ∩ (C ∪ A) = (A ∩ B) ∪ (B ∩ C) ∪ (C ∩ A)

Ä
¼ ¥�½

(A ∪ B) \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C) ∪ (B \ C)
Ä

¼ À ½ (A ∪ B ∪ C) \ (A ∩ B ∩ C) = [A \ (B ∩ C)] ∪ [B \ (C ∩ A)] ∪ [C \ (A ∩ B)]
Ä

¼ ¿ ½ (A ∪ B ∪ C ∪ D) \ (A ∪ B ∪ C) = D \ (A ∪ B ∪ C)
Ä

¼;Î ½
A ∩ (A ∪ B) ∩ (A ∪ B ∪ C) ∩ (A ∪ B ∪ C ∪ D) = A ∩ B ∩ C ∩ D

Ä
¼ Ì ½ [(A ∩ B) \ (A ∩ C)] \ (B ∩ C) = (A ∩ B) \ C

Ä

Ï



¼ © ½ (A ∩ B) ∪ C \ [(A ∩ C) ∪ B] = C \ (A ∪ B)
Ä

¼ ª ½ [A ∩ (B ∪ C)] ∪ [B ∩ (C ∪ A)] ∪ [C ∩ (A ∪ B)] = (A ∩ B) ∪ (B ∩ C) ∪ (C ∩ A)
°

���nL��¡ �¢d£<¤(¢d¥
Ω ª ¢ ª«©x¬d(® ¢d£<¢ © ¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤ ªx¨.Ì�¨.© A ⊂ P(Ω) ª ¢ ª«©�¬.(® ¢d£<¢ © ¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤<¶ ® £<¢dÃ Ì ¶!°,Ð�´ ¬dÀ ¥A¤0Ñ ª«©�Ò ¦¾Ã�¢ § µ À £<¤

¼ ¶A½
(A, ◦) Ó Ã2¢ ®Ôº È ©xÀ(¿2À<Ì�ª Ä¼ Ã�½
(A, ◦,∩)

£(¤0· Ì · ¼ ¯�¢ ® ¤0Ã2¢d¥ ◦ ¶ ¬ ¹ ©x©x¬ ¢&¶ Í Å(©�¨.© ∩ ¶ ©�¬.À(ÌÁ¬.Å<© ½ § ¶X£<¤A· Ì ·?¥ Ò!®Æ® ¢ ® ¢.¯X¢ ∅ § ¢d£<¤ ©�¨ £(¢ ® ¢d¯�¢ Ω
°

���ÆP:� ¼ ¶A½?Õ Å(ÌxÀ ¯|¦ ³C® ¹<¥AÃ2¹ ¬.N¨dÌ ¯ ¨
ª�¨&© ¦ ¨dª ¶ ¬dÀ ¥ À<© ¼ ¯X¢.£(¦ ³!® ¹(¥!Ã2¹ ¬
ª ¢ ª µ!¢ ª ¢ ªx® ¢d¥�½@¦ À È ¦ ÅVª Í À Ã Ò ¥!¦vÉ`¢ ® ¢d£<¤ ©x¬ ¢ ÌxÌ ¢(°,Õ Å ¥A¤¦ ³!® ¹(¥AÃ2¹ ¬d ¦0´Â¯�¢.¥!¢ ª ¢ ® ¢ ® ¢dµ!¢ ª ¶X¦0Ñ ©x¨dÌÁ® ¢ ª ¥!¢.¦[°gÖ×¢ ¿!Ì ¢ ¬ ¢.¥ ªÁÅ(® ² Ò ¦�¶X¦0Ñ ©�¨.Ìx® ¢ ª ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤ ª ¢ ÌÁ¨
ª °¼ Ã�½UÕ Å(ÌxÀ ¯|ÉÊ¢.¦(¢ ª ¢ ¨.© ¦ ¨
ª É`¢dµ ¨dÌ ¦ À È ¦ ÅVª Í À Ã Ò ¥!¦¾É`¢ ® ¢d£(¤ ©x¬ ¢ ÌxÌ ¢<° ¼ Ó�¬ ¶ ¬dÀ ¥ À<©�©x¬ ÑÆ¥A·Ø¦ À È ¦ Å ¦v¯�¢d£<¦ ³!® ¹(¥!Ã2¹ ¬dª ¢ ª µ!¢ º
ª ¢ ªx® ¢d¥!¢.¦!½Ç°_Õ Å ¥0¤¾¦ ³!® ¹(¥0Ã2¹ ¬d ¦0´Æ¯�¢d¥!¢ ª ¢ ® ¢ ® ¢.µ!¢ ª ¶X¦0Ñ ©�¨dÌÁ® ¢ ª ¥!¢d¦[°\Ö�¢ ¿!Ì ¢ ¬ ¢d¥ ª«ÅV® ² Ò ¦�¶X¦0Ñ ©x¨dÌÁ® ¢ ª ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤ ª ¢ Ìx¨dª °

���ÊS+�¡Õ Å(ÌxÀ ¯Ù¦ À È ¦ ÅIª Í À Ã Ò ¥!¦vÉ`¢ ® ¢d£<¤ ©x¬ ¢ ÌxÌ ¢(° Ó×¬ ¶ ¬.À ¥ ÀA©@©x¬ ÑÆ¥A·?¦ À È ¦ Å ¦�¯�¢d£(¦ ³!® ¹<¥!Ã2¹ ¬
ª ¢ ª µ!¢ ª ¢ ªx® ¢d¥C¢d¦[°gÕ Å ¥0¤v¦ ³!® ¹(¥AÃ2¹ ¬d¦0´Â¯�¢d¥C¢ ª ¢ ® ¢ ® ¢dµ!¢ ª ¶X¦0Ñ ©�¨.Ìx® ¢ ª ¥!¢d¦
¼ ¶A½�µC¶�¶X¦ À È ¦ Å ¦¾¶ ¬dÀ ¥ À<©�©x¬ ÑÆ¥A·!¢.¦[Ä¼ Ã�½?µC¶X¦ ¨dª ¦ À È ¦I¶�É`¢.¦(¢ ª ¢ ¨&© ¶XµC¶ Ì ¯v¶ Í ´Æ¦vÉ`¢dµ ¨dÌ Ä¼#È ½?µC¶X¯�´Æ¥ Í µ Å(ÌxÀ ¯Ú¦ À È ¦I¶N¦ ³!® ¹<¥AÃ2¹ ¬.�©�¬ ÑÂ¥0·�Û

���nO��¡ �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
A1, A2, . . . , An ª ¢ ªÁ©x¬d<® ¢.£(¢ © ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤(¢d¦[°\Üo´ ª ²b¢ ® ¢d¥ ª ¶ ¬ A1 ◦ A2 ◦ · · · ◦ An

¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤!ÛÝßÞÁàdá
Þ«àVâ!ãfä
å.æ Ó×¬ Ï ° ç!°0É`¢ ® ¶ Í ¶ ª ¼ ¶<½ ¿2À ¥ ª ² Å ¥C¶(¦¾¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬
ªÁ¨ Ã2¢d¥Ø¶ ◦ ¯�·!¸(¢ ® ¢ ª�èIé«é�ê&ë.ìdí;èIîðïÊñ °
��� ^ ��Ë_£(¤ Ò!Ì ¥ Å Ã�¶V¥?¸V¶V¥ØòNÉ`¢dµ ¨dÌ&§ ò ¬ ¹ ® Í ¨.©�óN¿ ´ ÌxÀA© £ À(® ¤(ôC°gÐ�¢d¥A¤0õ ®ÆÒ ¥!¦?¶ ¬öÒ!Ì ¥ Å ÃC¶ ¨&©�ª ¶ ®nÅV®ÆÀ ¯ Ì ¶N¦A´Æ¸(¢ ©�¬d³ ¥!¦ ó £ À<® ¤(ô ª °

¼ ¶A½�÷ Ì ² Ò ¦ ® ¢�¶ ¬ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤ ª ¢ Ì ¢ ª °¼ Ã�½UÕ Å ¥A¤�¯�¢d£VøC£<¤(¢ ® µ!¢ ªÁ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤ ® ¢dµC¢ ªÁ©x¨ £<¢ © ¶ ©�¬ ô(ÃC¶(¥�É À(Ì £(ôX¦0Ñ ©x¨dÌÁ® ¢ ª ¥ ¨d® Û¼#È ½UÕ Å ¥A¤�¯�¢d£VøC£<¤(¢ ® µ!¢ ªÁ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤ ® ¢dµC¢ ªÁ©x¨ £<¢ ©.§ µC¶�¶X¦ ¨
ª £ À<® ¤(ô ª ¢d£(¤0¯ Å(©�ÒFªÁÅ ¥UµAõ ¬d¬dÒ ¦!Û

ùú���F�F���_�����û�:�b�+�!ü����\�4�:���bý\�!���:���A���4���
���n]�� ¼ ¶A½? �¢.£(¤(¢d¥

A,B ¨&© C
µ ÅVÌÁÀ ¯ ª ¢ ªÁ©x¬d(® ¢d£<¢ © ¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤<°\Ð�´ ¬dÀ ¥0¤0Ñ ª«©�Ò ¦¾Ã2¢�¶ ¬ ¶ ®ÆÅ Ã!Ã!´+¢d£<¤(¢d¥ ®Æ(ªx® ¢d¥ ©x¨ £(¢ ª.»

P(A ◦ C) ≤ P(A ◦ B) + P(B ◦ C).

Ë ¬ ¶ ¬
ª ²b¢ ® ¢.¥ ª ´ § µ À £<¤XµC¶ ∆(A,B) := P(A ◦B) þZªÁÅ ¸ À(®n©xÅ £ ÀVª�ÿ ¼ ©x¬ ¢d¯�´Æ¯�¢ ªxÌ ´Æ¦ ÅIª ½ ¨.Ì�ª ¢ ® ¯X¢ ¬d¬d³ ¦�¶ ¬ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤<¢d¦¦(¹ ¬ ¹ ªxª.§ ¶V¦0¦ À<Ì ∆(·, ·) ¦0´Æ¢ ®Æ¨ £(Ñ ª ´:¶Xµ ÅVÌÁÀ ¯ ©x¬ ¹(£ º ¢.£V¤(¢d¥ ®ÂVªÁ® ¢.¥ ©�¨ £(¢ ª °¼ Ã�½UÐ�´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁ©xÒ ¦¾Ã2¢ § µ À £(¤¾µC¶ P(A ◦ B) = 0 § ¶V¦0¦ À(Ì P(A) = P(B)
°

���nh��¡Ü ÒFª ¶ ©x©xÒ ¦�¯X¢.£ § µ À £(¤¾Ã Å(Ì ¯�¢ ® ¤ A § B ¨&© C
¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤ Ì ¢�É`¢.¥!¥ ÅV®Æ®ð»

|P(A ∩ B) − P(A ∩ C)| ≤ P(B ◦ C).

���#�0R:��Ü ÒFª ¶ ©x©xÒ ¦�¯X¢.£ § µ À £(¤¾Ã Å(Ì ¯�¢ ® ¤ A ¨.© B
¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤ Ì ¢�É`¢d¥C¥ ÅV®Æ®#»

−1

4
≤ P(A ∩ B) − P(A)P(B) ≤ 1

4
.

���#���2��Ü ÒFª ¶ ©x©xÒ ¦�¯X¢.£ § µ À £(¤¾Ã Å(Ì ¯�¢ ® ¤ A ¨.© B
¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤ Ì ¢�É`¢d¥C¥ ÅV®Æ® ¶

P
2(A ∩ B) + P

2(A ∩ B) + P
2(A ∩ B) + P

2(A ∩ B) ≥ 1

4¢d£(¤<¢d¥ ®ÆVªÁ® ¢.¥ ©�¨ £ §�¨.© ¢d£(¤(¢.¥ ®Æ<©x¨ £U¶(¦0¦ À(Ìö¨.© È © ¶V¦u¶V¦0¦ À<Ì�ª ¢ ® ²b¢ ©x³!®ð§ µC¶ P(A) = P(B) = 1/2 ¨.© P(A ∩ B) = 1/4¼ ¶ ¬ ¶ ¬ ¶ ¬ A ¨.© B
¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤(¢.¦vÉ ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥!¢d¦!½Ç°���������	���	
 å&æ Õ�¶ ©�¬ ¥ ÅV® ² Ò ¦�¶ ® ´Æ¥!¢ Å(Ì ´ © ¶ ® £<¢dÃ Ì«Å Ã2ô ® ²bô ® ´ © ¯�¢ Ìxª�� È µ��¶ Ìx¬dº ¢.£(¤(¢d¥ ®ÂVªÁ® ¢.¥ ©�¨ £(¢ ª °

���#�F=�� ¼ ¶A½? �¢.£(¤(¢d¥
A ¨&© B

¦ ¨dª ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤<°,Ð@´ ¬dÀ ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦�Ã2¢ § µ À £(¤�µC¶ P(A) ≥ 0.8 ¨.© P(B) ≥ 0.5 § ¶V¦0¦ À(Ì P(A∩B) ≥
0.3
°

¼ Ã�½UÐ�´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁ©xÒ ¦¾Ã2¢ § µ À £(¤ ª ¢ ªÁ©x¬d<® ¢.£(¢ © A1, A2, . . . , An
¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤(¢d¦ Ì ¢�É`¢d¥!¥ Å(®Â® ¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ¢.£(¤(¢.¥ ®Â(ªx® ¢d¥ ©x¨ £ »

P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) ≥ P (A1) + P (A2) + · · · + P (An) − (n − 1).

ó
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X
¢.£(¤ö¢.£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©x© ¶ ® ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªÁÀVª�ª ¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ ©�¬&Å ¯ ¶ ¬ {1, 2, . . . , n} µ�¶ ® ¯�¶ ¬ Ã2ô ® °� <¢ ® ¹ ® ²b¢ p(n)

¶(¥!¥C¶V¦
¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £ ¨
ª&§ µ À £(¤ X2 − 1 À<©x¬
ª µC¶ ª ô Ï"! ºð¬ ¢ ® °gÜo¢d¥!¥0¤0´ ® ¢ ©�¬ ¢.¦0¦ À(Ì
¼ ¶A½

p(10)
Ä

¼ Ã�½
p(25)

Ä
¼#È ½

limn→∞ p(n)
Û

=+�Ê=+�$# ¨
ª ¶ ¬dÀ ¥ À<© ¢ Ì ¢b²b·N² ÅVªx¨ ¦ À<©.§&% Í Å ¯ ¨.©(' ¸I¶ ¿ ´Æ¥!£ ¿2À ¥!£ À(¬ ¥�¶V¦[°*)�¢d¦0´Æ¥ ª«©�³ ¦?¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤(¢d¦(¢ ª.»
A := { % Í Å ¯�¥ ¨ £<¤¾¯�¢ ÈdÈ © Ã <® ¼ ¿2À ¥ ªxÀA© ¶(¥�½@µ ÅVÌ ¯v¶ ª ¯X¢.£(¥0¤(¢ Ì },

B := { ' ¸V¶X¥A¤ À<® È ¯�¢ È.È © Ã (® ¼ ¿2À ¥ ªÁÀ<© ¶V¥�½@¹ ª ¹ ª ¯X¢.£(¥A¤<¢ Ì }.
¼ ¶A½ �0¬.Å ¯ À(®nÅ(© ¥ ¨.® ¦ ³!® © ¶ È.È À(® ² Ò ¦¾¯�¢d£v¶X¦ ¨
ª ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤¾¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £ ¨
ª °gÜo¢ ® ¤0´Æ¦ ªÁ³ ¥!´Æ¦�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A·!Ã!ÃC¥!¢d¦!Û¼ Ã�½?Ë ®Æ® ¢.¥ (Ì ´ ¬d¬d³ ¦¾´Â¥ ªxÒ Ñ È ´Æô(¥C¦I¶ ª ¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢d¦�¦0´ ©�¬&Å ¯ À(®nÅ(©ÁÅ ¸I¶ ® °

=+�nL��¡Õ Å(ÌxÀ ¯ ¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® Í À ÃA¸V¶ § ¯X¢.¥!¥A¤0´�¶o¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢v¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤J¶ Í À Ã ÀVªxªN©�¬&Å ¯ À ¦ß¹ ©Á©�¬ ¢d£(¢ 10 º ¥ ¨d® ¥�¶V£(¤ À Ã!Ã�Û¼ �0¬&Å ¯ À(®nÅ(© ¥ ¨d® ¦ ³!® ´ © ¯�¢d£(¤,+ ½ÝßÞÁàdá
Þ«àVâ!ãfä
å.æ Ë ¬ ¸ À(®Âª ¶X¥0¤(¢ ÌÁ¨.© É`¢ ®Âªx¨
ª ¢ ® ¢�¶.-0/�121Ç° ©x¬.ÅV¬ ¶ Í Ã�¶V¥ Í ´Â¸V¶ ªxÀA©4þ ¿ ¶ ©Á© ¢ Í ´43 ÿ ² ÅIªÁ¨ ¦0ÃC¶(¥�°
=+�ÆP:�¡Üo´�¶X¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A·!Ã!Ã » ¶ ¬(§ µ À £(¤�¢d£<¤¾¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® ¥ ¨ £<¤ ©x¬ ¢ Ì Í À ÃA¸V¶ ® ¢.£<¶ ®nÅ ÃCÃ?¢.£(¤ ©�¬ ¢ Ì µC¶ ªÁÀ<©�ª Í À Ã0² Ò ¥!¦ § ¸I¶V£<¤¾µ À £<¤¾¦ ¨
ª¦ À È ¦ Å ¸V¶ ®+ó65Vº ©�¬ ¢ Ì Í À ÃA¸V¶ ® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã?¢d£<¤ ©x¬ ¢ Ì ¯X´Æ¥ Í ¦ ¨dª ¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® µC¶ ªÁÀ<©�ª Í À ÃF² Ò ¥!¦[°ÝßÞÁàdá
Þ«àVâ!ãfä
å.æ Ë ¬ Í ¢oÜ ¨dÌÁ¨U®ÆÀ ¸I¶V£uÉ`¢ ® ¶ Í ¶ ª ¶ § Ï ò87 5Vº Ã2¢.¥lÐ ® ¶V´ © ¢:9\¶ © È ¶ ®Ôª ô ® ¦ ¨.Ì Í ¢ ¬
ª ¢(°;/_¶ ® ôV² Å ÃC¶(¥l¯ ÅVÌ:< ¶ Ì Í ¶V¥ À¼ Ï 7 !!Ï º Ï 78=Iò(½4´ © É À £ ® ¶ ® ¦ À(¬dÀVªxª ¶X¦ ¨dÌ Í ¨.©Á© ¢ ® °���������	���	
 å&æ 9 Ì ô<Ã ÅV® ²�¶V¥�¶V¦ À<® ¤<¶(¥XÃ!´ ¬dÀ ¥A¤0Ñ ªÁÅ<©bª\ª ¶ ®nÅV® ¥!´ § ¶V¯�¢ ® ¤ ¬.© ¢dÃ ©x¬.Å ¯ À<® ô<£ ¨d¿ µC¶ ©�¬ ¥ ÅV® ¶ ª ¶¡¥ ¨d® ¦ ³!® ´ © ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤ Ì ¢¸(¢ ¬ ¢ ª ¼ ¢d£<¤¾¥!¢d¸(¢ ¬ ¢ ª ¢ © ¢d£(¤(¢.¥ ®Â(ªx® ¢d¥ ©x¨ £<¢ ª ¦(¢ ®Æ® ¶ ® ¦I¶ ® ¯v¶ ¬ ¥!´n½
°
=+�ÊS+�¡Üo´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0·!Ã!Ã » òX¦ À È ¦I¶ Í À Ã Å(©Á© ¶ ®2® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã?¢.£(¤ ©x¬ ¢ Ì µC¶ ªxÀ<©�ª Í À Ã!¥!´�¸I¶V£<¤ Ï ó ¦ À È ¦I¶ Í À Ã Å(©Á© ¶ ®2® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã?¦ ¨dªÁ©x¬ ¢ ÌµC¶ ªÁÀ<©�ª Í À Ã!¥C´nÛÝßÞÁàdá
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ª °¼ Ã�½ �0¬.Å ¯ À(® ² Ò ¦6¦0´×¶ ¬ µC¶ ªÁÀ<©X®ÆÀVªxª ô<¥ 0 § 1 § 2 § 3 § 4 § 5 ¨.© 6 ª ¶ ®nÅV® ¶ ª ¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £ ¨
ª ° ¼ Ó ¿ ô ª«©�¬&Å ¯ ÀVª ¯ À<©�ª ¥!¢
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=+�nh���Ë_£(¤ ¿ ¶ Ì ¦ À(® ô ª ´ ¬ ¢.¥!¦ ¨
ª ¢d£<¤0¯ Å<© ¯�¢ ®Æ® ¢ ª�ª ´�µ!¢ ® ¤0Ã (®+Å(®Â® °gË_£(¤¾¢d¯�Ã2¢ Ì ¶ ¬
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È ´ ¿2Vª ¼ 2r ≤ n
½Ç°uÜo´�¶o¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤�¶X¦0´Æ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªÁÀVªxª È ´ ¿2 ¦¾¦(¹ ¬ ¹ ªxª
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Í Ã Å<©�¬ ¶N¸I¶V¥ ¼ k = 0, 1, 2, 3, 4
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ª&§ µ À £<¤ '4©x¬ ¶(¦ § #ö¢ ® ¢ ª.§�J�¨d®_¨.© > ¤ Ò £<¶ ª a § b § c § ´ ®Æ® ¢ ª ¸(¢ d
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ª.§ µ À £<¤�¸V¶ ® ¶V¯�¢ ® ¤0´Â¦�² ÅIªx¨ ¦ À<© a § ¢.£(¤¯ Å(© ´Â¦ b § ¢d£<¤¾µC¶ Ì ¯v¶ Í ´Æ¦ c § ¸ ¨ £ ³!® ¶X¥!¢d£(¤<¢ Í ´Æ¦ d ¿ ´Æ¦A¦<¢ ª ¦V¶ ¿�§ µ�¶¼ Ï ½
a = 5, b = 4, c = 3, d = 1
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¼ ó ½ a = b = 4, c = 3, d = 2
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 å.æ Ó ¦ ¨dÌ Í ¨&© ¯�¢d£<¸ ÅV® ¶ ©x¬dÀ(®nÅ(©xÅ µ À(¬g¨dÌ Í ¢d¯�¢ ©+ª ¢ ©�ªxÌ ¢ ©x¬ ¶VÃ!¥C´<¶ ¬ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤ ª ¢ Ì ¢ ª °�):¢.¦0´Â¥ ªÁ©x³ ¦ö¶ 2n−k+1µ ÀA©x©x¬ õlÃC¶ ®Âº ² À Ã!Ã º ©�À<ÌxÀ(¬ ¶ ªÁÀ ¦I¶ ª +�Ë_¥!¥0¤0´ ¨.¿!¿ ¢ ®Æ¨ £J¶(µ!µ À<¬(§ µ À £<¤�¢ ® Í ¹(¥ ª µ!¢ ©x©x³ ¦ § µ À £(¤ ¶u¦ ¨dÌ Í ¨.© ¢ © ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤Ã2¢d¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬ ¢ ª�ªxº ¢<°¼ Ã�½ Ó É`¢d¥ ª ´:¦ ¨dÌ Í ¨.©xÌ ¢ö¶ Í ÀVª�ª ¸ Å(® ¶ ©�¬ö© ¢.£(Ñ ªÁ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ®2ª ¶ ®nÅV® ² Ò ¥!¦�¢d£(¤ ©x¬ ¢ Ì ·?¦0´ÔÉ`¢b²b¢ ¬d¨&©bª ¶ ¬ ¶ ®ÆÅ Ã!Ã!´+¹ ©x©x¬ ¢d£ Ì ¢ »
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(
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∑
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∑
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¢ ® ¢d¯�·UµC¶ ® ¯v¶ ¬¡³ £<¤(¢ © ¢d¥�¯�¢.£(¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÀVªxª�Ìx¨&©�¬dºµC¶ ® ¯v¶ ¬ ¶(´ð°
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² ÅVª Û¼#È ½U)�´ ¬ ¢d¥!¦ ¨
ª µC¶ ©xÀ ¥ ® ô�Ã ³ ¥ ª ¢ ªx¨&©bª ¦I¶ ¿FªxÒ ¥C¦v¶�µ ¨
ª ¦ ³!® ¹<¥AÃ2¹ ¬d ¥C¶ ¿ ²�¶(´Â¥ § Í ¢�¢.£(¤0´Æ¦(¢ ª�© ¢d¯Ù¸I¶ ©xÅ(Ì ¥C¶ ¿ °� À £ À<©xÒ!®Ôªxº ¢�¶É`¢ ®Âª ¢.¸ ¨.©x³ ¥!¦ § µ À £<¤¾¶ Ì ¢d¥ Í (Ì ¹(¦v¸I¶ ©xÅ(Ì ¥C¶ ¿2À ¥!¦ ¨ ¥ ª ¥!¢d¯�¢ ®Æ® ¢.¥ (Ì ´ ¬ ¥!¢d¦!Û ¼   Í ° ó ° ó 7!°AÉ`¢ ® ¶ Í ¶ ª ½
=+�Ê=CL:� ¼ Ë ® È © ¢ ÌÁ¨d®Âª ¦I¶ ® ¶ ¿2À ¦!½�Ë4£(¤ n ª ¶V£<õßÉ ¨dÌ ø ªÁÅ(ÌÁ© ¶ ©ÁÅ £?¸V¶ È ©xÀ(Ì«ÅV¬ ¥!´g¯�¢d¥ ª ¢d£(¤ ¨
ªxª ¢ Ì ¢d¯�Ã2¢<°�#�¶ ® ¶ ¿ ²�¶V´Æ¦I¶ ª ¶ ÌÁÒ µC¶ ªÁÅVÌ ÃC¶(¥µC¶V£<¤ ªÁÅ ¦[°V/4¶ È ©xÀ(Ì ¶ ¨&© Ã À(ÌÁÀ(¬ £A¶ ª«Å(©öÒ!ªÁÅ ¥6¦V¶ ® ¶ ¿ ²�¶V´Æ¦I¶ ª�ª ¢ ® ²b¢ © ¢d¥6¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·C¢d¥ ¸0´ ªxªx¨ ¦�¢ ® ¶ ÌxÒ µC¶ ª«ÅVÌ Ã�ô ® °ØÜq´�¶¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢�¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £<¤U¶ ªÁÅ(ÌÁ© ¶ ©ÁÅ £(¥C¶V¦ ® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!Ão¢d£(¤ ª ¶V£&²�¶�¶ © ¶I² ÅIª ¦I¶ ® ¶ ¿ ² ÅIª ¸0´ ªxª ¢NµC¶ ¬ ¶<Û �0¬&Å ¯ À(® ² Ò ¦U¦0´,¢¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £NµC¶ ª«ÅVÌÁ¨
ªx¨.Ì ¦ ¨dª ¶ ¬ n → ∞ ® ´Æ¯�¢ ©�¬ Ã2¢d¥�°WYXnå�ã 
CZ[�N��\�\P�6]IZ^�C] æ �0¬.Å ¯ À(® ² Ò ¦v¦0´+¥C¶V£<¤ n ºZÌ ¢ ¼ ¶ ¬ ¶ ¬ ¶ ¬ n → ∞ ® ´Æ¯X¢ ©�¬ Ã2¢d¥�½�¶(¥!¥C¶V¦¾¶ ¬ ¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤0¥!¢.¦¾¶N¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· º

©�¨ £ ¨
ª&§ µ À £(¤ ¿2À ¥ ªÁÀ<© ¶V¥ k
¢.¯�Ã2¢ Ì ¯X¢.£(¤¾µ�¶ ¬ ¶�¶ © ¶I² ÅVª ¦I¶ ® ¶ ¿ ² Å ¸I¶ ® ¶NÉ`¢b² ¨ ¥�°

=+�Ê=!P��0)�Ñ ¬&©�¬ ¢ Ì Í À Ã Ò ¥!¦U¢d£(¤?¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® °@Üo¢.¥!¥A¤0´,¶V¥!¥�¶V¦?¶v¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £<¤?¶ ¬ 1, 2, . . . , 6
¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥0¤(¢d¦?¯�´Â¥ Í ¢.£(¤0´Æ¦(¢

® ¢.£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã?¢d£(¤ ©x¬ ¢ Ì ¢ ®Â É À(Ì Í Ò!® Û
=+�Ê=�S�� ¼ ¶A½

k
£ À<® ¤(ô ª µ!¢ ® ¤(¢ ¬.³ ¥!¦ ¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ ©�¬ ¢ Ì ·!¢d¥ n

Í À Ã À(¬ Ã�¶!°�Üo´�¶u¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢�¶(¥!¥C¶V¦ § µ À £(¤�¢d£<¤A´Æ¦ Í À Ã À<¬?© ¢d¯¯v¶ Ì ¶ Í ³!Ì ¢ © Û¼ Ã�½ Ó×¬ ¢ ®Æ ÃCÃ!´+¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤ ª µC¶ ©x¬ ¥ Å(® ¸V¶ ©x¬.Å ¯ À<® ² Ò ¦¾¦0´:¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¦0´ÔÉ`¢�²b¢ ¬d¨&©�¨dÌ�ªÁ¨ ¦ ¨dª k ≤ n ºZÌ ¢ »
n
∑

j=1

(−1)j−1jk

(

n

j

)

.

7



=+�Ê=CO:� Ó Ã Ì ´ Í ¬.© ² ÅIªx¨ ¦ ÀVª 7 ó�® ¶ ¿2À<© É Ì ¶V¥ È ´Æ¶?¦ Å(Ì�ª ¤ Å ¸I¶ ® ² ÅIª«©x©x¬.Å ¦ § ¯X¢ ® ¤u¥ ¨ £<¤ ©x¬ ÑÆ¥AÃ2¢.¥ Ï ç G Ï ç ® ¶ ¿2ÀVªöª ¶ Ìxª ¶ ® ¯v¶ ¬ ° Ó ¥ ¨ £<¤² ÅIªÁ¨ ¦ À<©.§ ¶(¦A´Æ¦(¢ ª ¶ ¬N¨ £ ªÁÅ ²�¶(¦A¦V¶ ®,©x¬dÀ ¦ Å(© ¯�¢d£<¥!¢d¸(¢ ¬ ¥!´ §+À<©x¬
ªÁÅ<© ¦ À<Ì Ï ç G Ï çv¦ ÅVÌxª ¤ ÅVª ¦V¶ ¿ ° ÓÙ©�¬ ¢d¯�Ã2¢d¥ ³!®Æ ² ÅVªx¨ ¦ À<©xÀ ¦¢d£(¤ ³Fªxª ¸V¶V¥!¥C¶(¦ » ¶ ¬$'@©�¬ ¶V¦ GIJ�¨d®+¨&© ¶_#ö¢ ® ¢ ª`G > ¤ Ò £<¶ ª ¸ À ¥C¶ ® ² ÅIª«©�¬ ´Â¦�¢d£<¤A¯ Å<© ¢ ®Æ® ¢.¥�°
¼ ¶A½?Üo´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £(¤�¶ ¬a'4©x¬ ¶(¦ G&J�¨.® ¸ À ¥C¶ ® ¥ Å(®[® ¢ ©x¬ ¸I¶ ® ¶(¯X¢ ® ¤0´Æ¦ ©x¬ ÑÆ¥AÃ (® ¯X´Æ¥ Í ¶ Ï ç ® ¶ ¿ Û¼ Ã�½UÜo´�¶ß¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ § µ À £(¤l¶ ¬U'@©�¬ ¶V¦ GIJ�¨d®�¨.© ¶�#ö¢ ® ¢ ªbG > ¤ Ò £A¶ ª ¸ À ¥C¶ ® ¥ Å(® ´ ©�® ¢ ©x¬ ¸V¶ ® ¶V¯�¢ ® ¤0´Â¦ ©x¬ ÑÆ¥AÃ (® Ï ç¦ Å(Ì�ª ¤<¶<Û

=+�Ê= ^ ��Ë_£(¤�²bô ® ¯X¢.£(¦(¢.¸(¢ Ìxª 7 ó¡® ¶ ¿2À<© É Ì ¶(¥ È ´n¶V¦ Å(Ì�ª ¤<¶ º È ©�À ¯v¶V£(Ã2ô ® ¢d£<¤(¢d¥!¦ ¨ ¥ ª µAõ ¬.¬dÒ ¦�¶�¦ ÅVÌxª ¤ Å ¦I¶ ª ¯X´Æ¥ Í ¶ Í!Í ´Æ£ § ¶(¯XÑÆ£�¯�´Æ¥ Í¶X¥ ¨ £<¤ ©x¬ ÑÆ¥AÃ (® ¥C¢d¯ µ0õ ¬dÒ ¥C¦ ® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã?¢d£<¤(¢ ª °_Üo¢d¥!¥0¤A´:¶X¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢¡¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤
¼ ¶A½ ® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã ª Ñ ¬.©x¬ ¢ Ì¼ Ã�½ ¿2À ¥ ªxÀA© ¶(¥ ª Ñ ¬.©x¬ ¢ Ì
¦(¢ ®Æ® µ0õ ¬ ¥ Ò ¥!¦!Û

=+�Ê=C]:��Ë_£(¤ ¨ ² ©�¬ ¶V¦V¶V´0² ÅVÌ ¶ ªÁÌ ¶ ª Ñ ¬�Ò!ª ¶ ©×©x¬.Å(®Â® É`¹ ® ¶�¸ ¨ £ ÅV®Æ®ÂÀ ¯ Å<©�À ¥�°\Üo´Æ¥ Í ¢.£(¤0´Æ¦ ³ ¦ ª ¢ ® ²b¢ © ¢d¥Ø¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥ ¨.© ¢d£<¤0¯ Å<©bª ô ®É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ ³!® ¸ Å(® ¶ ©�¬dª ²�¶¡¦0´ § µ À £(¤N¶ ó ! ¯�¢.£ ÅV®Æ® ôö¦(¹ ¬d³C® µ À(®�©�¬ ¢ Ì ¢ ª ¥C¢ ® ¢ ©x¬.Å(®Â® ¥!´ð°,±C¢ ®Âªx¨dª ¢ ® ¢ ¬.¬d³ ¦ § µ À £(¤�õ ª ¦(¹ ¬ Ã2¢.¥ © ¢.¥!¦0´
© ¢.¯ ¶(¦I¶ Ì ¶XÃ ÒC©x¬dÌ ¶�É`¢ ®Æ©x¬.Å(®Â® ¥!´ð°\Üo´:¶(¥!¥C¶V¦�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £<¤¾¶XÃ ÒC©�¬ ¶Xµ!¢ ª ¢ Í ´Æ¦ § ¦A´ ® ¢d¥ È ¢ Í ´Æ¦ §0ª ´ ¬ ¢.¥!µC¶ Ì ¯v¶ Í ´Æ¦
¨.©�ª ´ ¬ ¢d¥!µ�¶ ªxÀ Í ´Â¦�¯�¢d£ ÅV®Æ® ô<¦v¯�´Â¥ Í ¢d£(¤0´Æ¦ ¨ Ã2¢.¥?¯�¢.£ ÅV®Æ® Û

=+�Ê=Ch:��Ë_£(¤c7 ó�® ¶ ¿2À<© ²bô ® ¯�¢d£(¦(¢.¸(¢ Ìxª ¦ ÅVÌxª ¤<¶ È ©xÀ ¯v¶V£(Ã2ô ®d5 ² ÅVªx¨ ¦ À<© ¥C¶V¦V7 º 7X¦ ÅVÌxª ¤ ÅVª×ÀA©�¬dªxÒ ¥!¦[°�Üo¢d¥C¥A¤0´,¶(¥!¥C¶V¦Ø¶v¸I¶ ® ô ©�¬ Ñ º¥A· ©x¨ £<¢ § µ À £(¤¾¸I¶ ® ¶(¯X¢ ® ¤0´Æ¦ö² ÅIªÁ¨ ¦ ÀA© ¥ Å(®[® ¢ ©x¬ö® ¢.£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã?¦ ¨
ª�Å(©x¬ Û
=+�nL�R:� �0¬.Å ¯ À<® ² Ò ¦o¦0´_¶V¥!¥C¶(¦o¶?¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £ ¨
ª.§ µ À £(¤o¢d£<¤oÃ Ì ´ Í ¬&©�® ¢ ÀA©�¬dªÁÅ(© ÃC¶V¥ '@©�¬ ¶V¦0¥C¶V¦ © ¢d¯�¢ ® ¤0´Â¦ ¨.Ì�ªÁ¨ ¦0Ã (® ¥!¢ ® ¢.£(¤(¢d¥¦ ¨d¬ Ã2¢.¥�¯�´Â¥ Í ¶�¥ ¨ £<¤�¦ Å(Ì�ª ¤ Å ²�¶ ¼ ¶ ¬ ¶ ¬ ¥!¢ ® ¢.£(¤(¢d¥ © ¢�¥ ¨ £<¤ ófº ¢ © ¢ §0© ¢�¥ ¨ £(¤vç º ¶ © ¶ § °d°d° §!© ¢¡¥ ¨ £(¤e# º ¶ §0© ¢�¥ ¨ £(¤ Ó�º ¶<½
°

f¾z�g ���«���������d��~Ù�¡���
}�~��@�
���U~:���
L��#���

n
Í À Ã À<¬ ÃC¶(¥ß¢ ® µ!¢ ® ¤(¢ ¬.³ ¥!¦ N

£ À(® ¤(ô ª õ!£<¤ § µ À £(¤q¯�´Æ¥ Í ¶ ¬ nN ¢ ® µ!¢ ® ¤(¢ ¬d¨.© ¢d£(¤(¢.¥ ®Â ¢d¥ß¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A·�°v±C¢ ®Âªx¨ ¸(¢ § µ À £(¤¢d£(¤?¶ Í ÀVªxª Í À Ã À(¬ ÃC¶N¢ © ´Â¦�£ À<® ¤(ô § ¯X¢.¥!¥A¤0´:¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢¡¶(¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤ K
£ À<® ¤(ôX¢ © ´Â¦�Ã2¢ ® ¢&Û

L��Ê=+�¡Õ Å(ÌxÀ ¯Ú¦ À È ¦ ÅIª É`¢ ® Í À Ã Ò ¥C¦2°4±C¢ ®Âªx¨ ¸(¢ § µ À £(¤�¶ Í À Ã ÀVªxª�©�¬&Å ¯ À ¦¾¦(¹ ¬ ¹ ª�ª ¥C´Â¥ È © ¦ ¨
ª ¢d£<¤AÉ À(Ì ¯�¶ § ¯�¢d¥!¥0¤0´:¶X¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· º
©�¨ £(¢�¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤ ® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!ÃU¶ ¬ ¢d£<¤0´Â¦(¢.¥?µC¶ ªxÀ<© ¸I¶(¥�Û

L��nL���Ë_£(¤�¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® ¶ Í!Í ´Æ£ Í À Ã Ò ¥!¦ § ¶(¯�ÑÂ£�¢ ®Æ<©x¬ ¹ Ì ¦I¶ ¿!Ò ¥!¦XµC¶ ªxÀA©bª °g±!¢ ®ÔªÁ¨ ¸(¢ § µ À £<¤�¶ ©x¬d³ ¦ ©x¨ £<¢ © Í À Ã Å<©�À ¦ ©�¬&Å ¯v¶ ¿CÅVÌÁÀ<©.§¯�¢d¥!¥A¤0´:¶X¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ö¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤¾¦ ¨
ª«©�¬ ¢ Ì ¦(¢ ®Æ® ¢ ª�ª Í À Ã!¥ Ò ¥C¦FÛ
L��ÆP:�¡Üoô Ì ´ È ¦I¶ ¨.© 9_´ ©�ª ´Æ¦(¢ ¿ ´Æ¥!£ ¿2À ¥!£ À<¬ ¥C¶(¦2°qÜo´Æ¥ Í ¢d¥q² ÅIª«©�¬ ¯ ÅVª ¶ ª ¹(Ã!ÃC´ ªÁ(® É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ³C® Üoô Ì ´ È ¦V¶ p § 9_´ ©bª ´Â¦(¢ ¿ ¢ Í ´Æ£ q¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(£(¢ ® ¥A¤(¢ Ì ¯�¢d£ § ¶Vµ À<® p > 0 § q > 0 ¨&© p + q = 1

° Ó ² ÅIªÁ¨ ¦o¶(¦A¦ À<Ì�¨dÌ ¸ ¨ £<¢ ª.§ µC¶�¸I¶ ® ¶(¦A´�¦ ¨
ª ¢d£(¤0¯ Å(©
ÒFªÁÅ ¥!´F² ÅIª«©�¬ ¯ ÅVª ¯�¢d£<¥A¤(¢ Ì °
¼ ¶A½?Üo´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £(¤�Üoô Ì ´ È ¦I¶N¥A¤(¢ Ì ´:¶ ¬öÒFªxÀ<®Æ© ô¡² ÅIªÁ©x¬ ¯ ÅVª Û¼ Ã�½UÜo´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £(¤ Ò £(¤<¶(¥C¶ ¬ ¥A¤(¢ Ì ´:¶ ¬ ¢ ®n©� ² ÅIª«©�¬ ¯ ÅIª.§ ¯�´Â¥ ª ¶ ¬¡Ò!ªxÀ(®n© ô ª Û¼#È ½UÕ�¶ ªxÒ Í ² Ò ¦ § µ À £(¤�¶ ¬öÒFªÁÀ(®n© ô¡² ÅIª«©�¬ ¯ ÅIª Üoô Ì ´ È ¦I¶N¥A¤(¢ Ìxª ¢ § ¯�¢d¥!¥0¤0´:¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤¾¶ ¬ ¢ ®n©�(ª ´ © Û

L��ÊS+� Ó×¬dª ¯ À ¥ Í ² Ò ¦ § µ À £<¤v¶ ¬ F
¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤�¥C¢d£<¶ ª ÑÆ¸I¶(¥¾µC¶ ª ¶ ¬ E

¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤ Ì ¢ § ²b¢ ® ¹ ®Â¨&© Ã2¢.¥ F ↘ E § µC¶ P(E|F ) ≤ P(E)
°

Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ© ¶X¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d�ÅV®Æ® Ñ ª«Å(©xÀ ¦I¶ ª&§ ¸I¶V£<¤¾¶ Í ² À ¥U¢ ®Æ® ¢d¥ ¿2¨d® Í ÅVª °
¼ ¶A½?Õ�¶

F ↘ E § ¶V¦0¦ À(Ì E ↘ F
°

¼ Ã�½UÕ�¶
F ↘ E ¨.© E ↘ G § ¶V¦0¦ À<Ì F ↘ G

°
¼#È ½UÕ�¶

F ↘ E ¨.© G ↘ E ¨&© F ∩ G = ∅ § ¶(¦0¦ À(Ì (F ∪ G) ↘ E
°

L��nO��$):¢.£(¤ ³ ¦öÉ`¢ ®#§ µ À £(¤�¢d£<¤�¦(¢ ª ¤(¢ Ì ¢�¯X¢.£(µ!´ÆÃ Å<©�À Í Å(©ÁÅ ¥�¶I¦�¶�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢�¶ (t, t+h)
´ Í  ´Â¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Æ®ÂÒ ¯�ÃC¶(¥N¶ ¬dÀ ¥�É`¢ ®Âª ¢.¸ ¨.©¯�¢ ®Æ® ¢ ª�ª.§ µ À £(¤�¯ ÅVÌ t

´ Í ¢d´Æ£vµ!´ÆÃ ÅIªÁ® ¶(¥ Ò!® ¯�·!¦(¹ Í ¹ ª�ª a(t)h + o(h) º ¸I¶ ® ¢d£<¤(¢d¥ ®ÆC§ ¶(µ À(® limh→0 h−1o(h) = 0
°�Õ�¶ ª«ÅIº

ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦v¯�¢d£v¶(¥!¥C¶(¦¾¶ p(t)
¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £ ¨dª.§ µ À £<¤¾¶�¦(¢ ª ¤(¢ Ì ¢ ® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã t

´ Í ¢d´Æ£�µ!´ÆÃ ÅIªÁ® ¶(¥ Ò!® ¯�·!¦(¹ Í ´Â¦[°

ò



h �:�Â�<����i,�\�`j4� Tdk �(l��A�����F�+�F�:�b�_���F�_�!�4�@�×� T �g���\� �
L�� ^ �$# ¨
ª�Ò!Ì ¥ Å ÃC¶(¥ ¿ ´ ÌÁÀ<©4¨.© ¦ ¨ ¦X£ À(® ¤(ô(¦N¸V¶V¥!¥C¶(¦[° Ó�¬ ¢ ®n©��ÒCÌ ¥ Å ÃC¶V¥ 5 ¿ ´ ÌÁÀ<©4¨.© 4

¦ ¨ ¦ § ¶�¯ Å(©xÀ Í ´Æ¦0ÃC¶V¥ 7 ¿ ´ ÌxÀA©4¨.© 3
¦ ¨ ¦£ À<® ¤(ô�°

¼ ¶A½:#ö´ÆµAõ ¬.Ò ¥!¦q¶ ¬ ¢ ®Æ©x?Ò!Ì ¥ Å Ã2ô ®�ª ¶ ®ÆÅ(®ÂÀ ¯ Ì ¶¾¢d£<¤Ø£ À(® ¤(ô ª¡¨.©öÅVª�ª ¢ ©Á©�¬.³ ¦o¶?¯ Å(©xÀ Í ´Â¦ ÒCÌ ¥ Å ÃC¶!°�Ë ¬dÒ!ªÁÅ ¥�¶?¯ Å<©�À Í ´Â¦
Ò!Ì ¥ Å Ã2ô ® µAõ ¬dÒ ¥!¦ ª ¶ ®nÅV®ÆÀ ¯ Ì ¶�¢.£(¤(¢ ª\¨.©_ÅVª�ª ¢ ©x©x¬d³ ¦N¶ ¬ ¢ ®n©�öÒ!Ì ¥ Å ÃC¶!°�/ ¨ £ ³!® µC¶ Ì ¯v¶ Í ©�¬.À(Ì õI²bÃ2ô ® ¶ ¬ ¢ ®Æ©xöÒ!Ì ¥ Å Ã2ô ®µAõ ¬dÒ ¥!¦?¢d£(¤¾£ À(® ¤(ô ª °gÜo´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢¡¶(¥!¥C¶V¦ § µ À £(¤�¶XµC¶ Ì ¯v¶ Í ´Æ¦¾¶ ® ¦I¶ ®ÆÀ ¯�¯v¶ ®[¿ ´ ÌxÀA© £ À(® ¤(ô ª µAõ ¬dÒ ¥!¦!Û¼ Ã�½?Ë_£<¤ ©x¬ ¢ ÌxÌ ¢�µ0õ ¬dÒ ¥C¦Ø¢d£<¤ º ¢d£<¤�£ À(® ¤(ô ª ¶¾¦ ¨
ª¡Ò!Ì ¥ Å Ã2ô ®:¨.© ¦0´ È © ¢ Ìx¨d® ² ³ ¦  ¦(¢ ª °�Ë ¬dÒFª«Å ¥uµAõ ¬.Ò ¥!¦Ø¯ ¨ £?¢d£(¤U£ À(® ¤(ô ª¶ ¬ ¢ ®Æ©xXÒCÌ ¥ Å Ã2ô ® °gÜq´:¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢¡¶V¥!¥�¶V¦ § µ À £(¤�¶ ¬¡Ò!ªxÀ(®n© ôXµ0õ ¬.Å<© ¦ À<Ì�¿ ´ ÌÁÀ<© £ À(® ¤(ô ª@ª ¶ ®nÅV®ÆÒ ¥!¦!Û

L��n]��$# ¨
ª ² ÅVªx¨ ¦ ÀA©d§AÓ×® ¶ Í ÅVÌ_¨&© Ð ¨d® ¶ § ¶ö¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ² ÅVªx¨ ¦ ©x¬ ¶(Ã ÅV® ¤ À ¦�¶ ® ¶ ¿ ² Å ¥¡² ÅIª«©�¬ ´Â¦ »gÓ×® ¶ Í Å(Ì É`¢ ® Í À Ãv¢d£<¤N¦ À È ¦ ÅIª&§ ¶ ¬dÒ!ªÁÅ ¥¦ ¨
ª�¨.Ì ¯ ¨dª ¶V¥!¥0¤A´ ©x¬dÀ(Ì Í À ÃßÉ`¢ ®#§ ¶Vµ Å ¥A¤<¶ ª ¶?¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® Í À Ã À(ª�ª °vÕ�¶U¢ Í À Ã Å(©xÀ ¦ ©�À<ÌÁÅ ¥ ® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!Ãß¢d£(¤ ©x¬ ¢ Ì ¦ ¨
ª É`¢b²b¢ ªÍ À Ã À(ª�ª.§ ¶(¦0¦ À(Ì Ð ¨.® ¶�ø ¬ ¢ ª?Ó�® ¶ Í ÅVÌ ¥C¶(¦6¢.£(¤ ¿ ¢ ª«Å ¦ À(ª.§ ¢ ®Æ® ¢.¥!¦(¢ ¬. ¢ © ¢ ª Ã2¢d¥ Ó�® ¶ Í ÅVÌ ø ¬ ¢ ª Ð ¨d®nÅ ¥�¶V¦l¢.£(¤ ¿ ¢ ª«Å ¦ À(ª °Üo¢ ® ¤0´Â¦ ³ ¦0¥!¢.¦¾¢ ®Æ ¥0¤(¹ © ¢ ¬ ¶�² ÅVªx¨ ¦!Û
L��nh�� Ó×¬ α

¦ À È ¦ Å ¥�¶V¦ 5�¿ ´ ÌxÀA©�¨.©öó É`¢dµ ¨.Ì.§ ¯�ÑÆ£?¶ β
¦ À È ¦ Å ¥C¶(¦ óv¿ ´ ÌxÀA©×¨&©05 É`¢dµ ¨.Ì¡® ¶ ¿ ²�¶�¸I¶V¥:°¡±!¢ ® Í À Ã Ò ¥!¦o¢d£(¤ ¨dÌ ¯ ¨
ª °Õ�¶¾É`¢b²�¶ Í À Ã Å(© ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤(¢ § ¶V¦0¦ À<Ì ¶ ªÁÀ ¸ Å Ã!ÃC´Æ¶(¦AÃ�¶V¥q¶ ¬ α

¦ À È ¦ ÅIª µC¶ ©�¬ ¥ ÅV® ² Ò ¦ § µC¶ ¿ ¢ Í ´Æ£�Ñ ÌÁÅ<© ¶(¦A¦ À(Ì ¶ β ºðª ° Ó×¬ÑÂ£<¤¾¦0´Â¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªÁÀVª�ª ¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® ¢d£<¤0¯ Å<©�ÒFªÁÅ ¥ n º ©�¬ ¢ Ì Í À Ã Ò ¥!¦[°
¼ ¶A½?Üo´:¶V¥C¥C¶V¦�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £(¤�¶ k º ¶ Í ´Â¦ Í À Ã Å<© ¥ Å(® ¶ ¬ ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤ ¿ ´ ÌxÀA© Û ¼ k = 1, 2, . . . , n

½
¼ Ã�½U±!¢ ®ÔªÁ¨ ¸(¢ § µ À £(¤�¯�´Â¥ Í ¶ ¬ ¢ ®n©� k − 1

¦ À È ¦I¶ Í À Ã Å(© ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤(¢ ¿ ´ ÌÁÀ<©.§ ¯�´�¶V¥!¥C¶(¦ ¶u¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢ § µ À £(¤ ¶
k º ¶ Í ´Æ¦ Í À Ã Å<© ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤<¢¡´ ©�¿ ´ ÌÁÀ<©�® ¢ ©�¬ Û ¼ k = 1, 2, . . . , n

½
L��#�0R:��Ë_£(¤Ø´Æ¥ ª ¢ Ì ¥!¢ ª ¢ © ¦(¹ ¬ ¹ ©Á©�¨ £(´ ©x¬.Å ² ª É`¢ ® µC¶ ©x¬ ¥ Å(® ô<´�¦(¹ ÌÁ¨ Ã2¢�¯�¢d£<µ!ÑÆ¸ Å(©xÀ<© ¶ ® ¶ ¿2À ¥ ® ¢.µ!¢ ª Ã2¢�² ÒFª ¥C´#°öË Ì ¢ Í ¢ ª ´ ® ¢.£�¦ ¨dª�ª ¶V£&²�¶¸I¶V¥?¶�¦(¹ ¬ ¹ ©Á©�¨ £(¥!¢d¦ §�% Í Å ¯ ¨.©�' ¸I¶!° > ¨ µC¶X¶�¦(¹ ¬ ¹ ©x©x¨ £�¸I¶ ® ¶(¯�¢ ® ¤A´Æ¦ ¼ ¢.£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢.¥¾¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªxÀ(ª�ª ½ ª ¶(£&²�¶�¯�¢.£(µ!ÑÆ¸�¢.£(¤õI²�¢d¯�Ã2¢ Ì�ª ° % Í Å ¯ ¦(¹ ÌÁ¨ µ!¢ ¬Xª ¶ ÌxªÁÀ(¬ ´Æ¦u¸I¶ ® ¶V¦0´ § µC¶  ¯v¶V£<¶ % Í Å ¯ ¸I¶(£(¤u¢d£<¤ % Í Å ¯ ¦(¹ Ìx¨ µ!¢ ¬Xª ¶ ÌxªxÀ<¬ ô ª ¶(£oµ!ÑÂ¸ ª ¶¯�¢d£C°

¼ ¶A½?Üo¢d¦0¦ À<Ì ¶N¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(£(¢ ®[Å(®Â® 1 § 2 § ´ ®Â® ¢ ª ¸(¢ 3
É  Ã (®d% Í Å ¯ ¦<¹ Ì ¢ö¶V¦0¦ À(Ì&§ ¶(¯�´Â¦ À<Ì 4

É <© ¶X¦(¹ ¬ ¹ ©x©x¨ £AÛ¼ Ã�½U <¢ ® ¹ ® ²b¢�¶ ¬�' ¸V¶�¦(¹ ÌÁ¨ Ã2¢ ª ¶ Ì�ªÁÀ(¬ ô ª ¶V£ À ¦ ©x¬.Å ¯ ÅVª X
¶(¦0¦ À(Ì&§ ¶V¯�´Æ¦ À(Ì n

É A© ¶�¦(¹ ¬ ¹ ©x©x¨ £C° Ó Í ²�¶¡¯�¢d£ X
¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©xÅVª °���������	���	
 å.æ )�¢ ® ²b¢ © ´Æ¥ Í Ò ¦ È ´ÆôI¸I¶ ® Ã!´ ¬dÀ ¥A¤0Ñ ªÁ© ¶ ÅV®Æ® Ñ ª«Å(©ÁÅIª °

L��#���2�0 <¶(¥ È © ´ ¨.©  Ò!® ´ © ¦I¶ Ì ¶V¥ Í ¢.¸Aõ ª Ã2¢ ©x¬d¨.® ¥C¢d¦u¯�¢d£o¢d£(¤u¯�¢d£(µ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬dÀVª�ª ´ Í <¿2À ¥ ªxÌ ¶?¦ ¨dª�ÒFª È ¶Ø¦(¢ Ì ¢ ©�¬dª ¢ ¬d Í ¨&©�¨ ¥ ¨d® °�Ë ®ÂºÉ`¢ ® ¢b² ª ´Æ¦6¸0´ ©�¬.À ¥ ª ¯�¢.£(Ã2¢ ©x¬d¨.® ¥!´ § µ À £(¤ ¶u¥ ¨ £(¤ © ¶ ÌÁÀ ¦J¦(¹ ¬d³!® ¯�¢ ® ¤0´Æ¦0¥ ¨d® ¸ Å(Ì ¥C¶(¦J¢d£<¤A¯ Å<©�Ì ¶!° Ó×¬ õ ª ¦(¢ Ì ¢ ©x¬
ª ¢ ¬d Í ¨.©¥C¶V£<¤ À ¥uÉ À<Ì £A¶ ® ¯v¶ ©d§ ¥!¢.¯ ® ¢dµC¢ ªNÅIªx®nÅIª ¥!´_¢d£<¤0´Â¦ © ¶ ÌxÀ ¦ Ì ô ® ¶ ª ¹<Ã!Ã!´ Ì ¢<°�Üo´Æ¥ Í ¦(¢ ªxª ¢.¥ ¿2À ¥ ªÁÀ<© ¶V¥J¯X¢.£ ¨.Ì ¦(¢ ¬ ¥!¢.¦o¸V¶ ® ¶ º¯�¢ ® ¤A´Æ¦ © ¶ ÌÁÀ ¦ Ì ¶ §g¨.© µC¶ß¶u¯ Å(© ´Â¦�¥!´Æ¥ È ©NÀ(ª�ª.§@ó ° 7 ¿ ¢ Ì È ¢ ª ¸ Å(Ì ¥�¶V¦�¶q¯ Å<© ´Æ¦ Ì ¶ § ¢ ¬dÒFª«Å ¥ ÅVª ¯�¢d¥!¥C¢d¦ ¶ ©x¬dÀ ¯ ©x¬d¨ Í À<©
© ¶ Ì ¦ À ¦U¸V¶ ® ¶V¯�¢ ® ¤0´Â¦ ¨.Ì ¢ § 1/2 − 1/2

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ® °�Ë ¬�ªxÀ ¸ Å ÃCÃ!´ ! °m7 ¿ ¢ Ì È ¢ ª ¸(¢ ©x¬ ´Â£ ¨ ¥0¤AÃ2¢<°XÕ�¶Ø¶?¯ Å(© ´Â¦q¥!´Â¥ È ©
ÀVªxª.§ õV²bÃ2ô ®�ó ° 7 ¿ ¢ Ì È ¢ ª ¸ ÅVÌ ¥C¶(¦ § ¯�¶I² Í 1/2 − 1/2

¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£(¢ ® ¦0´Â¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ¶V¥C¶V¦v¢d£<¤ ©x¬dÀ ¯ ©x¬d¨ Í À<©�© ¶ Ì ¦ À(ª.§ ¶(µ À ¸ Å
ÅIª ÃC¶ ªxª ¤ À £(¥C¶(¦ §\©bª Ã�°�±C¢ ®Âª ¢ ©x©x¬d³ ¦ § µ À £(¤�¢ Ì ¢ Í ¢ ª ´ ® ¢.£u¯X´Æ¥ Í ¦(¢ ª�ª ¢d¥ Ïon 5(º Ïon 5 ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ®4¨dÌ ¦(¢ ¬ ¥!¢.¦JÃ ÅVÌ ¯�¢ ® ¤0´Â¦
© ¶ ÌxÀ ¦ Ì ¶�¢.£(¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ³!®#§F¨&©�©x¬ ´Æ¥ ªÁ¨ ¥U¢d£(¤0¯ Å(©�ª ô ®2¨.© ¯�õ ®Ôª Ã2¢ ® ´�µ!¢ ® ¤ È © ¢ Ìx¨ ´Â¦ ªÁ(® É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢d¥ ³!® ¸ ÅV®ÂªxÀ £<¶ ª ² Å ¦�¸ ÅIº
Ì ¶(¦ À(¬&Å(© ´gµ!¢ ® ¤ ³ ¦(¢ ª ¯�´Æ¥ Í ¶ ÍCÍ ´Â£ § ¶V¯�ÑÂ£Ø¥C¢d¯ ª ¶ ®nÅV® ¦ À(¬ ¥C¶V¦[°p),¶ ®nÅV® ¦ À(¬.Å(© ¥C¶V¦ ©�¬&Å ¯�Ñ ª ¶ ¬ ´ ©.§ µC¶U¢.£(¤0¯ Å(©Á© ¶ ®\©x¬ ¢.¯�Ã2¢¯�¢d¥!¥!¢.¦ ÅIª ¶ ¬ õ ª�ª ¢ ©�ª ¢.¥�°
¼ ¶A½?Üo¢d¥C¥A¤0´:¶V¥!¥�¶V¦�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤�¶N¯�¢.£(Ã2¢ ©x¬d¨.®Ôª ´ Í <¿2À ¥ ªxª ô ®�©�¬&Å ¯�Ñ ªxÀVªxª ç ¿ ¢ Ì È ¢.¥?Ã2¢ ®Â³C®+ª ¶ ®ÆÅ(® ¦ À<¬ ¥C¶(¦FÛ¼ Ã�½UÜo¢d¥C¥A¤0´:¶V¥!¥�¶V¦�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤�¶N¯�¢.£(Ã2¢ ©x¬d¨.®Ôª ´ Í <¿2À ¥ ªxª ô ®�©�¬&Å ¯�Ñ ªxÀVªxª 6 ¿ ¢ Ì È ¢.¥?Ã2¢ ®Â³C®+ª ¶ ®nÅV® ¦ À<¬ ¥C¶V¦!Û¼#È ½U <¢ ® ¹ ® ²b¢ pn

¶(¥!¥C¶V¦ ¶q¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £ ¨
ª.§ µ À £(¤�¶ ¬ ¢ ®Æ©x 3n ¿ ¢ Ì È ¢d¥6Ã2¢ ®Â³C®@ª ¶ ®nÅV® ¦ À(¬ ¥C¶V¦[°ßÕ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬.Ò ¦ß¯�¢.£ pn¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª °¼#Í ½U <¢ ® ¹ ® ²b¢ rn
¶V¥!¥C¶(¦u¶U¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £ ¨
ª&§ µ À £(¤u¶ ª ¶ ®nÅV® ¦ À<¬.Å(© ¶ 3n º ¢ Í ´Æ¦ ¿ ¢ Ì È Ã2¢.¥J¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬ ´Æ¦oÃ2¢(°¾Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬.Ò ¦¯�¢d£v¶ ¬ rn
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ ª °¼ ¢&½UÐ�´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁ©xÒ ¦¾Ã2¢ § µ À £(¤ Ï ¶V¥C¥C¶V¦�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £(¤¾¸ ¨ £<¢ © ´ Í  ¥UÃ2¢ ®Æ³!®+ª ¶ ®ÆÅ(® ¦ À<¬ ¥C¶(¦[°

L��#�F=���Ë_£(¤U¢.£(¤(¢ ª ¢d¯�¥!¢.¦ Ï"! ¢ ¬ ¢ Ì µC¶ ®Â® £<¶ ª ôV²�¶�¸I¶(¥�°�Üo´Æ¥ Í ¢.¥qµC¶ ®Æ® £<¶ ª ôv¦I¶ ¿ ¢.£(¤ k
Í ¶ Ì ¶VÃ ¼ ª Ñ ¬ ¢ ©�©�¬&Å ¯ Ì ¢ Í ©x¬ ¢ Ì Ã2¢ ® ´n½ ©x¬.Å ¯ º²b¢d£(¤0Ã <®�Å(®Â® ô > ¢ ¿FªxÒ ¥ º ¦(ô Í ÀVª.§ ¶V¯�´ ª ¶ ¬ ¢d£(¤<¢ ª ¢.¯ ¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢.¥ ©�À<ÌÁ©xÀ(® ¶ ¬ ¹ ©x©x¬ ¢ © k

²b¢d£<¤A· ©x¬.Å ¯ ¦(¹ ¬d³!® ° Õ�¶6¶
©�À<ÌÁ©xÀ(®nÅ(© ¦ À(Ì ¥C¢d¯ ²b¢.£(¤ ¬ ´Æ¦6¯�¢d£ ¶J¯ ÅVÌ ¦0´ ©�À<ÌÁ©xÀ(®Âª > ¢ ¿FªÁÒ ¥ º ¦(ô Í À ¦V¶ ª.§ ¶V¦0¦ À<Ì ¦(¹ Ìx³!® Ã2¢ ®Æ³!® µ Å ¥A¤o²b¢.£(¤0·a¦(ô Í Ì ¶ß¸I¶V¥
©�¬.³ ¦ ©�¨ £ § µC¶�¶ ¬dª ¶V¦I¶ Ì ² Å ¦ § µ À £<¤ 0.995 º ¥ ¨d® ¥C¶V£<¤ À Ã!Ã ® ¢.£(¤(¢.¥U¶N¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢¡¶V¥C¥C¶V¦ § µ À £(¤¾¯�´Â¥ Í ¢.¥!¦0´�¦ ³C® ¹<¥AÃ2¹ ¬.¦(ô Í À(ª ¦I¶ ¿ Û���������	���	
 å&æ Ó×¬ ¶ Í ô Í ô ©x¬dÀ(ÌÁ¬ ¶ ª ¦0´ ©x¬.Å ¯XÑ ªÁÅ<©xÅ ¥ ÅV® ¶ ® ¦V¶ ® ¯�¶ ¬d¬ ¶ö¶ ©x¬d³C® ¢ ªx¨.© ¥C¶ ¿Fºð¿!ÌÁÀ Ã ®Â¨ ¯ Å ¥ ÅV® ¯�¢d£(´ © ¯X¢ Ì�ª ¦(¹ ¬ ¢ ® Ñ ªx¨&©bª&§¯�¢ ® ¤�¶ ¬dÀ ¥U¶ ® ¶ ¿!ÒC®#§ µ À £(¤ ln(1 + ε) = ε + o(ε) § ¶V¯�´Æ¥ ª ε → 0

°

=



L��#�0L:�0 (¢ ® ¹ ® ²b¢ pn
¶(¥!¥C¶(¦ß¶o¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £ ¨
ª&§ µ À £(¤ß¢d£<¤ È © ¶ ®nÅ Í ÃC¶(¥ ¿2À ¥ ªxÀA© ¶(¥ n

£<¤(¢ Ì ¢d¦u¸I¶(¥ § n = 0, 1, 2, . . .
°o :¢d£<¤(¢d¥

pn := αρn § n ≥ 1 ºðÌ ¢ §I¨.© p0 = 1−αρ(1+ρ+ρ2+ρ3+. . . ) § ¶(µ À(® ρ ∈ (0, 1) ¨.© α > 0
õ!£(¤�¸I¶(¥!¥C¶(¦ö¯�¢d£(¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ¸I¶ §µ À £<¤ αρ < 1 − ρ

°�)�¢d£<¤ ³ ¦¾É`¢ ®ð§ µ À £<¤¾µC¶�¢.£(¤ È © ¶ ®nÅ Í ÃC¶V¥ n
£<¤(¢ Ì ¢d¦¾¸I¶(¥ § ¶ ¬dÀ ¦�¥!¢d¯�¢d¥!¦ ¨ ¥ ª ´:¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© ¶N¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ ©¼ ¶

2n ® ¢dµ!¢ ªx<©x¨ £ö¦(¹ ¬ ¹ ªxª ½Ç°gÜ ÒFª ¶ ©Á©�Ò ¦�¯�¢d£ § µ À £(¤�¯�´Â¥ Í ¢d¥ k ≥ 1 ºðÌ ¢ § ¶(¥!¥C¶(¦�¶¡¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £(¤�¢d£<¤ È © ¶ ®nÅ Í ÃC¶V¥
¿2À ¥ ªÁÀ<© ¶V¥ k

øCõU¸V¶V¥
2αρk/(2 − ρ)k+1 °���������	���	
 å&æ Õ�¶ ©�¬ ¥ ÅV® ² Ò ¦�¶X£<¢d¥!¢ ÌÁÅVªxÀ<Ì É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ º ¯Xô Í ©x¬ ¢ Ì�ª °

q ���\�F�:���:� �F�_�!�4�@�×� T �,���\� �
L��#�AP��� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦

0 < pi < 1 § i ∈ N
°_  Å(©Á©xÒ ¦vÃ2¢ § µ À £<¤ ∑∞

i=1 pi < ∞ ¶(¦A¦ À(Ì�¨&© È © ¶(¦¾¶(¦0¦ À(Ì&§ µC¶ ∏∞
i=1

(

1 − pi

)

> 0
°

���������	���	
 å&æ Õ�¶ ©�¬ ¥ ÅV® ² Ò ¦�¶ Ì ¢d¥ Í (Ì ¢ ® ¸(¢ ª�¨.© ¶ ¬dª.§ µ À £<¤ 0 < p < 1
2

¢ © ¢ ªx¨ ¥ e−2p < 1 − p < e−p °
L��#�FS���9_´ ©bª ´Â¦(¢ ¨d® ¢ ª ¢�¢ ®n©x ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £ ©�¬&Å ¯�Ñ ªÁÅ<©bº ¸0´ ¬&© £ Å ² Å ¥ 1/2

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ® ¯X¢.£(¤ ÅVª °\Õ�¶�¢ ¬ ¢d¥�¯�¢d£<Ã Ò ¦0´Æ¦ § ¶�¦(¹f¸(¢ º
ª ¢ ¬d ¸0´ ¬.© £ ÅVÌ ¶¡¯ ÅVÌ ¦(¢.¸(¢ © ¢dÃ!Ã2¢ ª4ª ¶(¥ Ò!®ð§ ¢ ¬ ¢d¥ È © ¶(¦ 1/3

¶ © ´Æ¦(¢ Ì ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢<°�Üo´Æ¥ ¨d®�ª ¹<Ã!Ã ©x¬ ¹ Ì Ã Ò ¦0´Æ¦X¯�¢d£ § ¶V¥!¥ Å(®¦(¢d¸(¢ © ¢dÃCÃ2¢ ª�ª ¶V¥ Ò!®ð§ ÑÂ£<¤ k − 1 © ´Â¦(¢ Ì�ª ¢ ® ¢d¥�¸0´ ¬.© £<¶ Ò!ªÁÅ ¥?¯ Å(Ì È © ¶(¦ 1/(k + 1)
¶N¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £<¤v¶ k º ¶ Í ´Æ¦�¸0´ ¬.©�º£ Å ²�¶ © ´Æ¦(¢ Ì ¢ © ° % ¯r9_´ ©bª ´Â¦(¢×¦A´ ª ¶ Ìxª ô §V¨&© ¶ ©x¬ ¶VÃ ÅV® ¤ ¬ ¶ ª\©x¬ ¢ Ì ´Æ¥ ª ¶V¦ Å(Ì µ Å ¥A¤ ©�¬.ÀVÌ ¸A´ ¬.© £ Å(¬ µC¶ ª °�Üo¢.¥!¥A¤0´�¶¡¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ §µ À £<¤v¢ ®Â Ã!Ã ºZÒFª ô<Ã!Ã ÅIª ¯X¢.£(¤!Û

L��#�0O:��Ë_£(¤�¸I¶ Í Å(©x¬ 30
¯ ¨
ª ¢ Ì4ª«Å ¸ À<®Æ©ÁÅ £(Ã�¶V¥NÉ`¢ ® É`¢ Í ¢ ¬ ¢d£<¤ Ì ô(¦ ÅIª&§(¨.©4Ì«ÅV®Æ °,Õ�¶�¶ Ì ô(¦I¶ö¢ ¬
ª4ª õ ®Æ¨d® ´ § ¶V¦0¦ À(Ì 10

¯ n ©@© ¢.Ã�¢ ©�¨ £(£<¢ ®
¿!Ì ô<Ã ÅV® ¯�¢.¥!¢d¦ ³!® ¥!´ð° Ó ¸I¶ Í Å(©x¬ 3

¯ Å<©�À Í ¿ ¢ Ì È ¢d¥C¦ ¨ ¥ ª�Ò ² Ì ¶ ª ¹ ®Ôª�¨.©�®Æ ¶ Ì ô(¦ Å(Ì ¶?¯�´Æ¥ Í ¶ ÍCÍ ´Â£ § ¶V¯�ÑÆ£o¯�¢d£q¥!¢d¯ ¹ ® ´ §¸I¶V£<¤ ¼ ©x¬ ¢ Ì ¢.¥ È ©x¨.© ¢ © ¢ ª Ã2¢.¥�½�¶ Ì ô<¦I¶v¢ ® ¥C¢d¯ ªx³ ¥!´Â¦u¶ ®ÆÅVª ô<µC¶ ª«ÅVÌÁÀ ¥�° Ó ¸I¶ Í Å(©x¬�ª ¶ ®ÆÅ(® ¶ ª ´,¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢�¶ ªÁÅ ¸ À(®n©ÁÅ £¥ ¨ £<¤ ¬ ¢ ªÁ¨ ¸(¢ ® É À(Ì Í Ñ ªÁÀVªxª ¶V¥�¶ Ì«Å ¥A¤ ÀA©d§ ¶U¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¦ ¨d¿C® ¢ ª�©�¬ ¢ Ì ´Â¥ ª P
¼ ¶U¸I¶ Í Å(©x¬ ¢ ®Âª ¶ ®ÆÅ(® ²�¶U¶ ¬ x

¯ ¨dª ¢ Ìöª«Å ¸ À<®Æ©ÁÅ £(Ã�¶V¥
® ¢.¸ ?Ì ô(¦ ÅIª ) = 675x−2

¼
x ≥ 30

½Ç°XÕ�¶ ª ¶ ®nÅV® ¶ ª ´ ©¡¨.Ì ´\¶ Ì ô<¦ ÅVª.§ ¥!¢.¯ ÃC´ ¬dªxÀ<©.§ µ À £(¤ØÉ;¶ ª«ÅV® ´ ©.» ¶ ¬ ¢d£(¤(¢ ©�ª ¶ ®ÆÅ(® ¶ ªxÀ ¦I¶ ª¼ É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢d¥ ³!® ¶ ¬dÀ ¦ ©x¬.Å ¯ ÅIª ô ® ½�¶ Ì ô<¦I¶ 1/4
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ®,ª õ ®Æ¨d® ´ð°_/_¶V¥ º ¢X¢ ©�¨.® ¤(¢v¶ Ì ô(¦ Å ¥C¶V¦o¶ ÌxÌ ¶ § µ À £(¤ ª õ ®Â¨.® ²b¢¢ ¬
ª ¶X¦(¢ ®Â® ¢d¯�¢ ªÁ® ¢d¥U¦V¶ ® ¶V¥ Í À(ª ÛÝßÞÁàdá
Þ«àVâ!ãfä
å.æ Ó É`¢ ® ¶ Í ¶ ªxÀ(ª ¥A¤0´ ® ¸ Å ¥N¯v¶ ª ¢d¯v¶ ª ´Â¦ ÒC©xÀ ¦ ª ¶ ®nÅV®ÂªÁÅ ¦�¦0´F¯v¶ ª ¢d¯v¶ ª ´Æ¦ Ò�© Í ´ Å ¦ À ¦0¥C¶V¦[°�Üo´ ¨dÌxª\ÌxÀA©x©x¬ ¯ À Í ¢ ®Æ® ²b¢¢ ¬ ¶ Ì ô(¦V¶&¸V¶ Í Å(©�¬ ¶ ª ¥�¶V¦FÛ:/4¶V¥ º ¢ ®Â¨ ¥A¤(¢d£<¢ © ¦ ³!® ¹<¥AÃ ©x¨ £v¶ Ì ô<¦I¶ º\¨.© É Å È Å ¥A¸I¶ Í Å(©x¬ ¶ ª ¦(¹ ¬ ¹ ª�ª Û

L��#� ^ � Ó Í ÀVª�ª ¢.£(¤ ¼ ¸ ¨ £ ª ¢ ® ¢d¥ ªx¨.Ì É À £<¶ ª õ�½ ÒCÌ ¥ Å ¥!¦ ¨.© ¸ ¨ £ ª ¢ ® ¢d¥ ©xÀ ¦ N = {1, 2, 3, . . . } ¢ ® ¢d¯�¢.´Â¸(¢ ®�©�¬&Å ¯ À(¬.ÀVªxª £ À(® ¤(ô(¥C¦2° Ó�¬
Ò!Ì ¥�¶Ø¢ Ì ¢ Í ¢ ª ´ ® ¢d£ ³!Ì ¢ © ° ' ² É ¨d® ¢ ®Â(ª�ª ¢.£(¤ ¿ ¢ Ì ÈdÈ ¢ ® É À £&² Ò ¦J¶ ¬ 1, 2, . . . , 10 ©x¬.Å ¯�õ�£ À(® ¤(ô(¦I¶ ª&§ Ã2¢dµ!¢ ® ¤<¢ ¬d¬.³ ¦  ¦(¢ ª ¶ ¬
Ò!Ì ¥ Å ÃC¶ § ¶ ¬�Ò!Ì ¥ ÅIª ²bô ® ¹ ©Á©�¬ ¢ ÌÁÅ(¬d¬dÒ ¦ § ¯v¶I² Í ¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥U¦0´Âµ0õ ¬dÒ ¥!¦U¶ ¬öÒ!Ì ¥ Å Ã2ô ® ¢d£<¤¾£ À(® ¤(ô ª&§ ¶(¯�´ ª ¢ ® µ�¶I² Ñ ªÁÒ ¥!¦[°
' ² É ¨d® ¢ ®ÆVªxª É ¨d®×¿ ¢ Ì ÈdÈ ¢ ® É À £&² Ò ¦ ¶ 11, 12, . . . , 20 ©x¬.Å ¯�õa£ À(® ¤(ô<¦I¶ ª.§ Ã2¢.µ!¢ ® ¤(¢ ¬.¬d³ ¦  ¦(¢ ª ´ © ¶ ¬UÒ!Ì ¥ Å ÃC¶ § ¶ ¬UÒ!Ì ¥ ÅIª²bô ® ¹ ©Á©x¬ ¢ Ì«ÅV¬d¬.Ò ¦ § ¯v¶f² Í ¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥ß¦0´ÆµAõ ¬.Ò ¥!¦ß¶ ¬�Ò!Ì ¥ Å Ã2ô ® ¢.£(¤q£ À(® ¤(ô ª&§ ¶(¯�´ ª ¢ ® µC¶I²bÑ ªxÒ ¥!¦[° ' ² É ¨d® ¢ ®ÆVªxª 2−n

¿ ¢ Ì ÈdÈ ¢ ® É À £&² Ò ¦�¶ ¬ 10n+1, 10n+2, . . . , 10(n+1) ©x¬.Å ¯�õN£ À<® ¤(ô<¦I¶ ª.§ Ã�¢.µ!¢ ® ¤(¢ ¬.¬d³ ¦  ¦(¢ ª ´ © ¶ ¬@ÒCÌ ¥ Å ÃC¶ § ¶ ¬@ÒCÌ ¥ ÅVª ²bô ®¹ ©Á©�¬ ¢ Ì«ÅV¬d¬dÒ ¦ § ¯v¶I² Í ¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢d¥�¦0´ÆµAõ ¬.Ò ¥!¦¾¶ ¬�Ò!Ì ¥ Å Ã2ô ® ¢.£(¤�£ À(® ¤(ô ª&§ ¶(¯�´ ª ¢ ® µC¶I²bÑ ªxÒ ¥!¦[° '4© ¢ ¬
ª ÑÆ£(¤�É À(® ¤ ª ¶ ª ² Ò ¦
¨ ² É ¨d® ´Æ£C°_Ð�´ ¬dÀ ¥0¤0Ñ ª ¶V¥ Í ô § µ À £(¤ ¨ ² É ¨.® ¦ À<Ì ¶ ¬öÒ!Ì ¥C¶ Ï ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(£(¢ ®2³CÌ ¢ ©�® ¢ ©�¬ °

���+�4�:� �F�+�F�:���
L��#�0]:��/ Å ¥ Í À(ÌÁ®nÅ(© ¶V´!¦(¹ ¬ Ã2¢.¥Us Í ³C©Á©�¬ ¢ ÒC©x¬ ¢.£(¤ ©�¬ ¢ Ì ¢.£(¤Xµ ÅVÌ ¯�¶ © õ ª ¢ ®nÅ £A¶ ¬.Å<© µ À(¬×¨dÌxª °t) Ò Í ª ¶ § µ À £(¤�¶ ¬ ¢d£<¤0´Â¦Xõ ª�Ó�ª µ ¨ ¥AÃ2¢ §¶ö¯ Å(© ´Æ¦NÜ ³ ¦ ¨ ¥ ¨ Ã2¢�¶öµ�¶ Ì ¯�¶ Í ´Æ¦ ¿ ¢ Í ´Æ£ �0¿�ÅVÌxªÁÅ Ã�¶¡¸(¢ ¬ ¢ ª.§ Í ¢�¥C¢d¯ ªxÒ Í ª ¶ § µ À £<¤�¯�¢ ® ¤A´Æ¦Nµ À ¸I¶C° Ó×¬
ª ´ ©\ªÁÒ Í ª ¶ § µ À £(¤¶ ¬ ¶ ª µ ¨ ¥!´Æ¢d¦ ÅIªÁ® ¶(£ ÀA© ¶V¥ È © ¶V¦�¯�´Â¥ Í ¢d¥¾µC¶ Ì ¯v¶ Í ´Æ¦N¶ ® ¦I¶ ®ÆÀ ¯�¯v¶ ® ¯ À ¥ Í ¶V¥�¶V¦�´Æ£<¶ ¬ ¶ ª&§ ¶�¯ ³ ¦ ¨ ¥ ¨ ´Æ¢d¦N¯�´Â¥ Í ¢d¥¾¯ Å<©�À Í ´Â¦¶ ® ¦I¶ ®ÆÀ ¯X¯v¶ ® µC¶ ¬dÒ Í ¥C¶(¦ § ¶ ©x¿CÅVÌxª ¶(´n¶V¦?¸0´ ©�¬.À ¥ ª Ã2¢ È ©x³!® ¢ ª ¢ © ¢d¦ §+©xÀ µC¶ © ¢.¯�µC¶ ¬dÒ Í ¥�¶V¦[°a# À È ¦V¶ Í À Ã ÅV©Á© ¶ ® Í ¹<¥ ª ¹ ª�ª ¢N¢ ®#§µ À £<¤�¯�¢ ® ¤0´Â¦ ÒFª ¶ ª ¸ ÅV® ¶ ©Á©x¬ ¶ § ¯ ¨ £<µ À(¬.¬.Å ¢d£<¤(¢d¥ ®Æ ¢ ©x¨d® ¤ ª ¶ Í ¸I¶ö¯X´Æ¥ Í µ Å(ÌxÀ ¯�¥C¶V¦[°�Ë ¬dÒFª«Å ¥v¯�¢d¥ ª&§ ¯�¢d¥ ª.§ ¯�¢.¥ Í ¢d£ ¨d®Âª.§¯�ÑÂ£Ø¢d£(¤q¸ ÅVÌÁÀ<© ÃC¶¾¥!¢.¯ ¨.Ì�ª °ps ª�ª ¶ ¬ ¢ ®n©�Ø©x¬ ¢.¯�Ã2¢b²b¹I¸  ¢.¯�Ã�¢ Ì�ªÁ(® ¯�¢d£(¦ ¨.Ì Í ¢ ¬
ª ¢ § ¯�¢d¥!¥0¤0´\¦ ¨
ª«©�¬ ¢ Ì ¦(¢ ªxªxØ¨.© ¶ ¬dª ¶¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ¦I¶ ¿Fª ¶ § µ À £(¤¾¥ ¨ £<¤(°\Üq´:¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢¡¶V¥!¥�¶V¦ § µ À £<¤:s Í ³�©x©x¬ ¢ ÒC©�¬ ¸ ¨ £ ³C® ´ ©�Ó@ª µ ¨ ¥0Ã2¢ ¨dÌ ¦(¢ ¬ ¢ ªxª Û
L��#�0h:� Ó×¬ A Ò!Ì ¥ Å ÃC¶V¥a¦ ¨
ª¾¿ ´ ÌxÀA©X¨&© ¢.£(¤ É`¢.µ ¨dÌ&§ ¶ B Ò!Ì ¥ Å Ã�¶V¥a¢d£(¤ ¿ ´ ÌÁÀ<©�¨.© ¦ ¨dª É`¢.µ ¨dÌ £ À<® ¤<ôß¸V¶V¥�° ±C¢ ® Í À Ã Ò ¥!¦l¢d£<¤

©�¬ ¶VÃ Å(® ¤ ÀA© ¦ À È ¦ ÅIª °_Õ�¶�µC¶ ªÁÀ<©�ª Í À Ã ªxÒ ¥!¦ § ¶ ¬ A Ò!Ì ¥ Å Ã2ô ®#§ ¢d£<¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª ¶ B Ò!Ì ¥ Å Ã2ô ® µAõ ¬.Ò ¥!¦?¢d£<¤�£ À(® ¤(ô ª °Y) Ò Í ² Ò ¦ §µ À £<¤ ¿ ´ ÌÁÀ<© £ À<® ¤(ô ª µAõ ¬
ªÁÒ ¥!¦[°4Üo´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤vµ�¶ ªxÀA©bª Í À Ã ªxÒ ¥!¦!Û
L��Ê=CR:��Üoô Ì ´ È ¦I¶N¶ ¬dÀ ¦0¥!´ ²�¶(´ ª ¦ ¨
ª Í À Ã À(¬ ÃC¶V¥ ª ¶ Ìxª ²�¶ § ¯�´Æ¥ Í ¦(¢ ªxªx Ã�¢.¥ ©�À ¦ ¬.À ¦0¥!´[¸V¶V¥�° Ó×¬ ¢.£(¤0´Â¦0Ã2¢¡´Â£<¤(¢d¦ ©x¬ ´Æ¦v¶ ® ¤ Ò ¦V¶ © ¶V¦I¶ ª£(¤0·I² ª ¢d¥!´ § ¢dÃ!Ã2¢.¥u¶ ¬dÀ ¦0¥!´Æ¦Uu !Iv º ¶ ® ¤ Ò ¦I¶ © ° Ó ¯ Å(© ´Æ¦0ÃC¶v¶�²bô(¦I¶ ª�¿!Ì ô(Ã ÅV® ²�¶ ª ¢.¥!¥!´ § ¢.Ã!Ã2¢d¥ È © ¶V¦ Ï"!�v ® ¤ Ò ¦V¶ ©×¬.À ¦0¥!´¸I¶V¥:°NÜq¶ Ì ¢d£<£(¢ ® ¶?¥C¶V£<¤ © ´Æ¢ ª«©�¨ £(Ã2¢d¥JÜoô Ì ´ È ¦V¶¾¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥uÃ2¢ ® ¢.¥A¤0õ ®Âª ¶ ¬ ¢d£<¤0´Â¦ Í À Ã À(¬ ÃC¶ §+¨.© É`¢ ® ¸(¢ ªxª Ã2¢ ®Æ(® ¢¦ ¨
ª�¬dÀ ¦0¥!´ ª ° Ó×¬ ¢d£<¤(¢ ª ¢.¯ Ì ¢ö¯�¢d¥C¢ ª�¨.©x¬dÌ ¢d¸(¢ ª�ª ¢ § µ À £<¤�¶�Ã�¶ ®�®nÅ Ã Å ¥ ® ¤ Ò ¦I¶ © ¶ ¬dÀ ¦0¥!´#°4Ë ¬ ¢d¦ ÒFª«Å ¥o¯X¢.¥!¥A¤0´�¶V¥C¥C¶V¦?¶¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤¾¶�² À Ã!Ã ®nÅ Ã Å ¥U´ ©�® ¤ Ò ¦V¶ ©�¬dÀ ¦0¥!´+¸V¶V¥�Û

w



L��Ê=+�2� Ó ¦(¢ ª ¤(¢ Ì ¢.£(¤ Å(Ì ÃC¶V¥u¶ ¬ A § B ¨.© C
£ ¨d¿�©�À<ÌxÀ ¦ À ¥ ÅV®Æ® Ñ ª ² Å ¦o¢ ®Â ¶?¦(¢ ª ¤(¢ ÌÁ¨ ¦(¢ ª ° Ó�¬ A

£ ¨.¿C©�À<ÌxÀ ¥u¶?¦(¢ ª ¤(¢ Ìx¨ ¦ ó 7 v ºZÅVª£(¤ Å(Ì�ª ² Å ¦ § ¶ B
£ ¨d¿C©xÀ(ÌÁÀ ¥�¶ö¦(¢ ª ¤(¢ ÌÁ¨ ¦Nç�7 v º ÅIª.§ ¯�ÑÂ£�¶ C

£ ¨d¿C©xÀ(ÌÁÀ ¥X¶ 5 !Iv º ÅIª ° Ó×¬ A
£ ¨d¿C©xÀ(ÌÁÀ ¥N¢ ®ÂAÅV®Æ® Ñ ªÁÀVª�ª ¦(¢ ª ¤(¢ ÌÁ¨ ¦7 v º ¶ § ¶ B

£ ¨.¿C©�À<ÌxÀ ¥ö¢ ®Æ<Å(®Â® Ñ ªxÀ(ª�ª ¶(¦ 5 v º ¶ § ¶ C
£ ¨d¿C©xÀ(ÌÁÀ ¥�¢ ®Æ<Å(®Â® Ñ ªÁÀVªxª ¶(¦ ó v º ¶×µ!´ÂÃ Å<© ° Ó £<¤ ÅVÌ ÃC¶V¥�£(¤ Å(Ì�ªÁÀVª�ª ¦(¢ ª ¤(¢ ÌÁ¨ ¦¦(¹ ¬.³!® ¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥u¦0´Â¸ Å(® ¶ ©x¬
ªxÒ ¥C¦U¢.£(¤(¢ ª.§ ¶V¯�¢ ® ¤ Ìx<® ¦0´ Í ¢ ÌÁ³!®#§ µ À £(¤oµ!´ÂÃ Å(© °�Üo´_¶V¥!¥�¶V¦o¶?¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £(¤¢ ¬
ª ¶X¦(¢ ª ¤(¢ Ìx¨dª ¶ ¬ A § B § ´ ®Æ® °C¶ C

£ ¨.¿C©xÀ(ÌÁÀ ¥�£(¤ Å(Ì�ªÁÀVªxªÁÅ ¦!Û
L��Ê=�=���Ë_£(¤ ª ¢ ® ¢d¸0Ñ ¬ ´Æô © ¸(¢ ªx¨.® ¦(¢ Í  Ã2¢.¥o¶¡² ÅVªx¨ ¦ ÀA© ¥�¶V¦�µ ÅVÌÁÀ ¯�¶I² ª ô¾¦(¹ ¬d³!® ¦(¢ ®Æ® ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ¶V¥!´n¶ §!¨.© ¶�¯�¹(£<¹ ªxª ¢�¢ ®ÆÌ ¢b² ª ¢ ª�ª ¥A¤(¢ Ì ¢ º¯ ¨ ¥A¤ ª ¦V¶ ¿ ²�¶�² ÒFª ¶ ® ¯ Ò!® ° Ó�¬ ¢d£(¤0´Æ¦N¶I² ª ô�¯X¹<£(¹ ª�ª ¢d£<¤ ®ÆÒ 3 ÒC© ¶ ÒFª ô ª ¶ ®nÅV® µC¶ ª ô § ¶ö¯ Å(© ´Â¦N¦(¢ ªxªx ¯�¹<£(¹ ªxª_¿ ¢ Í ´Æ£�¢.£(¤ º ¢d£(¤¦(¢ È © ¦(¢(°_Üo´Æ¦ À<Ì ¶¡² ÅIªÁ¨ ¦ À<© ¦0´Æ¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÀVªxª ¢d£<¤(¢ ª ¶�µ ÅVÌÁÀ ¯�Ã2ô ®#§ ¶�² ÅIªÁ¨ ¦0¸(¢ ¬ ¢ ªx ¶�¯ Å<© ´Æ¦¾¦ ¨
ª ¶I² ª ôv¦(¹ ¬d³C® ¦0´Â¥0¤0´ ª ¢.£(¤(¢ ª&§¶V¯�´C¯X¹<£(¹ ª�ª ¦(¢ È © ¦(¢�¸I¶(¥ §(¨.© É`¢ ® ¶I² Å ¥ ® ²�¶ § µ À £(¤N¶�² ÅIªÁ¨ ¦ ÀA© ¯ ¨ £�¯�¢d£(¸ ÅV®ÂªxÀ<¬
ª ¶ ª µC¶ ª ²�¶ö¶ Í ¹<¥ ªÁ¨.©x¨
ª ° '_Ì Í ¢d¯�¢ ©�º ¢ ÅVª�ªÁ¨dÌ ¥!´¶X¯ Å(© ´Â¦¾¦0´�¥!¢d¯ ¥0¤0´ ªÁÀVªxª ¶I² ª ô Ì ¶<ÛØÜo¢d¦0¦ À<Ì ¶N¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(£(¢ ® ¥0¤(¢ Ì ² ³ ¦�¯X¢.£�ÑÆ£(¤�¶ ¬ ¶ ÒFª ô ª Û
L��Ê=CL:��Ë_£(¤UÃ!´ ¬
ªÁÀ<© Ñ ª ô ªÁÅ(ÌÁ© ¶ ©ÁÅ £�¯�´Â¥ Í ¢d¥oÉ ¨dÌ øu¶ Ò!ª ôI¸(¢ ¬ ¢ ªxv³ £<¤AÉ`¢ ® ¢�¯X´Æ¥ Í ¢.¥ ¨ ¸0Ã2¢d¥o¢.£(¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ³C® pf

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· º
©�¨ £(£(¢ ® ¥A¤0õI² ª Ã2¢¾¦ ÅVÌ ´Æ£ ¨ ¥0¤ ª ¶ ÒFª ô(ÃC¶ ® ¢ © ¢ ª ¯�´Æ¶ ª�ª&§ ¶Ø¥  ´@¶ ÒFª ôf¸(¢ ¬ ¢ ªÁ ¦ ¿ ¢ Í ´Â£ pn

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<£V¢ ®#§ ¶(µ À(® pf 6= pn
°

) Ò Í ² Ò ¦ § µ À £<¤?¶ ¬ ¶ ÒFª ôf¸(¢ ¬ ¢ ªÁ ¦ α · 100 ©x¬.Å(¬ ¶ ®Æ¨ ¦V¶NÉ ¨dÌ ø�°�Ë4£(¤U¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ³!® ¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÀ(ª�ª ¶ Ò!ª ôI¸(¢ ¬ ¢ ªx ¢ © ¢ ªx¨ ¥q¦ ¨
ª�¨ ¸(¢ ª¯�¢d£VøC£<¤(¢ ® ¸(¢ ® ¢d£<¤(¢d¥ Ai
¶ ¬ ¶ ¬ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤ § µ À £<¤X¶ ¬ i º ¢ Í ´Æ¦ ¨ ¸0Ã2¢d¥�¦ ÅVÌ ´Æ£ ¨ ¥C¥A¤(¢ ® É À<Ì Í ÒC® ¶ ª«ÅVÌ«© ¶ ©ÁÅ £Vµ ÀV¬<§ ¶Vµ À(® i = 1, 2

°
¼ ¶A½ Ó P(A2|A1) ¨&© ¶ P(A2)

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢d¦�¦(¹ ¬d³!® ¯�¢ ® ¤0´Æ¦¾¥C¶(£(¤ À Ã!Ã�Û¼ Ã�½ Ó pf = 0.01 ¨&© pn = 0.015
´ ®Â® ° α = 0.6 ¨dÌxªx¨ ¦<¢d¦v¯�¢ ®Æ® ¢ ª�ª ¢d£<¤¾¶ Í ÀVªxª ¶ ÒFª ôI¸(¢ ¬ ¢ ªx ¯�¢d¦0¦ À(Ì ¶�¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(£(¢ ®É ¨dÌ ø § µC¶�¶ ¬
ª�ªÁÒ Í ² Ò ¦ Ì ô ® ¶ § µ À £(¤¾¦ ¨
ª×¨ ¸?¶ ® ¶ ªxª ¢d£<¤ ©�¬ ¢ Ì ¥A¤0õI² ªxÀ(ª�ª Ã2¢öÃC¶ ® ¢ © ¢ ª ¯�´Æ¶ ª�ª ´�¦ ÅVÌ ´Æ£ ¨ ¥0¤ ª Û

L��Ê=!P�� Ó Üu¶V£(¤<¶ Ì Ë ª ´Â¦(¢ ª�ª 1 ¥ ªx¨.¬ ¢ ª É`¢ ® ¯ ¨dÌÁ¨.© ¢ ©�¬ ¢ Ì ´Â¥ ª Üu¶V£(¤<¶ ÌxÀ(ÌÁ©�¬&Å £ À ¥ ¶oøCõ!¦�¦ ¨
ª ¦I¶ ª ¢d£<ô Ì ´ Å ÃC¶ À<©x¬
ª µC¶ ª ô<¶V¦ »�ó n ç ºZÒ ¦
Ò Í ¸I¶ Ì ´n¶ ©.§ Ïon ç ºZÒ ¦ Ò Í ¸V¶ Ì ´Æ¶ ªx® ¶V¥�° Ó×¬�Ò Í ¸V¶ Ì ´Æ¶ © øCõ!¦o¶ ¬ ¢ © ¢ ª ¢.¦Uu !�v º Å ÃC¶(¥U¢d¥C£(¢ Í ´Â¦U¢ ®Æ(Ì ¢�¶ ®nÅ ¥A¤ À ¦I¶ ª ¶ ¬ ¶I² ª ô(ÃC¶(¥ §¶ ¬vÒ Í ¸V¶ Ì ´Æ¶ ªx® ¶V¥ À ¦o¸0´ ©�¬.À ¥ ª È © ¶(¦ß¶ ¬ ¢ © ¢ ª ¢d¦ ó !Iv º Å Ã�¶V¥�°�  ÅIª�ª ¶V¯ § µ À £(¤x A¶V¥ È © ´_¢ ®Æ(Ì ¢�¢.¥!£(¢ Í ª ¢� Ò!® ´ © ¦ ÅVª.§  ÒFª ¦ ÅVª¸0´ ©x¬dÀ ¥ ª ¥!¢d¯Ø°¼ ¶A½?Üo¢d¥C¥A¤0´:¶V¥!¥�¶V¦�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤� <¶V¥ È © ´+¶ ¬¡Ò Í ¸I¶ Ì ´n¶ ªÁ® ¶(¥�¦V¶ ª ¢.£(ô Ì ´ Å Ã�¶ ª ¶ ÌxªxÀ<¬ ´Æ¦!Û¼ Ã�½UÜo¢d¥C¥A¤0´:¶V¥!¥�¶V¦�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤¾¢ ¬ ¢.¦ ÒFª«Å ¥F <¶V¥ È © ´[Ë ÌÁ¬.© ´ ª ´ © ¢ ®Â<Ì ¢�É À £&²�¶X¢d¥!£<¢ Í ¥!´ÊÛ

L��Ê=�S���Ë_£(¤u¸ Å(ÌxÀA© ÃC¶V¥u¦ ¨dª É ¨d® ¢ ª ¶630´ ªÁÅ(ÌÁ© ¶ ©ÁÅ £�¯�·!¦(¹ Í ´Â¦ § ¢d£(¤0´Æ¦ ³ ¦ØÉ`¢.µ ¨dÌ&§ ¯ Å(© ´Â¦ Ò ¦ ©ÁÅVÌ £<¶ ©�¬ ÑÂ¥0·J¦ À È © ´Æ¦0¦I¶ ®\©�¬&ÅV®Æ® Ñ ª ° Ó ¸ ÅIº
ÌxÀA© ÃC¶(¥U¶NÉ`¢dµ ¨dÌ�ª ¶C3F´Â¦?¶ Ì«Å ¥0¤<¶ 15% § ¯�ÑÆ£v¶ ©ÁÅVÌ £ Å ¦ ¨ 85%

°\Ë4£(¤�ÃC¶ ® ¢ © ¢ ª ¥!¢d¦ § ¯�¢ ® ¤(¢ ª ¢.£(¤ ª ¶C3F´ ©�À ¦ À(¬.ÀVª�ª&§ ¢.£(¤(¢ ªÁ® ¢.¥
©�¬ ¢d¯ ª ¶(¥AõI²�¶q¸ À(®Âª ° Ó�¬¾uÅV®Æ® Ñ ª«Å(© ¶ ©x¬ ¢ Ì ´Æ¥ ª ¶o¸ ¨dª ¦(¢ ©�ª ¶C3F´ © É`¢dµ ¨.Ì ¦ À È © ´ÆÃC¶V¥ ³!®Âª °c) Ò Í ² Ò ¦ ªÁÀ ¸ Å Ã!Ã ÅC§ µ À £(¤J¶ ª ¶V¥0õ¯�¢d£(Ã!Ñ ¬ µ�¶ ª ô ©xÅ £<¶ 80% ºðÀA©d§ ¸I¶V£<¤0´ © µC¶ ©xÀ ¥ ® ôX¦(¹ ÌÁ³!® ¯ ¨ ¥A¤(¢d¦¾¦(¹ ¬ ¹ ª�ª ¶ ¬ ¢ © ¢ ª ¢.¦ 80% º Å ÃC¶(¥ ÅV®Æ® ¶ ¿ Ñ ª ²�¶X¯X¢.£XµC¢ ® ¤(¢ © ¢d¥Ø¶
ª ¶630´ ©�¬ ÑÂ¥ ¨dª °¼ ¶A½ �0¬.Å ¯�Ñ ª«©�Ò ¦¾¦0´:¶V¥!¥C¶(¦�¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £ ¨
ª.§ µ À £(¤�¶X¸ ¨
ª ¦(¢ ©�ª ¶C3F´ © É`¢dµ ¨dÌ ¶ Ò!ª ô ª ¸(¢ ¬ ¢ ª ¢ ª�ª °¼ Ã�½ %×®Âª ¶ ®ÆÅ ¥ À<© Ñ ªÁ©xÒ ¦�¶NÉ`¢ ® ¶ Í ¶ ªxÀ(ª õ!£<¤ § µ À £(¤�¶�¸ ÅVÌÁÀ<© ÃC¶V¥ ®Æ¨ ¸  É`¢.µ ¨dÌ�ª ¶C3F´Â¦?¶ Ì«Å ¥0¤<¶�¸I¶ ® ¶(¯�´ ® ¤(¢d¥ 0 ≤ p ≤ 1 ©�¬.Å ¯Ø°

ÓÚª ¶V¥0õl¯�¢d£(ÃCÑ ¬ µC¶ ª ô ©ÁÅ £<¶ ªÁÀ ¸ Å Ã!Ã Ì ¶o´ © 80% ºðÀ<© °�Ü ÒFª ¶ ©Á©�Ò ¦J¯�¢.£ § µ À £<¤�¶V¥C¥C¶V¦ ¶q¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢ § µ À £(¤ ¶¸ ¨
ª ¦(¢ ©�ª ¶C3F´ © É`¢.µ ¨dÌ ¶ Ò!ª ô(Ã�¶V¥ ³C®Ôª&§!¿2À ¥ ªxÀA© ¶(¥U¶V¦0¦ À(Ì ¥C¶V£<¤ À Ã!Ã 1/2 º ¥ ¨d®ð§ µC¶ p > 0.2
°

¼#È ½ %×®Âª ¶ ®ÆÅ ¥ À<© Ñ ªÁ©xÒ ¦ ªxÀ ¸ Å Ã!Ã¾¶öÉ`¢ ® ¶ Í ¶ ªÁÀVª õ!£(¤ § µ À £(¤X¶�¸ Å(ÌxÀA© ÃC¶V¥ ®Æ¨ ¸  É`¢.µ ¨dÌ4ª ¶C3F´Â¦�¶ ÌÁÅ ¥A¤<¶ö¸I¶ ® ¶V¯�´ ® ¤(¢d¥ 0 ≤ p ≤ 1
©x¬.Å ¯ §�¨.© µ À £<¤o¸I¶ ® ¶V¯�¢ ® ¤ 0 ≤ q ≤ 1 º £(¤(¢ ® ¶ ª ¶V¥0õß¯�¢.£(Ã!Ñ ¬ µC¶ ª ô ©xÅ £<¶ 100q% ºðÀA©d§ ¸V¶V£<¤A´ © ¶ ¬ ¢ © ¢ ª ¢.¦ 100q% º
Å Ã�¶V¥a´ © ¯�¢ Ì ´�É`¢ ® µ!¢ ® ¤(¢ © ¢d¥ ¶ ©�¬ ÑÂ¥!¢.¦(¢ ª ° ¼ 1 ªxªvª ¢ Ì ¯ ¨.©x¬ ¢ ª ¢ © ¢d¥ q

¥!¢.¯
(1 − p) ºðª ²b¢ ® ¹ ® ´ð° ½ Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦ ¯�¢.£¶

{(p, q) : 0 ≤ p ≤ 1, 0 ≤ q ≤ 1}¥ ¨ £<¤ ¬ ¢ ª ¶ ¬.À ¥ Ìx¨&©�¬.¨
ª.§ ¶V¯�¢ ® ¤ Ì ¢�¶V¥!¥�¶V¦U¶¾¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤U¶¾¸ ¨
ª ¦(¢ ©�ª ¶C3F´ © É`¢.µ ¨dÌ ¦ À È © ´ÆÃC¶(¥ ³!®Âª.§ É`¢ ®Âªx¨ ¸<¢ §µ À £(¤�¶ ª ¶V¥0õ?É`¢.µ ¨dÌ�ª ¶630´ Ì ô ® ¸V¶ ®Æ®ÂÀ(ª�ª.§ 1/2 º ¥ ¨.® ¥�¶V£(¤ À Ã!Ã�°
L��Ê=CO:� Ó×® ¶ Í Å(Ì.§ Ð ¨d® ¶ §8< ´ ® ´ ¨.©�J ¹<¯�¹ ª ¹ Ì µC¶ ¬.Ò Í ô © ¶V¦ »�ÅVªx® ¶V£ À<© ¶I¥�¶ ¬ ¢ © ¢ ª ¢d¦ ó n ç º Å ÃC¶V¥�µ�¶ ¬dÒ Í ¥C¶V¦�¯�´Â¥ Í ¶�¥ ¨ £(¤(¢.¥ § ¢d£<¤A¯ Å<©bº

ª ô ® É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ³!®#§ ¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢d¥:°�y0z è8{P|6}�è.êdî�| z~z ïÊî �dèC�d�!ë M6O$�0�@z è�î è M èP{b�dèo�d�Cë MPOe� í z í�è&ê
î��vëCB,{Iî èo���!ë M6O0�.� � � î � }
�!è&ê���{<ëIîðîN� Üo´@¶Ø¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢�¶V¥C¥C¶V¦ § µ À £<¤ J ¹(¯�¹ ª ¹ Ì ´Â£A¶ ¬ ¶ ª ¯ À ¥ Í ÀVªxª Û ¼ ±!¢ ®ÔªÁ¨
ª ¢ ® ¢ ¬d¬.³ ¦ § µ À £(¤ Ó�® ¶ Í ÅVÌ�ªÁÒ Í º²�¶ § µ À £<¤q¯�´ ª ¯�´Â¥ Í ÀVª�ª Ð ¨.® ¶ § Ð ¨.® ¶ ªxÒ Í ²�¶ § µ À £(¤u¯X´ ª ¯�´Æ¥ Í ÀVªxª_< ´ ® ´ §Y< ´ ® ´ ªxÒ Í ²�¶ § µ À £<¤u¯X´ ª ¯�´Æ¥ Í ÀVªxª?J ¹<¯�¹ ª ¹ Ì °) À ¸ Å Ã!Ã ÅC§ µ À £<¤ < ´ ® ´�¶ ¬
ª ´ © ¢ ®+ªxÒ Í ²b¶ Í ¹(¥ ª ¢d¥!´ § µ À £(¤ J ¹<¯�¹ ª ¹ Ì µC¶ ¬dÒ Í ÀVª�ªxº ¢ö¸V¶V£(¤ © ¢.¯U° ½
� ���@�����F�Cüb�\ü@�A�_�U�@�A� T ��� T �:�A��i4�:��i,�g�\���«�:�b�0���0���b�:���!�:�(��� T übj�i,�\�@��ü�� T �\�û�4�2�×�,�&j��«�:�������,�0�4�

L��Ê= ^ ��Ë_£(¤ ¨.Ì ¯ ¨
ª ¶ Í!Í ´Â£ Í À Ã Ò ¥!¦ § ¶(¯�ÑÂ£ ¦ ¨
ª«©�¬ ¢ Ì ¢d£<¤0¯ Å<©�ÒFª«Å ¥ ¶ ¬dÀ ¥ À<©�À<® Í ¶ ®nÅVÌ ¶ß¥!¢d¯ ¢ © ´Â¦[° Üo´Æ¥ Í ¢d¥ ® ¢dµC¢ ªÁ©x¨ £<¢ © nÍ À Ã Å<©bª ´Â£ ¨ ¥0¤ ®Æ¾©�À<ÌxÀ<¬ ¶ ª ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ ® ¢d£<¤(¢d¥ 2−n ° ¼ Üo´ ¨dÌxª Ûf½�÷ Ì ² Ò ¦ ® ¢�¶v¦AÑ ©x¨dÌÁ® ¢ ª ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤ ª ¢ ÌÁ¨
ª °�Üo´�¶ ¬ ¶ ®ÆÅ Ã!Ã!´¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤(¢d¦¾¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ »
A := { ¶X¦AÑ ©x¨dÌÁ® ¢ ª µC¶ ª ¥ Å(® ¦(¢.¸(¢ © ¢dÃ!Ã ¨dÌ ¯�¢ Í À Ã Å(©Á© ¶ ® ¸ ¨ £<¢ ªx¨.Ì },
B := { ¶X¦AÑ ©x¨dÌÁ® ¢ ª�¿CÅ(ÌxÀA©�©�¬&Å ¯�õ ¨dÌ ¯�¢ Í À Ã Å(©�ÒFª«Å ¥ ¨.Ì ¸ ¨ £<¢ ª }.

u



L��Ê=C]:� Ó ¥!¥C¶ § Ð À(Ì ´ ¨&©�< ´ ® ´2¢d£(¤AÉ À<Ì ¯v¶ö¢ Ì ¢b²b· ¿ ´Æ¥!£ ¿2À ¥!£&² ÅVªx¨ ¦ À<©xÀ ¦2° Ó ¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ¯�ô Í À ¥ö² ÅVªÁ©x¬ ¶V¥�¶V¦ »�Ó ¥!¥C¶ ¨.© Ð À(Ì ´!¯ ¨dÌ ´Æ¦¢ ®Æ<©x¬ ¹ Ì ¹ ©x©x¬ ¢U¶ ¬ ¢ Ì ¢b² ³ ¦(¢ ª °6Ë ¬.ÒFªÁÅ ¥a¶u¸(¢ ©�¬dª ¢ © ¦0´ Å(®Â®ð§_¨.© ¶ß¸ ÅVÌ ¶V¦ À(¬ ô < ´ ® ´ Å(®Â® Ã2¢Ø¶uµ!¢ ® ¤ ¨dÌ ¢ § µ À £<¤�¹ ©Á©�¬ ¢d¯ ¨dÌ ²b¢
ªxÒ Í Å<©xÅVª ¶ ¬ ¢ ®Æ(¬d ¥0¤(¢ Ìxª ¢ ©Á© ¢ ® ° Üo´Æ¥ Í ¢.¥ ¢.£(¤(¢ © ¯X¢ ÈdÈ ©vÒFªÁÅ ¥ ¶J¸(¢ ©�¬dª ¢ ©vÅVª ¶ Í ²b¶ ¶�µ!¢ ® ¤ ¨
ª ¶�¸ Å(Ì ¶(¦ À(¬ ô(¥C¶V¦2° Ë ¬dª¯�´Â¥ Í ¶ Í!Í ´Æ£?É À<® ¤ ª ¶ ª ² Å ¦ § ¶(¯�ÑÂ£U¸I¶ ® ¶V¯�¢ ® ¤0´Â¦ ³ ¦o¦ ¨
ªÁ©x¬ ¢ Ì ¢d£(¤0¯ Å(©¡ÒFªÁÅ ¥ß¥C¢d¯ ¥A¤(¢ Ì&§�¨.© ¶V¦0¦ À(Ì¡U® ¢ ©x¬ ¶U¦(¹ Ì ¯ ¨.Ì ¦ (¬.¨.©£(¤ <¬
ª ¢ © ¢<°�÷ Ì ² Ò ¦ ® ¢N¶v¦(¹ Ì ¯ ¨.Ì ¦ (¬.¨.© ¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤ ª ¢ Ìx¨dª ° Ó�¬ n ¿CÅ(ÌxÀA© È © ¶ ª ¶ Ò!ªÁÅ ¥q¸ ¨ £<¢ ª�¨.Ìx�©xÀ(ÌÁÀ(¬ ¶ ªÁÀ ¦�¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢
® ¢.£(¤(¢.¥ 2−n ° ¼ Üo´ ¨dÌxª Ûf½XÜo´:¶X¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ö¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤ Ó ¥C¥C¶ § ´ ®Â® °CÐ À(Ì ´ § ´ ®Æ® ° < ´ ® ´�¥A¤(¢ Ì ´�¶X¦ <Ì ¯ ¨dÌ ¦ (¬d¨&©bª Û

L��Ê=Ch:� Ó×® ¶ Í Å(Ì�¨&© Ð ¨.® ¶ ª ¢d¥!´ ©x¬ ¢ ¬ ´Â¦[° Ó�® ¶ Í ÅVÌ�© ´Â¦(¢ Ì ¢ © ¢.¥ ©�¬ ¢ Ì ¸ ÅV® °gÐ ¨d® ¶N¯X´Æ¥ Í ¢.¥Ø¶ ® ¦I¶ ®ÂÀ ¯X¯v¶ ® ¶N¥!¢d¦0´ ³Fª ¹ ªxª�® ¶VÃ Í ÅVª ¯�´Â¥ Í ¢d¥¢ ®Æ(¬dX³Fªx¨&©bªÁ(® É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥ ³!® 0.25 ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(£(¢ ® ¥!¢d¯ ª ¶ ®nÅV® ²�¶N¢ ®ð§ 0.15 ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£(¢ ® ¶Nµ ÅV® ô(ÃC¶ ³Fª ´ ¨.© 0.6
¸I¶ ® ô º

©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£<¢ ® ²bô ® ¶ Í ²�¶v¸0´ ©Á©x¬ ¶ Ó×® ¶ Í ÅVÌ ¥C¶V¦[° Ó�® ¶ Í ÅVÌ ¶v¥!¢d¦0´ ³Fª ¹ ª�ª�® ¶VÃ Í ÅIª ¯�´Æ¥ Í ¢d¥u¶ ® ¦V¶ ®ÆÀ ¯�¯v¶ ® ¶ ¬ ¢ ®Æ(¬.v³FªÁ¨.© ¢d¦ ªx<®É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ ³!® 0.1
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ® ¥!¢d¯ ª ¶ ®ÆÅ(® ²�¶U¢ ®ð§ 0.2

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ® ¶Uµ Å(® ô<ÃC¶ ³Fª ´ ¨.© 0.7
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ® ²bô ®¶ Í ²�¶X¸0´ ©x©x¬ ¶XÐ ¨.®ÆÅ ¥C¶V¦[°gÜq´�¶�¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢ § µ À £(¤�¶ ® ¶VÃ Í ¶�¶X¯�¢d¥!¢ ª ¸ ¨ £ ¨ ¥Ø¶Xµ ÅV® ô(ÃC¶(¥ ® ¢ ©�¬ Û

L��nL�R:� Ó×® ¶ Í Å(Ì.§ Ð ¨.® ¶ ¨&©�< ´ ® ´ È ¨.® Ã�¶ ®Æ ¥!¢.¦ Ó�§ Ð §�<�§ Ó�§ Ð §�<�§ °d°d° ©xÀ(ÌÁÌ ¢.¥ Í Ã2¢d¥�°��¡¤ (¬dª ¢ © ¶ ¬<§ ¶(¦A´g¢ ®Æ<©x¬ ¹ Ì�ª ¶ ®nÅ(® ¶ È ¨d® ÃC¶!° Ó×¬¢d£(¤<¢ ©�® ¹I¸ ¨.© ¢d¦0¥ ¨.®,Ó�® ¶ Í ÅVÌ�ª ¶ ®nÅV® ¶ ª ´,¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ 2/5 § Ð ¨d®nÅV¨N¨.©�< ´ ® ´ ¨ 3/5
° Ó�® ¹I¸ ¨.© ¢d¦Ø¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ® É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥!¢.¦2°Üo¢d¥!¥0¤0´:¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢¡¶V¥!¥�¶V¦ § µ À £<¤ Ó�® ¶ Í ÅVÌ&§ Ð ¨.® ¶ § ´ ®Æ® ¢ ª ¸(¢ < ´ ® ´�¥A¤(¢ Ì ´�¯X¢.£v¶X¸(¢ Ì«© ¢.¥A¤ ª Û

� z�g;� ���������
���U~:���

�p�×�_�4�+�!�b�:���:�A�����:�@�4���
P:�#��� ¼ ¶A½?Üo¢d¥C¥A¤0´+¶V¥!¥C¶(¦�¶�¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £(¤X¦ ¨dª ¢.£(¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥ ³!® ¦0´ ª ¹ ®Âª ¹ ªxª�®ÆÀVªxª ô ©x¬ ¢ ® ¸ ¨ ¥A¤X¦(¹ ¬d³!®2® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã¶ ¬ ¢.£(¤0´Â¦ ® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã?¦ ¨dª�ª ¶ ®nÅV® ¶ ªxÀA© Û¼ Ã�½UÜo¢d¥C¥A¤0´_¶V¥!¥�¶V¦q¶?¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ § µ À £<¤Øµ�¶Uç !P!8!:!P!P! ®ÆÀVªxª ô ©�¬ ¢ ® ¸ ¨ ¥A¤ ª ¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ©�¬ ¢ Ì ·!¢d¥ ¨.© ¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ® É ³ £ º£(¢ ªx® ¢d¥ ³!® ¦0´ ª ¹ ®Ôª ¢d¥!¢.¦ § ¢ ¬ ¢d¦¾¦(¹ ¬ ¹ ª�ª�¿2À ¥ ªxÀ<© ¶V¥?¹ ª Í ¶ Ì ¶(Ã?¹ ª�ª ¶ ®nÅV® ¶ ªÁÀ<©�©�¬ ¢ ® ¸ ¨ ¥A¤ ® ¢ ©�¬ Û
P:�Ê=+� ¼ ¶A½?Õ Å ¥A¤ ¼ ¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ® É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥2½�Ã Ì ´ Í ¬&©�® ¢ ÀA©�¬dªÁÅ<©�Ì ¶¾¸V¶V¥ ©x¬d³ ¦ ©x¨ £Ø¶Vµ!µ À(¬(§ µ À £(¤q¶(¥!¥C¶(¦q¶?¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢ § µ À £(¤

® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã?¢d£<¤ ©x¬ ¢ Ì ¯�´Æ¥ Í ¶X¥ ¨ £(¤ Å<©�¬a'4©x¬ ¶V¦0¥C¶(¦ö² ÒC©Á©xÀ ¥ §!® ¢.£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã 0.5 ® ¢d£(¤(¢.¥�Û¼ Ã�½UÕ Å ¥A¤ ¼ ¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ® É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥2½�Ã Ì ´ Í ¬&©�® ¢ ÀA©�¬dªÁÅ<©�Ì ¶¾¸V¶V¥ ©x¬d³ ¦ ©x¨ £Ø¶Vµ!µ À(¬(§ µ À £(¤q¶(¥!¥C¶(¦q¶?¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢ § µ À £(¤
® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã?¢d£<¤ ©x¬ ¢ Ì ¯�´Æ¥ Í ¶X¥ ¨ £(¤ Å<©�¬ ¢d£<¤¾¦ ¨d¬ Ã2¢�² Ò�©x©xÀ ¥ §!® ¢.£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã 0.5 ® ¢d£(¤<¢d¥�Û

P:�nL���Ë_£(¤ ª ¢ ©x¬
ªÁÌ ¢.¥ Í ©x¬ ¢ Ì ·u¸0´ ¬.© £ Å ¥ ÅV® ¯�´Æ¥ Í ¢d¥ Í ´ Å ¦0¥C¶(¦ ó ! ¦ ¨dÌ Í ¨.©xÌ ¢X¦(¢ ®Æ® ´Â£<¢d¥!¥!¢ ® ¸I¶V£<¤Ø¥C¢d¯�¯�¢ ® É`¢ ® ¢ ® ¥!´#°p)�¢d£(¤ ³ ¦oÉ`¢ ®ð§µ À £<¤6¢d£<¤6¸0´ ¬.© £ Å(¬ ô�¶ ¬ ¢d£(¤(¢ © ¦ ¨dÌ Í ¨.© ¢d¦ Ì ¢U¢d£(¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ³C® p
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£(¢ ®�ªÁÒ Í ²�¶6¶Jµ!¢ ® ¤(¢ © ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª&§

q
¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ® ¶ ¬
ª µC´ ©x¬ ´ § µ À £(¤ ªÁÒ Í ²�¶u¶Øµ!¢ ® ¤(¢ © ¸ Å(® ¶ ©�¬dª.§ Í ¢ ªÁ¨ ¸(¢ Í § r

¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£(¢ ® ¥!¢d¯ ªxÒ Í ²�¶q¶Øµ!¢ ® ¤(¢ ©¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª\¨&© ¢d¥C¥!¢d¦ ªxÒ Í ¶ ªÁÅ ÃC¶V¥�¸I¶(¥ ¼ p+q+r = 1
½Ç°\Õ�¶�¶ö¸0´ ¬.© £ ÅV¬ ô ªxÒ Í ²�¶ § µ À £<¤�¢d£(¤�¦ ¨.Ì Í ¨&©�Ì ¢�¥!¢d¯ ªÁÒ Í ²�¶�¶öµ!¢ ® ¤(¢ ©¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª&§ ¶(¦A¦ À<Ì�ª ¶ ®ÆÅ(®ÆÀ ¯ Ì ¶�Ñ Ì ´Â£<¢d¥ ª ¸I¶V£<¤o¥!¢d¯�¢ ª 1/2 − 1/2

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<£V¢ ® °XÜo¢d¥C¥A¤0´_¶U¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢X¶V¥!¥�¶V¦ §µ À £<¤¾¶X¸0´ ¬.© £ Å(¬ ô ® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã Ï uX¦ ¨dÌ Í ¨.©xÌ ¢�µ!¢ ® ¤(¢ © ¢.¥U¸ ÅV® ¶ ©x¬dÀ<® Û
P:�ÆP:�$#ö´ ® ¢d¥ È ©x¬ ¢ Ì Í À Ã Ò ¥!¦¡É`¢ ® ¢.£(¤ ¿2¨ ¥ ¬.¨dÌ ¯ ¨
ª °* <¢ ® ¢d¥ ª«© ¢ A

¶ ¬dª ¶ ¬ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤ ª&§ µ À £(¤ö¶ Í À Ã Å<©�À ¦�¦<¹ ¬ ¹ ª�ª�® ¢.£<¶ ®nÅ ÃCÃö¦ ¨dª É`¢b² ¨&©
® ¢.£<¶ ®ÆÅ Ã!ÃX¦ ¨dª Ñ Ì«Å(© ´ © ¢ ®Â É À(Ì Í Ò!®#§ B ¿ ¢ Í ´Æ£�¶ ¬dª ¶ ¬ ¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤ ª&§ µ À £<¤ ® ¢d£VÉ`¢ ® ²b¢.Ã!Ãv¥ ¨ £(¤NÑ ÌÁÅ<© É À(Ì Í Ò!® ¢ ®Æ °g± ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥!¢d¦ º ¢¶NÉ`¢d¥ ª ´:¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤<¢d¦¾¢d£<¤0¯ Å(©�ª ô ® ÛUÜq´ ¨.Ì�ª Û

P:�ÊS+�0/ Å(® ¶ ©x©x¬dÒ ¥!¦ ª ¶ ®nÅV®ÆÀ ¯ Ì ¶?¢.£(¤ ©�¬&Å ¯ ÀVª ¶ ¬ {1, 2, 3, . . . , n} µC¶ ® ¯v¶ ¬ Ã�ô ® ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©x© ¶ ® °: <¢ ® ¹ ® ²b¢ Ap
¶ ¬
ª ¶ ¬¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤ ª&§ µ À £<¤¾¶X¦0´Æ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªÁÀVªxª�©�¬&Å ¯ ¶

p ¿CÌ ÑÆ¯ ©�¬&Å ¯�¯v¶ ®+À<©x¬
ª µ�¶ ª ô�°
¼ ¶A½?Ü ÒFª ¶ ©Á©�Ò ¦ ¯�¢d£ § µ À £(¤ µC¶ p1, p2, . . . , pk ¿!Ì ÑÂ¯�¢d¦ ¨&© ¶ ¬ n ©x¬.Å ¯ ÀA©�¬dª µC¶ ª ô p1, p2, . . . , pk º ¸I¶ ®#§ ¶V¦0¦ À<Ì ¶ ¬

Ap1
, Ap2

, . . . , Apk

¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤(¢.¦ ¼ ª ¢ ® ²b¢ © ¢d¥�½�É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥!¢d¦[°¼ Ã�½U <¢ ® ¹ ® ² ³ ¦ Cn º ¢ ® ¶ ¬dª ¶ ¬ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤ ª&§ µ À £<¤Ø¶?¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ ©�¬ ¢ Ì ·C¢d¥u¦A´Æ¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÀ(ª�ª¡©x¬.Å ¯ n º µ!¢ ¬NÌ ¢ ® ¶ ª ÑÆ¸ ¿!Ì ÑÂ¯Ø°�Ð�´ ¬dÀVº¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦�Ã2¢ § µ À £(¤
P(Cn) =

∏

p �"��� � ,p|n

(

1 − 1

p

)

.

P:�nO��¡ �¢d£<¤(¢d¥
s ∈ (1,∞) Ì ¹<£ ¬ Ñ ª ¢ ª�ª�¨&© ζ(s) :=

∑∞
n=1 n−s ¶JÖ×´Â¢.¯�¶(¥!¥ º É ¨d® ¢ Í ¬ ¢ ª ¶ º É ³ £(£<¸ ¨ ¥0¤(° ¼ Ó ¸ ¨ £ ª ¢ ® ¢d¥ ¹ ©x©x¬ ¢d£

s > 1 ºZÌ ¢v¦ À ¥0¸(¢ Ì £(¢.¥ © ° ½�) À ¸ Å Ã!Ã ÅU® ¢.£(¤(¢.¥ pn = pn(s) := n−s/ζ(s)
°U �¢d£<¤(¢d¥�¢d£(¤

X
¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢d¥ ©x¬.Å ¯�K@z ëféxê z |fédè

P(X = n) = pn § ¶Vµ À<® n ∈ N
° '_Ì�ª ¢ ® ¯�¢ ¬d¬.³ ¦�Ã Å(Ì ¯�¢ ® ¤ r ¿!Ì ÑÆ¯ ©x¬.Å ¯ Ì ¶N¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤ ª.»

Er := { ¶ ¬ X
¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ª ¢ Ì ¯ ¨&©�¬ ¢ ª ¢ ©�©�¬&Å ¯ ÀA©�¬dª µC¶ ª ô�¶ ¬ r ¿!Ì ÑÆ¯ ©x¬.Å ¯�¯�¶ ® }

¼ ¶A½?Ð�´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁ©xÒ ¦¾Ã2¢ § µ À £(¤�¶ ¬ {Er : r ¿!Ì ÑÆ¯ } ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤<¢d¦ ª ¢ ® ² ¢ © ¢.¥UÉ ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥!¢.¦[°

Ï"!



¼ Ã�½ Ó Í ² Ò ¥!¦?¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £ ©�¬&Å ¯�Ñ ªÁÅ<© ´[Ã!´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁÅ<©bª ¼ ¨.© ¢ ¬d¬ ¢ ® ¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £ ©�¬.Å ¯�Ñ ªÁÅ(© ´ ¨.Ì�ª ¢ ® ¯X¢ ¬d¨.©�ª ´ © ½�¶Xµ!Ñ Ì ¢ ©

ζ(s)−1 =
∏

r: r �@� � �
(

1 − 1

rs

)

¡ � z4K }£¢�¤
ëC}£�.� z |(Ì ¶!°
ÝßÞÁàdá
Þ«àVâ!ãfä
å.æ Ó�¬ Ë Ò!® ¢ Ì É À(Ì ¯ Ò!® ¶ ©bª ¶V¥ Í ¶ Ì Í ® ¢.¸(¢ ¬ ¢ ªx¨&© ¢ ¨&©ö¨.Ì�ª ¢ ® ¯�¢ ¬d¨&© ¢�¯�¢d£ ª ¶ ®nÅV® µC¶ ª ôUÃ Å(Ì ¯�¢ ® ¤q¢ ® ¢d¯�´_Ã2¢.¸(¢ ¬ ¢ ªx
©�¬&Å ¯�¢ ® ¯ ¨d® ¢ ª ²b¢d£<¤ ¬ ¢ ª Ã2¢d¥U¸V¶V£<¤v¦(¹(¥0¤A¸0Ã2¢.¥�° ½

P:� ^ �0/\¢d£<¤ ³ ¥!¦ß¢.£(¤ n
É <©�ª«ÅVÌ«© ¶ ©ÁÅ £ ÀVª °V <¢ ® ¹ ® ²b¢ Aij

¶ ¬
ª ¶ ¬ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤ ª.§ µ À £<¤J¶ ¬ i º ¢ Í ´Â¦ ¨.© j º ¢ Í ´Â¦J¢d¯�Ã2¢ Ì ¢.£(¤ß¥C¶ ¿2À ¥
©�¬.³!® ¢ ª ¢ ª�ª °
¼ ¶A½�9 Å(ÌxÀ ¥!¦ ¨ ¥ ª É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ º ¢ö¢ ¬ ¶ ¬ (n2) ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤!Û¼ Ã�½U)�¢ ® ²b¢ © ¢d¥?É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ º ¢ö¢ ¬ ¶ ¬ (n2) ¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤!ÛP:�n]���Ë_£(¤

n
¢ ® ¢d¯�·�µC¶ ® ¯v¶ ¬ Ã2ô ® ¶ ¬ A ¨.© B

¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ÌÁ¨.©x¬ µ�¶ ® ¯�¶ ¬dÀ ¦I¶ ª ¢d£<¤0¯ Å<©bª ô ® É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ³C® ¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ®¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ² Ò ¦¾¦0´�¶ 2n ® ¢.µ!¢ ªÁ©x¨ £<¢ ©�ÌÁ¨.©x¬ µC¶ ® ¯v¶ ¬ ¦(¹ ¬.³!® °
¼ ¶A½?Üo¢d¥C¥A¤0´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤ A ⊆ B

Û
¼ Ã�½UÜo¢d¥C¥A¤0´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤ A ∩ B = ∅ Û

P:�nh�� �0¬.Å ¯XÑ ª«©�Ò ¦v¦0´[¶ P(A1 ◦A2 ◦ · · · ◦An)
¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢ ª&§ µC¶N¶ ¬ A1, A2, . . . , An

¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤(¢d¦ ª ¢ ® ²b¢ © ¢d¥�É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥C¢d¦ §
¨.© ¯X´Æ¥ Í ¢.£(¤0´Æ¦A¥C¢d¦�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ p

°
P:�#�0R:��Ë_£(¤ À<ÌÁ©x¬.Å £(ÃC¶V¥J¶ ¬ A § B § C ¨&© D

¸ Å(ÌxÀA©�À ¦q¦(¹ ¬ ¹ ªxª ¶Ø¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¦(¹ ¬ ¸(¢ ªx® ¢d¥ ÒFª ¶(¦ß¸I¶(¥!¥C¶V¦ » A ↔ B § A ↔ C §
C ↔ B § D ↔ B § D ↔ C

°_Ë_£<¤ ªx¨.® ´ ¨ ² ©x¬ ¶V¦V¶N¯�´Â¥ Í ¶ ¬ ¹ ª õ ªÁ©x¬ ¶V¦V¶ ©x¬dÀ ¥ p
¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<£(¢ ® ¦ ¨d¿!¬. Í ´Â¦�µ!ô<¶(¦I¶ Í ÅV® ¤ §

ª ¢ ® ²b¢ © ¢d¥6É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ³C® ¢d£(¤0¯ Å(©�ª ô ® °ßÜo´�¶q¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢�¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £<¤J¯ Å(© ¥C¶ ¿6Ì ¢.£(£(¢ ® ¯ ¨ £(´ © ¢ ®�® ¢dµC¢ ª ² ÒFª ¥!´ A ºÃ2ô ® D º Ã2¢&Û Ó Í ² Ò ¥!¦ ©�¬&Å ¯ ©x¬ ¢ ÌÁ³ ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤ ª p = 1/2 ºðÌ ¢(°.9 Ì ô<Ã ÅV® ² Ò ¦q¯�¢d£(´Æ¥ Í À ¦ À(® ¥!´\¶ ¬XÒFª ô(Ã!Ã!´_¸ Å(® ¶ ©�¬dª ¶ ¬ ¢ ®Æ©x¦ ¨dÌ Í ¨.©xÌ ¢¡¦I¶ ¿2ÀVªxª É À(Ì ¯ Ò!® ¶XµC¶ ©�¬ ¥ ÅV® ¶ ª ¶�¥ ¨.® ¦ ³!® ´ © °

h �������b�+�F�:�|�g�!�\�@�4��i,�\�v��ü�� T �\� k �&�����&jRig�g�`j4� Tdk �(l��A���4���
P:�#���2� Ó Í ²b¶�¯�¢.£v¶ ¬ ¢d£<¤ ©�¨ £(¥ ¨ £<¤ ¬ ¢ ª A § B ¨.© C Ìx¨&©�¬ µC¶ ® ¯v¶ ¬ ¶V´ ª�À(® ¤0¯�ô Í À ¥ § µ À £<¤

¼ ¶A½
P(A ∩ B) = P(A)P(B) § P(B ∩ C) = P(B)P(C) § P(C ∩ A) = P(C)P(A) §@¨.© P(A ∩ B ∩ C) =
P(A)P(B)P(C)¼ Ã�½
P(A ∩ B) = P(A)P(B) § P(B ∩ C) = P(B)P(C) § P(C ∩ A) = P(C)P(A) § Í ¢ P(A ∩ B ∩ C) 6=
P(A)P(B)P(C)¼#È ½
P(A ∩ B) = P(A)P(B) § P(B ∩ C) = P(B)P(C) § P(A ∩ B ∩ C) = P(A)P(B)P(C) § Í ¢ P(C ∩ A) 6=
P(C)P(A)

P:�#�F=�� Ó×¬ A § B ¨.© C ¿2À ¥ ªxÀ ¦V¶ ª ¸ ÅV® ¶ ©Á©�¬.Ò ¦�¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ ©�¬ ¢ Ì ·C¢d¥Ø¢.£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ®+¨.© ¢.£(¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ³!® ¢.£(¤?¦(¹ Ì¦(¢ ÌÁ³!® ¢ ªx¨ ¥�°\Üo¢.¥!¥A¤0´:¶X¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢¡¶(¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤�¶ ¬ ABC
µ ÅVÌÁÀ ¯ ©x¬ ¹(£Nµ!¢.£(¤(¢ ©Á©x¬ ¹(£(·2Û

P:�#�0L:�� �¢d£<¤(¢d¥
B ¨&© C

¦ ¨
ª É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥?¢d£(¤<¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õv¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´�¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôN¶ [0, 1]
´Â¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Â®ÆÒ ¯ À ¥:°�):¢.¦0´Â¥ ªÁ©x³ ¦¾¶

p(x) = x2 + Bx + C ¿2À(® ´Æ¥ À ¯ ÀVª °\Üo´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤ p
£(¤(¹<¦(¢d´[¸V¶ ® ô © ¶V¦!Û

P:�#�AP���Ë_£(¤
l
µ ÀA©x©x¬ õ ÌxÀ<¿ ´ ª ¦ ¨dª.§ ¢d£<¤0¯ Å<©bª ô ® É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥ ³!®�¨&© ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ¦0´Â¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªxÀ(ª�ª�¿2À ¥ ª ÃC¶(¥U¢ ®Âª ¹ Ìx³ ¥!¦[°

¼ ¶A½?Üo¢d¥C¥A¤0´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢¡¶V¥C¥C¶V¦¾µ À £(¤�¶ ¬ ÑÆ£(¤¾¥0¤(¢ Ìxª µ ÅVÌÁÀ ¯ Í ¶ Ì ¶(Ã!Ã2ô ® µ Å(ÌxÀ ¯ ©x¬ ¹<£(¢ ª ¶ ® ¦ ÀVª µ�¶ ªxÒ ¥!¦!Û¼ Ã�½UÜo¢d¥C¥A¤0´�¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £<¢�¶(¥!¥C¶V¦¾µ À £<¤¾¶ ¬ ÑÆ£(¤¾¥A¤<¢ Ì�ª µ Å(ÌxÀ ¯ Í ¶ Ì ¶VÃ!Ã2ô ® µ!¢.£(¤(¢ ©Á©x¬ ¹(£(·�µ ÅVÌÁÀ ¯ ©x¬ ¹<£V¢ ª ¶ ® ¦ ÀVª µC¶ º
ªxÒ ¥!¦!Û ¼ Ë ¬ ¥!¢.µ!¢ ¬ ¢dÃ!Ãd+ ½¼#È ½UÜo¢d¥C¥A¤0´<¶�¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢g¶(¥!¥C¶V¦�µ À £<¤�¶ ¬ ÑÆ£(¤�¥A¤(¢ Ì�ª µ Å(ÌxÀ ¯ Í ¶ Ì ¶VÃ¡¯�´Æ¥ Í ¢d£<¤0´Â¦(¢ Ì ¹I¸0´ Í ¢.Ã!Ã § ¯X´Æ¥ ª ¶ ¬ a ∈ [l/3, l]
Ì ¹(£ ¬ Ñ ª ¢ ªxª�©x¬.Å ¯vÛ

P:�#�FS���Õ Å(ÌxÀ ¯ ¢d£<¤(¢d¥ ®Æ µ À<©Á©�¬ õ ÌÁÀ(¿ ´ÆÃ2ô ® ¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥ ® ¢ ª ¹ Ìx³ ¥C¦J¢.£(¤ º ¢d£(¤ Í ¶ Ì ¶VÃ À(ª ° Ó ª ¹ Ìx¨&© ´ ¿2À ¥ ªÁÀ ¦I¶ ª ¢d£<¤0¯ Å<©bª ô ®É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ ³!®�¨.© ¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©x© ¶ ® ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ² Ò ¦¾¦A´ð°
¼ ¶A½?Üo¢d¥C¥A¤0´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢¡¶V¥C¥C¶V¦¾µ À £(¤�¶ ¬ ÑÆ£(¤¾¥0¤(¢ Ìxª µ ÅVÌÁÀ ¯ Í ¶ Ì ¶(Ã!Ã2ô ® µ Å(ÌxÀ ¯ ©x¬ ¹<£(¢ ª ¶ ® ¦ ÀVª µ�¶ ªxÒ ¥!¦!Û

Ï(Ï



¼ Ã�½UÜo¢d¥C¥A¤0´�¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £<¢�¶(¥!¥C¶V¦¾µ À £<¤¾¶ ¬ ÑÆ£(¤¾¥A¤<¢ Ì�ª µ Å(ÌxÀ ¯ Í ¶ Ì ¶VÃ!Ã2ô ® µ!¢.£(¤(¢ ©Á©x¬ ¹(£(·�µ ÅVÌÁÀ ¯ ©x¬ ¹<£V¢ ª ¶ ® ¦ ÀVª µC¶ º
ªxÒ ¥!¦!Û

P:�#�0O:��Ë_£(¤6¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ªxÌ«Å È ©xÀ<©�¿ ¶ ¿ Ñ ÌÁÌ ¶u¢d£<¤ ª ´Æ¥ ª ¶ ¿ ¶ È ¶ È © ¹ ¿!¿ ¢d¥�° Üo¢.¦0¦ À(Ì ¶u¶ß¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢ § µ À £(¤6¶ ¿ ¶ È ¶u¥!¢d¯ ¯X¢ ªÁ©x¬ ´¶U¸ À ¥C¶ ® ¶(¦I¶ ª&§ µC¶Ø¶ ¬dÀ ¦ØÉ ¨d® È ¢d¥ ª ´ Ì ¢v¸I¶V¥C¥C¶V¦q¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ®ð§ ¶ ª ´Â¥ ª ¶IÉ À<®Ôª�©xÒ £A¶ Ì ¶ ¿ ¢ Í ´Æ£Ø¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õJ¶ [0, 1
3 ]´Â¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Â®ÆÒ ¯ À ¥2Û

P:�#� ^ ��Õ Å(ÌxÀ ¯ · Ì µ�¶I² ô ® ¢ ©�¬&ÅV®Æ® ¶6Üq¶ ÌÁ©xÌ ¶J¢.£(¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ ³!® ¢.£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÀ(ª�ª�¿2À ¥ ªÁÀ ¦ Ì ¶!°¥# ¨dª· Ì µ�¶I²bô�¶V¦0¦ À<Ì�ªxÒ Íx¦ � êdñ K î z4K BJÌ«Å Í ´Æô<¦I¶ ¿ È ©�À(® ¶ ª ÃC¶ ®Â¨.¿ ¥!´,¢d£<¤A¯ Å<©x© ¶ ®ð§ µC¶�¶�Üq¶ Ì«© ¦(¹ ¬.¨d¿!¿2À ¥ ª ² Å Ã2ô ® ´Æ¥ Í ÒC® ô?µ!¢ ® ¤ ¬ ¢ ªxº¸(¢d¦ ªxÀ<Ì ¶(´Â¦�µ!¢d£(¤<¢ ©x©x¬ ¹<£(¢ ªg¬.Å(Ì ¥�¶V¦�Ã2¢�¢.£(¤0¯ Å(©Á© ¶ ® °�Ð�´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁ©xÒ ¦�Ã�¢ § µ À £(¤�¶(¥!¥C¶(¦�¶¡¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ § µ À £<¤�¶¡Ã Å(Ì ¯�¢ ® ¤¦ ¨
ª · Ì µC¶I²bôX¦ À ¯�¯ Ò ¥!´Æ¦ ÅV® ¥!´ ªxÒ Í ¢d£<¤0¯ Å<©x© ¶ ® ¼ ©�¬.³ ¦ ©�¨ £X¢ © ¢ ªx¨ ¥Ø¶NµC¶ Ì ¯v¶ Í ´Â¦¾· Ì µ�¶f²bô�¦(¹ ¬ ¸<¢ ª Ñ ªx¨&©�¨ ¸(¢ ® ½ (π + 2)/(4π)
°

P:�#�0]:� ¼ ¶A½�Ë_£<¤�¦<¹ Ì ¦(¢ ÌÁ³!® ¢ ªx¨ ¥�¸ ÅV® ¶ ©Á©x¬dÒ ¥!¦ n ¿2À ¥ ªÁÀVª ¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ® É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥ ³!®C¨&© ¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©\©x¬ ¢ Ì ´Æ¥ ª ° Ó ¦(¢ Ìx³!® ¢ º
ª ¢.¥�¢ ® µ!¢ ® ¤(¢ ¬ ¦(¢ Í �¿2À ¥ ªÁÀ ¦�¢d£(¤�¦ À ¥0¸(¢�3 ©xÀ ¦ ©x¬ ¹<£(¢ ª ¦I¶ ªÁÅ(ÌxÀ(¬ ¥C¶V¦N¯�¢d£C°\Üo¢.¥!¥A¤0´[¶(¥!¥C¶(¦�¶�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢ § µ À £(¤¢ ©xÀ ¦ ©x¬ ¹<£ ® ¢
É`¢ Í ²b¢�¶X¦(¹ Ì ¦(¹ ¬d¨d¿!¿2À ¥ ª ² ÅIª Û¼ Ã�½?Ë_£<¤�¦(¹ Ì Ã2¢ ®n© ¢b² ¨ Ã2¢.¥�¸ ÅV® ¶ ©x©x¬dÒ ¥!¦ n ¿2À ¥ ªxÀ(ª ¢d£(¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ³C®2¨.© ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©4©x¬ ¢ Ì ´Æ¥ ª °gÜo¢.¥!¥A¤0´¶V¥C¥C¶V¦�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤�¶ ¿2À ¥ ªÁÀ ¦¾¦ À ¥A¸(¢@3¾Ã Ò!Ì ¦V¶ ® ¢
É`¢ Í ²b¢�¶X¦(¹ Ì ¦(¹ ¬.¨d¿!¿2À ¥ ª ² ÅVª Û

§�z�¨ �
~:�@���,��� �����
}�~:���
���U~:����� �0���«��	��@}��

� ü����4�Ùü �\��üb���:�ª©Ø�4ü��0�A�4���&�:���4� T �b�\�«�×�d¬¡� k` übj,�A�������di4� T �+�Fý®�«�:�b�t���,�0�4�
S+�#��� �FÅVÌ ¦ Å ¥A¤AÉ`¹ ® Í ¹(¥?¶ ¬ n

É`¢b²b· ©ÁÅVÌ ¦ Å ¥A¤
pn =

(

6

n − 1

)

· 0.7n−1 · 0.37−n

¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(£(¢ ® É À(Ì Í Ò!® ¢ ®Æ ¼ n = 1, 2, . . . , 7
½Ç°ØË_£<¤ ©xÅ(Ì ¦ Å ¥A¤oÉ`¢�²b¢d´Æ¥!¢d¦ ® ¢d¸ Å £ Å<© ¶?¸(¢ ©�¬.¨d® ¤(¢ © ¯�·!¸(¢ ® ¢ ª&» ¶ ¬ ¢.¯�Ã2¢ Ì¯�´Â¥ Í ¢.¥ É`¢b² ¨
ª ¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ® É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥ ³!® 90%
¢ ©x¨d®Æ® ¤(¢ ®�ªxÒ Í ²�¶ ® ¢.¸ Å £<¥!´ §@¨.© µC¶�¢ ¬ ¥!¢.¯ © ´Æ¦(¢ Ìx³!®ð§ ¶V¦0¦ À(Ì ¶ ©xÅ(Ì ¦ Å ¥A¤¯�¢d£(¢ ©�¬ ´+¶ ¬ ¢d¯�Ã2¢ Ìxª °

¼ ¶A½�Ë ®Æ¨ ¯�¦(¢ ÌÁ³!® ¢d£<¤ ©xÅ(Ì ¦ Å ¥A¤ § Í ¢�¶�¥C¶(£(¤�¦(¹ Í Ã2¢.¥U¥C¢d¯ ®nÅIªÁÀ ¯ § µ À £(¤�µ Å ¥0¤AÉ`¢b²b·�°�Üq´:¶ ¬ ¢ ©x¨d® ¤(¢ § µ À £(¤ ª õ ®Â¨.® ¢.¯�¶
ª ¶ ®ÆÅ(® ¦ À<¬.Å<©bª Û¼ Ã�½U)�¢d£(¤ ³ ¦NÉ`¢ ®ð§ µ À £<¤ ¨.¿!¿ ¯ ÀA©bª ¸ Å £ ª ¶V¯ ® ¢¡¶�µC¶ ªÁÀ Í ´Æ¦NÉ`¢b² ¨
ª&§ Í ¢�¯ ¨ £�¯�´Â¥ Í ´Â£N¥!¢d¯ ®ÆÅVªxÀ ¯ § µ À £<¤N¯v¶ Ì ¶ Í ª�º ¢�É`¢b²b¢(°1 ® ¤(¢d¥Uµ!¢ ® ¤ ¬ ¢ ª Ã <® ¯�¢d¦0¦ À(Ì ¶N¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<£V¢ ®2¨.® ¢.¯ ª õ ® ¶XµC¶ Ì È ÀVª Û¼#È ½ <�© ¶ ª ¶ ÒFªÁÅ ¥ ª ¶ ®nÅV® ¦ À(¬.À ¯�¶ È ´Æ¯�Ã À(Ì«Å ¯�¯v¶ ®ð§ ¶V¦0´ ©x¬ ´Æ¥ ªx¨ ¥ ® ¢.£(¤ (¬ ¹ ªxª ¢d£(¤ ©xÅ(Ì ¦ Å ¥A¤ ª °�Ë ¬
ª øC£(¤(¢ ® ¢.¯�Ã2¢�¸ ¨ ¸(¢�¯�´¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤¾µ ¨
ª É`¢b²b·!¸(¢ ® ¸ À<®Ôª Í À(® £<¶AÛ

S+�Ê=+�¡ �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
M,N, n

¥!¢d¯�¥!¢d£A¶ ª ÑÂ¸ ¢d£ ¨&©�¬ ¢d¦ § õ!£<¤ § µ À £(¤ M ≤ N ¨&© n ≤ N
° Ó µ!´ ¿ ¢ Ì £(¢ À ¯�¢ ªxÌ ´Æ¦ Ò�© ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©bª ¶¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¦0´ÔÉ`¢b²b¢ ¬d¨&©�¨.Ì�ª ¢ ® ¯�¢ ¬ ´ »

hN,M,n(k) :=

(

M
k

)(

N−M
n−k

)

(

N
n

) , k = 0, 1, 2, . . . , n.

 �¢d£<¤(¢d¥
n
¥!¢d¯�¥!¢d£A¶ ª ÑÂ¸�¢d£ ¨&©�¬ö¨.© p ∈ [0, 1]

° Ó Ã!´Æ¥ À ¯�´ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©�ª ¶�¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ¦A´ÂÉ`¢b²b¢ ¬d¨.©�¨dÌxª ¢ ® ¯X¢ ¬ ´ »

bp,n(k) :=

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k, k = 0, 1, 2, . . . , n.

Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦XÃ2¢ § µ À £(¤�µC¶ Ì ¹(£ ¬ Ñ ª ¢ ª�ª n ¨&© k
¯�¢ ®Æ® ¢ ª�ª N → ∞ § M → ∞ õ!£<¤ § µ À £(¤ M

N → p § ¶V¦0¦ À<Ì hN,M,n(k) →
bp,n(k)

°
S+�nL��¡Ü ÒFª ¶ ©x© ¶X¯X¢.£ § µ À £(¤�¶.9 À ´ ©x©xÀ ¥ º ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©@Ò ¥!´Æ¯ À Í ÅV® ´ ©d§ ¸V¶V£(¤0´ ©

P(X = 0) ≤ P(X = 1) ≤ · · · ≤ P(X = bλc),
´ ®Æ® ¢ ª ¸(¢

P(X = bλc) ≥ P(X = bλc + 1) ≥ P(X = bλc + 2) ≥ . . . .

S+�ÆP:� %@ªÁ® ¶(£ ÀA© ¶(¥ µ Å ¥0¤a¯v¶ ¬&©�À<®ÆÅ ¥C¶V¦l¦(¢ ®Â® ¢d£(¤ ©x³Fª ´ÂÃ2¢.¥ ® ¢d¥!¥!´Æ¢ § µC¶l¶ ¬dª ¦0ÑÂ¸ Å ¥I² Ò ¦a¢ ®Â¨.Ì ¥C´ § µ À £(¤ ¢.£(¤a¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªÁÀVªxª�©�³!ª ´ÆÃ2¢d¥ ® ¢.£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã ! ° uPuN¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£(¢ ®[® ¢.£(¤(¢d¥ ¼ ® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!ÃU¢d£(¤ ©x¬ ¢.¯¾½@¯v¶ ¬&©�À<® ¶AÛ

Ï ó



S+�ÊS+�¡  À ¸I¶ © £ ÅIª ¸<¢ Ì«© ¢d¥0¤(¢d¥�¶ ®ÆÀ ¸V¶ ©xÀ ¦�¦(¹ ÌÁ¿CÅV® ¤ Å ¥¾¸(¢ Ì«© ¢d¥A¤(¢ ¬ ¥!¢.¦ §A¨.© ¶ ® ô�¶ ¿CÅV® ¤ Å ¥�¢ ® µ!¢ ® ¤(¢ ¬ ¢ ªxª ¶(¦I¶ Í Å(® ¤ À ¦V¶ ª ¢d£<¤0¯ Å<©bª ô ®É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ ³!® ¶ ¬dÀ ¥ À<© ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ® ¸<¢ Ì ´ ® ¢<°gÕ�¶ 5%
¶V¥!¥�¶V¦�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ § µ À £<¤N¶ ®ÆÀ ¸V¶ © µ!´ÆÃ ÅIªÁ® ¶(¥ Ò!®!ª ¢ ® ²b¢ © Ñ ª ¢d£<¤¦(¹ Ìxª.§ ¯�¢d¥!¥0¤A´�¶ ¬ ¢ ©x¨d® ¤(¢ § µ À £(¤¾¢d£<¤¾¦(¹ Ì Ã2¢d¥ ® ¢d£(É`¢ ® ²b¢dÃ!ÃØµ Å(ÌxÀ ¯Ú¶(¦I¶ Í Å(® ¤ ª ¸(¢ Ì�® ¢&Û

S+�nO�� ¼ ¶A½?Üo¢d¥C¥A¤0´ö¶6¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢q¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤ Ï¯!P!8! ¢d£(¤0¯ Å(©�ÒFªÁÅ ¥!´ ¿ ô<¦(¢ ÌÁ® ¢ À<©x¬
ªÁÅ<© ÃC¶V¥ ® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã ¥ ¨ £<¤ ©�¬ ¢ Ì ¸I¶V¥É Ò!®Æ®ÂÒ ¥!¦!Û¼ Ã�½ �0¬.Å ¯ À(® ² Ò ¦¾¦0´:¶NÉ`¢d¥ ª ´:¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢ ª ¥ Ò ¯�¢ Ì ´Æ¦ Ò�© ¶(¥U¶.9 À ´ ©Á©xÀ ¥ º ¶ ¿!¿CÌxÀ 3F´Â¯ Å È ´Âô © ¢.£(Ñ ªÁ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ® °
S+� ^ ��Ë_£(¤ 5 !P! À(® Í ¶ ® ¶ © ¦<¹(¥A¤0¸0Ã2¢d¥�¹ ©x©x¬ ¢ © ¢d¥ ó !P! © ¶I² ª ô<µ Ò Ã�¶�¸I¶(¥ ¼ ¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢d¥?¢ ®n©�¬ ô Ì ¸I¶<½
°,Üo¢.¥!¥A¤0´+¶N¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤�¶ Ï ç!° À(® Í ¶ ®ÆÀ ¥ ª ¹(Ã!ÃØ¯X´Æ¥ ª ¢d£<¤ © ¶I² ª ô(µ Ò ÃC¶N¸V¶V¥�Û
S+�n]���Ë_£(¤ ÌÁÀ<©Á©�¬ µ!Ñ Ì · ®Â¨ £(´ ªÁÅVÌ«© ¶ ©xÅ £(¥ ÅV® ¯�´Æ¥ Í ¢.¥ ¨ ¸0Ã2¢d¥ ÏCn ó ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£<¶ ® ¢ ®Â É À(Ì Í Ò!® ¼ ® ¢d£<¶ ®nÅ Ã!Ã?¢.£(¤!½@£ ¨.¿ ¢ ®Âªx¨dÌ Ñ ªx¨.© °

¼ ¶A½?Üo´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £(¤�²b¹f¸ <Ì ¢ ® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã?µ Å(ÌxÀ ¯|£ ¨d¿ ¢ ®Âªx¨.Ì Ñ ªÁ¨.©�® ¢ ©�¬ Û¼ Ã�½UÜo´4¶U¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢ § µ À £(¤v²b¹I¸ (Ì ¢ ® ¢.£<¶ ®nÅ ÃCÃßµ ÅVÌÁÀ ¯ £ ¨.¿ ¢ ®Âªx¨.Ì Ñ ªx¨&©ö® ¢ ©�¬<§ É`¢ ®Âªx¨ ¸(¢vµ�¶ ªxÒ Í ² Ò ¦ § µ À £(¤ ® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã¢d£<¤ ©�¬ ¢ Ì ¢ ®Æ É À £XÉ À(Ì Í Ò!® ¥!´ÊÛ
S+�nh�� Ï"!8!P! ¯�¢d£<¦ ³C® ¹<¥AÃ2¹ ¬dª ¢ ª µ!¢ ªx £ À(® ¤(ô ª µ!¢ ® ¤(¢ ¬d³ ¥!¦o¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥ Ï"!:!P!P! Í À Ã À(¬ ÃC¶!°öÜq¢d¥!¥A¤0´\¶(¥!¥C¶V¦o¶�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· º

©�¨ £(¢ § µ À £(¤�¶ ¬ ¢ ®Æ©xvó 7 Í À Ã À(¬ Ã�¶ ® ¢.£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã 5 £ À<® ¤(ôX¢ ©Á©�¨ ¦!Û
S+�#�0R:��  À ¥ Í À ¥q¦(¹ ¬d¿2À ¥ ª ´,¦(¢ ÌÁ³!® ¢ ªÁ¨ Ã2¢d¥uÃ2¢d¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¶ ÒFª ô(ÃC¶ ® ¢ © ¢ ª ¢d¦ ©x¬.Å ¯v¶ ©x¬.Å(Ì ¶ ¬ ¥�¶ ¿2À<© ´ Í  Ã2¢d¥ λ = 10 ¿ ¶ Ì ¶(¯ ¨dª ¢ Ì ·9 À ´ ©Á©�À ¥ º ¢ ®ÆÀ<©x¬d®ÆÅ(© õ § ¯XÑÆ£ ¥!¢ Í ¸(¢ © ¢ ©�A© ´ Í  Ã2¢d¥ µ = 20 ¿ ¶ Ì ¶(¯ ¨
ª ¢ Ì ·°9 À ´ ©x©xÀ ¥ º ¢ ®ÂÀA©�¬d®nÅ(© õ�°r# À<Ì ¶ ¥ À ¸(¢d¯�Ã2¢ Ì Ã2¢d¥  À ¥ Í À ¥0ÃC¶V¥ p = 0.6

¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(£(¢ ® ¸V¶V¥ ÌÁÀ ¥ Í ¶v¢ ©x<© ´ Í  ¼ ¢d£ ¨&©�¬ ¥C¶ ¿ ½ § q = 0.4
¶¾¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢�¶V¥!¥C¶(¦ § µ À £<¤¸(¢ ÌÁ É ¨ ¥0¤(¢ © ¥C¶ ¿C©�³!ªx¨.© ¸V¶V¥ ¼ ©�¬ ´Â¥ ªx¨ ¥ ¢d£ ¨.©x¬ ¥C¶ ¿ ½
° Ó�¬
ªØÀ(® ¸I¶ ©bª ¶V¯�¶®± í~� K é
º ÃC¶(¥ § µ À £(¤ ¯�õ ®Âª È ©x³Fª ¹ Ì�ª ¹(¦(¹(¥ Ï =

¶ ÒFª ô(ÃC¶ ® ¢ © ¢ ª�ª ¹ Ì�ªÁ¨ ¥ ª   À ¥ Í À ¥?¦(¹ ¬d¿2À ¥ ª ² Å Ã�¶V¥�°\Üo¢d¥C¥A¤0´:¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢¡¶V¥!¥�¶V¦ § µ À £<¤v¢ © ¢ ª�ª ¶ ¬ ¢ ©� Û
S+�#���2��Ë_£(¤ö¥C¶V£<¤�¸0´ ÌÁÅ £ Å £(¤ Å(© ÃC¶ ©xÀ ¦¡¸0´ Ì«Å £<¯v¶V£ ÀVª:©�¬ ô ÌÁÒ ¥!¦�¢.£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢d¥:°�# ¨.©x Ã!Ã�¶×¸A´ Ì«Å £ Å £V¤ Å(©bª:©xÀ ¦¡¦0´ © ¢.£(¤(¢.¥ ®Â ¯ ¨dÌ ¢ ª ·Í ¶ Ì ¶VÃ Ì ¶ À<©x¬
ª ² Ò ¦[° Ó�¬
ª�ª ¶ ¿ ¶ ©�¬dª ¶ ® ² Ò ¦ § µ À £<¤�¶X¦A´ © Í ¶ Ì ¶VÃ À ¦ 10% º Å ÃC¶X¥!¢d¯�¦(¢ ÌÁ³!®Ôª ¢d£(¤(¢ ªx® ¢d¥U¯v¶V£ © ¢.¯U°

¼ ¶A½?Õ Å ¥A¤�¯v¶V£ À(ª�©x¬ ô ÌxªÁÒ ¥!¦¾¦A´+É`¹ ® Í!Í ¶ Ì ¶(Ã À ¥!¦ ¨ ¥ ª�ÅIªÁ® ¶(£ ÀA© ¶V¥�Û¼ Ã�½ Ó É`¹ ® Í!Í ¶ Ì ¶(Ã À ¦vµ Å ¥0¤ ©x¬.ÅV¬ ¶ ®Æ¨ ¦ Å ÃC¶V¥ ® ¢ ©x¬ ¢d£(¤0¥ ¨.®[ª ¹<Ã!ÃU¯v¶V£0Û
S+�#�F=���Ë_£(¤�¢ Ì Í ¡ÅIªÁ® ¶(£ À<©�© · Ì · ©x¨ £(¢ » Ï ò×É;¶ Ï¯!P! m2 º ¢.¥!¦ ¨ ¥ ª ° Ó É Å ¦ ª ¹ ÌÁ¬.© ¢ ª ¢ ® ²b¢ © ¢d¥ ©�¬ ¶VÃ Å(® ¤ ÀA©d§Ió ! È ¯ ÅIª ¯ ¨.Ìx ²b·�¦<¹ Ì ¶ ® ¶ ¿ õµ!¢d¥!£<¢ Ì °UË4£(¤ ¿!ÒC© ¦V¶V£ À(® ¤(ô ª�® ¹f¸ ³ ¥!¦J¦A´ È ¨.®Â¬&Å(© ¥ ¨d® ¦ ³!®#§ ¶ ¬ ¢ Ì Í u©�¬.¨d®Æ¨
ªx<® Ï ó ! ¯ ºZÌ ¢ § ¦0´ÂÉ`¢ ®Æ¨ ¶ ¬ ¢ Ì Í  Ã (® °ØÜo¢.¥!¥A¤0´¶V¥!¥C¶(¦�¶¡¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ § µ À £(¤�¢ ®Ôª ¶ ®nÅV®ÆÒ ¥!¦�¢d£(¤�É;¶ ª ¹ Ìx¬&© ¢ ª Û ¼ )�¢d¦0´Â¥ ªÁ©x³ ¥!¦N¢ ® ¶ ªxª ô ® ¶ ¬ ¶ ¿!Ì ô ¬ ¶f¸I¶ Ì ô ªÁ¨ ¥A¤(¢ ¬d(ªx(®ð§ µ À £(¤¶NÉ Å ¦?¶ ® ¶ ¿ ¦(¹ Ì ¢.´Â¥!¢.¦�¦(¹ ¬d¨d¿C¿2À ¥ ª ²�¶V´+¯�´Â¥:° ó ! È ¯ ª«Å ¸ À<®Æ©ÁÅ £(Ã�¶V¥�¸I¶(¥!¥C¶V¦[° ½
S+�#�0L:��±!¢ ® Í À Ã Ò ¥!¦6¢d£(¤ ¨dÌ ¯ ¨dª µ�¶ ª ¸V¶V¥ ©x¬dÀ<Ì °« (¢ ® ¹ ® ²b¢U¶uÉÊ¢�²b¢d¦ ©�¬&Å ¯ ÅIª X §_¨&©N® ¢d£<¤(¢d¥ pk = P(X = k)

° Ó Í ² Ò ¥C¦ É`¢ ®n©xÃ2¢ È ©x®Æ¨.©�ª ¶ P(|X − 30| ≥ 20)
¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £ Ì ¢¡¶e�0K }£B[ëC� z~z í~¢�¤ ��z4K�²a³^´(± Ã!´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁÅ<© ´+¯�ô Í ©x¬ ¢ Ì ¢.´Â¸(¢ ®#»

¼ ¶A½?  Å<©x© ¶NÃ2¢ § µ À £<¤ p40 ≤ 1
11¼ Ã�½U  Å<©x© ¶NÃ2¢ § µ À £<¤ p50 ≤ 1
11 ·

(

20
41

)10 ≤ 2−13

¼#È ½U  Å<©x© ¶NÃ2¢ § µ À £<¤ 50 ≤ k ≤ 60
¢ © ¢ ªx¨ ¥ pk ≤ 2−13 ·

(

1
5

)k−50

¼#Í ½U  Å<©x© ¶NÃ2¢ § µ À £<¤ ∑60
k=50 pk ≤ 2−13 · 5

4¼ ¢&½U  Å<©x© ¶NÃ2¢ § µ À £<¤ P(|X − 30| ≥ 20) < 5 · 2−14

S+�#�AP��� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
p ∈ (0, 1) § n ∈ N ¨.© λ = pn ∈ (0,∞) Ì ¹<£ ¬ Ñ ª ¸<¢(°a) À ¸ Å ÃCÃ Å!» ak := b(k; p, n)/p(k;λ)

°�Ð�´ ¬dÀ ¥0¤0Ñ ª«©�Ò ¦Ã2¢ § µ À £(¤�¶V¯�´Æ¥ ª k = 0, 1, 2, . . .
¥!¹I¸(¢d¦ ©x¬ ´Æ¦

¼ ¶A½
ak
¢ ®Æ<©x¬ ¹ Ì ¥!¹I¸(¢d¦ ©x¬ ´Æ¦ § ¯v¶f² ÍØÈ © ¹(¦0¦(¢.¥ §0¨&© ¶X¯v¶C3F´Æ¯ ÅV® ´ ©�¨dÌxªx¨ ¦ ¨dª bλ + 1c º ¥ ÅV®+¨dÌ ´+¢ ® °¼ Ã�½

ak
¢ ®Æ<©x¬ ¹ Ì ¦0´ © ¢.Ã!Ã § ¯�´Æ¥ ª Ï § ¯v¶I² Í Ï É`¹ ®Æ¨ ¥ C§ ¯v¶I² Í õI²bÃ2ô ® Ï ¶ ®nÅ È © ¹<¦A¦(¢.¥�°

S+�#�FS���Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦¾Ã2¢�¶�¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ¶ ¬dÀ ¥ À<©Á©xÅ £ À ¦I¶ ª
¼ ¶A½ ∑n

k=0 kb(k; p, n) = np
Ä

¼ Ã�½ ∑n
k=0 k2b(k; p, n) = n2p2 + np(1 − p)

Ä
¼#È ½ ∑∞

k=0 kp(k;λ) = λ
Ä

¼#Í ½ ∑∞
k=0 k2p(k;λ) = λ2 + λ

°

Ï ç



S+�#�0O:��Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦oÃ2¢ § µ À £(¤q¶?Ã!´Æ¥ À ¯X´ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© 9 À ´ ©Á©xÀ ¥ º ¶ ¿!¿!ÌÁÀ 3F´Â¯ Å È ´ÆôI² Å ÃC¶V¥u¶?¦ À ¥0¸(¢ Ì £(¢.¥ È ´n¶ k º ÃC¶(¥u¢.£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ ©d§¶ ¬ ¶ ¬
lim

(

sup
k

∣

∣ b(k; p, n) − p(k;λ)
∣

∣

)

= 0,

¶V¯�´Æ¥ ª p → 0 § n → ∞ õ!£<¤ § µ À £(¤ pn → λ ∈ (0,∞)
°

µ ü�� T ���!�+�6�:���4� T �b�\�A�_� �û�����×�,�F�g�!� T �\�A�
S+�#� ^ ��Ë_£(¤

n
¢.£(¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ³!® ¯�·!¦(¹ Í  ¶ ® ¦V¶ ªxÌÁ¨.©x¬ Ã (®öÅV®Æ® ô Ì ¢d¥ Í ©�¬ ¢ Ìxª øC£(¤(¢ ®Â³ ¥!¦ ¯�¢d£a¢d£<¤0¯ Å<©?ÒFªÁÅ ¥!´�¶ ¬dÀ ¥ À<©µ À<©Á©�¬ õ ©ÁÅ £(õ�´ Í <¿ ¢ Ì ´Æô Í Ò�©�À ¦AÃ�¶V¥�°q±C¢ ®Âª ¢ ©Á©x¬d³ ¦ § µ À £(¤J¯�´Æ¥ Í ¢d¥l¢.£(¤(¢ © ¶ ® ¦I¶ ªÁÌx¨&©�¬ ¯�·!¦(¹ Í ¨.© ¢�¸I¶V£<¤ß¥!¢.¯ ¯�·!¦(¹ Í ¨&© ¢¢d£(¤ ¿ ¢ Ì ´Æô Í ÒC© ÃC¶V¥?É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥Ø¶ ª�ª ô ®#§ µ À £(¤¾¯�·C¦(¹ Í ¹ ªxª�º ¢ö¸I¶(£(¤ © ¢d¯�¶ ª ¹<Ã!Ã!´ ¿ ¢ Ì ´Æô Í ÒC© ÃC¶(¥�° Ó Ì ¢d¥ Í ©x¬ ¢ Ì ¯�·C¦(¹ Í ¨.©x¨
ºÃ2¢d¥U¶V¦0¦ À<Ì ¸V¶V¥¾É`¢d¥!¥�¶V¦I¶ Í Å(©.§ µC¶ ® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã k

¶ ® ¦I¶ ªxÌÁ¨.©x¬ ¥!¢.¯|¯�·!¦(¹ Í ´Â¦[°\Üo¢.¥!¥A¤0´+¶(¥!¥C¶V¦¾¶�¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £(¤�¢ ¬¢ ®Æ<©x¬ ¹ Ì ¶ ¬ m º ¢ Í ´Æ¦ ¿ ¢ Ì ´Âô Í ÒC© ÃC¶(¥?¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬ ´Â¦¾Ã2¢ § µC¶ p
¶(¥!¥C¶V¦?¶X¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ ¼ ¯�´Æ¥ Í ¢.¥o¶ ® ¦V¶ ªÁÌx¨&©�¬.Ì ¢&½ § µ À £<¤¾¢.£(¤¶ ® ¦I¶ ªÁÌÁ¨.©�¬ ¢d£<¤ ¿ ¢ Ì ´Âô Í ÒC© ÃC¶(¥?¯�·!¦(¹ Í ² ¨ ¦!Û

S+�#�0]:��Ë_£(¤ ©x¬dÀ Ã Å ¥C¶(¦J¥ ¨ £<¤ ¶(Ã ® ¶V¦I¶q¸V¶V¥ § ¢dÃCÃ (® µ ÅVÌÁÀ ¯ ¬.Å(Ì ¸V¶o¸V¶V¥ ¨.© ¢d£<¤�¥A¤0´ ª ¸V¶!° Ó�©x¬dÀ Ã Å Ã2ô ® µ ÅVÌÁÀ ¯ ®Æ¨ £<¤ ¿!Ì ô(Ã Å(®¦0´ Ì ¢ ¿!³!® ¥!´ð°JÜo´Æ¥ Í ¢.¥l¯ Å<©�À Í ¿ ¢ Ì È Ã2¢d¥ § ¢.£(¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ ³!® ¥!¢.¦A´ Ì ¢ ¿!³!® ¥!¢d¦�¸I¶ ® ¶(¯�¢ ® ¤A´Æ¦ß¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·C¢d¥6¦A´Æ¸ ÅVº
® ¶ ©�¬dªxÀ(ª�ª ¶VÃ ® ¶V¦0¥C¶(¦2°gÕ�¶X¶ ¬ ¶(Ã ® ¶(¦�¥0¤A´ ª ¸V¶�¸V¶V¥ § ¦0´ Ì ¢ ¿!³!® ¥!¢d¦ § µC¶ ¿ ¢ Í ´Â£ ¬.Å(Ì ¸V¶ § ¶V¦0¦ À<Ì ¢d£(¤v¯ Å(©xÀ Í ¿ ¢ Ì È ¯�õ ® ¸V¶�õV²bÃ2ô ®
¿!Ì ô<Ã ÅV® ¦ À<¬ ¥C¶V¦[°* <¢ ® ¹ ® ²b¢ T

¶ ¬dª ¶X¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥U´ Í (¿2À ¥ ªxÀ(ª.§ ¶(¯�´Â¦ À<Ì 2
¶ ®nÅ È © ¹<¦A¦(¢.¥U¶ ©�¬.À Ã Å ÃC¶V¥ ® ¢d¸ �® ¢.£(¤(¢d¦ ©x¬.Å ¯�¶C°

¼ ¶A½?Üo¢d¥C¥A¤0´g¶V¥!¥�¶V¦Ø¶¾¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £(¤ n
¯ Å(©xÀ Í ¿ ¢ Ì È ¢ ®Âª ¢ ®ÔªÁ¨ ¸(¢ ® ¯ ¨ £ ® ¢.£<¶ ®nÅ ÃCÃØ¦ ¨dª�®Æ¨ £<¤U¸I¶(¥q¶ ©x¬dÀ Ã Å ÃC¶(¥ §¶ ¬ ¶ ¬ P(n < T )

Û
¼ Ã�½UÕ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬ ¶�¯�¢d£v¢d¥!¥!¢.¦ © ¢d£<Ñ ªÁ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ® T ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©ÁÅIª °

S+�#�0h:��Ë_£(¤ ÒFª È ¶�¶ ÒFª ô(É À(Ì £<¶ ® ¯ ÅIª õC£(¤¾¯ À Í ¢ ®Â® ¢ ¬.¬d³ ¦ § µ À £(¤
Ï °�¶ ¬ ´ Í A© ¦ Å(®ÆÅVª ø�3 ¨.©�ÀA©�¬dª µC¶ ª ¶ ªx® ¶V¥?¢d£<¤¾¯ Å(©xÀ Í ¿ ¢ Ì È ¥0¤A´[´ Í  ¢.£(¤ ©x¨ £(¢.¦ Ì ¢ ÀA©�¬dª ² Ò ¦ §
ó °�É`¢ ®Âª ¢ ©x©x¬d³ ¦ § µ À £<¤ p ∈ (0, 1)
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® ¶ ©x¬ ¦ ¨ ¥ ª °

S+�nL��2� Ó×¬�À(Ì«©x¬.Å £(Ã�¶V¥ ¨ ¸(¢.¥ ª ¢ 100
¢ ¬ ¢ Ì ¸ ¨ £ ¬dA© £(´Æ¯X¥�¶ ¬ ´ ©�ªÁÅ ¥�¶V¦¾¦(¢ ®Æ®:¿CÅV® ¤ ÅIª ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ¶(¥!´n¶!°_Ë_£(¤?£<´Â¯�¥C¶ ¬ ´ ©bª ¶ 0.0001

¸I¶ ® ô º
©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£<¢ ®+¿CÌ ô<Ã ÅV® ¦ À(¬ ´Â¦�¶ ¬.¬ ¶ ®#§ µ À £(¤�· Ì µC¶I²bô © ¥C¶(¦¾¯�¢d¥I²b¢.¥�° Ó�¬ · Ì µC¶I²bô © É`¢ ® ¸ ¨d® ¢ ® ´:¸0´ ¬.© £<¶X¦ ¨
ª É À(Ì Í Ò!® ô ©.§ ¶ ¬ ¢ ®Æ©x ¶²b¢ ® ¢d¥ ª ¦(¢ ¬. ø ¬ ´Â¦I¶(´ § ¶�¯ Å(©xÀ Í ´Æ¦�¶ ©x¬ ¢ ®Æ® ¢d¯�´ Ì«ÅIª ¢ Ì ¯�¢ ª�ª«©�¨ £(¢ ª ¯ ¨.Ì ´ð°�)�¢d£<¤ ³ ¦�É`¢ ®ð§ µ À £<¤�¢ ¬ ¢.¦�É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥ ªxÒ!® ¶I² Í À ¥ ©xÅ £ À ¦[°
Ó×¬ ¢ ®n©� ¸0´ ¬&© £ Å ¥q¢d£<¤X²b¢ ® ¢d¥ ª ¦(¢ ¬. 20%

¢ ©�¨.®Â® ¤(¢ ® ¯�¢.£(¤ ÅVª.§ ¶�¯ Å<©�À Í ´Â¦ À ¥ 50%
¢ ©x¨d®Æ® ¤<¢ ® ° Ó ¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ¦ ¨.Ì Í ¨&© ¢.¦ Ì ¢¶ Í ² À ¥U¦(¹(¥!¥0¤(¢d¥U¦0´ ©x¬.Å ¯ À<® µ�¶ ª ôX¦ ¨d¿!® ¢ ª ¢d¦(¢ ª ¸ Å(® ¶ ©�¬ ¦ ¨ ¥ ª °

¼ ¶A½?Üo¢d¦0¦ À<Ì ¶X¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢ § µ À £<¤ö²b¹I¸ (Ì ¢ ® ¢.£VÉ`¢ ® ²b¢.Ã!ÃØ¢d£(¤¾¢.¯�Ã2¢ Ì ¯�¢.£(¤ ÅVª ¶ ¬ · Ì µC¶I²bô © É`¢ ® ¸ ¨
ª ¢ ® ´�¸0´ ¬&© £ Å ¥�Û

Ï 7



¼ Ã�½:1 Í ¨ ¥ Ï"! ¢d¯�Ã2¢ Ì ¯�¢.¥ ªXÅIª ¶UÉ`¢ ® ¸ ¨dª ¢ ® ´@¢ ®n©� É À<Ì Í Ò!® ôV² Å ¥�°UÜo¢.¦0¦ À(Ì ¶U¶o¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ § µ À £(¤ ® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã�¦(¢ ªxªxVªÉ`¢ ® ¸(¢ ©x¬ ¥!¢.¦¾¦(¹ ¬d³!®Æ³ ¦!Û¼#È ½U),¶&¸V¶ ® ¤ n
²b¢ ® ¢d¥ ª ¦(¢ ¬d(ª ¸(¢ ª�ª ¢d¦6É`¢ ® · Ì µC¶I²bô © ¥C¶(¦2° Üo¢.¦A¦ À<Ì ¶ß¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £<¢ § µ À £(¤ k

¢d¯�Ã2¢ Ì Ã Ò ¦ À(ª�ª ¯�¢d£ ¶É`¢ ® ¸ ¨
ª ¢ ® ´Â¥2Û

µ ü�� T ���!�+�«ig�,�^�×�,�&j����F�F���@�f� T �\�û�4�b�\�
S+�nL2=���Ë_£(¤ ¨dÌ ¯ ¨ ¸(¢ ® Í À Ã Ò ¥!¦[°gÕ�¶�¶ ¬ ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥0¤�É`¢b² § ¶(¦0¦ À(Ì ¯ ¨ £�¦ ¨dªÁ©x¬ ¢ Ì Í À Ã Ò ¥!¦ § µC¶�Ñ ÌÁÅ<©d§ ¶(¦A¦ À<Ì ¯ ¨ £�¢d£<¤ ©�¬ ¢ Ì °�Üo¢.¥!¥A¤0´¶ ¬ ¹ ©Á©x¬ ¢ © É`¢�²�¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥0¤(¢d¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶V¦v¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦(¢&Û
S+�nL�L:��Ë_£(¤ ¢d¯�Ã2¢ Ì ¥!¢.¦ n

¦ Ò!® È © ¶q¸I¶(¥ § ¶(¯X¢ ® ¤(¢.¦J¦<¹ ¬d³!® ¢.£(¤(¢ ªÁ® ¢.¥6¢.£(¤�¥A¤0´ ª ¢d£<¤�Ã!´ ¬.À ¥0¤ À<© ¶I² ª ô ª °�Ë_¯�Ã2¢ Ìx³ ¥C¦�¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ º
©�¬ ¢ Ì ·!¢d¥ ¿!Ì ô(Ã Å(® ¦ À<¬ ´Æ¦o¶?¦ Ò!® È ©�À ¦0¦I¶ ® ¯�´Æ¥ Í ¶ ÍCÍ ´Â£ § ¶V¯�ÑÆ£ ÌÁÅ ¥!¢.¯ ª ¶ ®ÆÅ(® ¶?¯�¢.£VÉ`¢ ® ¢ ®Æ ¦ Ò!® È ©xÌ ¶C°NÕ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦Ø¯�¢.£Ø¶
¿!Ì ô<Ã ÅV® ¦ À<¬.Å(©�À ¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶V¦v¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª&§ µC¶
¼ ¶A½?¶ © ´Â¦(¢ Ì�ª ¢ ® ¢d¥?¦ Ò!® È ©xÀ ¦V¶ ª ¥!¢.¯ ¬.Å(Ì ²�¶N¦0´:¶ ªxÀ ¸ Å Ã!Ã!´ ¿!Ì ô(Ã Å(® ¦ À<¬.Å(©�À ¦ ©xÀ(Ì«Å ¥ ¼ ¸0´ ©x©x¬ ¶ ª ¢.¸ ¨.© ¢ © µAõ ¬&Å(©xÀ ¦!½ §¼ Ã�½U¶ © ´Â¦(¢ Ì�ª ¢ ® ¢d¥?¦ Ò!® È ©xÀ ¦V¶ ª ¦0´ ¬.ÅVÌ ²�¶X¶ ªxÀ ¸ Å Ã!Ã!´ ¿!Ì ô(Ã Å(® ¦ À<¬.Å(©�À ¦ ©�À<ÌÁÅ ¥ ¼ ¸0´ ©x©x¬ ¶ ª ¢.¸ ¨.© ¥ ¨.® ¦ ³!® ´�µAõ ¬&Å(©xÀ ¦!½Ç°

S+�nLCP��0# ¨
ª ¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® Í À ÃA¸I¶ § ¯�¢.¥!¥A¤0´:¶ Í À Ã ÀVª�ª�©�¬&Å ¯ À ¦¾¯�¶63F´Â¯ Ò ¯ Å ¥C¶V¦¾´ ®Â® °!¯�´Â¥!´Æ¯ Ò ¯ Å ¥�¶V¦�¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨dÌ�ªÁ¨ ¦(¢fÛ
S+�nL2S�� ¼ ¶A½?Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦Ø¯�¢d£o¶ ¬ ¹ ª ¹ ©ö®ÂÀ(ª�ª ô ª ¶ ®nÅV® ¶ ªÁÀ ¦ ©�¬&Å ¯ Å ¥�¶V¦o¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª ¢d£<¤ ª ¶ ®nÅV®ÆÀ ¯ Ì ¶�¦0´ ª ¹ ®Âª ¹ ª�ª�©x¬ ¢ ® ¸ ¨ ¥0¤¢ © ¢ ªÁ¨ ¥�°¼ Ã�½ �0¬.Å ¯�Ñ ª«©�Ò ¦¾¦0´:¶ ¬ ¹ ª ¹ ©�®ÂÀ(ª�ª ô ©�À<ÌÁ©xÀ(®nÅ(©�À ¥�¦0´Âµ0õ ¬dÀ(ª�ª×® ¢.£(¥C¶(£(¤ À Ã!Ã § ´ ®Æ® ¢ ª ¸(¢ ® ¢.£(¦0´ © ¢.Ã!Ã ©x¬.Å ¯Ú¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨dª °
S+�nL�O:�0#ö¢ ªxª ¢d¥ È ¨d®Æ® ¹I¸ ¨.© Ã2¢d¥�¸(¢ Ì«© ¢.¥A¤(¢ ¬ ¥!¢.¦ § ¶ö¦ ¨dª ¸(¢ Ì«© ¢.¥A¤ ¬d p1

´ ®Â® ¢ ª ¸(¢ p2
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ®F¨.Ì ¢ ®!ª ¶ ®nÅV® ¶ ªxÀ(ª ¼ p1 < p2

½Ç° Ó×¬
³ £(¤(¢ ªx® ¢d¥!¢.Ã!Ãq¦(¢ ¬ Í § ¯v¶I² Í É`¢ ® ¸ ÅV®Âª ¸V¶ ®Â ¥!¢d¦[° Ó ¦0´,¢ ®ÂA©�¬ ¹ Ì×ª ¶ ®ÆÅ(®#§ ¶ ¬ ¥A¤<¢ Ì °¡Üq¢d¥!¥0¤A´\¶¾¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢�¶(¥!¥C¶(¦ § µ À £(¤¶ ¬ö³ £<¤(¢ © ¢dÃ!ÃU¥A¤(¢ Ì ÛoÜo¢d¥!¥0¤0´:¶�² ÅVªx¨ ¦�¸ ÅVÌ µC¶ ª ôN´ Í Vª ¶ Ìxª ¶(¯�¶ § µC¶ ¿ ¢ Ì È ¢.¥!¦ ¨ ¥ ª ¢d£<¤ ® ¹I¸ ¨.©�ª ¸ ¨ £<¢ ¬ ¥!¢.¦!Û

S+�nL ^ � �0¬.Å ¯XÑ ª«©�Ò ¦�¦0´�¶ ¬ (1 + X)−1 ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôX¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª ¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¢ © ¢ ª ¢d¦0Ã2¢d¥ »
¼ ¶A½�µC¶

X ∼ BIN(p, n)
Ã!´Æ¥ À ¯�´ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�Ä¼ Ã�½?µC¶

X ∼ POI(λ)
9 À ´ ©x©xÀ ¥ º ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�°

S+�nL�]:� Ó Í ² À ¥ ¿2¨d® Í ÅIª×À(® ¤<¶V¥ X
Í ´ ©�¬ ¦ Ìx¨dª ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ?¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô Ì ¶ § ¶(¯�¢ ® ¤A¥C¢d¦

¼ ¶A½�¥!¢d¯ ®Â¨dª ¢ ¬ ´Â¦?¶X¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªÁ¨ ¦(¢ §¼ Ã�½ ®Æ¨
ª ¢ ¬ ´Æ¦?¶X¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢ § Í ¢ö¥!¢.¯ ®Æ¨
ª ¢ ¬ ´Æ¦ ©�¬ ô Ì«Å(© ¶ §¼#È ½ ®Æ¨
ª ¢ ¬ ´Æ¦?¶ E(Xk)
õ!¥�°

k º ¶ Í ´Â¦¾¯ À ¯�¢.¥ ªxÒ ¯�¶ § µC¶ k = 1, 2, . . . , p § Í ¢ö¥C¢d¯ ®Æ¨
ª ¢ ¬ ´Æ¦ § µC¶ k = p + 1, p + 2, . . .
°

���������	���	
 å&æ Õ�¶ ©�¬ ¥ ÅV® ²�¶qÉ`¢ ® ¶JÖ�´Â¢.¯v¶V¥!¥ º É ¨d® ¢ ζ(s) =
∑∞

n=1 n−s É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤ ¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨
ª Í ¢
øC¥!´ ÅV® ôJ¸ ¨ £ ª ¢ ® ¢d¥ ¹ ©x©x¬ ¢d£¦ À ¥0¸(¢ Ì £(¢d¥ È ´Æ¶ ª ¶ Ì�ªxÀ ¯ Å ¥0¤ ÅVÌ ô ®_ª ¶(¥ Ò!®Âª ¶(¦I¶ ª + Ó ¦I¶ ¿2ÀVª�ª ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©�À ¦ß¯ À ¯�¢d¥ ªxÒ ¯v¶V´�´ © ¦0´ÂÉ`¢b²b¢ ¬ µ!¢ ªÁ ¢d¦ ¶ ζ º É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤
© ¢.£(Ñ ªÁ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ® °

S+�nL�h:�� �¢d£<¤(¢d¥
X ¿2À<¬ ´ ª ÑÆ¸ ¨.Ì�ªÁ¨ ¦0·U¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ôC°gÐ�´ ¬dÀ ¥0¤0Ñ ª ¶V¥ Í ô § µ À £(¤ (E(X))−1 ≤ E(X−1)

°
ÝßÞÁàdá
Þ«àVâ!ãfä
å.æ Ë ¬ ¶_ <¢d¥ © ¢d¥ º ¢d£<¤(¢d¥ ®ÆVªÁ® ¢.¥ ©�¨ £ ® ¢d£<¢d£(¤ ©x¬ ¢ Ì ·!Ã!Ã © ¶I² ÅVªxÀ<© ¢ © ¢ ª ¢<°

E(X) =
∑

∞

i=1
P(X ≥ i)

S+�ÆP2R:�� �¢d£<¤(¢d¥
X
¥!¢.¯�¥!¢d£A¶ ª ÑÆ¸�¢d£ ¨.©x¬×¨.Ì�ªÁ¨ ¦0·¾¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´C¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô §A¨.©4ª ¢.£(¤ ³ ¦XÉ`¢ ®ð§ µ À £(¤ E(X) < ∞ °\Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦XÃ2¢ §µ À £<¤

E(X) =

∞
∑

i=1

P(X ≥ i).

S+�ÆP:�2� ¼ ¶A½? �¢.£(¤(¢d¥C¢d¦
X ¨&© Y

É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥U¥C¢d¯�¥!¢d£A¶ ª ÑÂ¸�¢d£ ¨&©�¬ö¨dÌxªx¨ ¦0·U¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô(¦ § ¯X¢ ® ¤<¢d¦ Ì ¢ E(X) < ∞ ¨.©
E(Y ) < ∞ °_Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦¾Ã2¢ § µ À £(¤

E(min{X,Y }) =

∞
∑

i=1

P(X ≥ i)P(Y ≥ i).

Ï ò



¼ Ã�½ %×®Âª ¶ ®ÆÅ ¥ À<© Ñ ªÁ©xÒ ¦�¶ ¬ ¢ ®Æ Ã!Ã!´(¹ ©Á©�¬ ¢
É ³ £<£ ¨.©�ª[ª ¢ ª«©�¬.(® ¢d£<¢ © k Í ¶ Ì ¶(Ã�É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ö¥C¢d¯�¥!¢d£A¶ ª ÑÆ¸�¢.£ ¨.©x¬g¨.Ì�ªÁ¨ ¦0· X1, X2, . . . Xk¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô Ì ¶ § ¯�¢ ® ¤(¢.¦ ÌÁ(® É`¢ ®Âª ¢ ©Á©x¬d³ ¦ § µ À £<¤v¸ ¨ £(¢ © ¶X¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ³ ¦ »

E(min{X1, X2, . . . , Xk}) =

∞
∑

i=1

k
∏

j=1

P(Xj ≥ i).

¼#È ½ Ó×¬ ¼ ¶A½�¦ ¨dÌ Í ¨.© É`¢ ®Âªx¨
ª ¢ ® ¢d´:¯�¢ ®Æ® ¢ ª�ª ÃC´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦¾Ã2¢ § µ À £<¤

E(max{X,Y }) =
∞
∑

i=0

[1 − P(X ≤ i)P(Y ≤ i)] .

S+�ÆP[=��
X
¥!¢d¯�¥!¢.£<¶ ª ÑÂ¸J¢d£ ¨.©x¬¾¨dÌxªx¨ ¦0· ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´_¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô § ¯�¢ ® ¤J¢d£<¤ß¦(¢ ª ¤(¢ Ì ¢¾¯ ³ ¦(¹ Í ¨.© ´@´ Í ¢�² ¨
ª É`¢b²b¢ ¬ ´�¦0´@¥C¶ ¿2À ¦AÃ�¶V¥¯ ¨dÌ ¸<¢(°\Üo¢.¥!¥A¤0´:¶X¦(¢ ª ¤(¢ Ì ¢¡¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.® ¢ ª�ª ¶ Ì�ª ¶V¯v¶ § µC¶

¼ ¶A½
P(X ≥ n) = (n!)−1 §¼ Ã�½
P(X ≥ n) = (n)−1 Û

S+�ÆP2L:�� �¢d£<¤(¢d¥
X
¥!¢d¯�¥!¢d£A¶ ª ÑÂ¸�¢.£ ¨.©x¬�¨dÌxªx¨ ¦0·6¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´4¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô § ¯�¢ ® ¤0¥!¢.¦�¸ ¨ £<¢ © ¶u¯ Å(©xÀ Í ´Æ¦J¯ À ¯�¢d¥ ªxÒ ¯v¶ § ¶ ¬ ¶ ¬

E(X2) < ∞ °_±!¢�²b¢ ¬d¬.³ ¦�¦0´:¶ ¬ S :=
∑∞

k=1 kP(X ≥ k)
¯�¢d¥!¥0¤A´ ©x¨ £(¢ ª E(X) ¨.© Var(X) © ¢d£<Ñ ª«©�¨ £ ¨ ¸(¢ ® °

� ���@�����F�Cüb�\ü��:�b�4� T ���g�
S+�ÆP�P��� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦

X ∼ GEO(p1) ¨&© Y ∼ GEO(p2)
É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥q£<¢ À ¯X¢ ªxÌ ´Æ¶(´:¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õq¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´:¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô(¦[°¡Üo´ ® ¤(¢.¥¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ X ¨.© Y

¯X´Æ¥!´Æ¯ Ò ¯v¶<Û
S+�ÆP[S���  Å(©Á© ¶�Ã2¢ § µ À £<¤v¶ ¬ N ºð¨.Ì�ªÁ¨ ¦0·¾¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´�¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô<¦X¦(¹ ¬d³C® È © ¶(¦v¶�£<¢ À ¯X¢ ªxÌ ´Æ¶(´�¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©4Ì ¢.¥ Í ¢ ® ¦(¢ ¬ ´Æ¦�¶ ¬ ¹ Ì ¹(¦0´ÔÉ ²bõ

ªxÒ!® ¶I² Í À ¥ ©xÅ £(£<¶ ® °
S+�ÆP2O:� '_Ì ¯ ¨ ¸(¢ ® Í À Ã Ò ¥!¦�¶ ÍCÍ ´Â£ § ¶(¯XÑÆ£X¢ ®Æ<©x¬ ¹ Ì É À<Ì Í Ò!® ¢ ®Â�§ µ À £(¤v¦ ¨dª ¢d£(¤0¯ Å(©�ÒFªÁÅ ¥!´ Í À Ã Å(© ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤(¢ö¶ ¬dÀ ¥ ÀA© °gÜo¢.¥!¥A¤0´¶ ©�¬.³ ¦ ©�¨ £(¢ © Í À Ã Å(©xÀ ¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶(¦v¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢&Û
S+�ÆP ^ �� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦

X § Y ¨.© Z
É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ § ¶ ¬.À ¥ ÀA© g(k; p) = qkp § k = 0, 1, 2, . . .

£<¢ À ¯X¢ ªxÌ ´Æ¶(´\¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ�¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´¸ ÅV®ÂªÁÀ(¬ ô<¦[°
¼ ¶A½ �0¬.Å ¯�Ñ ª«©�Ò ¦¾¦0´:¶X¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢d¦(¢ ª.»

P(X = Y ), P(X ≥ 2Y ), P(X + Y ≤ Z).

¼ Ã�½U �¢.£(¤(¢d¥
U := min{X,Y } ¨&© V := X − Y

°_Ð@´ ¬dÀ ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦¾Ã2¢ § µ À £(¤ U ¨.© V
É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥!¢d¦[°

S+�ÆP2]:��Üoô Ì ´ È ¦I¶¡¯v¶ ª ¢.¯v¶ ª ´Æ¦ ÒC© µC¶ ®Æ® £A¶ ª ô¡¶�Ð�ÜoË º ¥ § /_¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £ ©x¬.Å ¯�Ñ ª«Å(© 1Ç° º Ã (®!¿!Ì ô(Ã Å(®!ÅIª ¯�¢d¥!¥!´ð°gÕ�¶ö¥!¢d¯ © ´Â¦(¢ Ìx³!® ¥!¢.¦A´¶ ¬ ¢d£(¤0´Æ¦�É ¨.®Â¨ ¸AÃ2¢.¥ § ¶V¦0¦ À(Ì ¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d É ¨d®Æ¨ ¸0Ã2¢d¥UõI² Ì ¶ ¿!Ì ô(Ã Å(® ¦ À<¬ ´Â¦[° Ó×¬ ¢.£(¤0¯ Å(©�ª ¦(¹f¸(¢ ªx É ¨d®Æ¨ ¸(¢.¦ ¿!Ì ô(Ã Å(® ¦ À<¬.Å(© ¶ º´Â¥�¶V¦U¦A´Æ¯�¢d¥!¢ ª ¢ ® ¢�É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢d¥ §2¨.© ¯X´Æ¥ Í ¢.¥oÉ ¨.®Â¨ ¸AÃ2¢.¥ 2
3

¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£(¢ ® Ã Ò ¦0´Æ¦U¯�¢d£C°�Õ�¶�¶ ¬ ¶ ®ÆÅ Ñ Ì«Å(©�ª ¯�¢d£ ©x¬ ¢ Ì ¢ ¬
ª ¢ §¯ ¨ £ Ò £<¤<¶V¥C¶(Ã!ÃC¶V¥v¶öÉ ¨d®Æ¨ ¸0Ã2¢d¥ ¿!Ì ô(Ã Å(® ¦ À<¬ ´Æ¦�¶ ¬ ¢ ® ¯ ¨d® ¢ ª ´�¸0´ ¬&© £ Å ¸V¶ ® °,Õ�¶�¢ ¬ ¥!¢d¯ © ´Æ¦(¢ ÌÁ³!®ð§ ¶(¦0¦ À(Ì ¶ö¦<¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬. É ¨.®Â¨ ¸ ºÃ2¢d¥�õI² Ì ¶ ¿CÌ ô<Ã ÅV® ¦ À(¬ ´Â¦X¶ ¬ ¢ ® ¯ ¨d® ¢ ª ´2¸0´ ¬&© £ Å ¸V¶ ®#§ ¢.£ ¨&©�¬ ¢d¥¾¶ Í!Í ´Æ£ § ¶V¯�ÑÂ£ ÅVª ¥!¢d¯|¯�¢d£(¤�¢ ¬ ¢.¥¾´ © ° Ó×¬ ¢d£<¤(¢ © É ¨d®Æ¨ ¸(¢.¦AÃ2¢.¥¢ ® ¯ ¨d® ¢ ª Ã <® 1
4

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ® ¯�¢.£(¤ ÅIª °gÕ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬ ¶ö¯�¢d£XÜoô Ì ´ È ¦V¶�/_¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £ ©x¬.Å ¯XÑ ª«Å(© 1Ç° º £(¤(¢ ®Cª ¹ ®Âª ¹ ª�ª É ¨.®Â¨ ¸(¢d´
©�¬&Å ¯ Å ¥C¶(¦¾¶ ¬ ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©ÁÅIª °

S+�ÆP2h:�� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
X ¨.© Y

É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥ § ¶ ¬dÀ ¥ À<© g(k; p) = qkp § k = 0, 1, 2, . . .
£(¢ À ¯�¢ ªxÌ ´n¶V´[¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ Å(®ÔªÁÀVº

¬ ô(¦[°\  Å(©Á©�Ò ¦¾Ã2¢ é�ê¯|6��ë z |fé�B �@z ¦ Q&z § µ À £(¤ X + Y íné»� K } K î �"¸»K B X ¤ K@z î � î K�z4K é K@z ëféxê z |Ié
è ¢d£(¤<¢d¥ ® ¢ ª ¢ ©d§ ¶ ¬ ¶ ¬<»
P(X = k|X + Y = n) =

1

n + 1
, k = 0, 1, . . . , n.

S+�ÊSCR:� Ó ¥!¥C¶ ¨.© Ð À<Ì ´�¶¾¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬.Vª ² ÅIªÁ©Á©x¬.Å ¦ » ¢d£(¤ ©�¬ ¶VÃ Å(® ¤ ÀA©�¨.Ì ¯ ¨
ª Í À Ã ÅV® ¥C¶(¦¾É`¢ ® ¸ ÅV®Âª ¸V¶!° Ó ¥C¥C¶¾¦(¢ ¬ Í ° Ó�¬ ¥A¤(¢ Ì.§ ¶(¦0´�¶¯ Å(©xÀ Í ´Â¦vÉ`¢�² ¢ ª Í À ÃF²�¶ §Fª ¢dµ ÅIª×¿!® ° Ó ¥!¥C¶ » ±!¢�² § Ð À(Ì ´ » ±C¢b²�¢ © ¢ ªx¨ ¥ØÐ À(Ì ´[¥0¤(¢ Ìxª °
¼ ¶A½�/ Å(Ì µ�¶ ª ôA¶V¥�µ Å ¥A¤ ¨dÌ ¯�¢ Í À Ã Å(©�ÒFª«Å ¥UÉ`¢b²b¢ ¬. Í ´Æ¦�Ã2¢�¶�² ÅVªx¨ ¦!Û¼ Ã�½UÜo¢d¦0¦ À<Ì ¶X¶X¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(£(¢ ® ¥0¤(¢ Ì×Ó ¥!¥C¶<Û
ÝßÞÁàdá
Þ«àVâ!ãfä
å.æ Üo´Æ¥ Í ¦ ¨
ª ¦ ¨.Ì Í ¨.© ¯�¢.£(¸ Å(® ¶ ©�¬.À(® µC¶ ª ôN¸0´ ©x¬dÀ ¥A¤ ® ¶(£N¦(¢d¸ ¨&©�©�¬&Å ¯ À(®nÅ(©Á© ¶ ® °

Ï =



S+�ÊS+�2�
n
Í ¶ Ì ¶VÃ�É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥ § GEO(p)

¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôN¹ ©x©x¬ ¢.£(¢�¯�¢.¦A¦ À<Ì ¶N¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£(¢ ®[¿CÅVÌ ¶ ªÁ® ¶(¥�Û
S+�ÊS�=�� Ó×¬@Å(ÌxÀ ¦ Ò £ Ì ô�¸(¢ Ì«© ¢.¥A¤AÉ ÒFª«Å(©:©�¬ ¶VÃ Å(® ¤<¶(´(¶�¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¢.¦ »[Ó É ÒFª ô ¿CÅV® ¤<¶�¢d£<¤(¢d¥!¢ ©.§&¨.© ¸I¶(¥ Ì ¶I² ª ¶�¸ ¨ £ ª ¢ ® ¢d¥ ©xÀ ¦�¢d£<¤AÉ À(Ì ¯�¶

ÅVÌÁÀ ¦[°c# ¨
ª ¢d£<¤<É À<Ì ¯v¶Ø¦ ¨.¿ ¢ ©x©x¨ £<·�¸(¢ ÌÁ© ¢d¥0¤ ¬d ¯ ¨dÌ ´@¹ ©Á©�¬ ¢¾¶ ¬ ¢ Ì ¢b² ¨dªXÅVÌÁÀ ¦AÉ ÒFª«Å(© Ã2ô ®#§ ¶V¦0´Æ¦uÉ`¢b²�É`¢b²�¯�¢ ®Æ® ¢ ª�ª É ÒFª ¥�¶V¦[°Ë_£(¤ ¸(¢ ÌÁ© ¢d¥0¤ ¬. ¢.£(¤0¯ Å(©�Ò!ªÁÅ ¥ ÅIªØ¿!Ì ô<Ã ÅV® ²�¶ Ò £ Ì ¶(¥!´¡¶ ¬JÅVÌ ¦ À ¦V¶ ª&§ ¸ ¨ £ ³!® ¢d£<¤ ©x¬ ¢ Ì�ª õ ® ¦0´ È © ´ ªUÒ £ Ì ´Æ¦ ¨.© Ã2¢ ® ¢d¢ © ´Æ¦¸I¶ ® ¶V¯�¢ ® ¤0´Æ¦0Ã2¢(°¼)�¢d£<¤ ³ ¦�É`¢ ®ð§ µ À £(¤ ¢.£(¤6¸(¢ Ì«© ¢.¥A¤ ¬dJ©xÀ µC¶ © ¢.¯ É Å(Ì ¶ Í ¢ ®#§@¨&© ¶ ¬ØÅ(Ì ¦ À ¦I¶ ª ¢d£(¤0¯ Å<©bª ô ® É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ³C®#§¢d£(¤<¢d¥!¦ ¨ ¥ ª 2−L ¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(£V¢ ®AªÁÒ Í ²�¶ ÅIªÁÒ £ À<Ì ¥C´ § ¶(µ À(® L ¶ ¬×Å(ÌxÀ ¦�µ À<©Á©�¬ ¶!°,Õ�¶�¶ ¬ ¢.£(¤0´Æ¦ ³ ¦�Ã2¢ ® ¢.¢ © ¢ ª�ª ¢d£<¤ ÅVÌÁÀ ¦0ÃC¶ §¶V¦0¦ À(Ì ¸ ¨ £<¢ ª�¨dÌxª ¶X¸(¢ ÌÁ© ¢d¥0¤(°
¼ ¶A½?Ü ÒFª ¶ ©Á© ¶X¯X¢.£ § µ À £<¤¾¶ Í ¹<¥ ª ¢ ªx® ¢d¥Ø¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ ¿2À ¥ ªÁÀ<© ¶V¥U¶(¦A¦ À<Ì ¦0´ © ¢.Ã!Ã ε º ¥ ÅV®ð§ µC¶

L < log2

(

1 + ε

1 − ε

)

ª ¢ ® ²b¢ ©�³!® °¼ Ã�½UÕ�¶ Í ¹<¥ ª ¢ ªx® ¢d¥ § ¶V¦0¦ À<Ì ¸0´ ©x©x¬ ¶(¦ ³!® Í ² ³ ¦  ¦(¢ ª ¶ ©�ª ¶ Ì�ª ¸ À ¥C¶ ® µ À(¬�¨&© õI² Ì ¶�¦(¢ ¬ Í  Í ´Â¦q¶�¸(¢ Ì«© ¢d¥A¤<°öË ¬dª ´ © ¯ ¨
ª ¢ ® ² ³ ¦¢d£ ¨.©x¬ ¢d¥a¶ ÍCÍ ´Â£ § ¶(¯XÑÆ£J£<¤ (¬
ª ¢ ©�ª ¥C¢d¯ µ!´ Ì Í ¢ ª µ!¢ ªx³ ¥!¦[° Üo¢.¦A¦ À<Ì ¶ ® ¢d£<¤(¢d¥ L § µC¶�¶ß¸(¢ ÌÁ© ¢d¥0¤ ¬d ¦ Ò £ Ì«Å(© ¶V´Â¥�¶V¦
©x¬.Å ¯ Å ¥C¶V¦v¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨dª ¶V¦V¶ Ì ² Ò ¦v¯�´Æ¥!´Â¯v¶ ® ´ ¬.Å(® ¥!´ÊÛ

S�T j_�C�g�(�u���6�_�½i,�g�Cü��\�  ü��g� T �\�û�4�b�\�
S+�ÊSCL:��Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬ ¶�¯�¢d£v¶ Í ´ ©x¬ ¦ ÌÁ¨
ª ¢d£(¤<¢d¥ ® ¢ ª ¢ ©d§ ¶X£<¢ À ¯�¢ ªxÌ ´Æ¶(´ ¨&© ¶.9 À ´ ©x©xÀ ¥ º ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©�À ¦ ©x¬ ô ÌÁÅ<© ¥ ¨ £V¤ ¬ ¢ ªx¨
ª °
S+�ÊS!P��� �¢d£<¤(¢d¥

X1, . . . , Xr
¢d£<¤ ³Fª�ª ¢ © ¢d¥v¯ Ò!®Âª ´Æ¥ À ¯�´ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ p1, . . . , pn ¿ ¶ Ì ¶(¯ ¨dª ¢ Ì ¢.¦A¦(¢ ® ¼ ¶(µ À(® ∑r

i=1 pi = 1
½ § ¶ ¬ ¶ ¬

P(X1 = k1, . . . , Xr = kr) = 11

(

r
∑

i=1

ki = n

)

· n!
∏r

i=1 ki!

r
∏

i=1

pi
ki

Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬ ¶�¯�¢d£ X1, . . . , Xr
¦ À ¸I¶ Ì ´Æ¶V¥ È ´Æ¶V¯ ÅIªÁÌ ´43 ÅIª +

S+�ÊS�S���Õ�¶(¯X´ ©�¨dÌ ¯ ¨ ¸(¢ ® Í À Ã Ò ¥!¦ § ¯�¢ ® ¤0¥ ¨.® ¶ ¤ K � ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(¢ p § ¶ ¬�ï~}2|Iéd¨�¿ ¢ Í ´Æ£ q = 1 − p
°� (¢ ® ¹ ® ² ³ ¦ X ºZ©x¬ ¢ ®+¨&© Y º ¥C¶ ®¶ ¬ ¢ ®n©xC§ ´ ®Â® °!¶N¯ Å(©xÀ Í ´Æ¦ ª ´ ©�¬dª ¶ ¼ É`¢b²�¸I¶V£<¤�Ñ ÌÁÅ<© ½ ©xÀ(ÌÁÀ(¬ ¶ ª µ ÀA©x©x¬.ÅVª ° ¼ 9 ® °!µC¶ Í À Ã Å<©x©xÀ(ÌÁÀV¬ ¶ ªxÒ ¥!¦ FFFIIF . . . § ¶(¦0¦ À(Ì

X = 3 § Y = 2
Ä�µC¶ ¿ ¢ Í ´Æ£ Í À Ã Å<©x©xÀ(ÌxÀ(¬ ¶ ªÁÒ ¥!¦ IFFI . . . § ¶(¦0¦ À(Ì X = 1 § Y = 2

° ½�Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦�¯�¢d£¾¶v¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d¯�¢d¥!¥A¤0´ ©�¨ £(¢.¦(¢ ª.» E(X) § E(Y ) § E(X2) § E(Y 2) § Var(X) = D
2(X) § Var(Y ) = D

2(Y ) § Cov(XY )
°

¾¾z�g 	��Ç�X��	��U	�~Ú���
	�~��@����~½¿ � ���������������q�q~:�?�,�U~:����¿ � ���������X�v���

�o�b�4� T �b�\���»���_�ti4���4�����
O��#����Ë ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤0¢d¦ º ¢¡¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬. É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤(¢.¦FÛ

¼ ¶A½
F (x) :=

3

4
+

1

2π
arctg x

Ä

¼ Ã�½
F (x) :=







0
µC¶ −∞ < x ≤ 0,

[x]/2
µC¶

0 < x ≤ 2,
1

µC¶
2 < x < ∞;

¼#È ½
F (x) :=

{

0
µC¶ −∞ < x ≤ 0,

x/(1 + x)
µC¶

0 < x < ∞;¼#Í ½
F (x) := exp(−e−x)

Ä
¼ ¢&½

F (x) :=

{

0
µC¶ −∞ < x ≤ 0,

1 − (1 − exp{−x})/x µC¶
0 < x < ∞.

O��Ê=+�¡Üo´ ® ¤(¢.¥ α ¨&© c ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢d¦ Ì ¢ ® ¢ ©�¬ ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤v¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d É ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤ »
F (x) = exp(−ce−αx)?

Ï"w



O��nL��¡Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦uÃ2¢ § µ À £(¤uµC¶ F (x)
¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ § ¶V¦0¦ À(Ì Ã Å(Ì ¯�¢ ® ¤ Ì ¹<£ ¬ Ñ ª ¢ ª�ª h > 0 ºZÌ ¶o¶ ¬ ¶ ®nÅ Ã!Ã ¨.Ì�ª ¢ ® ¯X¢ ¬ ¢ ª�ª

G1(x) ¨&© G2(x)
´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤(°

G1(x) :=
1

h

∫ x+h

x

F (y) dy, G2(x) :=
1

2h

∫ x+h

x−h

F (y) dy.

Ó Í ² Ò ¥!¦?¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £ ©�¬&Å ¯�Ñ ªÁÅ<© ´ ¨.Ì�ª ¢ ® ¯�¢ ª ¶NÉ`¢d¥ ª ´+É À<Ì ¯ ÒC®ÆÅ ¦A¥�¶V¦[°
O��ÆP:�¡ �¢d£<¤(¢d¥

F (x) À�Á XÔâ � Á Z Á å ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ ¨&© F (0) = 0
°_Ü ÒFª ¶ ©x©xÒ ¦�¯X¢.£ § µ À £(¤

G(x) :=

{

0
µC¶ −∞ < x ≤ 1,

F (x) − F (x−1)
µC¶

1 < x < ∞
´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤<° Ó Í ² Ò ¥!¦?¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £ ©x¬.Å ¯�Ñ ª«Å(© ´ ¨dÌxª ¢ ® ¯�¢ ª ¶NÉ`¢d¥ ª ´�É À(Ì ¯ Ò!®nÅ ¥C¶(¦2°

O��ÊS+�¡  Å(©Á© ¶�Ã2¢ § µ À £<¤�µC¶�¢d£(¤¡É À(® ¤ ªÁÀ ¥ ÀA© ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤A·�¥!¢d¯�¥!¢d£A¶ ª ÑÂ¸ö¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´V¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô Ì ¢.¥ Í ¢ ® ¦(¢ ¬ ´Â¦ö¶ ¬ ¹ Ì ¹(¦0´ÂÉ ²bõ
ªxÒ!® ¶I² Í À ¥ ©xÅ £(£<¶ ®#§ ¶V¦0¦ À(Ì È © ¶V¦¾¢�3 ¿2À ¥!¢d¥ È ´ Å(® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ ® ¢.µ!¢ ª °

S l���l��A���Y�£���_�ti4�:�@�����
O��nO��¡Ü À ¥ Í ² Ò ¦�¯�¢d£ § µ À £(¤�¶ ¬ ¶ ®nÅ ÃCÃ!´[É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤<¢d¦¾¦(¹ ¬d³C® ¯X¢ ® ¤<¢d¦¾¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´ © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤A¢.¦ ¨.© ¯�¢ ® ¤(¢d¦�¥!¢d¯ »

¼ ¶A½
f(x) :=

{

1/3
µC¶

0 ≤ x ≤ 1,
0

¢d£<¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª ;
¼ Ã�½

f(x) :=

{

(sin x)/2
µC¶

0 ≤ x ≤ 1,
0

¢d£(¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª Ä
¼#È ½

f(x) :=

{

x−2 µC¶
1 ≤ x,

0
¢d£(¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª Ä

¼#Í ½
f(x) :=

{

x/(1 + x)
µC¶

0 ≤ x,
0

¢.£(¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª Ä
¼ ¢&½

f(x) :=
1

π

1

1 + x2

Ä
¼ É«½

f(x) :=
1

2
e−|x| Ä

¼ £0½
f(x) :=

{

4x3e−x4 µC¶
0 ≤ x,

0
¢d£<¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª Ä

¼ µ�½
f(x) :=

{

− log x
µC¶

0 < x ≤ 1,
0

¢d£<¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª ;
¼ ´Ê½

f(x) :=

{

2e−x(1 − e−x)
µC¶

0 ≤ x,
0

¢.£(¤ ¨ ÃC¦ ¨ ¥ ª ;
¼ ²x½

f(x) :=

{

−e−x/x + (1 − e−x)/x2 µC¶
0 < x,

0
¢d£<¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª ;

¼ ¦!½
f(x) :=

1

π coshx
;

¼ ® ½ f(x) :=
λn

2(n − 1)!
|x|n−1e−λ|x| n ∈ N, λ > 0.

O�� ^ �¡ �¢d£<¤(¢d¥Ø¶ ¬ X
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ Å(®ÂªxÀ(¬ ô © · Ì · ©x¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥A¤0¢

f(x) =
1

2
√

2π

(

e−(x−m)2/2 + e−(x+m)2/2
)

.

¼ Ë ¬ ¶ ¬dª ²b¢ ® ¢d¥ ª ´ § µ À £(¤ X = Y + Z § ¶Vµ À(® Y ¨&© Z
É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥a¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´@¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô(¦ § P(Y = ±m) = 1/2

¨.© Z ©�ª ¶(¥ Í ¶ Ì Í ¥ À(Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ:° ½�/�´ ¬&© £ ÅV® ² Ò ¦o¯�¢d£ § µ À £<¤ m
¯�¢ ® ¤ ¨dÌxªx¨ ¦<¢d´ Ì ¢ ® ¢ ©x¬ ¶?É`¢d¥ ª ´ © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤

Ò ¥!´Æ¯ À Í ÅV® ´ © ¼ ¶ ¬ ¶ ¬ ¢d£(¤�¯�¶63F´Â¯ Ò ¯ ¿2À ¥ ª õ�½
°
O��n]��09_´ ©bª ´Â¦(¢ Ì ¶V¥ Í ¢.¸0õ ª Ã2¢ ©x¬d¨d®Âª ¯�¢.£� Ò!® ´ © ¦ Å ¸V¶ ® ¢ ©�ª ¢uò ºðÌ ¶!°�9_´ ©bª ´Â¦<¢q¦ ¨dª õ ªÁÀ ¥ ´ © ¢ ® ² ÒFª µ�¶ ª ¶ ¯�¢.£(Ã2¢ ©x¬d¨.®Ôª�Ì ¶V¥ Í ¢.¸0õµ!¢ ® ¤ ©�¬ ÑÂ¥ ¨.Ì ¢ § ¶�¦ ¨dª õ ª ¦(¹ ¬ ¹ ªxª@¨dÌ ¯X¢ Í À Ã Å(©Á© ¶ ® Í ¹(¥ ª ° Ó�¬�ÒFª ¶(¦ À ¥¾¸I¶ ® ô�¸ ¨ £(´Æ£&² ÒFª«Å(© ´ Í ¢�²b¢�¦ ¨
ª ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´C¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô ªµC¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬ ¯�¢d£ » A ºðª�¨&© B º#ª °

Ï u



• Ó×¬ A © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤0¢ ¼ ¿ ¢ Ì È ¢d¦0Ã2¢.¥ ©x¬.Å ¯ À(® ¸I¶<½ »

f(x) =







0
µC¶

x < 5
¸I¶V£<¤

x > 20,
2
75 (x − 5)

µ�¶
5 ≤ x < 10,

1
75 (20 − x)

µ�¶
10 ≤ x ≤ 20.

• Ó B © · Ì · ©x¨ £VÉ ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤0¢ ¿ ¢ Í ´Æ£ »
g(x) =

{

0
µC¶

x ≤ 5,
1
10 exp

(

−x−5
10

) µC¶
x > 5.

9_´ ©bª ´Â¦(¢�ò º ¦ À(Ì ´Æ¥ Í ÒC® õ ª ¥�¶V¦ § ¯�¢ Ìxª ¢ ® É`¢ ® ¢b² ª ¢ ªxª ¢�¥ ¨d¬ ¥!´2¶ ¬ ô Ì«ÅIª °,Üq´�¶�¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £<¤ ª ¶ ®ÆÅ(® ¦ À(¬ ¥C¶(¦ § µC¶� ÒC® ´ © ¦V¶¥!¢d¯�¢d£(¤ ªÁ³!Ì ¢ ® ¯X¢ ©�ª ¢ Ì ¯ ¨&©�¬ ¢ ª&§F¨.© ¯�¶63F´Â¯ Ò ¯ ª Ñ ¬�¿ ¢ Ì È ¢ ª µC¶I² ® ¶V¥ Í ôX¸ ÅVÌ ¥!´nÛ

S�T üx�û�û�+�F�Cü �������:���4� T �b�\���£�×�_�Yi4�:�4�����
O��nh���Ë_£(¤

X
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´�¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô ªö©x¬ ´Æ¯X¯�¢ ªxÌ ´Â¦ ÒC© ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ!¥�¶V¦U¥C¢d¸(¢ ¬.³ ¥!¦ § µC¶?¸I¶(¥ À(® ¤<¶(¥ µ ∈ R § µ À £(¤ X − µ ¨.©

µ − X
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô<¦�¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© ¶�¯�¢.£(¢d£<¤(¢ ¬ ´Â¦[°� <¢ ® ¢ ® ¹ ® ²b¢ F

¶ ¬ X
¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ ¨dª °

¼ ¶A½?Üo¢d¥C¥A¤0´
F (µ)

Û ¼ /�´Æ£(¤ Å(¬ ¶ ª&§ Ã2¢ Ò £ Ì ¶ ª ô © ¦ ¨dÌ Í ¨.© + ½¼ Ã�½UÜo¢d¥C¥A¤0´ ∫ µ+a

µ−a
F (x)dx

Û
O��#�0R:�0 (¢ ® ¹ ® ²b¢ X

¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £<£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª F §C¨.©�ª ¢.£(¤ ³ ¦�É`¢ ®ð§ µ À £(¤ F ©x¬ ´Æ£ À<Ì õC¶(¥?¯ À ¥ À(ªxÀ ¥Ø¥!¹I¸ �¨&© É À(® ¤ ªxÀ ¥ À<© °@ �¢.£(¤(¢d¥ −X¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤0¢ G
°_Ð�´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁ© ¶NÃ2¢ § µ À £(¤ X

¶V¦0¦ À(Ì�¨.© È © ¶(¦�¶V¦0¦ À(Ì�©�¬ ´Â¯�¯�¢ ªÁÌ ´Æ¦ ÒC© ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ § µC¶v¶ ¬
x 7→ x − G−1(F (x))

É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤¾¦ À ¥ ©�ª ¶(¥ © °
O��#���2��Üo¢ ® ¤ c > 0

¢ © ¢ ªx¨ ¥ ® ¢ ©�¬ F (x) = ex

ex+c

¢d£<¤ ©�¬ ´Â¯�¯�¢ ªÁÌ ´Æ¦ ÒC© ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ?¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´2¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ôX¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤0¢&Û

� ���@�����F�Cüb�\ü�Â��!�_�¡�b�:�û�g�
O��#�F=���Ë_£(¤

l
µ ÀA©x©x¬ õ ©ÁÅ £(õ ÌxÀ<¿ ´ ª�ª ¶ ®nÅV®ÆÀ ¯ Ì ¶N¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÀ(ª�ª�¿2À ¥ ª ÃC¶(¥Ø¦(¢ ªxªx¨dª ¹ ÌÁ³ ¥!¦[°�Üo´�¶ ¬ ÑÆ£(¤�¦(¢ ® ¢ ª ¦(¢ ¬ ¢ ªxª Í ¶ Ì ¶(Ã À ¦¾¦(¹ ¬.³!® ¶

Ì ¹I¸0´ Í ¢dÃ!Ã?¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤A¢fÛ
O��#�0L:��/ Å(® ¶ ©x©x¬dÒ ¥!¦�¦ ¨
ª�¿2À ¥ ªxÀ(ª É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ³C®�¨&© ¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢d¥o¶ ¬ ¢.£(¤ ©�¨ £(¦(¹ Ì ¦(¢ ÌÁ³!® ¢ ªÁ¨ ¥�°�Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦¾¯X¢.£¾¶ ªÁÅ ¸ À(®n©ÁÅ £ Ò ¦¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °
O��#�AP���/ Å(® ¶ ©x©x¬dÒ ¥!¦X¶ ¬ ¢d£(¤ ©x¨ £<¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª Ã2¢d¥X¢.£(¤ ¿2À ¥ ªxÀ(ª ¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ©�¬ ¢ Ì ·!¢d¥ ¼ ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ½Ç°* (¢ ® ¹ ® ²b¢ ξ

¢ ¿2À ¥ ª ¥�¶V¦X¶
ªÁÅ ¸ À(®n©xÅ £ ÅIª ¶�¥ ¨ £<¤ ¬ ¢ ª�® ¢.£(¦(¹ ¬ ¢ ® ¢dÃ!ÃC´ À<® Í ¶ ®ÆÅVª ô ® °gÕ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦�¯X¢.£X¶ ξ

¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´�¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô�¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ ¨dª °
O��#�FS�� Ó×¬ x ª ¢d¥C£(¢ ® ¤ [0, 1]

´Æ¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Æ®ÆÒ ¯ Å ÃC¶(¥o¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·C¢d¥q¦0´Æ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªÁÒ ¥!¦U¢.£(¤ ¿2À ¥ ªxÀVª °� <¢ ® ¹ ® ²b¢ ξ
¢ ¿2À ¥ ª¡ªÁÅ ¸ À(®n©ÁÅ £ ÅIª¶ © ÑÆ¦ (0, 1)

¦ À0À<Ì Í ´Æ¥ ÅVªÁÅ ²bõ ¿2À ¥ ª ² ÅVª ô ® °NÕ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦Ø¯�¢d£Ø¶ ξ
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´�¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô�¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©xÅ ¥�¶V¦ © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£ º¸ ¨ ¥0¤ ¨dª °

O��#�0O:��Ë_£(¤ ªÁ¨ £ ® ¶ ® ¶ ¿ØÀ(® Í ¶ ® ¶V´Æ¥C¶V¦¾µ ÀA©x©x¬ ¶ ® ¢d£<¤(¢d¥ 1
´ ®Æ® a

° Ó ¦ ¨
ª�©x¬ ¢d¯�¦(¹ ¬
ª ´ 1
µ À<©Á©�¬ õ À(® Í ¶ ®ÂÀ ¥U¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ® É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥ ³!®:¨.©¢d£(¤<¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ¦0´ ²b¢ ® ¹ ®Â³ ¥C¦v¢.£(¤ º ¢.£(¤�¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢d¥ ¿2À ¥ ªÁÀVª °Y (¢ ® ¹ ® ²b¢ X
¢ ¿2À ¥ ªÁÀ ¦ ª«Å ¸ À<®Æ©ÁÅ £ Åfª °,Üq¢d£(µ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬ ¶V¥ Í ô

X © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤0¢(°
O��#� ^ ��/ Å(® ¶ ©x©x¬dÒ ¥!¦Ø¶ ¬ ¢d£(¤ ©x¨ £<¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª Ã2¢d¥Ø¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥ ¼ ¢.£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©x© ¶ ® ½�¢d£(¤ ¿2À ¥ ªxÀ(ª °0 (¢ ® ¹ ® ²b¢ ξ

¢ ¿2À ¥ ª ¥C¶(¦¶¾¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª�® ¢d£<¦(¹ ¬ ¢ ® ¢dÃ!Ã!´ È © õ È ©xÅVª ô ® ¸V¶ ® ô ªÁÅ ¸ À(®n©xÅ £ ÅIª °¡Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦U¯�¢d£U¶ ξ
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´:¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô¾¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©xÅ ¥�¶V¦

© · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °
O��#�0]:� ¼ ¶A½ Ó [0, 1]

´Æ¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Æ®ÆÒ ¯�ÃC¶V¥¾²b¢ ® ¹ ® ² ³ ¥!¦o¦0´ ª ¶ ®ÆÅ(®ÂÀ ¯ Ì ¶ ¼ ¶ ¬ ¶ ¬ ¢d£(¤0¯ Å<©bª ô ® É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ³!®,¨&© ¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ½µ Å(ÌxÀ ¯ ¿2À ¥ ªxÀ(ª °_Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦v¯�¢d£¾¶N¦<¹ ¬d¨.¿C©�X¿2À ¥ ª ¶VÃ ©x¬ È ´ ©Á©�¬&Å ² Å ¥C¶V¦v¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ ¨
ª °¼ Ã�½ Ó [0, 1]
´Æ¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Æ®ÆÒ ¯�ÃC¶V¥¾²b¢ ® ¹ ® ² ³ ¥!¦o¦0´ ª ¶ ®ÆÅ(®ÂÀ ¯ Ì ¶ ¼ ¶ ¬ ¶ ¬ ¢d£(¤0¯ Å<©bª ô ® É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ³!®,¨&© ¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ½

n ¿2À ¥ ªxÀVª °\Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦v¯�¢d£v¶ k º ¶ Í ´Æ¦ ¿2À ¥ ª ¶(Ã ©x¬ È ´ ©Á©�¬.Å ² Å ¥C¶V¦�¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤ ¨dª�¨&©�© · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °

ó !
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^ �#���
X ∼ POI(λ)

9 À ´ ©Á©�À ¥ º ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ(© õa¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´�¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôC° ÷ Ì ² Ò ¦lÉ`¢ ® ¶ ¬ Y := 2X + 1
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´�¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©ÁÅIª.§0¨&©�©x¬.Å ¯�Ñ ªÁ©xÒ ¦¾¦0´�¶ ¬ E(Y )

¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢ ª×¨.© ¶ D
2(Y ) ©�¬ ô Ì«Å(© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª ¢ ª °

^ �Ê=+�¡ �¢d£<¤(¢d¥
X
¶

[0, 1]
´Æ¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Â®ÆÒ ¯�ÃC¶(¥X¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õN¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´0¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôC°�Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬.Ò ¦�¯�¢d£�¶ ¬ Y := X−1

¨.© ¶ Z := X(1 + X)−1 ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´[¸ ÅV®ÂªÁÀ(¬ ô<¦v¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ ¨
ª�¨&©�© · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<¸ ¨ ¥A¤ ¨dª °
^ �nL��¡ �¢d£<¤(¢d¥

X ©�ª ¶(¥ Í ¶ Ì Í ¥ À(Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õØ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´�¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô�° ¼ Ó×¬ ¶ ¬ X
¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ § ¶V¯�¢ ® ¤0¥!¢d¦U¸ ÅVÌxºµC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦(¢ ! §(©x¬ ô ÌÁÅ<© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª ¢ Ï ° ½�Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬.Ò ¦�¯�¢d£�¶ ¬ Y := 2+ |X| ¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´A¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô¡¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª

¨.©×© · Ì · ©x¨ £VÉ ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °
^ �ÆP:�¡ �¢d£<¤(¢d¥

X ∼ N(m,σ)
¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô ¼ E(X) = m § D2(X) = σ2 ½
°

¼ ¶A½?Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦�¯�¢.£v¶ ¬ Y := a · X + b © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª&§ ¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨
ª&§!©x¬ ô ÌÁÅ<©xÅIª °¼ Ã�½UÕ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦�¯�¢.£v¶ ¬ Z := X2 ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ôX¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©ÁÅ ¥C¶V¦ © · Ì · ©x¨ £VÉ ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª m = 0
¢ © ¢ ªÁ¨ ¥�°¼#È ½UÕ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦Ø¯�¢.£o¶ U := eX z ë M B2ë6}£�_| z íné ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õß¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´,¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô?¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £<£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ªö¨.©�© · Ì · º

©x¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °
^ �ÊS+�¡ �¢d£<¤(¢d¥

X ¤
ë z�O îZë6B2ëIé ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ?¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´2¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô § ¯�¢ ® ¤0¥!¢.¦¾¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤A¢ F (x)
°

¼ ¶A½?Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦�¯�¢.£v¶ ¬ Y := F (X) ¨.© ¶ Z := − log(F (X))
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô<¦�¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ ¨dª °¼ Ã�½UÐ�´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁ©xÒ ¦oÃ2¢ § µ À £(¤oµC¶ G : R → [0, 1]

¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤ ¨.© G−1 : [0, 1] → R º ¢ ª ¶U¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¦ ¨.¿!¿ ¢d¥
¨dÌxª ¢ ® ¯�¢ ¬d¬d³ ¦ » G−1(u) := sup{x ∈ R : G(x) < u} § ¶(¦A¦ À<Ì ¶ ¬ Y := G−1(F (X))

¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´,¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤0¢ ¿2À ¥ ªxÀA© ¶(¥ G
°

^ �nO��¡ �¢d£<¤(¢d¥
U
¶

[0, 1] º ¢d¥Ø¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ?¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôC° Ó Í ² Ò ¥!¦ ¿2¨d® Í ÅIª�À(® ¤<¶V¥ Ψ ªxÌ ¶V¥ ©x¬ É À<Ì ¯ Å È ´Âô Ì ¶ §µ À £<¤ Ψ(U) = V
¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© ¶ λ ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨
ª ¢ Ì ·�¢@3 ¿2À ¥!¢d¥ È ´ Å(® ´ ©.§ ¸I¶ ® ¶V¯�´Â¥ ª

¼ ¶A½
Ψ
¯ À ¥ ÀVªÁÀ ¥ È © ¹(¦0¦(¢d¥  °¼ Ã�½UÜo´Æ¥ Í ¢d¥

0 ≤ v ºðÌ ¶X¶ Ψ−1({v}) µC¶ ® ¯v¶ ¬ ¦ ¨
ª ¢ ® ¢d¯�Ã (®:ÅV®Æ® °
^ � ^ �¡ �¢d£<¤(¢d¥

X
¢d£<¤�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´+¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô § ¶V¯�¢ ® ¤ Ì ¢ P(X = 0) = 0 ¨.© Y := X−1 °�Üo´,¶�É`¢ ®Âªx¨
ª ¢ ® ¢N¶V¥C¥C¶V¦ § µ À £(¤ X

¨.© Y
¶ ¬dÀ ¥ À<© ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õC¶(¦ ® ¢d£(¤(¢.¥!¢d¦!Û

^ �n]��¡ �¢d£<¤(¢d¥
X ∼ LN(m,σ) ®ÆÀ £<¥ À(Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ?¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô § ¯X¢ ® ¤0¥!¢.¦ © · Ì · ©x¨ £VÉ ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤0¢

f(x) := 11(0,∞)(x)
1√

2πσx
exp

{

(log x − m)2

2σ2

}

.

Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦aÃ2¢ ¼ ® ¢dµ!¢ ªx(® ¢d£ ©x¬.Å ¯ À(®nÅ(© ¥ ¨d® ¦ ³!® ½ § µ À £<¤ µ�¶ C > 0 ¨.© α 6= 0 Ì ¹<£ ¬ Ñ ª ¢ ª�ª ¦ À ¥ ©bª ¶V¥ ©xÀ ¦ § ¶(¦0¦ À(Ì ¶
Y := CXα ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô ©x¬ ´Æ¥ ªÁ¨ ¥ ®ÆÀ £(¥ À(Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ § ¯X¢ ® ¤0¥!¢.¦ ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨
ª ¢ Ì ¢d´ m′ = αm + log C ¨.©
σ′ = |α|σ °

^ �nh�� Ó ¦(¹I¸(¢ ª ¦<¢ ¬d É`¢ ® ¶ Í ¶ ªÁÀ ¦0ÃC¶(¥ ¶ Í À(ª�ª ¶ ξ
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´_¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôo¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤0¢�´ ®Â® ° © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤A¢<°ØÜq¢d£¦(¢ ®Æ® µC¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬ ¥!´+¶ ¬ ξ

É ³ £(£<¸ ¨ ¥0¤(¢d¦ ¨ ¥ ª�¨dÌxª ¢ ® ¯�¢ ¬ ¢ ª�ª X § Y § Z § °d°d°�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô(¦ © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤ ¨dª °
¼ ¶A½

ξ
¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õU¶ [−1, 1]

´Æ¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Â®ÆÒ ¯�ÃC¶(¥�Ä X := ξ2 § Y := ξ3 § Z := tan(π
2 ξ) § U := sin(πξ)

°
¼ Ã�½

ξ
¢@3 ¿2À ¥!¢d¥ È ´ ÅV® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ λ ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨
ª ¢ ÌÁÌ ¢ ® Ä X := 3ξ + 2 § Y := ξ2 § Z :=

√
ξ
°

¼#È ½
ξ ©�ª ¶(¥ Í ¶ Ì Í ¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�Ä X := ξ2 § Y := ξ−2 °

¼#Í ½
ξ
¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õU¶ [−2, 1]

´Æ¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Â®ÆÒ ¯�ÃC¶(¥�Ä X := ξ2 § Z := ctg(2πξ) § U := cos(πξ)
°

¼ ¢&½
ξ
¢@3 ¿2À ¥!¢d¥ È ´ ÅV® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ λ ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨
ª ¢ ÌÁÌ ¢ ® Ä X := −3ξ + 2 § Y := eξ °

¼ É«½
ξ © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤A¢ 2x

¶
[0, 1]

´Â¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Â®ÆÒ ¯ À ¥ § ¢.£(¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª 0 § Y := ξ−2 °
^ �#�0R:�0):¢.¦0´Â¥ ªÁ©x³ ¦Ø¶ ¬ (x, y) ºZ© ÑÂ¦ À ¥o¶ (0, r)

¦(¹ ¬d¨.¿!¿2À ¥ ª õ r ©�Ò £A¶ Ì õU¦(¹ Ì�ª ° �0À(Ì«©xÀ(® ² Ò ¥!¦?¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ¢d£(¤ ¿2À ¥ ªÁÀVª¶v¦(¹ Ì ¦(¢ ÌÁ³!® ¢ ªx¨ ¥�°�/\¢ ª Ñ ª«©x³ ¦U¢ ¬
ª ¶v¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ¿2À ¥ ªÁÀVª ¶ (0, 2r) ¿2À ¥ ª Ã2ô ® ¶ ¬ ¸0Ñ ¬.©x¬ ´Æ¥ ª ¢ © ¦ À0À<Ì Í ´Â¥ ÅVª ¶ ª ¢d¥!£<¢ ® ¤ Ì ¢(°�Üq´,¶¸(¢ ªÁ³!® ¢ ª�© · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤0¢&Û

ó Ï



^ �#���2��Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦aÃ2¢ § µ À £<¤aµC¶ ξ < ¶ Ò È µ0¤ º ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´�¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô § ¯�¢ ® ¤0¥!¢d¦ © · Ì · ©x¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤0¢ f(x) =
1
π

1
1+x2 §_¨.© X := 1/ξ § Y := 2ξ/(1 − ξ2) § Z := (3ξ − ξ3)/(1 − 3ξ2) § ¶V¦0¦ À<Ì X § Y ¨.© Z ©x¬ ´Æ¥ ªÁ¨ ¥ < ¶ Ò È µA¤ º¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�°���������	���	
 å&æ Õ�¶ ©x¬ ¥ Å(® ² Ò ¦?¶�¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬dNªÁÌ ´Â£ À ¥ À ¯X¢ ªxÌ ´Æ¶V´�¶ ¬dÀ ¥ À<©Á©ÁÅ £ À ¦I¶ ª.» µC¶ ξ = tg(α) § ¶(¦A¦ À<Ì 1/ξ = tg(π

2 − α) §
2ξ/(1 − ξ2) = tg(2α) ¨&© (3ξ − ξ3)/(1 − 3ξ2) = tg(3α)

°
^ �#�F=��� �¢d£<¤(¢d¥

X © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤0¢ 1
ln 2

1
1+x

¶
[0, 1]

´Æ¥ ª ¢ Ì ¸V¶ ®Æ®ÂÒ ¯ À ¥ ¨.© 0
¢d£<¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª °öÜo´ ® ¢ ©�¬ 1

X ª ¹ ÌxªxÌÁ¨.©x¬d¨ ¥!¢.¦ © · Ì · º
©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤0¢&Û

^ �#�0L:� ¼ ¶A½? �¢.£(¤(¢d¥
X ©�ª ¶V¥ Í ¶ Ì Í < ¶ Ò È µ0¤ º ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õu¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´,¸ ÅV®ÂªÁÀ(¬ ô�°NÐ@´ ¬dÀ ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦oÃ2¢ § µ À £(¤o¢d¦0¦ À<Ì X ¨.© 1/X¶ ¬.À ¥ ÀA© ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ�¶V¦2°¼ Ã�½UÜ ÒFª ¶ ©Á©�Ò ¦�¯�¢d£ § µ À £<¤¾¶NÉ`¢.¥ ª ´ ªÁÒ!® ¶f² Í À ¥ ©ÁÅ £�¶ ¬

fY (y) =

{

1/4
µ�¶ |t| ≤ 1

1/(4x2)
µC¶ |t| > 1

© · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤0· Y
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´2¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô Ì ¶�´ © ´Â£A¶ ¬<§ ¸I¶(£(¤0´ © 1/Y

¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© ¶�¯�¢d£(¢.£(¤(¢ ¬ ´Â¦ Y
¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©xÅ ¸I¶ ® °

^ �#�AP��� �¢d£<¤(¢d¥
X
¥ À<Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô § ¶(¯X´Æ¥!¢.¦�¶ © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥0¤A¢

f(x) =
1√
π

exp
(

−(x + 1)2
)

,

¸I¶ ® ¶V¯�´Æ¥ ª Ψ(x) = ax + b
¢.£(¤q¶6Év¥ ® ´Æ¥!¢ Å(Ì ´ ©�ªxÌ ¶V¥ ©x¬ É À<Ì ¯ Å È ´Âô § ¶V¯�´Æ¥!¢d¦u¶ ¬ ¢.£(¤ ³Fª�ª µC¶ ª ô(´ ª ¥!¢.¯ ´ © ¯�¢ Ì ² ³ ¦ § Í ¢�¶ ¬
ª

ªxÒ Í ² Ò ¦ § µ À £(¤�¶ ¬ Y = Ψ(X) ªÁÌ ¶(¥ ©x¬ É À(Ì ¯ ÅV®Âª ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤0¢

g(y) =
2√
π

exp
(

−4y2 + 4y − 1
)

.

Ë_£(¤ ¨.Ì�ª ¢ ® ¯�·!¢d¥U¯�¢.£(¯ À ¥ Í µC¶ ª ô º ¢�¢.Ã!Ã (® a ¨&© b ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢&ÛF#�¶ Ì ¶V¦ ª ¢ Ì ´ ¬&ÅV® ²�¶N¶ ® ¢dµC¢ ªÁ©x¨ £<¢ © (a, b) ¿CÅVÌÁÀ ¦¾µC¶ ® ¯v¶ ¬.ÅVª °
^ �#�FS���Ë_£(¤

l
µ ÀA©x©x¬ õ ÌxÀ<¿ ´ ª�ª ¶ ®nÅV®ÆÀ ¯ Ì ¶ ¼ ¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©x© ¶ ® ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªÁÀVª�ª�¿2À ¥ ª ÃC¶V¥�½�¦(¢ ªxªx¨dª ¹ ÌÁ³ ¥!¦[°

¼ ¶A½: <¢ ® ¹ ® ² ³ ¦ X º ©�¬ ¢ ® ¶ ¬ ÑÆ£(¤¡¦V¶ ¿2ÀVªxª ¦ ¨dª�Ìx¨&©�¬ µ À<©Á©�¬ ¶V´Æ¥C¶V¦�¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª ¹ ©x©x¬ ¢.£ ¨
ª °:Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬.Ò ¦�¯�¢.£�¶ ¬ X
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôN¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©xÅ ¥�¶V¦ © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °¼ Ã�½U <¢ ® ¹ ® ² ³ ¦ Y º ¥C¶ ® ¶�¦ ¨
ª×ÌÁ¨.©x¬ Ã (® ¦ ¨d¿ ¢ ¬ ¢ ª�ª�ªÁ¨ £ ® ¶ ® ¶ ¿�ª ¢ Ìx³C® ¢ ªx¨
ª °4Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬.Ò ¦v¯�¢d£¾¶ ¬ Y

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´+¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©ÁÅ ¥C¶V¦ © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °
^ �#�0O:��Ë_£(¤o¢d£<¤ ©x¨ £<¥A¤0´�µ À<©Á©�¬ õ ©ÁÅ £(õ ÌÁÀ(¿ ´ ª ¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ ©�¬ ¢ Ì ·!¢d¥ ¼ ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©�©�¬ ¢ Ì ´Â¥ ª ½×¦(¢ ª�ªÁ¨
ª ¹ Ìx³ ¥!¦ § ²b¢ ® ¹ ® ²b¢ X

¶�¦ ¨
ª
Ìx¨&©�¬ µ À<©Á©x¬ ¶V´Æ¥C¶(¦�¦(¹<Ã2¹ ©Á©�¬ ¢.£ ¨
ª °,Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬.Ò ¦v¯�¢d£v¶ ¬ X

¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °
^ �#� ^ �� �¢d£<¤(¢d¥

X
¢d£(¤<¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õl¶ [−3, 4]

´Â¥ ª ¢ Ì ¸V¶ ®Æ®ÂÒ ¯ À ¥ §\¨.©N® ¢d£<¤(¢d¥ Ψ(x) = |x − 1| + |x + 1| ° Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬ ¶¯�¢d£X¶ ¬ Y = Ψ(X)
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´�¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô G(y)

¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ ¨dª ° Ó Ã ©x¬dÀ(® õ ª É À(® ¤ ªxÀ ¥ À<© ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ º ¢ Y
Û Ó Í ²�¶¯�¢d£�¶

G
¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤� �¢dÃ2¢ © £ Ò ¢ º É ¨d® ¢�É`¢ ® Ã À ¥ ª«Å(©ÁÅIª Í ´ ©x¬ ¦ Ìx¨dª.§ ¶VÃ ©x¬dÀ<® õ ª É À<® ¤ ªÁÀ ¥ ÀA©,¨&© É À<® ¤ ªÁÀ ¥ ÀA© Í ¢ ©�¬ ´Â¥!£ Ò!®nÅVÌ ´ ©¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤0¢d¦�¹ ©x©x¬ ¢.£ ¨dÌ ¢(°

Ê¾z|{ �����U�ö��} ���:�,���o�o~��@}�����~��U��	������,�
���:È��
�
]��#��� �0¬.Å ¯ À<® ²�¶X¦0´�¶ ¬ ¢�3 ¿2À ¥!¢.¥ È ´ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©�©x¬ ô ÌÁÅ<©xÅIª °
]��Ê=+�¡ �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦

X ¨.© Y
É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥Ø¶ ¬.À ¥ À<© ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ?¥!¢d¯�¥!¢.£<¶ ª ÑÆ¸¾¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÆ¥0· ©�¨ £(´2¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô(¦[° E( X

X+Y ) =?

]��nL��¡ �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
X ¨&© Y À<® ¤<¶(¥ ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´ö¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô<¦ § ¶(¯X¢ ® ¤(¢.¦ È © ¶V¦ ¦ ¨
ªq¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢ ª ¸(¢dµ!¢ ª ¥!¢.¦ ÉÊ¢ ® ° ¼

Ran(X) =
{x1, x2},Ran(Y ) = {y1, y2}

° ½ Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦lÃ2¢ § µ À £<¤lµC¶ E(XY ) = E(X)E(Y )
¼ ¶ ¬ ¶ ¬ X ¨.© Y

¦ À<ÌxÌ ¢ ®nÅIº
® ¶ ªx® ¶V¥ À ¦!½ § ¶V¦0¦ À(Ì X ¨&© Y

É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥!¢.¦¾´ © ° ¼ Ó ¦ À(ÌÁÌ ¢ ®nÅV® ¶ ªx® ¶V¥ ©xÅ £ ÅV®Âª ¶ ®ÆÅ ÃC¶V¥?¥!¢.¯ ´Æ¯ ¿!® ´Æ¦ ÅV® ²�¶�¶NÉ ³ £<£(¢ ªÁ® ¢d¥ ©x¨ £(¢ ª + ½
]��ÆP:� J�À Ã2ô(¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® Í À Ã Ò ¥!¦[°p (¢ ® ¹ ® ²b¢ X

¶ ¬
ª ¶ ©�¬&Å ¯ ÀVª&§ ¶Vµ Å ¥A¤<¶ Í ´Â¦ Í À Ã Å<©�Ì ¶�¢ ®Æ<©x¬ ¹ Ì ²b¹(¥J¦0´_¶UµC¶ ªxÀA©d§ Y ¿ ¢ Í ´Â£o¶ ¬
ª.§¶Vµ Å ¥A¤<¶ Í ´Â¦ Ì ¶�¯ Å<©�À Í ©�¬.À(Ì °gÕ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦v¯�¢d£v¶ ¬ E(X) § E(Y ) § D2(X) § D2(Y ) ¨.© Cov(X,Y )
¯�¢d¥!¥0¤A´ ©x¨ £(¢.¦(¢ ª °

]��ÊS+��Ë_£(¤ ÒCÌ ¥ Å ÃC¶V¥ N
£ À(® ¤(ô¾¸I¶(¥ § Ï º#ªÁ(® N º ´Æ£ ©x¬.Å ¯ À<¬ ¸I¶C°·/�´ ©x©x¬ ¶ ª ¢d¸ ¨&©x© ¢ ® µAõ ¬dÒ ¥!¦o£ À(® ¤(ô(¦V¶ ª ¶ ¬�Ò!Ì ¥ Å Ã�ô ® ¯�´Â¥ Í ¶ Í!Í ´Æ£ §¶V¯�ÑÆ£�¯�´Æ¥ Í ¢.£(¤0´Â¦¡£ À(® ¤(ô ª�® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ãö¢.£(¤ ©x¬ ¢ Ì ¦0´<¥!¢.¯ µAõ ¬d¬dÒ ¦2°* <¢ ® ¹ ® ²b¢ X

¶ ©x¬d³ ¦ ©x¨ £(¢ © µAõ ¬&Å(©xÀ ¦ ©x¬.Å ¯ ÅIª °�Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦¯�¢d£
E(X) º ¢ ª�¨&© D

2(X) º ¢ ª °

ó(ó



]��nO�� ¼ ¶A½?Õ�¶ ªÁ©x¬dÀ<Ì Í À Ã Ò ¥!¦o¢d£<¤Ø¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® °öÕ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦U¯X¢.£U¶ ¦ Q&z4� B ¸¹� ê¯Ë ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥0¤(¢d¦ ©�¬&Å ¯ Å ¥C¶(¦U¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª
¨.©×©�¬ ô Ì«Å(© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ªx¨dª °¼ Ã�½ Ó Í!Í ´Æ£ Í À Ã Ò ¥!¦U¢d£<¤?¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® °�¶(¯XÑÆ£¾¥ ¨ £<¤ ¦ Q&zº� B ¸»� ê¯Ë ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤ ª ¥C¢d¯ ®nÅIªÁÒ ¥!¦[°�Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬.Ò ¦�¯�¢d£�¶ ©x¬d³ ¦ º
©x¨ £(¢ © Í À Ã Å(©xÀ ¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶V¦v¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª�¨&©�©x¬ ô Ì«Å(© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ªÁ¨
ª °¼#È ½ Ó Í!Í ´Æ£ Í À Ã Ò ¥!¦o¢.£(¤o¦ À È ¦ Å ¸V¶ ® °ö¶(¯�ÑÂ£?¦ ¨
ª ¢.£(¤0¯ Å(©�Ò!ªÁÅ ¥C´ Í À Ã Å<© ¥�¶V¦ Ò £<¤<¶V¥C¶ ¬ ¶ ¬ ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤(¢<°�Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦¯�¢d£v¶ ©x¬d³ ¦ ©x¨ £<¢ © Í À Ã Å(©xÀ ¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥�¶V¦v¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨dª�¨.©×©�¬ ô Ì«Å(© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ªx¨dª °

]�� ^ �¡ �¢d£<¤(¢d¥Ø¶ ¬ (X,Y ) ¿2À ¥ ª ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ?¶ ¬ (1, 1)
¦(¹ ¬.¨d¿!¿2À ¥ ª õ § 1 ©�Ò £<¶ Ì õ?¦(¹ Ì ¹(¥�°gÜo¢.¥!¥A¤0´ Cov(X,Y )

Û
]��n]��¡ç óU® ¶ ¿2À<© ¯�¶(£(¤<¶ Ì ¦ ÅVÌ�ª ¤<¶ ºZ¿ ¶V¦ ® ´ ª õC£(¤u¦(¢.¸(¢ Ì ¢d¦ § µ À £(¤ß¶ ® ¢.£VÉ`¢ ®Æ©xØ® ¶ ¿2À(ª ¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªÁÀVªxª µ!¢ ® ¤ Ì ¢Í Ò £ À ¯ ¶ ª ¹(ÃCÃ!´ ® ¶ ¿ ¦(¹ ¬d¨ ¼ ¶(¦ ÅVÌ ¶ ®ÆÒ!®ÂÌ ¶?´ © ½ § ¯�¶I² Í ¢ ¬dª ´ © ¯ ¨
ª ¢ ® £(¢ ª ¢d¯Ø°p/ ÅVÌ µC¶ ª ô<¶(¥uµ Å ¥A¤ ®Â¨.¿2¨.© ¯�õ ® ¸I¶U¦(¢ Ìx³!® ¶ ¬¢ Ì ¢ Í ¢ ª ´ ® ¢.£ ® ¢d£A¶ ®n© ô ® ¶ ¿U® ¢.£VÉ`¢ ®Æ³!®ÆÌ ¢fÛ
]��nh�� Ó Í ² À ¥ ¿2¨d® Í ÅIª×À(® ¤<¶V¥ X

¶VÃ ©�¬.À(® õ ª É À<® ¤ ªÁÀ ¥ ÀA© ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ?¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´2¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô Ì ¶ § ¶(¯X¢ ® ¤0¥!¢.¦
¼ ¶A½�¥!¢d¯ ®Â¨dª ¢ ¬ ´Â¦?¶X¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªÁ¨ ¦(¢ §¼ Ã�½ ®Æ¨
ª ¢ ¬ ´Æ¦?¶X¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢ § Í ¢ö¥!¢.¯ ®Æ¨
ª ¢ ¬ ´Æ¦ ©�¬ ô Ì«Å(© ¶ §¼#È ½ ®Æ¨
ª ¢ ¬ ´Æ¦X¶ E(Xk)

õ!¥�°
k º ¶ Í ´Æ¦�¯ À ¯�¢d¥ ªxÒ ¯v¶ § µC¶ k = 1, 2, . . . ,K § Í ¢×¥!¢d¯ ®Æ¨
ª ¢ ¬ ´Æ¦ § µC¶ k = K +1,K +2, . . .

°
]��#�0R:� Ó J =

∫ 1

0
g(x) dx

´Æ¥ ª ¢d£ ÌÁÅ(® ¦0´ ©�¬&Å ¯�Ñ ªÁÅ(©ÁÅ µ À(¬ ¼ ¶(µ À(® 0 ≤ g(x) ≤ 1
½�¶o¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d õ!¥�°gÜ À ¥ ª ¢ < ¶ ÌÁ®ÆÀVº ¯Xô Í ©x¬ ¢ Ì�ªµC¶ ©x¬ ¥ Å(® µ�¶ ª ² Ò ¦ »+® ¢d£<¤(¢d¥ X ¨&© Y

¦ ¨dª É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢d¥�¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õö¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £<´I¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô×¶ [0, 1]
´Æ¥ ª ¢ Ì ¸V¶ ®Æ®ÂÒ ¯ À ¥�° �¢d£<¤(¢d¥

U = 11(Y ≤ g(X)) § ¸V¶V£<¤A´ © U ¨dÌxªx¨ ¦(¢ 1 § µC¶ Y ≤ g(X) § ¢.£(¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª 0 §+ªÁÀ ¸ Å Ã!Ã Å V = g(X) §:¨.© W =
1
2 (g(X) + g(1 − X))

°�Ü ÒFª ¶ ©Á©�Ò ¦Ø¯X¢.£ § µ À £<¤ E(U) = E(V ) = E(W ) = J § ´ ®Æ® ¢ ª ¸(¢ D(W ) ≤ D(V ) ≤ D(U) §¸I¶V£<¤0´ © J º ¥C¢d¦ W
¶Xµ ÅVÌÁÀ ¯Ú¦(¹ ¬.³!® ¶ ® ¢.£(µC¶ ªÁÅ<©�ÀA© ¶VÃ!Ã�Ã2¢ È ©x®Â¨&© ¢<°���������	���	
 å&æ Õ�¶ ©�¬ ¥ ÅV® ² Ò ¦�¶ � È µI�¶ ÌÁ¬
º ¢d£(¤(¢.¥ ®ÆVªx® ¢d¥ ©x¨ £(¢ ª °

]��#���2� ¼ ¶A½? �¢.£(¤(¢d¥
X ≥ 0

¶VÃ ©x¬dÀ<® õ ª É À<® ¤ ªÁÀ ¥ ÀA© ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ Å(®ÂªxÀ(¬ ôC°gÜ Ò!ª ¶ ©Á©xÒ ¦¾¯�¢d£ § µ À £(¤

E(X) =

∫ ∞

0

P(X ≥ x) dx

¼ Ã�½ �0¬.Å ¯ À(® ² Ò ¦¾¦0´+¦ ¨
ª É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ λ = 1
2 ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨
ª ¢ Ì ·�¢�3 ¿2À ¥!¢.¥ È ´ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´2¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôN¯v¶C3F´Æ¯ ÒFº¯ Å ¥C¶(¦¾¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨dª ¶NÉ`¢d¥ ª ´:¦ ¨d¿!® ¢ ª�© ¢.£(Ñ ªÁ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ® °

]��#�F=��0# À ¥ ©bªÁÌxÒCÅ(® µ�¶ ª ô º ¢ À(® ¤<¶V¥ØÉ À<® ¤ ªÁÀ ¥ ÀA© g : [0, 1] → [0,∞)
É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ § ¶(¯�¢ ® ¤ Ì ¢ ∫ 1

0
g(x) dx = 1 § ∫ 1

0
x · g(x) dx = a §

∫ 1

0
x2 · g(x) dx = a2 Û

]��#�0L:��Ö�¹(£ ¬ Ñ ªÁ©x³ ¦¡¶ ¬ A ¨&© B ¿2À ¥ ªxÀ ¦I¶ ª ¶ © ÑÂ¦ À ¥ § ¸I¶ ® ¶(¯�´Â¥ ª ¸ Å(® ¶ ©x©x¬dÒ ¦�¶ P ¿2À ¥ ªÁÀVª ¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ¶ ¬ S
µ�¶ ® ¯�¶ ¬ Ã2ô ®#§¯�¢ ® ¤A¥C¢d¦ © õ ® ¤ ¿2À ¥ ª ²�¶ G §V¨.©�ª ¢ ® ²b¢ © ¢.£ ¨&©�¬.¨ Ã2¢d¥N¶ ¬ A ¨.© B Å(®Ôª ¶ ® ¯�¢d£<µC¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬dÀVª�ª ¢.£(¤(¢.¥!¢ © ¢d£(¤0´Æ¦ À(® Í ¶ ®nÅ ¥�µ!¢ ® ¤(¢ ¬ ¦(¢ Í ´Â¦¢ ® °_  Å(©Á©xÒ ¦vÃ2¢ § µ À £(¤¾¢.¦A¦ À(Ì E|ABP | = |ABG| °

�Ø� T ü�� T �F�:�  üb�g��ü T �4�@� k �0�\�A�_�
]��#�AP��� �¢d£<¤(¢d¥

(Ω,F , P)
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´[¯X¢ ¬d�¨.© X ∈ L1(Ω, P)

¼ ¶ ¬ ¶ ¬¡® ¢d£<¤(¢d¥ E(|X|) < ∞ ½
°_  Å<©x© ¶NÃ2¢ § µ À £<¤

P(E(X) ≤ X) > 0.

]��#�FS���Ð�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ© ¶öÃ2¢ § µ À £(¤ ª ¢ ªÁ©x¬d<® ¢.£(¢ © ¸ ¨ £(¢ © £ ÌÁÅ É ¿2À ¥ ª µC¶ ® ¯v¶ ¬&ÅIª É`¢ ®�® ¢dµC¢ ª õ!£(¤XÃ À ¥ ª ¶(¥!´C¦ ¨dª Í ´ ©x¬ ² Ò ¥!¦ ª�Ìx¨&©�¬ µC¶ ® ¯v¶ ¬dÌ ¶ §µ À £<¤¾¶X£ ÌÁÅ É ¨d® ¢d´Æ¥!¢d¦ ® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã�É`¢ ® ¢�¢d¦(¹ ¬ ¹ ªxª ¶X¦ ¨dª�¿2À ¥ ª µ�¶ ® ¯�¶ ¬ ¦<¹ ¬ ¹ ª�ª ¯�¢d¥I²b¢.¥�°
]��#�0O:�� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦

v1, . . . ,vn
¢.£(¤ ©x¨ £Xµ ÀA©x©x¬ õU¸<¢d¦ ªxÀ<ÌxÀ ¦ R

k º Ã�ô ® °@Ü ÒFª ¶ ©Á©�Ò ¦�¯�¢.£ § µ À £(¤�¸I¶V¥ À(® ¤<¶V¥ ε1, . . . , εn
¢ ®Æ ²b¢ ® ¢ ¬.¨.©¼ ¶ ¬ ¶ ¬ εi = 1

¸I¶(£(¤
εi = −1

½ § µ À £(¤
||

n
∑

i=1

εi · vi|| ≤
√

n.

]��#� ^ ��Ë_£(¤?¢.£(¤ ©x¨ £(¦(¹ Ì ¶ ® ¶V¦0õU¦(¢ ªxÌ ¢ È Ã�¢.¥Ø¸I¶(¥Ø¢d£(¤ 3π + ε
µ À<©Á©�¬ õ ©xÅ £(õU¦AÑÆ£(¤(ô�°@Ð�´ ¬dÀ ¥0¤0Ñ ª«©�Ò ¦?Ã2¢ § µ À £<¤ ÌÁÅ�® ¢dµ!¢ ª�®Æ ¥!´:õ!£<¤¢d£(¤ ¿!ÒC© ¦ Å ¸V¶ ® ¶X¦(¢ ªxÌ ¢ È ¢.¥?¦0ÑÆ¸ ³!®ÆÌx<® ¶X¦0ÑÂ£<¤(ô Ì ¶ § µ À £(¤ ® ¢d£<¶ ®ÆÅ Ã!Ã?¥ ¨ £<¤ ©�¬ ¢ Ì�³C©Á© ¢ ÅVª ¶X£ À<® ¤(ô�°

ó ç



Ì<�0��üb�,�,�0�4�!�_���4�0� T ���_�
]��#�0]:��Ë_£(¤ ªÁÅ(ÌÁ© ¶ ©ÁÅ £(ÃC¶V¥ 60

¢d¯�Ã2¢ Ì ¸V¶V¥�°lÕ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬.Ò ¦J¯�¢.£J¶ ¬dÀ ¥l¥C¶ ¿2À ¦ ©�¬&Å ¯ Å ¥C¶(¦J¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦(¢ ª.§ ¶V¯�¢ ® ¤(¢d¦<¢d¥ ¶
ªÁÅ(ÌÁ© ¶ ©ÁÅ £ 0, 1, 2, 3 § ´ ®Â® ° 4 ª ¶(£&² Å ¥�¶V¦v¸I¶(¥ ©�¬.³!® ¢ ªx¨.© ¥C¶ ¿ ²�¶C°

]��#�0h:��Ë_£(¤
l = 3.5

È ¯ µ ÀA©x©x¬ õ ª · ª Í À Ã Ò ¥!¦6¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢d¥ ¢d£<¤ 1
È ¯ ¸ À ¥C¶ ®Ôª«Å ¸ À(®n©xÅ £(õ6¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª µ Å(® ô Ì ¶!°6Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬
º

¬dÒ ¦J¯�¢d£u¶ ® ¢ Í À Ã ÀVª�ª�ª · ÅV®Âª ¶ ®4ÅVª ¯�¢ ª«©�¬ ¢ ªxª µ Å(® ôf¸ À ¥C¶ ® ¶V¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶V¦u¸ Å(Ì µ�¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨dª ° ¼ Õ�¶ ©�¬ ¥ ÅV® ² Ò ¦uÉ`¢ ® Ð Ò&Í2À ¥
ª · ¿!ÌÁÀ Ã ®Â¨ ¯ Å ² Å ¥C¶V¦¾¯X¢.£ À<® Í Å<©xÅVª ° ½

]��Ê=CR:��/ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥J¢ ® µ!¢ ® ¤(¢ ¬d³ ¥!¦q¢.£(¤qµ ÒC©�¬&ÅVÌxª ¢.£(¤ ³!Ì ¢ ©�© ¶V¦0¦ ªÁÅ Ã ®ÆÅ(Ì ¶!°XÜo¢.¥!¥A¤0´4¶ ® ¢dµ!¢ ªÁ©x¨ £(¢ ©¡®Æ¨d¿2¨&© ¢.´ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶V¦q¶¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢fÛ
]��Ê=+�2��Ë_£(¤uµ!´ÆÃ ÅVªx® ¶V¥J¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® Í À Ã Ò ¥!¦ ª Ñ ¬.©x¬ ¢ Ì °e (¢ ® ¹ ® ²b¢ X

¶ ¬dª ¶ ©x¬.Å ¯ À(ª.§ ¶Vµ Å ¥A¤ ©x¬dÀ(Ìö¿CÅVÌÁÀ<© Í À Ã Å(©�ª�¿CÅVÌ ¶ ªÁ® ¶(¥u¦(¹I¸(¢ ª °Üo¢d¥!¥0¤0´
X
¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦(¢ ¨&©�©x¬ ô ÌÁÅ<© ¶<Û

]��Ê=�=���  Å(©Á© ¶�Ã2¢�¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¶ ¬.À ¥ ÀA©x©ÁÅ £ ÀVª�À(® ¤¾¯�ô Í À ¥ § µ À £(¤¾¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £ ©�¬.Å ¯�Ñ ªÁÅ(© ´<²b¢ ® ¢.¥ ªx¨&©bª ¶ Í ¥!¢.¦A´ »
n
∑

k=0

k(k − 1)

2

(

n

k

)

=
n(n − 1)

2
2n−2.

]��Ê=CL:�� �¢d£<¤(¢d¥
(Ω,F , P)

¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £<´[¯X¢ ¬dv¨.© Ai ∈ F i = 1, . . . , n ª ¢ ªÁ©x¬d(® ¢d£<¢ © ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤(¢d¦[°_ �¢.£(¤(¢.¥ 11(ω ∈ Ai)
¶ ¬

i º ¢ Í ´Æ¦N¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤N´Æ¥ Í ´Æ¦ ÅVªxÀ<Ì ¶ § ¸I¶(£(¤0´ © 1
µC¶

ω ∈ Ai ¨.© 0
¢d£<¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª °gÖ�¹f¸0´ Í ¢d¥v´Æ¥ Í À ¦ À<® ²b¶�¶ ¬ ¶ ®nÅ ÃCÃ!´�¶ ¬dÀ ¥ À<©Á©xÅ £ À ¦I¶ ª.»

¼ ¶A½
1 − 11(ω ∈ Ai) = 11(ω ∈ Ai) §¼ Ã�½ ∏n

i=1 11(ω ∈ Ai) = 11(ω ∈ ∩n
i=1Ai) §¼#È ½

E(11(ω ∈ Ai)) = P(Ai)
°

Ë ¬ ¢.¦¾É`¢ ® µC¶ ©x¬ ¥ Å(®nÅ(©ÁÅ ¸I¶ ®[©x¬.Å ¯�Ñ ª«© ¶X¦A´�¦ ¨
ª É ¨d® ¢d¦ ¨.¿!¿ ¢d¥o¶

E

(

n
∏

i=1

(1 − 11(ω ∈ Ai))

)

¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢ ª.§F¨&© ¸(¢ ¬ ¢ ©Á© ¢ ® ¢�¢dÃ!Ã <® ¶ ©x¬ ´ ª ¶VÉ À(Ì ¯ Ò!®ÆÅVª °
]��Ê=!P��

n º ©x¬ ¢ Ì Í À Ã Ò ¥C¦ ¢.£(¤ ¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® °ª (¢ ® ¹ ® ²b¢ X
´ ®Æ® ° Y

¶ Í À Ã ÀVª�ª ¢d£(¤(¢ © ¢.¦ § ´ ®Æ® ¢ ª ¸(¢Uµ�¶ ªxÀA©�À ¦ ©�¬&Å ¯ ÅIª ° �0¬&Å ¯ À(® ² Ò ¦ ¦0´
Cov(X,Y ) º#ª °

]��Ê=�S���Ë_£(¤?µC´ÂÃ ÅVªx® ¶V¥ ¨dÌ ¯ ¨ ¸(¢ ® Í À Ã Ò ¥C¦ ª Ñ ¬.©x¬ ¢ Ì °� <¢ ® ¹ ® ²b¢ X
´ ®Â® ° Y ¶ Í À Ã À(ª�ª�¤ K � ¢d¦U´ ®Æ® ¢ ª ¸(¢ ï~}2|fé À ¦ ©�¬&Å ¯ ÅIª ° �0¬.Å ¯ À<® ² Ò ¦�¦0´¶

Z := XY
¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ôX¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨
ª×¨.©�©x¬ ô ÌÁÅ<©xÅIª °

]��Ê=CO:�0)�´ ¬ ¢d¥!¦ ¨dª ¢.¯�Ã2¢ Ì Ã2¢ ©�¬&ÅV®Æ® ¢d£<¤ ® ´ÂÉ ª Ã2¢N¶XÉ`¹ ® Í ©x¬ ´Æ¥ ª ¢d¥�°@Ë4£(¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥ ³!® ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ¶(¥C¶V¦ È ¨d®nÅV®Æ®ÆÀ ¯ Å(©�ª ¶ ¬�¨.¿!³!® ¢ ª
ª Ñ ¬ ¢d¯�¢ ® ¢ ª ¢¾¦(¹ ¬.³!® ¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©x© ¶ ® °?Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦q¯�¢.£q¶ ® ´ÂÉ ª ¯�¢d£ ÅV®Æ®ÆÅ<© ¶(´ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶(¦q¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª�¨&©
©�¬ ô Ì«Å(© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ªx¨dª °

]��Ê= ^ � Ó×¬ ¶ ©x¬
ªxÌÁÀ(® ô(£ ÒC©xÀ ¦ ¦(¢ Ì ¢d¦I¶ ©�¬dª ¶ ® ¶uµ0õ ©x¬ ¢d¯�Ã2¢ Ì Ã (®�Å(®Â® ° Ó È © ´ ®Â® ¶V£ À ¦ ª ¹ Ì ¸ ¨ ¥0¤(¢d´ ª ¸0´ ¬.© £ ÅV® ¸I¶J¶ ¬dª�ÅV®Æ® ¶ ¿ Ñ ª ² Å ¦l¯�¢d£ §µ À £<¤�¢d£<¤ À<ÌxÀA©�¬d®nÅ ¥!¥�¶V¦ ©x¬ ¢ Ì ¢.¥ È ©x¨
ª µ À<¬(§ µC¶X¶×² À Ã!ÃF² Å ¥?¢d£<¤�¯ ¨dÌÁ® ¢d£ ³!® °\Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬ ¶�¯�¢d£�¶ ©x¬ ¢ Ì ¢.¥ È ©x¨.©4À<ÌxÀA©�¬.®ÆÅ ¥ À ¦
©�¬&Å ¯ Å ¥C¶(¦v¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨dÌ�ªÁ¨ ¦ ¨dª�¨.©×©�¬ ô ÌÁÅ<© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ªx¨dª °

]��Ê=C]:� Ó  �¢ ªxªxÀ<ÌÁ©x¬.Å £<´�  ÀVª�ª ô ©�¬ ¶VÃ Å(® ¤<¶(´ » ¶V¦ Å(Ì È © ¶V¦¾¥ ÅV®ÆÒ ¥!¦ § ¶ ®ÆÀVªxª ô Ò!Ì ¥�¶�¦0´ ® ¢d¥ È ¸(¢d¥o£ À<® ¤<ô ª�ª ¶ Ì�ª ¶ ® ¯�¶ ¬(§ Í ¢�¶ ©x¬ ¢ ® ¸ ¨ ¥A¤(¢d¥
ª Ñ ¬�©x¬.Å ¯ À(ª_® ¢.µ!¢ ª ¯�¢d£&²b¢ ® ¹ ® ¥!´ §<¨.© µC¶ Ì ¯�´Æ¥ È ¥0¤(¢ ÌÁ<©x¬.Å ¯ ÀVª µAõ ¬ ¥�¶V¦[°gÐ�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ© ¶öÃ2¢ § µ À £(¤N¢d£(¤ ©x¬ ¢ ® ¸ ¨ ¥0¤ ª ¢ ª«©�¬.(® ¢d£(¢ ©¦0´ ª ¹ ®Âªx¨.© ¢ö¢ © ¢ ªÁ¨ ¥Ø¶ ª ¶ ®nÅV® ¶ ªÁÀ ¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶V¦v¸ Å(Ì µ�¶ ª ô ¨dÌ�ªx¨ ¦(¢ 10 · 30

90 ¨.©×©�¬ ô Ì«Å(© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª ¢
20

9
+

30 · 29
89

− 10.

]��Ê=Ch:�$7 ! ¢d£<¤<É À<Ì ¯v¶XÉ`¢ ® ¦ ¨.©x¬d³C®Ôª«©�¨ £(· Í ´ Å ¦U¯�´Â¥ Í ¢d£(¤0´Æ¦(¢?7�¸0´ ¬.© £ Å ¸I¶ ®�¿!Ì ô(Ã Å(® ¦ À<¬ ´Æ¦?¶v¸0´ ¬&© £A¶V´ Í <©x¬ ¶V¦AÃC¶V¥:°�Üo´Æ¥ Í ¢.£(¤0´Æ¦ ¼ £ ÀVº¥ À<©x¬ ½4¸0´ ¬&© £ ÅV¬dª ¶ ª ô�¢ ® ¢d¸(¢¡¢ ® µC¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬
ª ¶ § µ À £<¤ ¿2À ¥ ªxÀA© ¶(¥:7 º 7 Í ´ Å ¦ À(ª ¯�¢d£<Ã Ò ¦ ª ¶ ª.§FÅ(® Í À(¬ ¶ ª ¶(´Â¦I¶ ª ¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ ©�¬ ¢ Ì ·!¢d¥ ¨&©¢d£(¤0¯ Å<©bª ô ® É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ ³!® ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ¸I¶�¦0´#° ¼ Ë4£(¤ ¿ ¢ È µ!¢ © Í ´ Å ¦ §(¿ ¢ Ì«©�¬ ¢ ª ¹<Ã!ÃX¸0´ ¬&© £ Å ¥N´ © ¢ ® µC¶ © ¶ ® µC¶ ª ° ½�Üo¢d¥C¥A¤0´!¶¡¸0´ ¬.© £<¶ º´ Í <©x¬ ¶V¦ ©�À<ÌÁÅ ¥ © ´Â¦<¢ Ì ¢ © ¼ ¶ ¬ ¶ ¬ ¢.£(¤0´Â¦N¸0´ ¬.© £ Å ² Å ¥ © ¢d¯ûÃ Ò ¦(ô0½ Í ´ Å ¦ À ¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶(¦�¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢ ¨.©@©�¬ ô Ì«Å(© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª ¢&Û
]��nL�R:�aÎ ª ¢d¯�Ã2¢ Ì_©x¬.ÅV®Æ® ¢d£<¤ ª Ñ ¬ ¢d¯�¢ ® ¢ ª ¢ © µ Å(¬�® ´ÂÉ ª ² ¨ Ã2¢(°gË_£<¤0¯ Å<©bª ô ® É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ ³!®!¨.© ¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢d¥X¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ¶V¥C¶(¦ È ¨.®ÆÅ(®Â®ÆÀ ¯ Å(©�ª¶ ª Ñ ¬ ¦(¹ ¬d³!® °t <¢ ® ¹ ® ²b¢ X

¶ ¬.À ¥?¢d¯�¢ ® ¢ ª ¢d¦ ©x¬.Å ¯ ÅVª.§ ¶(µ À(® ¯X¢.£ Å(®Â® ¶ ® ´ÂÉ ª.§C¨.© Y
¶ ¬ ¹ ª ¹ Í ´Æ¦v¢.¯X¢ ® ¢ ª ¢.¥U¦A´ ©x¬.ÅV®Æ® ôN¢d¯�Ã2¢ Ì ¢.¦

©�¬&Å ¯ ÅIª ° �0¬.Å ¯�Ñ ªÁ© ¶X¦A´ X ¨.© Y
¦ À ¸I¶ Ì ´n¶V¥ È ´ Å ² ÅVª °

óC5



]��nL��2��Ë_£(¤ßÃ2¹ Ì�ª ¹(¥AÃ2¢.¥ 100 Ì ¶VÃ ÀVª�(Ì ´ ¬ ¥!¢.¦q¦ ³!® ¹(¥ È ¢ ®Æ®nÅ ¦0ÃC¶V¥:° Ó Ã2¹ Ìxª ¹<¥ (Ì µC¶ ª ¶ ® ¯v¶ © ¦ Ò!® È © È ©�À ¯�ôV² Å ¥ ®Â¨ ¸  100
¦ Ò!® È ©¯�´Â¥ Í ¢.£(¤0´Æ¦(¢¡¢d£<¤ º ¢.£(¤ È ¢ ®Æ® ¶X¶I² ª ¶I² ÅIª ¥A¤0´ ª ²�¶C°\Üq´Â¥ Í ¢.¥ È ¢ ®Æ®ÆÅ µ À(¬ ¸I¶(¥?¦ Ò!® È © ¶ §0¨.© ¯�´Æ¥ Í ¢d¥Ø¦ Ò!® È ©�¿�À ¥ ªÁÀ<© ¶V¥�¢.£(¤�¶I² ª ô ª¥A¤0´ ª.§ Í ¢�¶N¦ Ò!® È ©�À ¦I¶ ª ¦0´Â¥ ¨.¬ ¢ ª ¶ ® ¶ ¿ ² Å ¥�¥C¢d¯ ® ¢dµC¢ ª ¯�¢d£<¦ ³!® ¹<¥AÃ2¹ ¬dª ¢ ª ¥!´ð°t (ôX¯v¶V£A¶&¸0´ © ¢ ® ¢ ªx¨.Ì�ª ¶NÃ2¹ Ìxª ¹<¥ (Ì ¦(¹ Ì Ã2¢b² Å(Ì.§

¨.© ¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ ©�¬ ¢ Ì ·!¢d¥¾¦A´ ÀA©�¬
ª ²�¶�¶�¦ ÒC® È ©�À ¦I¶ ª ¶ Ì ¶VÃ À ¦N¦(¹ ¬ ¹ ªxª °gÕ�¶�¢d£<¤ Ì ¶(Ãv¦0´ ªxÒ Í ²�¶N¥A¤0´ ª ¥!´[¶�¦ Ò!® È ©ÁÅ ¸I¶ ® ¶ È ¢ ®Æ® ¶<¶I² ª ô ª.§¶V¦0¦ À(Ì�©x¬ ¶VÃC¶ Í Ò!® °
¼ ¶A½?Üo´:¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(¢ § µ À £(¤�¶ ¬ ¢ ®n©xXÌ ¶VÃU¦A´ ©x¬ ¶VÃ�¶ Í Ò!® Û ¼ Ï ¿2À ¥ ª ½¼ Ã�½UÜo¢d¥C¥A¤0´:¶ ¬ ÑÆ£(¤¾¦0´ ©�¬ ¶VÃC¶ Í Ò!® ô Ì ¶VÃ À ¦v¸ Å(Ì µC¶ ª ô ©�¬&Å ¯v¶<Û ¼ Ï ¿2À ¥ ª ½¼#È ½UÜo¢d¥C¥A¤0´:¶X¦0´ ©x¬ ¶(ÃC¶ Í ÒC® ô Ì ¶(Ã À ¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶(¦ ©x¬ ô ÌÁÅ<© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª ¢fÛ ¼ óN¿2À ¥ ª ½

]��nL2=���/ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥ ¢ ® µ!¢ ® ¤(¢ ¬.³ ¥!¦ w Ã Å<©bª ¤ ÅVª ¢.£(¤ © ¶(¦0¦ ªÁÅ Ã ®ÆÅ(Ì ¶!° ¼ Ë4£(¤a¯�¢ ¬d<Ì ¢ ® ¢.£VÉ`¢ ® ²b¢dÃ!Ã ¢d£<¤ Ã Å(©�ª ¤<¶�¦(¢ ÌÁ³!® µ!¢ ª ° ½ (¢ ® ¹ ® ²b¢ X
¶ ¬.À ¥qÃ Å(©�ª ¤ Å ¦ ©x¬.Å ¯ ÅVª.§ ¶(¯X´Æ¦(¢ ª ¯ Å(© ´Â¦ØÃ Å(©�ª ¤<¶�¥!¢d¯ ªxÒ Í ® ¢ ³Fª ¥!´ § Y ¿ ¢ Í ´Æ£U¶ ¬N³!Ì ¢ ©¡À<©x¬d®ÆÀ(¿2À ¦ ©x¬.Å ¯ ÅVª °

�0¬.Å ¯ À<® ² Ò ¦�¦0´ E(X),E(Y ),D2(X),D2(Y ),Cov(X,Y ) ¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨dª + ¼ Ë_£<¤�Ã Å(©�ª ¤<¶ö¶ ¬dÀ ¦I¶ ª ¶öÃ Å Ã Ò ¦I¶ ª\ªxÒ Í ²�¶ ® ¢ ³Fª ¥!´ §¶V¯�¢ ® ¤(¢d¦¾¸(¢ ® ¢�¢d£(¤ ©xÀ(Ì ÃC¶(¥�¸I¶(£(¤ ÀA©�¬.®ÂÀ<¿ ÃC¶(¥�¸V¶V¥!¥C¶(¦[° ½
]��nL�L:�� �¢d£<¤(¢d¥l¶ ¬ i º ¢ Í ´Æ¦�µ ÅVÌ ¢d¯�µ!¹ ® £<¤ ©�¬.¨d¿C©x¨ £<¢ Xi § ¶Vµ À<® X1, X2, . . . , Xn

É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥!¢d¦ ¨&© ¢.£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õC¶V¦J¶
[0, 1]

´Â¥ ª ¢ Ì ¸V¶ ®Æ®ÂÒ ¯ À ¥�°� (¢ ® ¹ ® ²b¢ Y
¶ ¬.À ¥vµ!¹ ® £<¤(¢d¦ ©x¬.Å ¯ ÅVª.§ ¶V¦0´Â¦ ©x¬ ¢.Ã!Ã2¢d¦�¶�¦(¹ ¬ ¸(¢ ªÁ® ¢.¥ ³!® ¢ ®Â(ª�ªÁ³ ¦X¢ ® ¸ À ¥ Ò!® ô�µC¹ ® £(¤0¥ ¨d® °Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦v¯�¢d£ Y

¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨dª�¨.©�©x¬ ô ÌÁÅ<© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ªx¨
ª °

qq�\�`j4� Tdk �(l��A���@ü�i,�\� �F� T j4�Ï�£�×�4�ti4�:�@�4�:ü������Ði,�g���×�,�&jÙ���F�F���_�
]��nLCP�� �0¬.Å ¯ À<® ² Ò ¦?¦0´,¶ ¬ E(−1, 1) § N(m,σ) § EXP(λ)

¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©xÀ ¦¾¯ À ¯�¢.¥ ªxÒ ¯�¶(´ ª ° ¼ Ó Í ² Ò ¥!¦ ¬&ÅVÌxª É À<Ì ¯ Ò!®nÅIª k ∈ N ºðÌ ¢(° ½# À ¯�¯�¢d¥ ªÁÅ(® ² Ò ¦?¶X¯ À ¯�¢d¥ ªxÒ ¯ À ¦?¶ ©x¬ ´Æ¯ ¿FªxÀ(ª ´Æ¦ ÒC© ¸0´ © ¢ ® ¦(¢ Í ¨&©�¨dª.§ ¯�´Â¦ À(Ì k → ∞ °
]��nL2S���/ Å(® ¶ ©x©x¬dÒ ¥!¦�¦ ¨
ª�¿2À ¥ ªxÀ(ª É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ³C®�¨&© ¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢d¥o¶ ¬ ¢.£(¤ ©�¨ £(¦(¹ Ì ¦(¢ ÌÁ³!® ¢ ªÁ¨ ¥�°�Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦¾¯X¢.£¾¶ ªÁÅ ¸ À(®n©ÁÅ £ Ò ¦¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨dª�¨.©×©�¬ ô ÌÁÅ<©xÅIª °
]��nL�O:��Üo¢d£<µC¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬ ¶V¥ Í ô¾¶ ¬ ~X ¨&© ~Y

¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥q¸(¢d¦ ªÁÀ(ÌÁÀ ¦ ÅV®Âª ¶ ® Í ¢døC¥!´ ÅV®Âª�¿ ¶ Ì ¶ ®Â® ¢ ®ÆÀ £ Ì ¶V¯�¯v¶ ª ¢ Ìx³C® ¢ ªx¨ ¥C¢d¦U¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢¶X¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¦ ¨
ª ¢ © ¢ ª Ã2¢.¥ »
¼ ¶A½ ~X := ~OA § ~Y := ~OB § ¶Vµ À(® A ¨&© B

¶ © ÑÆ¦�¢d£<¤ ©�¨ £<¦(¹ Ìx¨ ¥!¢.¦v¦(¢ ÌÁ³!® ¢ ªx¨ ¥U¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ® É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ³C®�¨.© ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ ©¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ¦0´ ²b¢ ® ¹ ®Ôª ¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ¿2À ¥ ªxÀ ¦[°¼ Ã�½ ~X := ~OA § ~Y := ~OB § ¶(µ À(® A ¨&© B
¶ ªx¨dÌ ¢d£<¤ ©�¨ £(£(¹(¯�ÃF² ¨ ¥!¢.¦�É`¢ ®n©x¬ ÑÆ¥ ¨ ¥N¢d£<¤0¯ Å(©�ª ô ® É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ³!®0¨.© ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ ©¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ¦0´ ²b¢ ® ¹ ®Ôª ¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ¿2À ¥ ªxÀ ¦[°

]��nL ^ �� �¢d£<¤(¢d¥
X ©�ª ¶(¥ Í ¶ Ì Í < ¶ Ò È µA¤ º ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ § ¯�¢ ® ¤0¥!¢.¦ © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤A¢ f(x) = 1

π
1

1+x2

° > ¤0´ ® ¸ Å ¥A¸V¶ ® ô § µ À £(¤
E(|X|) = ∞ § Í ¢ØÃ ÅVÌ ¯�¢ ® ¤ ε > 0 ºZÌ ¶ E(|X|1−ε) < ∞ ° �0¬&Å ¯ À(® ² Ò ¦ ¦0´×¶ limε→0

{

εE(|X|1−ε)
} µC¶ ª«ÅVÌÁ¨dÌxªx¨
º¦(¢ ª ¼ ¿!® °_¶ Ì ¢d¥ Í (Ì ¢ ® ¸ © ¢.£(Ñ ªÁ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ® ½
°

]��nL�]:��Ë_£(¤
N ºZ¨dÌ�ªÁ¨ ¦0· X

¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´[¸ ÅV®ÂªÁÀ(¬ ôpM�K B K }2|VîZë6}�¤ QPM"M ñ � B O(¢

gX : [−1, 1] → R, gX(z) := E(zX) =

∞
∑

k=0

zk
P(X = k).

¼ Ó £<¢d¥!¢ ÌÁÅVªxÌÁÀ É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ß¶(¥C¶ ® ´ ª ´Æ¦ Ò�© ¶(¥�¦0´ ª ¢ Ì ²b¢ ©�¬dª µ!¢ ªx ¶q¦ À ¯ ¿!® ¢�3 © ÑÆ¦ {z ∈ C : |z| < 1} ¥0¤AÑ ®Âª ¢d£(¤ ©x¨ £<¦(¹ Ìx¨dÌ ¢(° ½
�0¬.Å ¯ À<® ² Ò ¦¾¦0´:¶XÃ!´Â¥ À ¯�´ Å(® ´ ©.§ 9 À ´ ©Á©�À ¥ º\¨&© £(¢ À ¯�¢ ªÁÌ ´n¶V´[¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©�À ¦v£(¢.¥!¢ Ì«ÅIªÁÀ(Ì É ³ £<£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °

]��nL�h:��Ë_£(¤
N ºZ¨dÌxªx¨ ¦0· X

¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´f¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô k º ¶ Í ´Æ¦ ¤
è ¦ îZë6}Çí | z íné��vëC� K B�î��&� ¶ E (X(X − 1)(X − 2) . . . (X − k + 1))
°

�0À ¦ß¢ © ¢ ª Ã2¢d¥6¶ØÉ;¶V¦ ªxÀ<Ì ´ ÅV® ´ © ¯ À ¯�¢d¥ ªxÒ ¯ À ¦V¶ ª ¦(¹(¥!¥0¤(¢dÃ!Ã ¦0´ ©x¬.Å ¯ À<® ¥C´ § ¯�´Â¥ ª ¶Ø¯ À ¯�¢.¥ ªxÒ ¯ À ¦I¶ ª.§ Í ¢¾¥A¤0´ ® ¸ Å ¥0¸I¶ ® ô §µ À £<¤ ¯�´Æ¥ Í ¢d¥ k ∈ N ºZÌ ¢u¶ k º ¶ Í ´Æ¦ ¯ À ¯X¢.¥ ªÁÒ ¯�¦0´ÂÉ`¢b²b¢ ¬ µ!¢ ªÁ ¶ ¬ ¢ ®Æ©x k
É`¶(¦ ªxÀ<Ì ´ ÅV® ´ © ¯ À ¯�¢d¥ ªxÒ ¯ © ¢.£(Ñ ªÁ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ® °

�0¬.Å ¯ À<® ² Ò ¦ ¦0´ö¶lÃ!´Æ¥ À ¯�´ ÅV® ´ ©d§ 9 À ´ ©Á©xÀ ¥ ºX¨&© £(¢ À ¯�¢ ªÁÌ ´n¶V´�¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©xÀ ¦lÉ;¶(¦ ªxÀ<Ì ´ ÅV® ´ © ¯ À ¯�¢d¥ ªxÒ ¯v¶(´ ª ° ¼ Ó Í ² Ò ¥!¦ ¬.Å(Ì�ª¦0´ÔÉ`¢�² ¢ ¬d¨&©bª�ª ¢ ªÁ©x¬d<® ¢.£(¢ © k ∈ N ºZÌ ¢<° ½
]��ÆP2R:��Ë_£(¤ ª ¢ ª«©�¬.(® ¢d£<¢ © X

¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´@¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô ¦ è6}xè ¦ î K }Çínéxê
îðí ¦ �0éa¤ QPM"M ñ � B O<¢ ϕX : R → C § ϕX(t) := E(eitX) =
∫∞
−∞ eitx dFX(x)

° ¼ Ó×¬ ´Â¥ ª ¢d£ ÌÁÅ(® ¶VÃ ©x¬dÀ<® õ ª ¦ À ¥A¸(¢ Ì £(¢.¥ ©(G ¢ Ì £ À�» ¶¾¦V¶ Ì ¶V¦ ª ¢ Ì ´ ©�¬
ª ´Â¦ ÒC© É ³ £(£<¸ ¨ ¥0¤N²bô ®,¨.Ì�ª ¢ ® ¯X¢ ¬ ¢ ªxª�GÃ ÅVÌ ¯�¢ ® ¤¾¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´+¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô Ì ¶!° ½ �0¬.Å ¯ À(® ² Ò ¦�¦0´:¶ BIN(p, n) § POI(λ) § GEO(p) § E(a, b) § N(m,σ) § EXP(λ) §
CAU(m, b)

¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©�À ¦v¦I¶ Ì ¶(¦ ª ¢ Ì ´ ©�¬dª ´Æ¦ Ò�© É ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤ ¨
ª °
]��ÆP:�2�� �¢d£<¤(¢d¥

Xλ
9 À ´ ©Á©�À ¥ º ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ(© õØ¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´+¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô § ¯X¢ ® ¤0¥!¢.¦U¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢ E(Xλ) = λ

° �0¬.Å ¯ À<® ² Ò ¦?¦0´,¶ ¬
Yλ :=

√
Xλ

¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´g¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô ©�¬ ô Ì«Å(©xÅ ¥C¶V¦oµC¶ ªÁÅ(Ìx¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨
ª&§ ¶V¯�´Æ¥ ª λ → ∞ ° � ¢.£(Ñ ªÁ©x¨ £ »�Ó 9 À ´ ©Á©�À ¥J¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©¦ À(ÌÁ®ÆÅVªx® ¶V¥ Ò!®[À<©x¬
ª µC¶ ª ôC°

ó 7



����� �F�+�F�:���:�Li,�g���×�,�&jÙ���F�F���
]��ÆP[=�� �0¬.Å ¯XÑ ª«© ¶X¦0´�¶X£<¢ À ¯�¢ ªxÌ ´Æ¶(´2¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© ¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨dª ¶ ¬ ¹ Ì ¹(¦0´ÂÉ ²bõ ªÁÒ!® ¶f² Í À ¥ ©ÁÅ £ © ¢d£<Ñ ª«©�¨ £ ¨ ¸<¢ ® °
]��ÆP2L:�� �¢d£<¤(¢d¥

X ∼ BIN(n, p)
ÃC´Â¥ À ¯�´ Å(® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�° Ó Í ² À ¥ ©x¬ ¢.¯ ®Æ¨d® ¢ ª ¢ © ²b¢ ® ¢.¥ ªÁ¨.©�ª ¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¦ ¨d¿!® ¢ ª ¥!¢d¦ »

E

(

1

X + 1

)

=
1 − qn+1

(n + 1)p
.

]��ÆP�P���Ë_£(¤�¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ ¿2À ¥ ªxÀ(ª ¶¡¶¡¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¦ ¨.¿!¿ ¢d¥�¸ Å(® ¶ ©x¬
ªxÒ ¥C¦�¦0´!¶ © ÑÂ¦ À ¥�°,±!¢ ® Í À Ã Ò ¥!¦�¢d£<¤ ¨dÌ ¯ ¨
ª °,Õ�¶¡¶ ¬ ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤�É`¢b² §¢d£(¤<¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©x© ¶ ® ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªÁÒ ¥!¦v¢.£(¤ ¿2À ¥ ªÁÀVª ¶ [0, 1] × [0, 1]
¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª Ã (® °\Õ�¶�¶ ¬ö¨dÌ ¯�¢ Í À Ã Å<© ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤(¢öÑ Ì«Å(©.§¢d£(¤<¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©x© ¶ ® ¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÒ ¥!¦ ¿2À ¥ ªÁÀVª ¶ [−1, 0] × [−1, 0]
¥ ¨ £<¤ ¬ ¢ ª Ã (® ° Ó ¦0´Â¸ ÅV® ¶ ©x¬dÀVªxª×¿2À ¥ ª$J ¢ © È ¶ Ì�ª ¢ ©�º É ¨.® ¢¦ À0À(Ì Í ´Æ¥ ÅIª«Å ´ ª ²b¢ ® ¹ ® ² ³ ¦ (X,Y ) º ¥�¶ ® °\Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦v¯�¢d£ E(X) º ¢ ª&§ E(Y ) ºðª.§ D2(X) º ¢ ª.§ D2(Y ) º#ª×¨.© Cov(X,Y ) º#ª °

]��ÆP[S�� Ó×® ¶ Í Å(Ì.§ Ð ¨d® ¶ §�< ´ ® ´ ¨.©?J ¹(¯�¹ ª ¹ Ì ¦ À È ¦ ÅV¬ ¥C¶V¦ » ¯�´Â¥ Í ¶V¥!¥0¤A´n¶V¥6¢.£(¤ ©�¬ ¢ Ì Í À Ã!¥C¶(¦J¦ ¨
ª ¦ À È ¦ Å ¸V¶ ®#§,¨.© ¶ ¬ ¶ ©x¬ ¢d¯ ¨.® ¤ §¶V¦0´g¶ ® ¢.£(¥C¶(£(¤ À ÃCÃo¹ ©Á©x¬ ¢d£<¢ ª Í À ÃF²�¶ § ¥A¤(¢ Ì Ï ó ! ¿ ¢ ª«Å ¦ À(ª °�Õ�¶ ª ¹<Ã!Ã2¢d¥ Í À ÃF² Å ¦ Ò £(¤<¶V¥�¶ ¬
ª ¶ ® ¢d£<¥C¶V£<¤ À Ã!Ão¹ ©x©x¬ ¢.£(¢ ª.§¢d£(¤<¢d¥ ®Æ ¢d¥ À<©x¬
ªÁÀ(¬ ¥C¶V¦ß¶ Ï ó ! ¿ ¢ ª«Å ¦ À ¥�°ØÕ�¶ Ó×® ¶ Í Å(Ì Í À Ã ÀVª�ªX©�¬&Å ¯v¶V´Æ¥C¶V¦u¹ ©x©x¬ ¢.£(¢pu § ¯X¢.¥!¥A¤0´�¶o¥A¤(¢ Ì ¢.¯ ¨ ¥A¤ ¨ ¥!¢d¦¼ É`¢ ®ÂªÁ¨
ª ¢ ® ¢ © ½�¸ Å(Ì µ�¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦<¢&Û ¼ /_¶V¥ ©�¬.¨d¿ ¯�¢d£ À(® Í Å(© + ½
]��ÆP2O:��Ë_£(¤ Ò!Ì ¥ Å ÃC¶(¥ a

Í ¶ Ì ¶(ÃNÉ`¢dµ ¨dÌ4¨.© b
Í ¶ Ì ¶(Ã ¿ ´ ÌÁÀ<© £ À(® ¤(ô¡¸V¶V¥�°*/�´ ©x©x¬ ¶ ª ¢d¸ ¨&© ¥ ¨d® ¦ ³!® ¶ Í!Í ´Æ£�µAõ ¬dÒ ¥!¦ § ¶V¯�ÑÂ£öÉ`¢dµ ¨.Ì £ À(® ¤(ô ª¥!¢d¯ ª ¶ ®nÅV®ÆÒ ¥!¦[°\Üq¢d¥!¥A¤0´:¶ ¬ ¶ Í!Í ´Æ£�¦A´ÆµAõ ¬dÀVªxª×¿ ´ ÌÁÀ<© £ À<® ¤(ô<¦ ©�¬.Å ¯ Å ¥C¶(¦v¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢ ¨.©×©�¬ ô Ì«Å(© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª ¢fÛ

]��ÆP ^ �� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
X1, X2, . . . , Xn

É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ ¨.© ¶ ¬dÀ ¥ À<© ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ Í ´ ©x¬ ¦ ÌÁ¨
ª ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´�¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô(¦ §�® ¢.£(¤(¢.¥ m ≤ n¢ © ¢ ªx¨ ¥ Sm =
∑m

i=1 Xi
°_  Å<©x© ¶NÃ2¢ § µ À £(¤

E(Sm|Sn = k) =
m · k

n

�����C���(�F�:üx���oÂ��4��üx�×�4�
]��ÆP2]:��Ë_£(¤

f : [0, 1] → R
É À(® ¤ ªxÀ ¥ À<© É ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤ n º ¢ Í Ì ¢d¥ Í ·�Ð�¢ Ì ¥ ©�ª ¢d´Æ¥ ºZ¿2À(® ´Â¥ À ¯¡² Å ¥C¶(¦Ø¥!¢d¸<¢ ¬d¬.³ ¦u¶ ¬dª ¶ g : [0, 1] → RÉ ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ª&§ ¶V¯�´Æ¥!¢d¦?¶Xµ!¢ ® ¤(¢ ªxª ¢ © Ñ ªx¨&© ´ ¨dÌxªx¨ ¦(¢�¶ p ∈ [0, 1]

µ!¢ ® ¤(¢d¥

g(p) = E

(

f

(

Xn,p

n

))

¶Vµ À<® Xn,p ∼ BIN(n, p)
° Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬ ¶o¯�¢.£J¶ß¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d É ³ £(£<¸ ¨ ¥0¤(¢d¦ 100 º ¶ Í Ì ¢.¥ Í · Ð�¢ Ì ¥ ©�ª ¢.´Â¥ ºZ¿2À(® ´Æ¥ À ¯¡² ÅIª&§_¨.©

sup0≤p≤1 |f(p) − g(p)| ¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª&»
¼ ¶A½

f(p) = 2p + 1¼ Ã�½
f(p) = p2

]��ÆP2h:��Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬ ¶@¯�¢d£×¶ ¬ f(p) = ep É ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤ n º ¢ Í Ì ¢d¥ Í ·�Ð@¢ Ì ¥ ©bª ¢d´Æ¥ ºð¿2À<® ´Æ¥ À ¯�² ÅVª+¨.© ¶ Í ² À ¥öÃ2¢ È ©x®Â¨&©bª sup0≤p≤1 |f(p) − g(p)|
¨dÌxªx¨ ¦ ¨dÌ ¢�¶ ®ÂÀ £<¶ Ì ´ ª ¯ ÒC© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ©�À<Ì É`¢�² ªx¨.©x¨ ¥C¢d¦ © ¢.£(Ñ ªÁ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ® °

]��ÊSCR:��  Å(©Á© ¶�Ã2¢v¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £ ©�¬&Å ¯�Ñ ªÁÅ(© ´,¯�ô Í ©x¬ ¢ Ì ¢.¦0¦(¢ ®ð§ µ À £<¤q¯ À ¥ ÀVªÁÀ ¥ß¥C¹f¸  É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤uÐ�¢ Ì ¥ ©�ª ¢.´Â¥ ºZ¿2À(® ´Æ¥ À ¯¡²�¶?´ © ¯ ÀVº¥ ÀVªÁÀ ¥U¥!¹I¸  °

Ñ �A����üx�A��i��&���\�@�:����ý\�!�b�:���A���
]��ÊS+�2��Üo´Æ¦ À(Ì�¨.® ¢ © ¶ ¬ P(|X − E(X)| ≥ λ) ≤ D

2(X)/λ2 ¢d£<¤(¢d¥ ®ÆVªÁ® ¢.¥ ©�¨ £AÛ
]��ÊS�=�� Ó 1Ò/ n Ã À<©x¬
ª«ÅV® ¤ ª ¶V¥ ÒC® ô<´!¦I¶ ÌÁÅ È ©xÀ ¥0¤A¦ À(Ì ¯�¢d£<¶I² Å ¥ Í ¨ ¦ À(¬d¬&Å ¦�¢.£(¤0¯ Å(©�ª.» ¯�´Æ¥ Í ¢d¥C¦A´CÉ`¢ ® Ñ Ì ²�¶�¶ö¥!¢.¸ ¨
ª ¢d£<¤ È ¢ ªx® ´ Ì ¢ § ¶V¯�´ ªÃ2¢ ® ¢ ª ¢ ©�¬ ¥!¢d¦l¢.£(¤6¦V¶ ® ¶ ¿ ÃC¶ ¨.© ²bô ® ¯�¢d£<¦(¢d¸(¢ Ì ¥!¢.¦ § ¯�¶I² Í ¯�´Æ¥ Í ¢d¥!¦0´�¦0´Âµ0õ ¬ ¢d£(¤ È ¢ ªx® ´ ª&§�¨&© ¶I² Å ¥ Í ¨ ¦ À(ª ¶ Í ¶(¥!¥C¶V¦ §¶V¦0´Æ¥!¢d¦N¶�¥!¢d¸ ¨dª ¶ È ¢ ªÁ® ´Â¥ ®nÅIª ²�¶C°� (¢ ® ¹ ® ²b¢ X

¶ ¬dÀ ¥ Í ´ Å ¦ À ¦ ©x¬.Å ¯ ÅIª.§ ¶(¦0´Â¦�¹<¥!¯v¶V£ Ò ¦I¶ ª µ0õ ¬
ª«Å ¦[°g  Å<©x© ¶¡Ã2¢�¶ <�© ¢dÃ!´ © ¢.¸ º¢d£(¤<¢d¥ ®ÆVªÁ® ¢.¥ ©�¨ £ © ¢d£<Ñ ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ®ð§ µ À £(¤
P(|X − 1| ≥ 2) ≤ 1

4
.

]��ÊSCL:��±!¢ ® Í À Ã Ò ¥!¦ ¢.£(¤ ¨dÌ ¯ ¨
ª µ�¶ ª ¸V¶V¥ ©x¬dÀ<Ì.§ ²b¢ ® ¹ ® ²b¢Ø¶qÉ`¢b²b¢d¦ ©�¬&Å ¯ ÅIª X
° Ó Í ² Ò ¥!¦ É`¢ ®n©� Ã2¢ È ©x®Â¨&©bª ¶ P(|X − 30| ≥ 20)¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £ Ì ¢�¶ <�© ¢.Ã!´ © ¢.¸ º ¢d£<¤(¢d¥ ®ÆVªx® ¢d¥ ©�¨ £ © ¢d£<Ñ ªÁ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ® +: À Ã!Ã�Ã2¢ È ©�®Æ¨.© ´ © ¶ Í µC¶ ª ôq¶ ¬ ¢@3 ¿2À ¥!¢.¥ È ´ ÅV® ´ © Üq¶ Ì ¦ À ¸ º¢d£(¤<¢d¥ ®ÆVªÁ® ¢.¥ ©�¨ £ © ¢d£<Ñ ª«©�¨ £ ¨ ¸(¢ ®#»

ó ò



¼ ¶A½? �¢.£(¤(¢d¥
Yβ = eβX § ¶Vµ À(® 0 < β

°_  Å<©x© ¶�Ã2¢ § µ À £<¤ E(Yβ) = 2−60(1 + eβ)60
°

¼ Ã�½ Ó Í ² À ¥ßÉ`¢ ®n©� Ã2¢ È ©x®Æ¨.©�ª ¶ P(X ≥ 50)
¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £ Ì ¢ À(® ¤0¯�ô Í À ¥ § µ À £<¤o¶?Üu¶ Ì ¦ À ¸ º ¢.£(¤V¢.¥ ®ÂVªÁ® ¢.¥ ©x¨ £(¢ ª ¶ ® ¦V¶ ®Âº¯v¶ ¬.¬ ¶X¶ ¬ Yβ

¥!¢.¯�¥!¢d£A¶ ª ÑÆ¸¾¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô Ì ¶!°¼#È ½U#ö¢ Ì ¢ ©Á© ¢q¯�¢d£ ¶ ¬dª ¶ β ºðª.§ ¶(¯�¢ ® ¤A´Æ¦ Ì ¢J¶ ¬ ¢ ®Â Ã!Ã!´öÃ2¢ È ©�®Æ¨.© ¶ ® ¢d£ ¨.® ¢ © ¢.Ã!Ã�° ¼ Ó É`¢ ® ¶ Í ¶ ª ¸A´ ©Á©�¬ ¶&¸(¢ ¬ ¢ ª µ!¢ ªÁ ¶ ¬
f(β) = log(1 + eβ) − 5

6β
¦ À ¥A¸(¢@3vÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥A¤¾¯�´Æ¥!´Â¯v¶ ® ´ ¬.Å(®ÆÅ<©xÅ(Ì ¶!° ½¼#Í ½U  Å<©x© ¶NÃ2¢ § µ À £<¤ P(|X − 30| ≥ 20) ≤ 2 · 360 · 5−50 < 10−6

Ó¾z �RÔ�Õ:ÕxÅU�d�����U�@�
}�~ ����� � ���,��~|���d	�~:������~�	��

h �4������ü��û�:� T ü`j4���:���4� T �b�\���£�×�_�ti4���4�Ö�×�d¬¡� k` übj,�A���0Â����!�:�û�:���4� T �b�\�<�4�
h��#��� %×®Âª ¶ ®ÆÅ ¥ À<© Ñ ª«©�Ò ¦v¶N¦ ¨
ª Í ´Æ¯X¢.¥ ¬ ´Æô © ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´2¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô<¦�¢d£(¤ ³Fªxª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©xÅ(Ì ô ®Cª ¶(¥ Ò!®Âª ¶(¦I¶ ª ¼ ¦ ³C® ¹<¥!¹ ©@ª ¢d¦0´Æ¥ ª ¢ ª�ª ¢ ®¶�¯ À ¥ ÀVªÁÀ ¥ ©ÁÅ £ Ì ¶ ¨&© ¶ ® ´Â¯�¢ ©�¬ ¢d¦ Ì ¢f½ §A¨&© ¶ Í ² Ò ¦v¯�¢d£ n > 2

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´C¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô�¢.£(¤ ³Fªxª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ ¨ ¥!¢d¦
ªxÒ!® ¶I² Í À ¥ ©xÅ £<¶V´ ª °

h��Ê=+�¡Ü ÒFª ¶ ©x©xÒ ¥!¦ ¿2¨.® Í ÅVª�À(® ¤<¶V¥�¦ ¨
ª ¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô © F (x, y)
É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ Ì ¢ § ¶(¯�¢ ® ¤ Ì ¢d¥ Í ¢ ® ¦(¢ ¬ ´Æ¦ß¶ ¬ ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤0¢d¦ ªxÒ!® ¶I² ºÍ À ¥ ©ÁÅ £A¶V´Æ¸I¶ ® ¶ ¬ ¢ ÌÁ<© ¯ À ¥ ÀVªxÀ ¥!´ ªÁÅ(©�ª ¦0´Æ¸ ¨ ¸(¢ ¼ ÃC¶ ®ÆÌ ô ® É À<® ¤ ªÁÀ ¥ À<©�¨.© ±∞ º Ã2¢d¥l¶q¯X¢.£VÉ`¢ ® ¢ ®Æ µC¶ ª«ÅVÌÁ¨dÌxªx¨ ¦(¢v¸V¶V¥�½ § Í ¢¯�´Â¥ Í ¦ ¨
ª ¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ôV² Å Ã�¶V¥o¦ ³C® ¹<¥ º ¦ ³!® ¹(¥q¯ À ¥ À(ªxÀ ¥q¥!¢d¯ È © ¹(¦0¦(¢d¥  °¡Üo´ ¨dÌ�ª ¥C¢d¯ ® ¢.µ!¢ ª ¢d£<¤U´ ® ¤(¢.¥qÉ ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤Ø¢d£<¤ ³!ª�ª ¢ ©¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤!Û

h��nL���Ë_£(¤ ³Fªxª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤ º ¢¡¶X¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¦ ¨
ª É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ »
F (x, y) = exp(−e−(x+y)), G(x, y) = exp(−e−x − e−y)?

h��ÆP:�¡ �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
F (x) ¨.© G(y)

¢.£(¤ Í ´Æ¯�¢d¥ ¬ ´Æô © ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´(¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤0¢d¦ ¨.© α ∈ [−1, 1] Ì ¹(£ ¬ Ñ ª ¢ ªxª °�Ð�´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁ©xÒ ¦Ã2¢ § µ À £(¤
H(x, y) = F (x)G(y) (1 + α(1 − F (x))(1 − G(y)))

¢d£(¤ ³Fªxª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ § ¶(¯�¢ ® ¤A¥C¢d¦¾¯v¶ Ì £(´Æ¥ Å(® ´ © ¶V´ F (x) § ´ ®Æ® ¢ ª ¸<¢ G(y)
°

���������	���	
 å&æ #�¹<¥!¥A¤(¢.Ã!Ã?Ã2¢ ®ÆÅVª ¥!´ § µC¶NÉ`¢ ®Ôª ¢ ©Á©�¬.³ ¦ § µ À £(¤�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô<´Â¥!¦¾¶(Ã ©x¬dÀ(® õ ª É À(® ¤ ªxÀ ¥ À<© ¶V¦[°
h��ÊS+�¡ �¢d£<¤(¢d¥Ø¶ ¬ X ¨&© Y

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô<¦v¢d£<¤ ³!ª�ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©ÁÅ ¥C¶V¦ © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤0¢ »
h(x, y) =

{

4
5 (x + xy + y)

µC¶
0 < x < 1, 0 < y < 1,

0
¢.£(¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª .

Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦v¯�¢d£v¶ ¿ ¢ Ì ¢.¯�¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©xÀ ¦I¶ ª °
h��nO��¡ �¢d£<¤(¢d¥

(X,Y )
¶ ¬ {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} ¢d£(¤ ©x¨ £<¦(¹ Ì Ã�¢.¥q¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢d¥ ¼ ¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©x© ¶ ® ½×¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÀVªxª

¿2À ¥ ª ¦ À0À<Ì Í ´Â¥ ÅVª ¶ ¿�ÅIÌ ²b¶C°,Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬.Ò ¦v¯�¢d£v¶ ¿ ¢ Ì ¢d¯�¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©�À ¦ © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤ ¨
ª °

qq�\�`j4� Tdk �(l��A���@ü�i4�����F�_�&i,�\�b�0� T j_�|�_��i,�g�Cü����\�  ü��g�û�,�F�CüÒ×��
h�� ^ �¡ �¢d£<¤(¢d¥ ~X

¢d£<¤
n
Í ´Æ¯X¢.¥ ¬ ´Æô © ¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥Ø¸(¢d¦ ªxÀ<Ì.§ ¶(¯�´Â¥!¢.¦�¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦¾¸(¢.¦ ªxÀ(Ì ¶ m ¨&© ¦ À ¸I¶ Ì ´n¶V¥ È ´n¶V¯ ÅIªxÌ ´Ø3!¶ C §!¨.©

® ¢.£(¤(¢.¥ A
¢d£<¤

k º ©�¬dÀ<Ì n º ¢ © ¯ ÅVªxÌ ´Ø3+°?Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬.¬ ¶?¯�¢d£q¶ ¬ ~Y = A ~X k º Í ´Æ¯�¢d¥ ¬ ´Âô © ¸(¢d¦ ªxÀ<Ì ¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ôU¸ Å(Ì µ�¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦¸(¢d¦ ªxÀ<ÌÁÅVª�¨.© ¦ À ¸I¶ Ì ´n¶V¥ È ´n¶V¯ ÅIªxÌ ´Ø3 ÅIª °
h��n]��0/\¢ ¬ ¢ ©Á© ¢ ® ¢�¶ � È µ��¶ ÌÁ¬
º ¢d£(¤(¢.¥ ®ÂVªÁ® ¢d¥ ©x¨ £(¢ ª ¶�¦ ¨
ª ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´�¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô�¦ À ¸V¶ Ì ´Æ¶V¥ È ´Æ¶V¯ ÅIªxÌ ´Ø3 Å ¥C¶V¦ Í ¢ ª ¢ Ì ¯�´Â¥ ÅVªÁ©ÁÅVÌ ¶¥ ¨d¬ ¸(¢(°
h��nh��¡  Å(©Á© ¶UÃ�¢ § µ À £<¤u¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´g¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô(¦q¦ À ¸I¶ Ì ´n¶V¥ È ´Æ¶V¯ ÅIªxÌ ´Ø3!¶U¶V¦0¦ À(Ì�¨.© È © ¶V¦ß¶(¦A¦ À(Ì�©�¬ ´Â¥!£ Ò!®nÅVÌ ´ ©.§ µC¶Ø¯v¶I² Í ¥!¢d¯Ã!´ ¬
ªxÀA© ¶(¥ ® ´Â¥C¢ ÅVÌ ´ © ¹ ©Á©x¬ ¢
É ³ £(£ ¨&© ¸I¶(¥Ø¶N¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô(¦v¦(¹ ¬ ¹ ªxª °
h��#�0R:�� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦

X ¨.© Y
É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥!¢.¦ ¨.© ¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õC¶(¦U¶ [−1, 1]

´Â¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Æ®ÂÒ ¯ À ¥�°� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦ Uθ = cos(θ) ·
X + sin(θ) · Y ¨&© Vθ = −sin(θ) · X + cos(θ) · Y °
¼ ¶A½?Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬ ¶�¯�¢d£ X ¨.© Y

¦ À ¸I¶ Ì ´n¶I¥ È ´n¶I¯ ÅIªÁÌ ´43 ÅIª +¼ Ã�½ Ó θ ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨
ª ¢ Ì ¯�¢ ® ¤ ¨dÌxªx¨ ¦(¢.´+¢ © ¢ ªÁ¨ ¥ ® ¢ ©x¬ ¥!¢.¦ Uθ ¨&© Vθ
¦ À(Ì ¢ ®Æ®ÆÅ(® ¶ ªÁ® ¶(¥ À ¦FÛ¼#È ½ Ó θ ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨
ª ¢ Ì ¯�¢ ® ¤ ¨dÌxªx¨ ¦(¢.´+¢ © ¢ ªÁ¨ ¥ ® ¢ ©x¬ ¥!¢.¦ Uθ ¨&© Vθ
É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥!¢.¦!Û

ó =



h��#���2��Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦l¯�¢d£ X ¨&© Y
¦ À ¸I¶ Ì ´n¶V¥ È ´n¶V¯ ÅIªxÌ ´Ø3 ÅIª.§ ¶(µ À(® X

¢d£<¤
λ = 2 ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨dª ¢ Ì · ¢�3 ¿2À ¥!¢.¥ È ´ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´2¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô ¨.© Y = 2X + 1

°
h��#�F=��� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦

W ¨.© Z À(® ¤<¶V¥ ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´�¸ Å(®ÂªxÀ(¬ ô(¦ § ¶V¯�´Æ¦ Ì ¢ E(W ) = 1 ¨.© E(Z) = −2 § ¸V¶ ® ¶V¯�´Æ¥ ªv® ¢.£(¤(¢.¥a¶
¦ À ¸V¶ Ì ´Æ¶V¥ È ´Æ¶V¯ ÅIªxÌ ´Ø3 Ò ¦

(

1 −1
−1 1

) °_Ü ÒFª ¶ ©x©xÒ ¦¾¯�¢.£ § µ À £(¤¾¸V¶V¥ À(® ¤<¶V¥ φ : R → R § ¶V¯�´ Ì ¢

P(Z − φ(W ) = 0) = 1.

h��#�0L:�� �¢d£<¤(¢d¥ß¶ ¬ (X,Y ) ¿2À ¥ ª ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õu¶ (−1, 0) § (0, 0) § (0,−1) ¿2À ¥ ªxÀ ¦ Å(®Ôª ¶ ® ¯�¢d£(µC¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬dÀVª�ª µ ÅVÌÁÀ ¯ º
©�¬ ¹(£(Ã2¢.¥�°
¼ ¶A½?Üo´ ® ¢ ©x¬ ¶ ¬ (X,Y )

¦ ¨
ª Í ´Â¯�¢d¥ ¬ ´Æô © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© ¦ À ¸I¶ Ì ´n¶V¥ È ´n¶V¯ ÅIªxÌ ´Ø3!¶<Û¼ Ã�½U �¢.£(¤(¢d¥
Z = X + 2Y

°_Üo´ ® ¢ ©x¬ ¶ ¬ (X,Z)
¦ ¨
ª Í ´Æ¯X¢.¥ ¬ ´Æô © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© ¦ À ¸I¶ Ì ´Æ¶V¥ È ´n¶I¯ ÅIªÁÌ ´43F¶<Û

qq�\�`j4� Tdk �(l��A���@üÙi@�����0�4�&i,�\� �F� T j4�Ú�£�×�_�ti4���4�4��ü
�ß�&�_������ü��û�:� T übj4�r�:�b�@� T �b�\�<�0�C�g��� T �Á�4�C�û�:�
 übj_�

h��#�AP��� �¢d£<¤(¢d¥
X ¨&© Y

¦ ¨
ª É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢d¥ λ ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨
ª ¢ Ì ·¾¢�3 ¿2À ¥C¢d¥ È ´ Å(® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ¾¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´�¸ Å(®ÂªxÀ(¬ ôC°gÐ�´ ¬.À ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦vÃ2¢ §µ À £<¤¾¶ ¬ U := X + Y ¨.© V := X/(X + Y )
¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô(¦�É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥!¢d¦[°

h��#�FS�� Ó×¬ X ¨.© Y
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´<¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô(¦ö¢d£<¤ ³Fª�ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©ÁÅ ¥C¶V¦ © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤A¢ ® ¢d£<¤(¢d¥ h(x, y) = f(x)f(y)

¶ ® ¶V¦0õ §¶Vµ À<® f(x)
¢d£(¤ Í ´Æ¯�¢d¥ ¬ ´Âô ©�© · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤<°� :¢d£(¤(¢.¥ U = max{X,Y } ¨.© V = min{X,Y } °�Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬.Ò ¦?¯�¢d£

U ¨.© V
¢d£<¤ ³Fª�ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £<£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª�¨.© ¢d¥!¥!¢.¦ © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °

h��#�0O:�� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
X § Y ¨&© Z

É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥?¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´2¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô(¦[°g �¢d£<¤(¢d¥ X § ´ ®Æ® ° Y ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£(¸ ¨ ¥0¤A¢ F (x) § ´ ®Æ® ° G(x) §
¨.©ö® ¢.£(¤(¢.¥ P(Z = 1) = p = 1 − P(Z = 0)

°�Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦Ø¯�¢.£Ø¶?¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´�¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô(¦Ø¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©bºÉ ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤0¢.´ ª&»
T := ZX + (1 − Z)Y, U := ZX + (1 − Z)max{X,Y }, V := ZX + (1 − Z)min{X,Y }.

h��#� ^ �� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
X § Y ¨.© Z

É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥ λ ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨dª ¢ Ì ·?¢�3 ¿2À ¥!¢.¥ È ´ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô(¦[°
¼ ¶A½?Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦�¯�¢.£v¶ ¬ S := Y − X ¨&© T := Z − Y

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô<¦v¢d£(¤ ³Fªxª ¢ ©�© · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °¼ Ã�½UÕ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦�¯�¢.£v¶ ¬ U := [X] ¨.© V := X − [X]
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´[¸ ÅV®ÂªÁÀ(¬ ô<¦v¢d£(¤ ³Fªxª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©ÁÅIª °

h��#�0]:�� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
X ¨&© Y

É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ CAU(0, 1)
¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õU¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´+¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô<¦2°@Ð@´ ¬dÀ ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦�Ã2¢ § µ À £<¤ Z := (X +

Y )/(1 − XY )
´ © CAU(0, 1)

¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ�°���������	���	
 å&æ Õ�¶ ©�¬ ¥ ÅV® ² Ò ¦�¶ tg(α + β) = (tg α + tg β)/(1 − tg α tg β)
¶ ¬dÀ ¥ À<©Á©ÁÅ £ ÀVª.§0¨.© ¶ ¬
ª ¶ ªÁ¨ ¥0¤ ª&§ µ À £<¤vµC¶ ξ¢d£(¤<¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ?¶ [−π

2 , π
2 ]
´Â¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Â®ÆÒ ¯ À ¥ § ¶(¦A¦ À<Ì tg ξ ©�ª ¶(¥ Í ¶ Ì Í < ¶ Ò È µ0¤ º ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ:°

h��#�0h:�� �¢d£<¤(¢d¥
X ¨&© Y

¦ ¨
ª É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥q¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õU¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´+¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô¾¶ [0, 1]
´Æ¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Æ®ÆÒ ¯ À ¥�°�Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬d¬ ¶¯�¢d£v¶ ¬ XY ©�¬.À(ÌÁ¬ ¶ ª ¦ ¨ ¥ ª ¢ ®ÂAÅV®Æ® ôNõV²�¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °

h��Ê=CR:�� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦
X § Y ¨.© Z

É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥!¢.¦ ¨.© ¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õC¶V¦U¶ [0, 1]
´Æ¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Â®ÆÒ ¯ À ¥�°� :¢d£<¤(¢d¥ U = X + Y ¨&©

V = Y + Z
° �0¬&Å ¯�Ñ ªÁ© ¶N¦0´ U ¨.© V

¢d£<¤ ³!ª�ª ¢ ©�© · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤ ¨ ¥!¢d¦ ¨dÌxªx¨ ¦ ¨dª ¶ ¬ (u = 0.9, v = 1.2) ¿2À ¥ ª ÃC¶V¥:°
h��Ê=+�2� ¼ ¶A½ Ó [0, 1]

´Â¥ ª ¢ Ì ¸V¶ ®Æ®ÂÒ ¯�Ã�¶V¥¾¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ® É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ³C®2¨.© ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©Á© ¶ ® ¦0´ ²b¢ ® ¹ ®Æ³ ¥!¦�¦ ¨dª ¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ ¿2À ¥ ªxÀ(ª °Üo¢d£<µC¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬ ¶V¥ Í ô ª«Å ¸ À(®n©xÅ £ Ò ¦v¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©�ºg¨.©×© · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤0¢(°¼ Ã�½?Ë_£<¤ ©x¨ £<¥A¤0´ À<® Í ¶ ® µ À<©Á©�¬ õ�¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª Ã2¢ ®Æ© ¢b² ¨ Ã2¢d¥Ø¢d£<¤A¯ Å<©bª ô ® É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ³C®�¨.© ¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀA©�¬d®nÅ<©x© ¶ ® ¦A´ ²b¢ ® ¹ ®Æ³ ¥!¦¦ ¨
ª ¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ¿2À ¥ ªxÀ(ª °_Üo¢d£<µC¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬ ¶V¥ Í ô ª«Å ¸ À<®n©xÅ £ Ò ¦�¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©bº\¨.©×© · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤0¢(°
h��Ê=�=�� Ó×¬ α ¿ ¶ Ì ¶(¯ ¨dª ¢ Ì · ©�ª ¶V¥ Í ¶ Ì Í £<¶(¯X¯v¶N¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©�© · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤(¢

g(x) =

{

xα−1

(α−1)!e
−x µC¶

x > 0

0
¢d£(¤ ¨ Ã!¦ ¨ ¥ ª

µC¶
α = 1, 2, . . .

¢d£ ¨.©x¬�¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨dª ¢ Ì °¾ :¢d£(¤(¢.¥ G1 ¨&© G2
¦ ¨
ª É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ α

´ ®Â® ° β ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨
ª ¢ Ì ·ß£<¶(¯�¯�¶U¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´<¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô�°½# ¨d¿ ¢ ¬d¬d³ ¦�¶ ¬ X = G1+G2 ¨&© Y = G1/(G1+G2)
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´<¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô(¦I¶ ª °:Ü ÒFª ¶ ©Á©�Ò ¦¯�¢d£ § µ À £<¤

ó w



¼ ¶A½
X
¢.¦0¦ À(Ì α + β ¿ ¶ Ì ¶V¯ ¨
ª ¢ Ì ·�£A¶V¯�¯v¶N¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ §¼ Ã�½

Y
õ!¥�°CÃ ¨dª ¶�¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ § ¯�¢ ® ¤0¥!¢d¦ © · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤(¢

f(y) =
(α − 1)!(β − 1)!

(α + β − 1)!
xα−1(1 − x)β−1 µC¶

0 < x < 1,

¼#È ½
X ¨&© Y

É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥!¢.¦2°
h��Ê=CL:�� �¢d£<¤(¢d¥!¢.¦

X ¨.© Y
É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥ § ¶(Ã ©�¬.À(® õ ª É À(® ¤ ªxÀ ¥ À<© ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´�¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô<¦ §×© · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤A¢.´Â¦(¢ ª²b¢ ® ¹ ® ²b¢ f ¨.© g

°_ �¢.£(¤(¢d¥
Z := X/Y §!¨&© ²b¢ ® ¹ ® ²b¢ Z © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª h

°
¼ ¶A½?Ü ÒFª ¶ ©Á©�Ò ¦�¯�¢d£ § µ À £<¤

h(z) =

∫ ∞

−∞
f(zy) |y| g(y) dy.

¼ Ã�½UÜo´ ® ¤(¢.¥U¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ ® ¢ ©�¬ Z § µ�¶ X ¨&© Y ©�ª ¶V¥ Í ¶ Ì Í ¥ À(Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õC¶V¦!Û

����� �F�+�F�:���:�Li,�g���×�,�&jÙ���F�F���
h��Ê=!P��� �¢d£<¤(¢d¥

X
¢.£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´2¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ôX¶ [0, 1]

´Â¥ ª ¢ Ì ¸V¶ ®Æ®ÂÒ ¯ À ¥ § Y ¿ ¢ Í ´Æ£�¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õU¶
[0, X]

´Â¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Â®ÆÒ ¯ À ¥:° �F¬.Å ¯�Ñ ªÁ©xÒ ¦�¦A´:¶ E(Y |X = x) ¨&© E(X|Y = y)
É`¢ ®Âªx¨dª ¢ ® ¢ © ¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦(¢.¦(¢ ª °

h��Ê=�S��0 (¢ ® ¹ ® ²b¢ D
¶ ¬ØÀ(Ì ´Â£<ôß¦(¹ ¬d¨.¿!¿2À ¥ ª õa¢d£<¤ ©�¨ £<¦(¹ Ìx® ¶ ¿ ¨.© ¶ (2, 1)

¦(¹ ¬.¨d¿!¿2À ¥ ª�ª õ 1
2 ©�Ò £A¶ Ì õ ¦(¹ ÌÁ® ¶ ¿ Ò ¥!´ÆôI² ÅVª °  �¢.£(¤(¢.¥

(X,Y )
¶

D º Ã2¢.¥J¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀA©�¬d®nÅ<©ö©�¬ ¢ Ì ´Æ¥ ª ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ªÁÀVªxª ¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ¿2À ¥ ª ¦ À0À<Ì Í ´Æ¥ ÅIª ¶ ¿CÅVÌ ²�¶C°�Õ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦o¯�¢d£q¶
¿ ¢ Ì ¢d¯�¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©xÀ ¦ © · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª&§AªxÀ ¸ Å Ã!Ã Å X ¨.© Y

¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦ ¨
ª °
h��Ê=CO:� J�À Ã À ¦�¢.£(¤ Í À Ã2ô(¦ À È ¦ Å ¸I¶ ® °�Õ�¶J¶ ¬ ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥A¤ i § ¶V¦0¦ À(Ì É À(® ¤ ªxÀ ¥ À<© ¢d£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©N©�¬ ¢ Ì ´Â¥ ª ¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÀ ¦J¢.£(¤

©�¬&Å ¯ ÀVª ¶ (0, i)
´Â¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Æ®ÂÒ ¯ À ¥�°

¼ ¶A½?Üo´ ® ¢ ©x¬ ¶X¦I¶ ¿2À(ª�ª×©x¬.Å ¯Ú¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤0¢ § ¢ ®Æ©x�¨.© ¯ Å<©�À Í ´Â¦¾¯ À ¯�¢d¥ ªxÒ ¯v¶<Û¼ Ã�½UÕ�¶v¶X¦AÑ ©x¨dÌÁ® ¢ ª ¢ ª�ª Ñ ¬&©�¬ ¢ Ì ¯�¢d£<´ © ¯ ¨
ªx® ¢d¯ § ¯�´ ® ¢ ©�¬ ¶X¦V¶ ¿2À(ª�ª×©�¬&Å ¯ À ¦¾¯�¶63F´Â¯ Ò ¯ Å ¥C¶V¦¾¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £<£(¸ ¨ ¥A¤0¢&Û
h��Ê= ^ ��Ë_£(¤ ©x¨ £Xµ ÀA©x©x¬ õ ©ÁÅ £<õ�¶ ÒFª ô<¦v¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥ ¿ ¶ Ì ¦ À(® ¥C¶(¦�¢d£<¤A¯ Å<©@ÒFª«Å ¥Ø¶ ¬¡ÒFª È Å ¥Uõ!£<¤ § µ À £(¤¾¶(¯�´Â¦ À<Ì ¢.£(¤¾õI²�¦ À È © ´

¨dÌ ¦(¢ ¬ ´Æ¦ ¨.©�® ¢ ¿ ¶ Ì ¦ À<® ¸I¶ ® ¶Vµ À ¸ ÅF§ ¶V¦0¦ À(Ì ¶ ¦<¹ ¬d¨.¿!¿2À ¥ ª ²�¶6¶ Ì ¢d¥ Í ¢ ® ¦(¢ ¬d¨&©�Ì ¢ Å(®Â® ô ¿2À<¬ Ñ È ´Æô(¦aµC¶ ® ¯v¶ ¬.Å ¥ ¼ ¢ ¬ ¥ ¨ µ Å ¥A¤´Â¥ ª ¢ Ì ¸I¶ ®Â®ÆÒ ¯ Ò ¥!´ÂôV²�¶A½g¢d£<¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ:°� <¢ ® ¹ ® ²b¢ m(x)
¶ ¬ ÑÆ£(¤N¢ ® µ!¢ ® ¤(¢ ¬ µ!¢ ªÁ ¶ ÒFª ô<¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶(¦�¸ Å(Ì µ�¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨dª¢d£(¤

x
µ À<©Á©�¬ õ ©ÁÅ £(õ Ò!ª È ¶ ©�¬ ¶V¦I¶ ©�¬.À ¥:°,Ü ÒFª ¶ ©x© ¶N¯�¢d£ § µ À £(¤

m(x + 1) =
1

x

∫ x

0

(m(y) + m(x − y) + 1) dy.

y·Û¾z�Ü 	��\�Ç���
�
~Ú���d	�~:������~
�Ø�\�·��üx�û�:� T übj4� �×�_�����\�xü����:�b�@� T ���\�

�0R:�;�2�� �¢.£(¤(¢.¥
X ∼ N(0, 1) § ¶ ¬ ¶ ¬�©bª ¶V¥ Í ¶ Ì Í ¥ À(Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´<¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô�° Ó�¬ ¶ ®nÅ Ã!Ã!´0¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £ ¿CÅVÌxÀ ¦¦(¹ ¬.³!® ¯�¢ ® ¤0´Â¦?¶X¥C¶(£(¤ À ÃCÃ�Û

¼ ¶A½
p1 = P(|X| ≤ 0.7) § p2 = P(|X| ≥ 0.7)

°
¼ Ã�½

q1 = P(−0.5 ≤ X ≤ −0.1) § q2 = P(1 ≤ X ≤ 2)
°

�0R:�n=���Ë_£<¤N¢.¯�Ã2¢ Ì ¸ À ¥C¶ ªxª ¶ ®C¨.©_ªÁÅ ¸ À(®n©xÅ £(´!¶ ÒFª ô<Ã ÒC©Á©�¬ ¶ ®!ÒFª ¶ ¬ ´Â¦�¶�¯ Ò ¥!¦I¶(µ!¢ ® ¤ ¨dÌ ¢(°�ÝÙK B K î	} K B[{�éxê K }Çí~B�î ¶�¸ À ¥C¶ ª = » ç ! º ¦ À(Ì
¨dÌ ¦(¢ ¬ ´Â¦ § ¶�Ã ÒC©�¬o¿ ¢ Í ´Â£¼= » ç�= º ¦ À(Ì ´Æ¥ Í ÒC® ° Ó×¬qÅVªÁ©x¬.ÅV®Æ®nÅ(© ¦ ¨dª¾¿ ¢ Ì È ¢ ª ¸(¢ ©x¬ ´Æ£ ¨ ¥0¤0Ã�¢<° Ó ¸ À ¥C¶ ª ¸V¶ ® ô Í ´ ¨dÌ ¦(¢ ¬.¨.© ´´ Í ¢b²b¢ B2ë6}£�p| z íné K@z ëféxê z |fé£Þ ¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´\¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô § ¯�¢ ® ¤0¥!¢d¦J¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢U= » ç ! º ¦ À(Ì ¸I¶V¥ ¨.©�©x¬ ô ÌÁÅ<© ¶ 5o¿ ¢ Ì È °
Ó×¬ ¶ ÒFª ô<Ã ÒC©x¬ ¸I¶ ® ô Í ´[´Æ¥ Í ÒC®ÆÅ<© ´�´ Í ¢b²b¢�¶X¸ À ¥C¶ ª�¨dÌ ¦(¢ ¬.¨.©�¨dªx<® É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥ §C©�¬ ´Â¥ ªx¨ ¥U¥ À(Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ?¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô § ¯�¢ ® ¤0¥!¢d¦�¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦(¢$= » ç�= º ¦ À(Ì ¸I¶V¥ §0©�¬ ô Ì«Å(© ¶ ¿ ¢ Í ´Æ£Nç ¿ ¢ Ì È °\Üo¢d¥!¥0¤0´2¶V¥C¥C¶V¦�¶�¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(¢ § µ À £(¤¢d¯�Ã2¢ Ìx³ ¥!¦�¶Xµ ¨
ª ¹ ª ¯ Ò ¥!¦I¶(¥C¶ ¿ ²�¶X¦(¹ ¬.³!®+® ¢.£VÉ`¢ ® ²b¢.Ã!ÃØ¢d£(¤�¶ ® ¦V¶ ®ÆÀ ¯�¯v¶ ® ¦ ¨.©Á© ¢ ® ¢�¶XÃ ÒC©x¬ È © ¶ ªx® ¶V¦ À<¬.Å(©bª Û

�0R:�ÆL:� ¼ ¶A½:) Ò Í ¸V¶ § µ À £(¤ ∫∞
−∞ exp(−x2/2)dx =

√
2π §C©x¬.Å ¯ À<® ² Ò ¦¾¦A´:¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ´Æ¥ ª ¢d£ Ì«ÅV®Âª
∫ ∞

−∞
exp(−ax2 + bx + c) dx

¶(µ À(® a ¸I¶ ® ô ©�¨.©�¿2À<¬ ´ ª ÑÆ¸ § b ¨.© c ¿ ¢ Í ´Æ£ ª ¢ ª«©�¬.(® ¢d£(¢ © ¸I¶ ® ô © ¼ ¸I¶(£(¤¾¦ À ¯ ¿!® ¢�3C½@¦ À ¥ ©bª ¶V¥ ©xÀ ¦[°

ó u



¼ Ã�½?Ë_¥C¥!¢d¦ © ¢.£(Ñ ªÁ©x¨ £ ¨ ¸(¢ ®�©�¬.Å ¯ À(® ² Ò ¦J¦0´�¶ ®ÆÀ £(¥ À(Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© ¯ À ¯�¢d¥ ªxÒ ¯v¶V´ ª ° ¼ Õ�¶ X ∼ N(m,σ) § ¶(¦0¦ À(Ì
eX ∼ LN(m,σ) ®ÂÀ £(¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�° ½

�0R:�ÂP���/_¶ ® ¶(¯X¢ ® ¤�µ À ¯ À ¦AÉ;¶I² ª ¶ Ìx¨&©�¬ ¢ È © ¦ ¨ ´+£<¹(¯�Ão¶ ® ¶V¦0õC¶V¦ § ¯�¢ ® ¤(¢d¦0¥!¢.¦ ÅVª ¯ ¨dÌÁ ²b¢ ¼ ¯X´ ®Æ® ´Æ¯ ¨
ª ¢ Ì Ã�¢.¥o¯ ¨dÌ ¸(¢&½ ®ÆÀ £(¥ À(Ì ¯ Å(® ´ ©¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ m = −0.5 ¨.© σ := 0.3 ¿ ¶ Ì ¶(¯ ¨dª ¢ Ì ¢.¦A¦(¢ ® ° Ó×¬ ¢.£ ¨.©x¬ µ À ¯ À ¦0¯�¢d¥C¥A¤0´ ©x¨ £?µ Å ¥A¤ é£Þ z�O éxê¯|.ê&è z4� ¦ ¶ Å(®Â® 0.5¯�¯ º ¥ ¨.® ¦0´ © ¢dÃ!Ã ÅIª ¯ ¨.Ìx ²b· ©�¬ ¢d¯ È ©x¨ ¦0Ã (® Û Ó Í ² À ¥�¢�3 ¿!® ´ È ´ ª ¥ Ò ¯�¢ Ì ´Æ¦ Ò�© ¸ Å(® ¶ ©�¬dª ¶¡¥ À(Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© É ³ £<£ º¸ ¨ ¥0¤ ¨ ¥!¢.¦vÉ`¢ ® µC¶ ©x¬ ¥ ÅV®nÅ(©ÁÅ ¸I¶ ® +
�0R:�nS��� �¢.£(¤(¢.¥!¢d¦

X ∼ LN(m1, σ1) ¨.© Y ∼ LN(m2, σ2)
É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ®ÂÀ £(¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õJ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´\¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô(¦[°Üo´ ® ¤<¢d¥U¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ XY

Û
�0R:�ÆO:� �0¬&Å ¯ À(® ² Ò ¦¾¦0´:¶X¥ À(Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© ¶ ®nÅ Ã!Ã Í ¢døC¥!´ ÅV®Âª�è ¸ éxê&ë z ÞFî��vëC� K B�î��&� ¶V´ ª.»

Ak :=

∫ ∞

−∞
ϕ(y)|y|k dy, k = 1, 2, 3, . . . .

���������N�&�	
 å.æ 9 ÅVÌÁÀ<© k = 2l ºðÌ ¢ ©x¬.Å ¯ À<® ² Ò ¦¾¦A´ ¨.© µC¶ ©x¬ ¥ ÅV® ² Ò ¦�¶X¦(¹f¸<¢ ª ¦(¢ ¬d ¦0´ÔÉ`¢�²b¢ ¬d¨&©bª&»
dl

dλl

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−λy2/2 dy

∣

∣

∣

∣

λ=1

.

9 Å(Ì ¶ ªx® ¶V¥ k = 2l + 1 ºZÌ ¢öµC¶I² ªÁ©xÒ ¦�¸ ¨ £ Ì ¢ö¶ z = y2 ¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô È © ¢ Ìx¨dª ¶ ¬ Ak ºðª Í ¢
øC¥!´ ÅV® ô�´Æ¥ ª ¢.£ Ì«ÅV® ÃC¶V¥�°
�0R:� ^ ��Ë ®Æ® ¢d¥ (Ì ´ ¬d¬d³ ¦?¶�¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ¦ ¨
ª µC¶ ª ¸ Å ¥A¤ ©�À<Ì É`¢b² ªÁ¨.©�¨dÌ ¸ ¨ ¥A¤(¢ ©x©x¨ £ ¨
ª.§!¨.© ¯ ÒFª ¶ ©x©xÒ ¦?¦A´ § µ À £(¤�¦ À ¥A¸(¢ Ì £<¢d¥ È ´n¶ ©�Ò £<¶ ÌxÒ ¦¸ ¨ £ ª ¢ ® ¢.¥ »

Φ(x) =
1

2
+

1√
2π

e−x2/2
∞
∑

k=1

(k − 1)!2k−1

(2k − 1)!
x2k−1;

Φ(x) =
1

2
+

1√
2π

(

x − 1

2 · 1!
x3

3
+

1

4 · 2!
x5

5
− 1

8 · 3!
x7

7
+ . . .

)

.

�0R:�Æ]:�� �¢.£(¤(¢.¥
X
¥ Ò!®Æ® ¶Ø¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨.Ì�ªÁ¨ ¦0· ¨.© σ ©x¬ ô ÌÁÅ<© õß¥ À<Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õß¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´g¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ôC°�Ð@´ ¬dÀ ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦uÃ2¢ §µ À £(¤ ª ¢ ª«©x¬d(® ¢d£<¢ © x > 0

¢ © ¢ ªÁ¨ ¥?É`¢.¥!¥ ÅV®Æ® ¥C¶V¦?¶X¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¢d£(¤(¢.¥ ®ÆVªx® ¢d¥ ©�¨ £(¢d¦ »
1√
2π

e−(x2/2σ2)

(

σ

x
− σ3

x3

)

< P(X > x) <
1√
2π

e−(x2/2σ2) σ

x
.

���������N�&�	
 å.æ J ´ Í ¢ Ì ¢.¥ È ´ ÅV® ² Ò ¦v¶ ¬ ¢.£(¤(¢.¥ ®Â(ªx® ¢d¥ ©x¨ £ ®ÆÅ ¥ È ¯�´Æ¥ Í µ Å(ÌxÀ ¯ ª ¶V£&² ÅVª.§A¨.© µC¶ ©xÀ ¥ ® Ñ ªÁ©xÒ ¦N¹ ©x©x¬ ¢�¶ Í ¢ Ì ´Æ¸ Å(®Ôª ¶V¦V¶ ª °
�0R:�Æh:� Ó ¦(ô(Ã À<Ì ¦ Ò!ª ¤ Å ¦ ÅIªÁ® ¶(£ À<©�ª ¢ ©bª«© õ ® ¤<¶ 40

¦A£ § ¶ ª ¢ ©bª«© õ ® ¤ À ¦ ©�¬ ô Ì«Å(© ¶ ¿ ¢ Í ´Â£ 20
¦0£C° Ó�© ´Â¥ ªx¨.Ì ¢.¦ ÅV®Âª ¶ ® ¶q¦ Ò!ª ¤ Å ¦¢ ® É À £ Å(©ÁÅVÌ ¶�µC¶ ©x¬ ¥ ÅV®Âª µ ÅV® ôN¢ ®Æ©x¬ ¶(¦I¶ Í § µC¶X¶N¦ ÒFª ¤<¶ 60

¦0´ ® ô © ¥ Å(® ¥!¢.µ!¢ ¬ ¢.Ã!Ã §!¨.© ¶ 20
¦0´ ® ô © ¥ ÅV® ¦0´ © ¢.Ã!Ã?¦ ÒFª ¤ Å ¦ ¿ ¢ Í ´Æ£¦0´ ªxÒ Í ¥C¶V¦¾Ã!õI²b¥!´�Ã2¢ ®Æ(® ¢(°\Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦�¯�¢d£�¶V¥!¥C¶(¦v¶N¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £ ¨
ª.§ µ À £(¤v¶N¦ ÒFª ¤<¶ ª ¢ ©bª«© õ ® ¤<¶X¶ ¬¡ÅVªx® ¶V£ ª ô ® ¥!¢.¯

ªx¨.Ì ¢ ® 20 ¦0£ º ¥ ÅV®[ª ¹(ÃCÃ2¢ ®ð§F¨&© ÑÆ£(¤¾ÃC´ ¬dªxÀ ¥ ©xÅ £(£<¶ ® ¢ ®�® ¢dµ!¢ ª ¦I¶ ¿ ¥C´�¶Xµ ÅV® ôI¸I¶ ®ð§ µC¶
¼ ¶A½?¶ ª ¢ ©�ªÁ© õ ® ¤ N(40, 20)

¥ À(Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�Ä¼ Ã�½U¶ ª ¢ ©�ªÁ© õ ® ¤ LN(m,σ) ®ÂÀ £(¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�°
Ó ¦ ¨
ª ¯ À Í ¢ ®Æ® ¦(¹ ¬d³C® ¯X¢ ® ¤0´Æ¦�¸I¶ ® ô ©x¬ ¢ Ì ·!Ã!Ã2Û

�0R:�;�FR��� �¢.£(¤(¢.¥
X
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´C¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô N(0, 1)

¼ ¶ ¬ ¶ ¬�©�ª ¶(¥ Í ¶ Ì Í ¥ À<Ì ¯ Å(® ´ © ½\¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�°,Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦�¯�¢.£N¶�¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d¸ Å(Ì µ�¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦(¢d¦(¢ ª�¨.©×©�¬ ô Ì«Å(© ¥ ¨ £(¤ ¬ ¢ ª ¢d¦(¢ ª&»
¼ ¶A½

E(X cos(X)) § E(X/(1 + X2)) § E(sin(X))
Ä

¼ Ã�½
E(cos(X)) § D2(cos(X)) § D2(sin(X))

°
�0R:�;�2���� �¢.£(¤(¢.¥

X ¨&© Y ¢d£<¤0¯ Å<©bª ô ® É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥ ©bª ¶V¥ Í ¶ Ì Í ¥ À(Ì ¯ ÅV® ´ © ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´I¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô�° �0¬&Å ¯ À(® ² Ò ¦�¦A´ Cov (cosh(X), sinh(X))
¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª °

�0R:�;�!=+�� �¢.£(¤(¢.¥
X N(0, 1)

¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ?¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô ¨.© Y := © ´Â£<¥ (1 − |X|) · X °
¼ ¶A½?Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬.Ò ¦v¯X¢.£v¶ ¬ Y

¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôN¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©xÅIª °¼ Ã�½
Z := X + Y

¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© ¶�¥ À(Ì ¯ ÅV® ´ ©�º ¢&Û

ç !



h �_������ü��û�:� T übj4� ���_�C�û�\��ü����:���4� T �b�\�
�0R:�;�FL�� ¼ ¶A½? :¢d£(¤(¢.¥

(X1, X2, . . . , Xd) ∈ R
d
¼ ¢d£(¤ ³Fªxª ¢ © ¢.¥�½¡¥ À(Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õß¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´\¸(¢d¦ ªxÀ<Ì ¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô!°¾Ð�´ ¬dÀ(º¥0¤AÑ ªÁ©xÒ ¦XÃ2¢ § µ À £(¤�µ�¶�¦ À(ÌÁÌ ¢ ®ÆÅV® ¶ ªx® ¶V¥ À ¦ ¼ ¶ ¬ ¶ ¬�¿�ÅVÌÁÀ ¥!¦ ¨ ¥ ª ´C¦ À ¸I¶ Ì ´n¶I¥ È ´ Å ² Ò ¦�¥ ÒC®Â® ¶<½ § ¶(¦0¦ À(Ì ¼ ª ¢ ® ²b¢ © ¢.¥�½gÉ ³ £<£(¢ ª�º

® ¢d¥!¢.¦¾´ © ° ¼ Ó×¬ ¶ ¬ ¢.£(¤ ³Fªxª ¢ © �ö¶ ÒC©Á©bº ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(©�ß ¦ À(ÌÁÌ ¢ ®ÆÅV® ¶ ªx® ¶V¥ ©ÁÅ £ ⇒ É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥ ©�¨ £C° ½¼ Ã�½UÐ�´ ¬dÀ ¥0¤0Ñ ª«© ¶�Ã2¢ § µ À £<¤�µC¶ X ¨.© Y
É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ ©�ª ¶V¥ Í ¶ Ì Í ¥ À(Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õU¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´+¸ ÅV®ÂªÁÀ(¬ ô<¦ § ¸V¶ ® ¶ º¯�´Æ¥ ª a ¨.© b

¸I¶ ® ô ©\©�¬&Å ¯ À ¦ § ¶V¦0¦ À(Ì U = aX +bY ¨.© V = bX−aY
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´A¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô(¦�´ © É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥!¢d¦[°Üo´ ® ¤(¢d¥U¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ ® ¢ ©x¬ U ¨.© V

Û
�0R:�;�0P:�� �¢.£(¤(¢.¥!¢d¦

X1, X2, . . . , Xn
É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢d¥ ©�ª ¶(¥ Í ¶ Ì Í ¥ À<Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ6¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´@¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô<¦[°� �¢.£(¤(¢d¥ Yi :=

∑n
j=1 bi,j · Xj

°@Üo´ ª ¯ À ¥ Í µC¶ ªÁÒ ¥!¦?¶ bi,j
¢ ® ¢d¯�¢d¦0Ã (® ¶ ® ¦ À(ªxÀVªxª B

¯ ÅVªxÌ ´Ø3 Ì ô ®ð§ µ�¶ Y1, Y2, . . . , Yn
¸V¶ ® ° ¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô(¦v´ ©É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥!¢d¦ ¨.©�©�ª ¶(¥ Í ¶ Ì Í ¥ À<Ì ¯ Å(® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õC¶(¦FÛ

�0R:�;�!S+�� �¢.£(¤(¢.¥!¢d¦
X1, X2

É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥!¢d¦ ¨.©:©bª ¶V¥ Í ¶ Ì Í ¥ À(Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õC¶V¦[°� �¢d£<¤(¢d¥ i = 1, 2
¢ © ¢ ªx¨ ¥ Yi :=

∑2
j=1 bi,j ·Xj

°
Ó bi,j

¢ ® ¢.¯X¢.¦0Ã (® ¶ ® ¦ À(ªxÀ(ª�ª B
¯ ÅIªxÌ ´43 Ì ô ®IªxÒ Í ² Ò ¦ § µ À £(¤ ©x¬ ´Æ¯�¯�¢ ªxÌ ´Æ¦ Ò�©�¨.©:¿2À(¬ ´ ª ÑÂ¸ ©x¬ ¢.¯X´ Í ¢døC¥!´ ª.§ ¸I¶ ® ¶V¯�´Æ¥ ª�ªÁÒ Í ² Ò ¦ §

µ À £(¤ Y1, Y2
¢.£(¤ ³Fªxª ¢ ©�© · Ì · ©�¨ £VÉ ³ £<£(¸ ¨ ¥0¤A¢ 1250

2π exp
(

−x
T
Ax

2

)

§ ¶(µ À(® A =

(

1300 −900
−900 1825

) °�Õ�¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦�¯�¢d£
A © ¶I² ÅIªx¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢.´ ªö¨.© ¢d£<¤ À(ÌxªxÀ ¥ À(Ì ¯ Å(®Ôªö© ¶f² ÅVª Ã Å(¬ ´ ©xÅVª °�÷ Ì ² Ò ¦oÉ`¢ ® ¶ ¬ A

¯ ÅIªÁÌ ´43 ÀVª A = UT DU
¶ ® ¶(¦AÃ�¶V¥ § ¶Vµ À<® U

À(ÌxªxÀ £ À ¥ ÅV® ´ ©@¨.© D
Í ´n¶V£ À ¥ Å(® ´ © °,Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬.Ò ¦v¯X¢.£�¢dÃCÃ <® ¶ B

¯ ÅIªÁÌ ´43 ÀVª +
�0R:�;�FO��� �¢.£(¤(¢.¥!¢d¦

X ¨&© Y
É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥ ¨.© ¶ ¬dÀ ¥ À<© N(0, 1)

¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ?¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÆ¥0· ©�¨ £(´2¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô(¦[°gÕ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦v¯X¢.£v¶

Z := e(X2+Y 2)/2(1 + X2 + Y 2)−3/2

¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ôX¸ Å(Ì µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª�¨.©×©�¬ ô Ì«Å(©ÁÅfª °
�0R:�;� ^ �� �¢.£(¤(¢.¥!¢d¦

X ¨.© Y
É ³ £(£<¢ ªx® ¢d¥ N(0, 1)

´ ®Æ® ¢ ª ¸(¢ N(0, 2)
¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ?¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´[¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô(¦ ¨.© M

¢d£<¤¾¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ©x¬ ¢ º
Ì ·!¢d¥X¦0´Æ¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÀVªxªg¿2À ¥ ª ¶ ¬ R

2 © ÑÂ¦ À ¥ § ¯�¢ ® ¤0¥!¢d¦�¦ ÀFÀ(Ì Í ´Â¥ ÅIªÁÅ ´ (X,Y )
°gÕ�¶ ª«ÅVÌÁÀ(¬.¬dÒ ¦�¯�¢d£�¶¡¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¢ © ¢.¯ ¨ ¥A¤(¢.¦¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £ ¨
ª&»

¼ ¶A½
M ∈ {(x, y) ∈ R

2 : |x| ≤ 1, |y| ≤ 2} §¼ Ã�½
M ∈ {(x, y) ∈ R

2 : 0 ≤ x ≤ 2, |y| ≤ 2} §¼;È ½
M ∈ {(x, y) ∈ R

2 : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 4} §¼;Í ½
M ∈ {(x, y) ∈ R

2 : x + y ≤ 0, |x| ≤ 1, y ≥ −2} §¼ ¢&½
M ∈ {(x, y) ∈ R

2 : x2 + (y2/4) ≤ 1} §¼ É«½
M ∈ {(x, y) ∈ R

2 : x2 + (y2/4) ≤ c2} °
�0R:�;�F]���Ë_£<¤�É À(® ¤(ôuÉ`¢ ® ¢ ª�ª ´�µ!Ñ Í ªx¨ £ ® ¶ ® ¶ ¿ ¶ ® ¶(¦0õ § ¯�¢ ® ¤0¥!¢.¦ ¦ À0À(Ì Í ´Æ¥ ÅIª«Å ´ J ¢ © È ¶ Ìxª ¢ ©�º É ¨.® ¢?¦ À0À<Ì Í ´Æ¥ ÅVª ¶ Ì ¢d¥ Í ©�¬ ¢ Ì Ã2¢d¥6¢ ® ¢d£<¢ ª

ª ¢ ©�¬ ¥!¢d¦�¶�¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d É`¢ ®Âªx¨
ª ¢ ® ¢d¦0¥!¢.¦ » |x| ≤ 10 § |y| ≤ 100
¼ ¸I¶ ® ¶(¯�´ ® ¤(¢d¥�µ ÀA©x©x¬ ¢.£(¤ ©�¨ £V¢.¦AÃ2¢d¥2½Ç°�) ³!¬d¨.ÌÁ©x¨ £<´ ª«Å ¯v¶ Í Å(©¢ © ¢ ªÁ¨ ¥X¶ ® ¹I¸(¢ Í ¨ ¦öÃ2¢.¢ ©�¨&©�¨ ¥!¢d¦ (X,Y ) ¿2À ¥ ª ²�¶ ¼ Ò £(¤<¶(¥C¶VÃ!Ã�¶V¥�¶�¦ À0À<Ì Í ´Æ¥ ÅVª ¶ Ì ¢d¥ Í ©�¬ ¢ Ì Ã2¢d¥�½�¦ ¨
ª Í ´Â¯�¢.¥ ¬ ´Æô © ¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ ©¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õoÉ ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ß¦ À ¯ ¿2À ¥C¢d¥ © ¢d¦0¦(¢ ®,¨.© σX = 10 § σY = 40 ©�¬ ô Ì«Å(©�À ¦0¦I¶ ® ° Ó�¬ (E(X),E(Y ))

¦ À0À<Ì Í ´Æ¥ ÅVªÁÅ ²bõ
¿2À ¥ ªxÀ(ªXì �@z A ë6BCî ¥C¶(¦U¥!¢.¸(¢ ¬d¬.³ ¦[°�Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦�¯�¢.£�¶V¥!¥C¶(¦U¶v¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £ ¨
ª.§ µ À £<¤?¶ ® ¹f¸(¢ Í ¨ ¦?¢ ®Ôª ¶ ®nÅV® ²�¶v¶vµ!´ Í ¶ ª.§µC¶�¶ È ¨d®Æ¿2À ¥ ª&»
¼ ¶A½

(0, 0) §¼ Ã�½
(10, 0) §¼;È ½
(5, 20)

°
�0R:�;�Fh��� �¢.£(¤(¢.¥

(X,Y )
¦ ¨
ª Í ´Â¯�¢.¥ ¬ ´Æô © ¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ (0, 0)

¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦0¦(¢ ®�¨&©
(

4 0
0 4

) ¦ À ¸I¶ Ì ´n¶V¥ È ´n¶V¯ ÅfªÁÌ ´43 ©x¬ ¶ ® °
Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦q¯�¢.£u¶V¥!¥C¶(¦J¶ ¬ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥0¤A¥C¢d¦J¶o¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £ ¨dª.§ µ À £<¤ß¶ ¬ (X,Y )

¦ À0À<Ì Í ´Æ¥ ÅVªÁÅ ²bõJ¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ¿2À ¥ ª ¶
(0, 3) § (4, 0) § (1.8, 5.4) § (5.8, 2.4) È © õ È © õ ªx¨ £ ® ¶ ® ¶ ¿ Ã�¶�¢ © ´Æ¦[°

�0R:�n=�R��� �¢.£(¤(¢.¥
(X,Y )

¦ ¨
ª Í ´Â¯�¢.¥ ¬ ´Æô © ¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ (0, 0)
¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦0¦(¢ ®�¨&©

(

1 0
0 1

) ¦ À ¸I¶ Ì ´n¶V¥ È ´n¶V¯ ÅfªÁÌ ´43 ©x¬ ¶ ® °
Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦u¯�¢d£ß¶(¥!¥C¶V¦�¶ ¬ ¢ © ¢d¯ ¨ ¥A¤0¢d¦�¶q¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £ ¨
ª&§ µ À £(¤�¶ ¬ (X,Y )

¦ À0À<Ì Í ´Â¥ ÅVªÁÅ ²bõ�¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ¿2À ¥ ª ¶ ¬
ABC

µ ÅVÌÁÀ ¯ ©x¬ ¹(£(Ã2¢�¢ ©x©x¨ ¦ § ¶X¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¢ © ¢ ª ¢d¦0Ã2¢d¥ »
¼ ¶A½

A = (0, 0) § B = (1, 1) § C = (2, 0)
°

ç Ï



¼ Ã�½
A = (0, 2) § B = (2, 0) § C = (2, 2)

°
¼;È ½

A = (1, 0) § B = (2, 0) § C = (1, 1)
°

���������N�&�	
 å.æ Õ�¶ ©x¬ ¥ Å(® ² Ò ¥C¦ ©x¬ ´Æ¯X¯�¢ ªxÌ ´ Å ¦I¶ ª +
�0R:�n=����� �¢.£(¤(¢.¥

(X,Y )
¦ ¨
ª Í ´Â¯�¢.¥ ¬ ´Æô © ¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ (0, 0)

¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦0¦(¢ ®�¨&©
(

1 0
0 1

) ¦ À ¸I¶ Ì ´n¶V¥ È ´n¶V¯ ÅfªÁÌ ´43 ©x¬ ¶ ® °
Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦�¯�¢.£v¶ ¬ (X,Y ) J ¢ © È ¶ Ì�ª ¢ ©�º ¦ À<À(Ì Í ´Â¥ ÅVªÁÅ ²bõ ¿2À ¥ ª (R,Θ) A ë z |C} ¦ ë.ë6}2{Ví~B,|IîÒ| ´Æ¥C¶V¦U¢d£<¤ ³Fª�ª ¢ © ¢ ®ÆÀA©�¬d®nÅ<©xÅIª °

�0R:�n=2=+��Üo¢.£(µC¶ ªÁÅVÌÁÀ(¬ ¶V¥ Í ôö¶ ¬ ~X ¨&© ~Y
¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢d¥v¸(¢d¦ ªxÀ<ÌxÀ ¦ ÅV®Âª ¶ ® Í ¢
ø�¥!´ Å(®Ôª@¿ ¶ Ì ¶ ®Æ® ¢ ®ÂÀ £ Ì ¶V¯X¯v¶ ª ¢ ÌÁ³!® ¢ ªÁ¨ ¥!¢.¦N¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦<¢ §µC¶ ~X ¨&© ~Y

¢d£<¤0¯ Å<©bª ô ® É ³ £(£<¢ ªÁ® ¢.¥ ©bª ¶V¥ Í ¶ Ì Í �ö¶ ÒC©x©�º ¢ ®ÆÀ<©x¬d®ÆÅ(© õ¾¦ ¨
ª Í ´Â¯�¢d¥ ¬ ´Æô © ¸(¢d¦ ªÁÀ(Ì ¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ôC° ¼ Ó�¬ ¶ ¬ ¶ ¬ X1 § X2 §
Y1 ¨.© Y2

É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥!¢d¦ ¨.© N(0, 1)
¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õC¶V¦[° ½

�0R:�n=�L��� �¢.£(¤(¢.¥
X ¨&© Y

¦ ¨dª É ³ £<£(¢ ªx® ¢d¥ ©�ª ¶(¥ Í ¶ Ì Í ¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´[¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ôC°
¼ ¶A½:)�¢d¦0´Æ¥ ª«©�³ ¦a¶ ¬ (X,Y )

¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ¿2À ¥ ªÁÀVª ¶ © ÑÆ¦ À ¥ §�¨.©vª ¢d¦0´Â¥ ªÁ©x³ ¦ ¶ ¬ (U, V ) ªÁÌ ¶(¥ ©x¬ É À(Ì ¯ ÅV®Âª ¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(´¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô(¦I¶ ª&§ ¶Vµ À<® U = X2 + Y 2 ¨&© V = Y/X
°�Ð@´ ¬dÀ ¥A¤0Ñ ªÁ©xÒ ¦qÃ2¢ § µ À £(¤ U

¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© ¶�¢@3 ¿2À ¥!¢d¥ È ´ ÅV® ´ ©.§ V¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© ¶ ¿ ¢ Í ´Â£ ©bª ¶V¥ Í ¶ Ì Í < ¶ Ò È µA¤ §F¨.© ¶X¦ ¨dª ¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<´2¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô�É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥�°¼ Ã�½ �0¬&Å ¯�Ñ ªÁ©xÒ ¦¾¦0´:¶ E(X2/R2) ¨.© ¶
E

(

min(|X|, |Y |)
max(|X|, |Y |)

)

¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦(¢d¦(¢ ª °
�0R:�n=CP:�� �¢.£(¤(¢.¥

U1, U2
¦ ¨
ª É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢d¥q¢.£(¤(¢.¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õo¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´:¸ ÅV®ÂªÁÀ(¬ ô�¶ [0, 1] º ¢.¥�°öÐ�´ ¬.À ¥0¤AÑ ªÁ©xÒ ¦ØÃ2¢ § µ À £(¤µC¶

X =
√
−2 ln U1 cos(2πU2) ¨&© Y =

√
−2 ln U1 sin(2πU2) § ¶V¦0¦ À(Ì ¶ ¬ (X,Y ) ¿CÅVÌ ¦ ¨dª Í ´Æ¯�¢d¥ ¬ ´Âô © ¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ ©¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ�°

�0R:�n=2S+�� �¢.£(¤(¢.¥ ~X = (X1, X2, X3)
µ ÅVÌÁÀ ¯ Í ´Æ¯X¢.¥ ¬ ´Æô © ¸ ¨d® ¢ ªÁ® ¢.¥ ¸(¢d¦ ªÁÀ(Ì&§ ¶V¯�¢ ® ¤0¥!¢.¦l¦ À ¯ ¿2À ¥!¢.¥ © ¢.´�É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥ N(0, 1)¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õC¶(¦2° J ¢døC¥!´ ÅV® ² Ò ¦?¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ¸ ¨.®ÔªÁÀ(¬ ô(¦I¶ ª.»

% :=
√

X2
1 + X2

2 + X2
3 , ξi := Xi/%, i = 1, 2, 3.

¼ ¶A½?Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬.Ò ¦v¯X¢.£ % © · Ì · ©x¨ £VÉ ³ £(£(¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °¼ Ã�½UÐ�´ ¬dÀ ¥0¤0Ñ ª«©�Ò ¦vÃ2¢ § µ À £(¤ % ¨&© ¶ ~ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)
¸(¢d¦ ªxÀ<Ì ¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô�¢d£<¤0¯ Å<©bª ô ® É ³ £<£(¢ ªÁ® ¢.¥!¢d¦ §AªÁÀ ¸ Å Ã!Ã Å ¶ ¬
ª&§ µ À £(¤¶ ~ξ

¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥Ø¸(¢d¦ ªxÀ<Ì ¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õU¶ ¬ ¢d£<¤ ©x¨ £<£(¹(¯�Ã¾É`¢ ®Æ©x¬ ÑÆ¥ ¨ ¥:°
�0R:�n=�O��� �¢.£(¤(¢.¥

(X,Y )
¦ ¨
ª Í ´Â¯�¢.¥ ¬ ´Æô © ¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õ (0, 0)

¸ ÅVÌ µC¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦0¦(¢ ®�¨&©
(

4 0
0 4

) ¦ À ¸I¶ Ì ´n¶V¥ È ´n¶V¯ ÅfªÁÌ ´43 ©x¬ ¶ ® °
Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦�¯�¢.£v¶V¥!¥C¶(¦�¶X¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £ ¨
ª&§ µ À £(¤�¶ ¬ (X,Y )

¦ À0À<Ì Í ´Æ¥ ÅVªÁÅ ²bõ�¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ¿�À ¥ ª Ã2¢ ® ¢d¢ © ´Æ¦�¶ ¬
¼ ¶A½ {(x, y) ∈ R

2 : 2 ≤
√

x2 + y2 ≤ 3} ¦(¹ Ì £(¤0· Ì ·CÃ2¢(Ä¼ Ã�½ {(x, y) ∈ R
2 : 2 ≤ min(|x|, |y|) ≤ max(|x|, |y|) ≤ 3} ª ¶ ÌxªxÀ ¯ Å ¥A¤0ÃC¶!Ä¼;È ½ {(x, y) ∈ R
2 : 2 ≤ |x| + |y| ≤ 3} ª ¶ Ì�ªÁÀ ¯ Å ¥0¤0ÃC¶!°

�0R:�n= ^ � Ó×¬ (X,Y ) ∈ R
2 ¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(´I¸(¢d¦ ªxÀ<Ì ¸ ÅV®ÂªxÀ(¬ ô ® ¢d£<¤(¢d¥¡¦ ¨
ª Í ´Æ¯�¢d¥ ¬ ´Âô © ¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õ m = (−1, 1)

¸ Å(Ì µ�¶ ª ô ¨dÌ�ªÁ¨ ¦ º
¸(¢d¦ ªÁÀ(ÌÁÌ ¶ ®4¨&© C =

(

2 3
3 5

) ¦ À ¸I¶ Ì ´Æ¶V¥ È ´n¶I¯ ÅIªÁÌ ´43 ©�¬ ¶ ® ° �F¬.Å ¯�Ñ ªÁ©xÒ ¦�¦0´�¶ P(X ≥ −1, Y ≥ 1)
¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢ ª +

� ¢.£(Ñ ªÁ©x¨ £ » C = B
2 § ¶Vµ À<® B =

(

1 1
1 2

) °
�0R:�n=�]��� �¢.£(¤(¢.¥!¢d¦

X1, X2, . . . , Xn, . . .
É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ ¨.© ¶ ¬dÀ ¥ À<© N(0, 1)

¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© õß¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(´g¸ ÅV®ÂªxÀ<¬ ô<¦2°vÕ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬.Ò ¦¯�¢d£
k º ¥C¶V¦�¶ ¬
ª ¶X¯�´Æ¥!´Æ¯ Å(® ´ ©�¨dÌxªx¨ ¦ ¨dª.§ ¶V¯�¢ ® ¤ Ì ¢ P(max(|X1|, |X2|, . . . , |Xk|) ≥ 2) ≥ 1/2
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���2�;�2��±C¢ ® Í À Ã Ò ¥C¦�¢d£(¤ ©x¬ ¶(Ã ÅV® ¤ À<©�¨dÌ ¯ ¨dª ¦ ¨dª ¯�´ ®Æ® ´Âô ©�¬ ô Ì °g  Å(©Á© ¶�Ã2¢�¶ �Aª ´ ÌÁ® ´Æ¥!£ º É À(Ì ¯ Ò!® ¶�É`¢ ® µC¶ ©x¬ ¥ Å(®nÅ(©ÁÅ ¸I¶ ®ð§ µ À £(¤

P ( Ò £(¤<¶V¥�¶V¥!¥0¤A´[É`¢b²b¢ ª Í À Ã ªxÒ ¥!¦ § ¯�´Æ¥ ª Ñ Ì«Å(©�ª ) ≈ 1

1000
√

π
.

ç ó



���2�n=��� �¢.£(¤(¢.¥
Sn ∼ BIN(n, p = 1

2 )
°_  Å(©Á© ¶NÃ2¢ �Aª ´ Ìx® ´Æ¥!£ º É À(Ì ¯ Ò!® ¶�ÉÊ¢ ® µ�¶ ©x¬ ¥ Å(®ÆÅ<©xÅ ¸I¶ ®#§ µ À £<¤

lim
n→∞

1

2

√
n · P

(

Sn = bn

2
+

1

2

√
n · xc

)

= ϕ(x),

¶Vµ À(® ϕ ²b¢ ® ¹ ® ´:¶ ©bª ¶V¥ Í ¶ Ì Í ¥ À(Ì ¯ ÅV® ´ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<©�© · Ì · ©x¨ £(É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ ¨
ª °
���2�ÆL:� Ó Ã!´Æ¯ À ¯�´ ÅV® ´ © ¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© ¥ À<Ì ¯ ÅV® ´ © Í ¢¾Ü À ´Â¸ Ì ¢ G  :¶ ¿!® ¶ È ¢ º É ¨d® ¢X¶ ¿!¿!ÌÁÀ 3F´Æ¯ Å È ´ÆôV² Å ¥C¶V¦ØÉ`¢ ® µC¶ ©x¬ ¥ Å(®ÆÅ<©xÅ ¸I¶ ®\©�¬&Å ¯ À(® ² Ò ¦¦0´�¶X¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ¦0´ÂÉ`¢b²b¢ ¬d¨.© ¥ Ò ¯X¢ Ì ´Æ¦ ÒC© ¦(¹ ¬ ¢ ® Ñ ªx¨&©�¨dª.»

(

3600

2376

)

0.6423760.361224.

���2�ÂP���Üo¢.¥!¥A¤0´�¶V¥!¥C¶(¦�¶o¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢ § µ À £(¤ Ï"! ° !8!P! ¸ ¨d® ¢ ªx® ¢d¥ ©�¬&Å ¯¡²b¢d£<¤ß¦(¹ ¬ ¹ ªxª�® ¢d£(É`¢ ® ²b¢dÃ!Ã¼u(ò w Í ¶ Ì ¶VÃ¼= º ¢ © É À<Ì Í ÒC®¢ ®Æ Û
���2�nS���Üo¢.¥!¥A¤0´4¶(¥!¥C¶(¦u¶Ø¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(¢(°�µ À £(¤ Ï ó ° !8!P! ¦ À È ¦I¶ Í À Ã Å<©¡©xÀ(Ì«Å ¥ß¢ ®Â É À(Ì Í Ò!® ôUµC¶ ªxÀA©�À ¦ ©x¬.Å ¯�¶ Ï u !P! ¨&©�ó Ï 7 !¦(¹ ¬.¨ ¢ © ´Æ¦!Û
���2�ÆO:��Õ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬dÒ ¦v¯�¢d£¾¶ ¬
ª ¶ k

¢d£ ¨.©x¬ö©x¬.Å ¯ À(ª.§ ¶V¯�¢ ® ¤ Ì ¢ö´Â£A¶ ¬(§ µ À £<¤�¶V¥!¥C¶(¦�¶X¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<¢ § µ À £<¤ Ï"!8!P! ¨dÌ ¯X¢ Í À Ã Å(©
©xÀ(Ì«Å ¥?¶ ¤ K � ¢.¦ ©�¬&Å ¯v¶ 5 u ! ¨.© k

¦(¹ ¬.¨ ¢ © ´Æ¦ § ¦0Ã�° ! ° 7!°
���2� ^ � Ï"! ° !8!P! ¨.Ì ¯�¢ Í À Ã Å<©\©xÀ(Ì«Å ¥p7F° 5 !8! ºZ©x¬dÀ(Ì ¸ À<®Ôª�¤ K � ¶ ¬ ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥0¤(°*1 ¥ Í À ¦ À(®Âª�º ¢�£<¤<¶V¥C¶(¦ À Í ¥ Ò ¥C¦�¶ ÌÁÌ ¶ § µ À £(¤N¶�µC¶ ©x¬ ¥ Å(®Ôª

¨dÌ ¯�¢öµC¶V¯�´ © Û
���2�Æ]:��Õ Å ¥A¤ ©x¬dÀ(Ì ¦(¢ ®Æ® ¢d£(¤ ¨dÌ ¯ ¨ ¸(¢ ® Í À ÃC¥ Ò ¥!¦ ¶Vµ!µ À(¬(§ µ À £(¤ ! ° u8u º ¥ ÅV® ¥C¶(£(¤ À ÃCÃa¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©�¨ £(£(¢ ® ¶ ¤ K � ¢ Ì ¢ Í ¯ ¨ ¥0¤(¢d¦

©x¬.Å ¯v¶X¶ Í À Ã Å(©xÀ ¦ ©x¬.Å ¯ Å ¥C¶(¦ 5 u v º ¶ ¨&© 7 Ïov º ¶N¦(¹ ¬.¨ ¢ ©x© ¢d¥�Û
���2�Æh:� J ¹(¯�¹ ª ¹ ÌNÌxÒ!® ¢ ªxª ¢ ¬ ´Æ¦�¶q¦V¶ ©x¬ ´Æ¥!ô(ÃC¶(¥�°uÜo´Æ¥ Í ¢.¥l¢d£(¤(¢ © ¦(¹ Ì Ã2¢.¥ Ï"! ¿ ¢ ª«Å ¦ ÀVª�ª ¢ ©x¬ A íæ}xëIédÌ ¶C° Ï¯!P! ² ÅIªÁ¨ ¦ ÒFª«Å ¥lç !P!

¿ ¢ ª«Å ¦J¶o¸(¢ ©x¬
ª ¢ ©x¨ £<¢(°U À £ ÀA©bº ¢v¶o£(¤<¶(¥AõI²�¶ § µ À £<¤ © ¸0´Â¥ Í ® ´ ¬ ¶Ø¦ ÌÁÒ!¿ ´ ¨ Û ¼ ÓÚÌÁÒ!® ¢ ª�ª ¦(¹ Ì ¹(¥J¹ ©x©x¬ ¢ © ¢.¥�ç�=?¯�¢ ¬d ¸I¶V¥! ºðª ô ® ç<ò º ´Â£ ©�¬&Å ¯ À(¬ ¸I¶!°,Ë ¬ ¢d¦�¦(¹ ¬d³!® ¢.£(¤ ¼ ¶ ! ²b¢ ® ·�½ ¬ ¹ ® Í § ¶NÉ`¢.¥!¥!¯v¶ Ì ¶ Í  ç(ò º Ã2ô ®[¿ ¢ Í ´Â£ Ï"w ¿ ´ ÌÁÀ<©�¨.© Ï"w É`¢.¦(¢ ª ¢<° ½
���2�;�FR���Ð�¢ È ©�³!® ² ³ ¦¾¯X¢.£�¶V¥!¥C¶(¦v¶N¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £ ¨
ª&§ µ À £<¤ Ï"!8! ° !P!P! ¿ ô<¦(¢ ÌÁ® ¢ À<©x¬
ªÁÅ<©4©xÀ(Ì«Å ¥?¶�É Ò!®Æ®ÆÀ ¦ ©�¬&Å ¯v¶ Ï ó w ¨.© Ï 7 w ¦(¹ ¬d¨¢ ©Á© ¢d¥�°
���2�;�2���0)�¢d¦0´Æ¥ ªÁ©x³ ¦?¶X¦I¶f¸0´ È ©bº ¶ ¿!Ì Ñ ªÁÅ<© ¦(¹f¸(¢ ª ¦(¢ ¬d ¢d£(¤ ©x¬ ¢ Ì · © Ñ ª ¢ ªxª ¯ À Í ¢ ®Â® ² ¨
ª&» ¸(¢ ©x¬ ¢.¦¾¢d£(¤�µ ÅVÌÁÀ ¯Ú¦A´ ® ô © ¦(¹I¸(¢ ª.§F¨&© ¢ ¬ ¢ Ì«©�¬ ¢ Ì

Ì«ÅV³Fª ¹(¦ ¢d£<¤ ¦V¶ ® ¶ ¿CÅ ÈdÈ © ¶ ® ° Üq´Â¥ Í ¢.¥a¦V¶ ® ¶ ¿CÅ È ©x³Fªx¨.© ¥ ¨.® 0.064
¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(£(¢ ®�® ¢ © ´Â¦(¢ Ìx³!®�¿ ¶ ªxª ´Æ¥ ª ¶(¥ À ¯ ¶ß¯�¢d£ º¯v¶ Ì ¶ Í ª ¦  Í ¶ Ì ¶VÃ 1

8 Ìx¨&©�¬.¨
ª ¼ ¨.© 0.936
¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ®@¨d¿ ¯v¶ Ì ¶ Í ¶u¦  ½
°�Üo¢.¦0¦ À(Ì ¶q¶ ¬ ¶ ¿!Ì Ñ ª«Å(©�ÒFª«Å ¥l¦V¶ ¿2ÀVªxª¦I¶f¸0´ È ©�© õ ® ¤ Å ¥C¶(¦U¸ Å(Ì µ�¶ ª ô ¨dÌxªx¨ ¦(¢ ¼ £ Ì ¶V¯�¯�ÃC¶(¥q¦0´ÔÉ`¢b²b¢ ¬ ¸(¢f½�Û Ó Í ² Ò ¥!¦q¦(¹ ¬ ¢ ® Ñ ªx É À<Ì ¯ ÒC®ÆÅVª ¶�¦I¶f¸0´ È © ¥C¶(£(¤ ©xÅ £ Å ¥�¶V¦¢ ®ÆÀ<©x¬d®nÅ(© É ³ £<£(¸ ¨ ¥A¤ ¨dÌ ¢P+

���2�;�!=+��Ë_£<¤?¥C¶V£<¤A¸ ÅVÌxÀ<©�® ¶(¦ À<©Á©xÅ £ Å ¥C¶V¦ | z î è z �&B ¦ íné»� K } K î z4K B p
µ Å ¥0¤<¶ Í ¶ Í À µ Å ¥A¤ ¬ ´Æ¦[°4Ë ¬
ª ¶ p

µ Å ¥A¤<¶ Í ÀVª ¶V¦V¶ Ì ² Ò ¦¾¦(¹ ¬ ¢ º
® Ñ ªÁ(® ¢d£¾¯�¢d£(µC¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬ ¥!´�¢d£(¤U¯X´Æ¥ ª«Å ÃC¶(¥o¯�¢d£Vø�£(¤(¢ ®Âª�Ì ¢ ® ¶ ª ÑÆ¸?£(¤<¶V¦ À<Ì ´ ©xÅ £V£<¶ ® ¶�¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬. ¯�ô Í À ¥ » Üo¢.£(¦ ¨.Ì Í ¢ ¬d³ ¥!¦
n
¸ ¨.® ¢ ªx® ¢d¥ ©x¬ ¢ Ì ·!¢.¥ ¦A´Æ¸ Å(® ¶ ©�¬dªxÀ(ª�ª�® ¶V¦ ÀA©bª�¨.© ¯�¢d£ ÅV®Æ® ¶ ¿ Ñ ª ² Ò ¦ § µ À £(¤J¢ ¬ ¢.¦J¦(¹ ¬ ¹ ª�ª k ÅV®Æ® Ñ ª ²�¶ § µ À £<¤ Í À µ Å ¥0¤ ¬ ´Â¦[° Ó> �^ç ) º Ã <®gªÁÒ Í ² Ò ¦ § µ À £(¤qµC¶ n

¢ ®Â¨ £Ø¥C¶V£<¤ § ¶V¦0¦ À<Ì ¶ ¬ ¢.¯ ¿ ´ Ì ´Â¦ ÒC© ¶V¥J¯�¢d£(øC£(¤(¢ ®Ôª p′ := k/n Ì ¢ ® ¶ ª ÑÆ¸q£(¤<¶(¦ À(Ì ´ ©xÅ £´Æ£(¢d¥�¥�¶V£(¤u¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ® ²bô ® ¦(¹ ¬ ¢ ® Ñ ª ´@¶ ¬ ´Æ£<¶ ¬ ´ p
µ Å ¥A¤<¶ Í ÀVª °UÜo´ ® ¤(¢d¥ ¥C¶(£(¤0¥C¶V¦u¦(¢ ®Æ® n º ¢ ª ¸ ÅV® ¶ ©x¬
ª ¶V¥ Ò ¥!¦ § µC¶¶ ¬dª ¶(¦I¶ Ì ² Ò ¦Ø¢ ®Æ¨dÌ ¥!´ § µ À £<¤o¶ ¬ ¢d¯ ¿ ´ Ì ´Æ¦ ÒC© ¶(¥u¯X¢.£VøC£<¤(¢ ®Âª p′ Ì ¢ ® ¶ ª ÑÆ¸Ø£<¤<¶V¦ À(Ì ´ ©xÅ £ ® ¢d£A¶ ®nÅ Ã!Ã ! ° u87v¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £<£V£(¢ ®! ° !P! 7vµC´ÂÃC¶(µC¶ ª«ÅVÌÁÀ ¥uÃ2¢ ®Æ³!® ¦(¹ ¬ ¢ ® Ñ ªÁ© ¢�¶?¸V¶ ® ô Í ´ ¼ ´ © ¯X¢ Ì ¢ ªx® ¢d¥�½ p

µ Å ¥A¤<¶ Í ÀVª Û Ü Å(©�©�¬ ôf¸V¶ ® µ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ<¬d¬.Ò ¦Ø¯�¢d£o¶ ¬
ª ¶
® ¢d£(¦0´ © ¢.Ã!Ã n0 ª ¢ Ì ¯ ¨&©�¬ ¢ ª ¢ ©�©�¬&Å ¯ ÀVª&§ ¶(¯�¢ ® ¤ Ì ¢¡´Æ£<¶ ¬(§ µ À £<¤vÃ Å(Ì ¯�¢ ® ¤ p ∈ (0, 1) ºðÌ ¢ ¨.© n ≥ n0 ºZÌ ¶

P(|p′ − p| ≤ 0.005) ≥ 0.95.

���2�;�FL�� Ó ¯�¢ Ì ´Æ¦I¶(´4¢ ® ¥!¹(¦0¸ Å(® ¶ ©�¬
ª«Å(© ¢ ®Â(ª�ª ¶Ù�ö¶ ®Â®ÆÒ!¿ ¦(¹ ¬ ¸ ¨.® ¢.¯ ¨ ¥A¤0¦ ÒFª ¶ ª ô ª«ÅVÌ«© ¶ ©xÅ £Ø¯�¢d£ß¶V¦I¶ Ì ²�¶ØÃ2¢ È ©�³!® ¥!´�¶ Í ¢d¯ À ¦ Ì ¶ ª ¶
¿CÅ(Ì�ª ´ ©�¬ ¶&¸V¶ ¬ ô(¦o¶ Ì«Å ¥0¤ ÅIª > ¢@�Õ�¢d¯ ¿C© µ!´ Ì ¢ ¨&© ):¢@3!¶ ©¡Å(®Â® ¶V¯ À ¦AÃ�¶V¥�°�Ë ® ¢.¸(¢ ªÁÒ Í ² Å ¦ § µ À £<¤Ø¯�´Æ¥ Í ¦ ¨
ª�Å(®Â® ¶V¯�Ã�¶V¥ß¶Í ¢.¯ À ¦ Ì ¶ ª ¶ ¿CÅ(Ì�ª ´ ©�¬ ¶&¸V¶ ¬ ô(¦¾¶ Ì«Å ¥A¤<¶ 5 !�v ¨.© ò !�v ¦(¹ ¬ ¹ ª�ª ¸I¶V¥:° <@¨d® ² Ò ¦ § µ À £(¤¾¯�´Â¥ Í ¦ ¨
ª�ÅV®Æ® ¶V¯�ÃC¶(¥?¶ ¬ ¶ ÌÁÅ ¥A¤ À ¦I¶ ª! ° uPu º ¥ ¨d® ¥C¶(£(¤ À ÃCÃu¸I¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©�¨ £(£(¢ ®ð§�ó v µ!´ÆÃC¶Vµ�¶ ªÁÅ(ÌxÀ ¥qÃ2¢ ®Â³C®_ÅV®Æ® ¶ ¿ Ñ ªÁ©ÁÅ ¦o¯�¢d£C° > ¢@ûÕ�¢d¯ ¿C© µC´ Ì ¢ Å(®Â® ¶V¯�Ã�¶V¥ Ï ° ó¯�´ ®Æ® ´Âô ¿2À(® £ ÅVÌ ² Ò £ ÀA©�ÒC®Ôª�©�¬ ¶&¸V¶ ¬ ¥!´ § ¯�ÑÂ£ª)�¢�3!¶ ©vÅ(®Â® ¶V¯�ÃC¶(¥ Ï ó ¯X´ ®Æ® ´ÆôC° Ë ©�¬.Å ¯ À ¦l¶ ® ¶ ¿ ² Å ¥ ©�ª ¶ ª ´ ©�¬dª ´Æ¦ Ò�©�Ò ¦ ¶ ¬dª
ÅV®Æ® Ñ ª ²�¶ § µ À £(¤:)�¢@3F¶ © Ã�¶V¥Ø¦AÃ:° ª Ñ ¬&©�¬ ¢ Ì ¶V¦0¦ À(Ì ¶N¯�´Æ¥ ª«ÅIª ¦(¢ ®Æ® ¯�¢.£VøC£<¤(¢ ® ¥!´ § ¯X´Æ¥ ª > ¢@ Õ�¢d¯ ¿C© µ!´ Ì ¢ º Ã2¢d¥:°� (ô º ¢�¢ ¬ ¶ ¬
À ¦ ÀA© ¦ À Í Å(©d§ ¸I¶(£(¤ Ì õC£&² Å ¦�¦0´!¶ ©�ª ¶ ª ´ ©�¬dª ´Æ¦ ÒC©bª Û Ó×¬�ÒFª ô(Ã!Ã!´!¢ © ¢ ª Ã2¢d¥X¦AÃ:°Iµ Å ¥0¤ ©�¬dÀ<Ì ¥C¶(£(¤ À ÃCÃ�¯�´Â¥ ªÁÅIª ¦(¢ ®Æ® ):¢@3!¶ © ÃC¶V¥¯�¢d£(øC£(¤(¢ ® ¥!´ § ¯�´Â¥ ª > ¢" Õ�¢d¯ ¿C© µ!´ Ì ¢dÃ2¢.¥�Û

ç(ç



���2�;�0P:�0 ÅIªx¨ ¦v¢ ®ÆVª�ª×Ó×® ¶ Í Å(Ì�¨.© Ð ¨.® ¶N¢ ®Æ® ¢d¥ (Ì Ñ ¬ ¥!´+¶V¦V¶ Ì ² Å ¦ § µ À £(¤¾¶�µ�¶ ©x¬ ¥ Å(®Ôª Í À Ã2ô<¦ À È ¦V¶�¥!¢.¯ÚµC¶(¯X´ ©�º ¢<°� <¢ ® ¹ ® ² ³ ¦ p º ¸(¢ ® ¶µC¶ ªxÀ<© Í À Ã Å<© ¼ ´ © ¯X¢ Ì ¢ ªx® ¢d¥d+ ½X¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £ ¨dª °\Õ Å ¥0¤ ©x¬dÀ<Ì ¦(¢ ®Æ® ¶�² ÅVªx¨ ¦ À<©xÀ ¦0¥C¶V¦ ¿CÌ ô<ÃC¶ º Í À Ã Å(©�ª ¸ ¨ £<¢ ¬ ¥C´ ³ ¦ § ¶Vµ!µ À<¬(§µ À £(¤6¶ ¬ ´ © ¯�¢ Ì ¢ ªx® ¢d¥ p ¨.Ì�ªÁ¨ ¦(¢ ª ! ° uI= º ¥ ¨d® ¥C¶(£(¤ À ÃCÃ6¸V¶ ® ô ©x¬ ÑÆ¥A· ©x¨ £(£(¢ ®#§ ! ° !CÏ µC´ÂÃC¶(µC¶ ª«ÅVÌÁÀ ¥6Ã2¢ ®Â³!® ¯�¢.£(Ã2¢ È ©�³C® ² ¨ ¦FÛÕ À £(¤<¶(¥�¯�ô Í À<©xÒ!® ¶ ©�¬.³ ¦ ©�¨ £(¢ ©�¿!Ì ô(Ã�¶ Í À Ã Å(©�À ¦ ©�¬&Å ¯v¶ § µC¶X¢ ® ¢d¸(¢ ªÁÒ Í ² Å ¦ § µ À £(¤ 0.1 < p < 0.2
Û

���2�;�!S+� Ó×¬ õ!¥�°gÜ À ¥ ª ¢ < ¶ Ìx®ÆÀVº ´Æ¥ ª ¢.£ ÌÁÅV®ÆÅ(©�®Æ¨ ¥A¤(¢.£(¢�¶q¦(¹I¸(¢ ª ¦(¢ ¬d�»N® ¢.£(¤(¢.¥6¶ ¬ ¢d£(¤ ©x¬ ¢ Ì · ©x¨ £o¦(¢ Í ¸ ¨.¨dÌ�ª f : [0, 1] → [0, 1]É À(® ¤ ªxÀ ¥ À<© É ³ £(£<¸ ¨ ¥A¤ §F¨.© ¶ ¬
I =

∫ 1

0

f(x)dx

´Æ¥ ª ¢.£ Ì«ÅV®F¨dÌxªx¨ ¦ ¨
ª Ã2¢ È ©x³!® ² ³ ¦2°\Õ�¶ U ¨.© V
¦ ¨dª É ³ £(£(¢ ªx® ¢d¥ [0, 1]

´Â¥ ª ¢ Ì ¸V¶ ®Æ®ÂÒ ¯ À ¥N¢.£(¤(¢d¥ ® ¢ ª ¢ © ¢ ®ÂÀA©�¬.®ÆÅ<© õN¸I¶ ® ô ©�¬ ÑÂ¥0· ©x¨ £(´¸ Å(®ÔªÁÀ(¬ ô § ¶V¦0¦ À(Ì ¶ ¬ (U, V ) ¿CÅVÌ ¶ [0, 1]2
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