S7ZASZ DOMOKOS

DINAMIKAI RENDSZEREK



Tartalomjegyzék

1.

2.

3.

4.

10.

11.

12.

13.

Bevezetés. Alapfogalmak és példak

Poincaré rekurrencia tétele. Ergodtételek

Tovabbi példak. Ergodikus leképezések

Stacionarius sorozatok mint dinamikai rendszerek, Bernoulli-
sorozatok

Keverés és kinetika

A toérusz algebrai automorfizmusa

Hopf geometriai mdédszere

Invaridns mérték létezése

Markov-leképezések

Kolmogorov—Arnold—Moser tétel

A homolégikus egyenlet megoldasa. A kis nevezGk problémaja

Az invarians térusz formadlis felirasa

Feladatok

10

17

21

26

29

33

36

39

46

53

56



1. fejezet

Bevezetés. Alapfogalmak és
példak

Ebben az el6adasban dinamikai rendszeren idében determinisztikusan fejlodé —
diszkrét vagy folytonos idejii — rendszert értiink.

1.1 Definicié. Legyen (M,F) mérheté tér, azaz M az alaphalmaz, dinami-
kai rendszeriink fazistere, és F M részhalmazainak o—algebrdja. Az (M,F,T)
héarmast, ahol T: M — M, endomorfizmusnak nevezzik, ha T mérhet6, azaz
VA€ FreT 'Ac F.

1.2 Definicié. Az (M,F,T) harmast, ahol T: M — M automorfizmusnak nevez-
ziik, ha T és T~ is endomorfizmusok.

Klasszikus példa dinamikai rendszerre a Naprendszer, amelynek mozgasat a
tuddsok stabilnak tekintették. (Tekintsiik valamely dinamikai rendszer két adott,
infinitézimalisan kozeli fazispontjahoz tartozé palyakat. Attdl fiiggden, hogy az
idébeli fejlédés soran a palyak tavolsaga — tipikus palyapar esetén — legfeljebb
polinomidlisan illetve legaldbb (pozitiv) exponencidlisan vatozik, a rendszert sta-
bilisnak illetve instabilnak nevezziik.) Megoldani, integrdlni azonban csak a két-
test problémaét sikeriilt, a harom-test probléméat azonban nem. S&t a konnyitett
valtozat, az un. Kkorldtozott hdrom-test probléma is hosszi ideig ellendllt. A
korldtozott hdrom-test problémdndl feltessziik, hogy a harom témegpont koziil az
egyik tomege elenyészden kicsi; ekkor redlis volt a remény, hogy a megoldast meg-
kaphatjuk mint a két-test probléma ismert megoldasanak perturbécidjat.

A kozelités ésszertiségét szemléltethetjiik a Vénusz palydjanak szamolasaval. A
Vénusz mozgasat elsésorban a Nap gravitaciés vonzasa hatarozza meg, de csekély
hatast a tobbi bolygé is gyakorol ra. A Nap korili ellipszispalyat els6sorban a
Jupiter deformalja, azonban ennek atlagos ereje is kisebb mint a Napénak 2.1075-
szerese. Elsorendi kozelitésben még ezt kell figyelembevenntink, ez éppen a korlato-
zott harom-test-probléma. Finomabb kozelitésben azutan mar a Fold vonzerejével
is szémolnunk kellene, ez atlagosan a Napénak 4.106-szorosa.
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Széval mi is a helyzet a korldtozott harom-test-problémanal az altaldnos eset-
ben? A vélasz jéval bonyolultabbnak bizonyult a vartnél, amit a harom-test prob-
lémanal egyszeriibb, de vele rokon példan szemléltetiink.

1.3 Példa. (A korgylirii forgatdasa) Tekintsiikk az M = [a,b] x S fazistéren a
T(r,¢) := (r,¢ + f(r)) automorfizmust, ahol 0 < a < b és f(r) szigorian monoton
névekedd C! fiiggvény. (Mivel S = R/Z, azért az (r,¢) polarkoordindta szog-
véaltozdjaban az Osszeadds mod 1 értelemben szerepel.) Ennek minden r € [a,b]
értékre az r = const. gorbe invaridns gorbéje (kovetkezésképpen a fazistér , folidzva”
van ezekkel), a rendszer stabil. Az r = const. invaridns goérbéket invaridns
toruszoknak is nevezik; topoldgiailag ezek egydimenziés téruszok.

1.4 Példa. (A korvonal forgatisa) Az eléz6 példa rogton egy egyszeriibbet is
tartalmaz. Tekintsiik az M = S korvonalon az R, = 2+ « automorfizmust (ismét
mod 1). Ezt nevezik a kérvonal forgatdsdnak, és « a forgatdsi szog. Konny(i létni,
hogy racionalis « esetén minden pont periodikus, irracionalis a esetén minden palya
stirti (ezt a 2. el6addsban bizonyitjuk is).

1.5 Példa. (A koérgylirii diffeomorfizmusa) Visszatérve az 1.3 Példdhoz, a
kérdés az, mi torténik, ha T helyett a T, := T.(r,¢) := (r + ea(r,¢),¢ + f(r) +
eB(r,®)) perturbélt leképezést vessziik, ahol o és § sima fliggvények, amelyekkel
T. az M korgytir( diffeomorfizmusa (azaz az inverz is 1étezik és differencidlhatd).

A T, leképezések tehdt a korgydrd (az annulus) diffeomorfizmusai kozé tar-
toznak. Vajon ezeknek is lesznek-e — legaldbbis kis e-ra — T-hez hasonléan M
minden pontjan keresztiil invaridns téruszai? A vélasz, amelyet 1954-ben A. N.
Kolmogorov talédlt, a korabbi varakozdshoz képest rendkiviil meglepé volt. A per-
turbalt leképezéseknek valoban megmaradnak bizonyos invarians téruszai abban az
értelemben, hogy

1. lesznek invarians I' gorbék, amelyek topoldgiailag téruszok,

2. tovébbd az ezekre korldtozott leképezésnek az dn. forgatdsi szdma (ez a
forgatdsi szog dltaldnositdsa, a pontos definiciét 1. kés6bb) azonos a T auto-
morfizmus valamely r = r(T") sugdrhoz tartozé f(r) forgatdsi szogével:

3. végill T és T, azonos forgatdsi szamhoz tartozé invaridns toruszai egyméds
alkalmas perturbaltjai.

Marmost, hogy milyen f(r) forgatdsi szogekhez tartozé invaridns téruszok ma-
radnak meg, az a szdg szamelméleti tulajdonsagaitol fiigg: minél rosszabbul ko-
zelithetd f(r) raciondlisokkal, annédl nagyobb perturbdciénak is ellendll. El&szor
szamitégépes eredmények mutattdk, hogy Kolmogorov eredménye az igazsagot mu-
tatja abban az értelemben, hogy altaldban a perturbaciondl megmaradd invarians
téruszok kozotti tartomanyokban tipikusan olyan kaotikus, instabil palyak is elo-
fordulnak, amelyek lezartjai pozitiv mértékii halmazok. Kolmogorov ériasi érdeme
a szokatlan, egészen 1j jelenség észrevétele, és a bizonyitas alapgondolatanak meg-
taldldsa. Az analitikus, igen nehéz részletek teljes és matematikailag szigoru kidol-
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gozésa, és a feltételek lényeges javitdsa Arnold (1963) és Moser (1962) eredménye,
ezért nevezik az elméletet Kolmogorov—Arnold—Moser, réviden KAM-elméletnek.
A késébbiekben egy mar egyszerisitett bizonyitast ismertetiink.

A szdmunkra legérdekesebb dinamikai rendszerek koziil soknak a matemati-
kai megkozelités szamara igen elényos tovabbi tulajdonsaga is van: M-en megad-
haté olyan, gyakran az M topoldgikus tulajdonsagaival 6sszhangban levé mérték,
amelyet a dinamika invaridnsan hagy. Ez a helyzet pl. a klasszikus mechanika
Hamilton-rendszereinél, ahol az un. Liouville-mérték mindig invaridns az idébeli
fejlédésre vonatkozolag.

1.6 Definicié. Legyen (M, F) mérhetd tér, és rajta adott a p mérték, amelyet
az 1.1 Definici6 értelmében vett T' endomorfizmus invaridnsan hagy (azaz: VA €
Fre u(T71A) = p(A)). Az (M,F,u,T) négyest ugyancsak endomorfizmusnak
nevezziik. A szovegosszefiiggésbdl ki fog mindig deriilni, vajon van-e invaridns
mérték, avagy nincs, pontosabban gondolunk-e rd avagy nem. Ugyancsak, ha ezt
kiilon nem emlitjiik, a p mértékrdl feltessziik, hogy valdszinliségi mérték, azaz
pw(M) =1.

1.7 Definicié. Az (M, F, u, T) négyest automorfizmusnak nevezziik, ha T és T—!
is endomorfizmusok.

Az 1.3 és 1.4 Példakban a Lebesgue-mérték invaridns, mig az 1.5 Példdban
tipikusan nincs sima invaridns mérték.

1.8 Példa. (Gauss-leképezés) Tekintsiik az I := [0, 1) egységintervallum kovet-
kez6 transzformacidjat:
1
Tx = {—}
x

ahol {z} = z — [x] az = szdm tortrésze. Ez a leképezés nemcsak az 1.1 Definicié
értelmében endomorfizmus, hanem koévetkez$ Lemmank szerint az 1.6 Definicié
értelmében is.

1.9 Lemma. A Gauss-leképezésnek van sima invaridns mértéke, amelynek siri-

ségfigguénye
1

(1+z)log2

Bizonyitds. Ha van invaridns mérték, akkor az (y, y + dy) intervallum mértéke
egyrészt p(y) dy, masrészt

px) =

oo

> play) |day| = Zp zp)zy, dy

k=1
ahol 7 == (k+1vy)~': 1 <k az y = Tx egyenlet megoldésai. Innen

=S ent =300 (1)

k=1 k=1
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Elemi szamolds mar adja, hogy a Lemmaban szereplo stirtiség megoldja a kapott
fliggvényegyenletet. O
A Gauss leképezés alapvet6 szerepet jatszik a lanctortek metrikus elméletében.

1.10 Példa. (Intervallumleképezések) Az ??7 Példa sugallja a kovetkezd
leképezéscsalad bevezetését. Legyen f: [0,1] — R Cl-fiiggvény, amelyre a
Tz := {f(x)} médon értelmezett T': [0,1] — [0,1] endomorfizmus végesen in-
vertalhaté (azaz Vy € [0, 1]-re a Tx = y egyenletnek véges sok megolddsa van). Az
igy bevezetett leképezéseket nevezziik intervallumleképezéseknek. Mivel a lehet6
legalacsonyabb-dimenzidsak, ezért — matematikai vagy akar szamitégépes — ta-
nulméanyozasuk viszonylag egyszeriibb, ugyanakkor mar ezek is rendkiviil gazdag
viselkedést mutatnak. S6t ugyanez elmondhaté a még egyszer(ibb f(x) := px(1—x)
(1 > 0) kvadratikus fliggvény &dltal definidlt csalddra. Kés6bb ldtni fogjuk, hogy
ezen leképezések akkor viselkednek ergodikus, kaotikus, sztochasztikus médon, ha
létezik sima invaridans mértékiikk. A Gauss leképezésnél leirt médon itt is konnyii
felirni az esetleg 1étezd invaridns mérték p(y) slirliségfiiggvényére az egyenletet.
Nevezetesen:

x: Tex=y

A jobboldali operdtort (itt nem mondtuk meg, milyen térben értelmeztiik) nevezik
Perron—Frobenius—Ruelle-operdtornak, és ennek fixpontja a keresett stirtiség.

A valészinliségszamitdsbdl jol ismert az f: [0,1) — [0,1), f(z) = 2z (mod 1)
fiiggvény altal definidlt un. bindris- (vagy diadikus-) leképezés. Igen fontosak a
szakaszonként C! f-fiiggvények altal értelmezett intervallumleképezések is.

Csak emlitjiik a kétdimenzids analitikus leképezéseket, amelyek, ha lehet, még
az intervallumleképezéseknél is gazdagabb viselkedést mutatnak. Egyszerti példa
itt is a kvadratikus csaldd: Tz := 2% + ¢ ahol ¢ € C (nyilvan T': C — C).

Tovabbi fontos példakkal a kovetkezé fejezetekben is megismerkediink.

Mese a Naprendszerre vonatkozdé legiijabb szimulaciékrél.

Az 1994-es périzsi Matematikai Fizikai Vildgkongresszuson J. Laskar francia kutaté
meglep6 eredményekrél szamolt be. Lényeges allitasa, hogy a Naprendszer jovébeli
fejlédését 100 milli6é évre elore tudjak szamolni, és ez egyben elvi korldt is. Igen
érdekes elvi djdonsag, hogy a stabilnak hitt rendszerben kaotikus oszcillacidk is
megjelennek. Nevezetesen pl. a Mars forgastengelyének iranya végez ilyet. Ez
természetesen az idéjarasra is hat, ami erdsen csokkenti az élet kialakuldsanak
esélyeit. Ugyanezt a kaotikus oszcillaciot mutatta a Fold forgdstengelye is, amikor
a rendszerbél kihagytdk a Fold holdjat. Ez arra utal, hogy a Fold mozgédsanak
stabilitdsa, beleértve a Fold forgastengelyének szabdlyos valtozasat, annak kovet-
kezménye, hogy Foldiink viszonylag nehéz Holddal rendelkezik.
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Folytonos paraméterii dinamikai rendszerek

Differencidlegyenletekbdl szarmaztatott dinamikai rendszereknél az id6 folytonos.
Ezért természetes az egyparaméteres leképezés(fél)csoportok bevezetése.

1.11 Definicié. Legyen (M,F,u,T®) egyparaméteres automorfizmuscsoport,
azaz legyen Vt € R-re T?! automorfizmus, és teljesiiljon Vi, s € R és x € M-re:
Ttsx =T (t5z). T folyam, ha Vf: M — R mérhetd fiiggvényre f(T*x) mérhetd
M x R-en.

Az el6z6 definiciéban az R paramétertartomédnyt R -szal helyettesitve az érte-
lemszer®i vatoztatdsokkal kapjuk a T®+ endomorfizmus-félcsoport, masnéven fél-
folyam fogalmat.

1.12 Példa. (A térusz feltekerése) Ez a korvonal forgatdsanak altaldnositdsa.
Itt M := S ~R?/Z? | i a Lebesgue-mérték, és

Tlx =z +ta (mod S%)

ahol a € S9 tetszbleges.
Ugyanezt a transzforméciét tekinthetjiik csak diszkrét idépontokban

T) =z +na (mod §9). (1.1)

[e3

Ez a térusz eltoldsa, ami &ltaldban a csoport-eltolds specidlis esete (1. 3.7 Példa).
Ha lehetséges, mindig érdemes egyszerti mechanikai példakon keresztiil szemlél-
tetniink a bevezetett matematikai modellek jelentését, jelentOségét.

1.13 Példa. (Az inga fazisképe) Tekintsiink egy ¢ hossziisdgi fondlra felfiig-
gesztett m = 1 tomegl pontszer tomeget. Jeldljiikk g-val az inga kitérésének
sz0gét, p-vel momentumat, ami az adott esetben egyben sebessége is. Egyszert
elvekbdl kévetkezben
q=p
[ ) (1.2)

p = —w*sing,

9
hol w=,/=.
ahol w 7

Rendszeriink, amely igy is irhato:
G+ w?sing =0

Hamilton-rendszer, és Hamilton-fiiggvénye

2
P
H(p,q) = 5 + (1 - cosq)w”.

Valéban
_on
. oOH
p =

_(’“)_q’
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és gy
dH(p,q) OH . OH .
dt ~ Op b dq
miatt H = H(p(t), q(t)) mozgasallandd. Tehat az (1.2) egyenlet megolddsai a H =
constans gorbék mentén valtoznak. Emellett a g szogvaltozo 2m-periddikus, igy a
fazistér a (—oo < p < 00,0 < g < 27) hengerpalésttal azonosithatd.
Az (1.2) rendszernek két fixpontja, azaz szinguldris pontja van, vagyis ahol
p =0; ezek (p1 = 0,1 = 0), (p2 = 0,q2 = ) (az els6 az inga legalsd, a masik a
legfelsd helyzete). Mindkét fixpont kérnyezetében tekinthetjiik e rendszer linedris

kozelitését. Ezek
d 2
AP\ _ (0 ) (P\_p (P
dt \ ¢ 10 q q
d 2
amy_(0 w P\ _ p,(P).
dt q 1 0 q q
D, sajatértékei: Ay = tiw, Da-éi: Ao = +w.
Az elsé esetben a linearizalt egyenlet valés megolddsai p(t) = Cw cos(wt + ),
1
q(t) = Csin(wt + ¢), ezek ellipsziseken valtoznak (—2p2 +¢* = C?), a méasodik
w
esetben p(t) = Cwch(wt + @), q(t) = Csh(wt + ¢); ezek viszont hiperboldkon
1
véltoznak (—2p2 —¢*=C?).
w

A linearis kozelitések azonban csak a fixpontok kozelében irjak le jol a palyédkat,
globalisan igy néz ki a faziskép:

1. abra.

2
Valéban, a H = H(p,q) = % + (1 — cos q)w? energia konstans 1évén, H > 2w?
esetén a mozgas forgés jellegii, p sehol sem lehet nulla, ¢ monoton médon valtozik;
H
0 < H < 2w? esetén (p = 0, ¢ = arccos(l — —2)) pontja az orbitnak, a mozgas
w
leng6 jellegti.
2
H = 2w? esetén a megoldds a P w2(1 + cos ) gorbepéron, az in. szeparat-

rixon valtozik. A (0,0) fixpont elliptikus, a (0, 7) fixpont hiperbolikus, a szeparatrix
(m,0)-beli érintéi épp az (1.3)-ban szerepld Do linedris operator sajatirdnyai.

Figgelék

Meérhet6 tér, valdsziniiségi mez6. Ha M tetszéleges nem-iires halmaz, akkor
M részhalmazainak egy F csalddjdt o—algebrdnak nevezzik, ha (i) 0 € F, (ii)

minden Ay, ..., An,-- € F esetén | J A, € F, és végiil (iii) ha A € F, akkor

n=1
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A€ € F (mésszéval F zart a megszamldlhaté egyesités és a komplementerképzés
miiveleteire nézve). A u: F — Ry fiiggvényt merteknek nevezziik, ha tetsz6leges

Al Ap, € F, AnN Ay =0 (n # m) esetén pf UA Z“
=1
mérték valdszindségi, ha u(M) = 1. Az (M, F) pér neve ¢ mérheté ter az (M, F, )

hérmasé mértékes tér (illetve valdszindiségi mezd, ha p valészinliségi mérték.) Nem
jelentés megszoritds, ezért a tovabbiakban mindeniitt feltessziik, hogy a szerepld
mértékek teljesek, azaz ha B C A, és u(A) = 0, akkor egytttal B € F (és kovet-
kezbleg u(B) = 0). Ha M topolégikus tér (pl. metrikus tér, vagy specidlisan
az euklideszi tér), akkor a ny{lt halmazok altal generdlt o-algebra az Gn. Borel
o-algebra. Ha — Riemann-sokasagok, igy pl. ismét az euklideszi tér esetén — az ala-
pul vett mérték a Riemann-mérték, illetve a Lebesgue-mérték — akkor a széban
forgé mértéknek egyetlen legsziikebb teljes kiterjesztése van (az euklideszi esetben a
megfelel6 o-algebrat a Lebesgue o-algebrdnak és az ott értelmezett mértéket pedig
Lebesgue-mértéknek nevezzik).

Integralhelyettesités. A Perron—Frobenius—Ruelle operator levezetésénél mar
hasznaltuk és a jov6ben is sokszor alkalmazzuk az alapvetd integralhelyettesitési

azonossdgot. Legyen (M, F, u) val6szintiségi mezd, (M’, F') mérhetd tér, f: M —
M'" mérhet6 leképezés és ¢: M’ — R mérhetd fiiggvény. Akkor

| otr@mmtan) = [ owuts @) (14)

all, valahdnyszor barmelyik oldalon szerepl6 integral 1étezik.



2. fejezet

Poincaré rekurrencia tétele.
Ergodtételek

A legegyszeriibb kérdés, amely mar a mult szdzadban is foglalkoztatta a dinami-
kai rendszerekkel foglalkozé kutatdkat: visszatérnek-e elobb-utébb a fazispontok
sajatmaguk kis kornyezetébe. A periédikus pontok persze ilyenek, de ezekbdl vi-
szonylag kevés van. Poincaré egyszerli tétele igen altaldnos, mert topologiat sem
feltételez.

2.1 Tétel. (Poincaré rekurrencia tétele, 1899) Legyen (M, F,u,T) tetszble-
ges endomorfizmus, és A € F. Ekkor A p-majdnem minden pontja visszatérd, azaz
pu—m. m. x € A-ra In € Z, hogy T"z € A.

2.2 Kovetkezmény. A p—m. m. pontja erdsen is visszatérd, azaz végtelen sok-
szor visszatér A-ba.

Bizonyitas. Poincaré tétele miatt minden n-re T is visszatérd, azaz 3B,,, hogy

w(Bp) =0 és A\ By-en T™ visszatéré. A \ U B,, pontjai végtelen sokszor térnek

1
vissza A-ba. O

2.1 Tétel bizonyitasa. Legyen N C A a nem-visszatér6 pontok halmaza:
oo

N:=A\(|JT7%4) =An( ﬂ TR (M \ A)).
k=1
Allitjuk, hogy Vn € Z+—ra N NT~"N = . Valéban, ha x € NNT~"N lenne,
akkor x € A és egyuttal T"z € A lenne, igy x is visszatéré volna, ellentétben N
definiciéjaval.
Az elébbi allitas kovetkezménye: VO < k < [-re
T*NAT'N=T*NnT PN)=9

tehdt N,T-'N,...,T~"N,... paronként diszjunktak, ezért p végessége miatt
p(N) = 0. -
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Poincaré tételének egyszerti alkalmazdsa: tekintsiik a korvonal forgatasat
(1.4 Példa). Ha o = r/s raciondlis, akkor R® = Id, és minden pont periédikus.
Tekintsiik irraciondlis « esetét. 2.1 Tételt alkalmazva az A := (—6,0) hal-
mazra, latjuk, hogy 3= € A és In, hogy —§ < (0 #) = + na (mod 1) < 4.
Tehdt —26 < na (mod 1) < 26. Innen méar azonnal adédik, hogy Va € S-re a
{z + na (mod 1)} halmaz siirii S-en. (Megjegyezziik, hogy az {x + na (mod 1)}
halmaz stirli volta kozvetleniil is konnyen belathaté pusztdn azt hasznalva, hogy
irraciondlis « esetén e halmaz nem lehet véges.)

Igen gyakran olyan dinamikai rendszereket vizsgdlunk, ahol a fazistér to-
poldgikus struktiraval is rendelkezik; egyszeriiség kedvéért ilyenkor itt mindig fel-
tessziik, hogy M lokalisan kompakt, szeparabilis metrikus tér.

2.3 Definicié. Legyen T endomorfizmus. Az X C M részhalmazt minimdlisnak
nevezzik, ha nem tartalmaz valédi, nem-tires, zart, T-invarians részhalmazt. Ha
maga M minimalis halmaz, akkor a T-t minimdlis endomorfizmusnak nevezzik.
A T endomorfizmust topoldgikusan tranzitivnak nevezziik, ha van olyan x € M
fazispont, amelynek a palyaja stirit M-ben.

Topolégikusan tranzitiv endomorfizmus nyilvdn minimaélis. FElébbi észrevé-
teliink értelmében a korvonal irraciondlis forgatasa topolégikusan tranzitiv, igy
minimélis is.

Boltzmann ergodikus hipotézise és Neumann ergodtétele

Ludwig Boltzmann a mult szazad 70-es éveiben a statisztikus fizika megalapoza-
san dolgozva megfogalmazta az Gn. ergodikus hipotézist. Legyen My valamely N
szabadsagi foki mechanikai rendszer fazistere, és ezen fn: My — R egy mérés.
Rendszeriinkrol tegyiik fel, hogy egyensilyban van, tehat My-en adva van egy un
(mikrokanonikus) egyensilyi, vagyis invaridns mérték (a Liouville mérték). Boltz-
mann hipotézise szerint, ha rendszeriink nagy (N > 1), a megfigyelések idSbeli
atlaga konvergal a térbeli, egyensulyi atlagértékhez, azaz formalisan

T
1T / f(Toz)ds — /Mf(x) dpu(z)

hacsak T, N — oco. Mind a rendszer ,nagy” voltara vonatkozd feltevés, mind a
hasznalt konvergenciafogalom matematikailag tisztazatlanok voltak. Barmennyire
is fontos volt és matematikailag is izgalmasnak tiint az ergodikus hipotézis, mégis
csak tobb mint 50 év elteltével sikeriilt megtenni az els6 igazi 1épéseket.

Legyen (M,F,u,T) tetszéleges endomorfizmus, és f: M — R valamilyen
,érés” | azaz a fazistéren értelmezett, alkalmas feltételeknek eleget tevo fiiggvény.
Az ergodicitds matematikai modellezéséhez fontos 16kést adott Koopman otlete. A
dinamikai rendszereket természetes médon pontleképezésekként értették, mi is igy
vezettiik be a fogalmat. Koopman 1929-ben a kovetkezo egyszerii dtfogalmazast
javasolta: A pontleképezés helyett tekintsiik a

(T'f)(x) := f(Tx)
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— linedris — fiiggvénytranszformdciét, mondjuk az L, = {f: |[fll, =

(/ (If1P) du) /P < oo} fiiggvénytéren. (T-t a T leképezés altal indukdlt operdtor-
M

nak nevezziik.) A p mérték invariancidjanak kozvetlen folyomanya, hogy 1" izomet-

ria, azaz || T flp = || fllp és igy || T]|, = 1. Az indukalt leképezés objektuma kénnyen

kezelhet6 volt a funkcionalanalitikus megkozelités szamara, hiszen a funkciondl-

analizis a 20-as évek végére, részben éppen Neumann Janos munkdssiganak is
koszonhetéen, jol értett, természetes eszkozzé valt a matematikaban.

2.4 Megjegyzés. Ha egy T: L, — L, izometria adott, természetes kérdés, vajon

van-e olyan T: M — M, amely indukalné T-t. A vélasz altaldban nem, viszont ha
(M, F, ) Gn. Lebesgue-tér, akkor igen. A Lebesgue-terek tanulmdnyozasa azonban
most nem célunk.

2.5 Tétel. (Neumann Lz-ergodtétele, 1932) Tetszbleges f € Lo fiigguényhez
létezik f € Lo invaridns fiiggvény, hogy

[Anf = fllz—0

1 A . .
ahol Apf = —(f+Tf+---+T"'f) (A2 f € L, fiiggvény invaridns, ha f =TFf.)
n _
Igaz tovdbbd, hogy f az f elem Lo-beli ortogondlis vetilete az invaridns fiigguények
alterére. Végiil /fdu = /fdu.
2.6 Definicié. A T endomorfizmust ergodikusnak nevezziik, ha barmely f € Lo
fiiggvényre f = const. (Miutan dltalaban az L,-fliggvények csak p-m.m. értelme-

zettek, azért ezek egyenl6ségérélis csak ilyen értelemben beszéliink). Innen azonnal
kovetkezik, hogy T' csak akkor ergodikus, ha minden invarians fiiggvény konstans.

Ergodikus leképezésre a 2.5 Tétel harmadik allitasa miatt / fdu = f, vagyis

az els6 allitas igy szol

n —

%(f+Tf+ ---+T"‘1f>—L2<>o /fd“'

Tehat rogzitett dinamikai rendszerre épp Boltzmann hipotézisének allitasat nyerjiik
— itt Lo konvergenciaban. E megjegyzés mar mutatja az ergodtételek és az ergo-
dicitds fogalmanak rendkiviil fontos voltat, most térjiink rd Neumann-tételének
bizonyitasara.

2.5 Tétel bizonyitasa. Egyszerii 1épésekben. Legyen f € L.
1. A, kontrakeid, azaz || A fll2 < ||f]|2-

2. Ha A,f konvergsl, akkor f = lim A, f invaridns, mert T' folytonossiga
miatt )
TF = Tlim A, f = lim (”+ Apirf — i) -7
n n
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3. Jeloljik E := {f € Ly: A, f konvergél Lo-ben}.
Tételiink {6 allitasa kovetkezni fog az alabbi két tulajdonsagbdl:

a) E zart altér;

b) E tartalmaz Lo-ben siir(i részhalmazt.

4. a) bizonyitasara tegyiik fel, hogy fr € E és || fx — f|l2 — 0. Ekkor

[Anf — Amfllz < [An(f = fo)ll2 + [[(An — Am) fill2+
+ [[Am (fic = Hll2 <2\ f = fell+
+ ”(An - Am)fk||2-

A jobboldali els6 tag tetszOlegesen kicsivé teheto k alkalmas valasztasdval,

mig fix k-ra a méasodik tag is tetszOleges kicsi, ha n,m elég nagyok. Meg-

jegyezzilkk még, hogy lim A, f folytonos f € E-re, ugyanis ||A, fr — Anfl] <
n

I fx — £l

5. Bizonyitsuk b)-t. Nyilvdn f = Tf esetén f € E. El6szor belatjuk, hogy
(f,Tf) = || f||? ekvivalens azzal, hogy (f,T* f) = || f||2. Ekkor ugyanis (f,7'f)
valos, és ezért || f|12 = (f,Tf) = (Tf, f) = (f,T*f) = (T*f, f). Innen mér
latszik, hogy f = Tf akkor és csak akkor, ha f = T*f, azaz a T és a T*
operatoroknak az 1 sajatértékhez tartozé sajatalterei megegyeznek.

6. Korlatos A operatorok j6l ismert, egyszert tulajdonsiga: VA € C-re
Cl [Range (A — \)] @ Ker (A* — \) = Lo.

Innen esetiinkben (A = 7', A = 1) Cl [Range (I — T)] @ Inv = Ly, ahol
Inv :={f: f=Tf}={f: f =T*f}. (A felhasznélt tulajdonsdg igazoldsa:
valéban, ha h L Range (A — \), azaz ha Vf = Ag — Ag-re (h, f) = 0, akkor
Vg € Lo-re 0 = (h,Ag — g) = (A*h — \h, g), vagyis h € Ker (A* — )\); és a
gondolatsor megfordithaté.)

7. b) mér kévetkezni fog abbdl, hogy Range (I — T) ¢ E. Ez utébbi 4llitas
azonban trivialis, ugyanis ha f = g — Tg, ekkor

1 . L
Anf:g(g—T"g) Z 0.

n — oo

8. Azeddigiekbdl az is 1atszik, hogy f € Inv-re A, f = f = f, mig f € Range(I—
T)-re f = 0. Innen adédik, hogy barmely f € Lo-re f az f € Lo elem vetiilete
az Inv zart altérre. E megjegyzésbol a tétel masodik allitasa nyilvanvalo.

9. A harmadik 4llitds belatdséhoz tegyiik fel, hogy f = f+(I—1)g, ahol f € Inv,
g € Lo. Ekkor nyilvan all /f dp = /fd,u. Mivel az el6bbi alaki f-ek stiri

halmazt alkotnak Lo-ben, azért a kivant egyenldség egész Lo-n igaz. O
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2.7 Feladat. (Li-ergodtétel) Ha T endomorfizmus, akkor Vf € Li-re 3f € Ly
invaridns figguény, hogy ||Anf — flli — 0 (n — o0) és /fd,u = /fdu.

Utalas. Lo siirt altér Li-ben.

Az atlag normédban vett ergodtételek mellett igaz a m. mindentitt valé konver-
genciat allité an. individudlis ergodtétel is. Ennek bizonyitasat 1. pl. Cornfeld—
Sinai-Fomin: Ergodic Theory fiiggeléke.

2.8 Tétel. (Birkhoff (1931) — Hincsin (1933) ergodtétele) Legyen T endo-
morfizmus, és f € Ly. Ekkor 3f € Ly invaridns fiigguény, hogy A, f — [ teljestil

pU— m. m. €s fdu:/fd,u.

2.9 Megjegyzés. Mindharom ergodtétel analég megfogalmazdsa igaz (i) auto-
morfizmusra és (ii) folytonos paraméter(i rendszerekre is. Automorfizmus esetén
pl. 2.5 Tétel allitasa mellett igaz a kovetkezo allitas is: a

Asf=1/n(f+T 1 f+...T7"f)

jeloléssel élve 3f~ € Ly invarians fiiggvény, hogy || A, f — f|l2 — 0, (n — o), és
fm=/f4al y— m. m.
Folytonos paraméterli rendszerekre az ergodtétel egyszerii kévetkezménye a 2.5

illetve a 2.8 Tételeknek. Valdban elegendd utébbiakat az F(z) := / f(S%z)ds

fiiggvényekre alkalmaznunk (a Fubini tétel miatt f € Lq(u)-bél F' € Llo () azonnal
addédik).

Neumann ergodtételének kimonddsa utdn mar bevezettiikk az ergodicitas fo-
galmat, és megmutattuk annak alapvetd fontossagat. Most megadjuk az ergodicitas
fogalmanak egy egyszerii atfogalmazasat.

2.10 Definicié. (M, F,u,T) endomorfizmus esetén az A € F halmazt in-
variansnak nevezziik, ha x4 invaridns fiiggvény.

Az A halmaz csak akkor invaridns, ha (Ao T~ 1A) = 0. Kénnyfi ldtni, hogy
az invaridns halmazok o-algebrat alkotnak, ezt Z-vel jeloljiik.

2.11 Lemma. Az (M, F,u,T) endomorfizmus csak akkor ergodikus, ha minden
mvaridns halmaz trividlis, azaz mértéke 0 vagy 1.

A lemma bizonyitisa. Ergodikus T-re VA € Z-re x4 = const, ami csakis
akkor lehet, ha u(A) = 0 vagy 1. Tegyiik fel, hogy minden invaridns halmaz
trividlis. Akkor az f invaridns fiiggvényre igaz: minden ¢ € R-re az {z: f(x) < ¢}
halmazok invaridnsok 1évén, mértékiik 0 vagy 1. Tehdat van egy cg, hogy Ve < cp-ra
az emlitett mérték 0, Ve > co-ra 1. Ekkor f = c¢g, persze p majdnem mindeniitt.

O

Poincaré tételének alkalmazdsaként megkaptuk az na (mod 1) sorozat siir(i vol-

tat irraciondlis «v esetén. Az ergodtétel kovetkezménye lesz viszont
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2.12 Tétel. (Weyl tétele, 1916) Legyen « irraciondlis. Ekkor VI C S interval-
lumra n — oo esetén

1/n>  xi({na}) — u(I)

k=1
ahol 1 a Lebesgue-meérték.

A tétel valéjaban az irraciondlis forgatds ergodikus voltanak folyoménya. Ez
viszont speciélis esete a térusz feltekerésének (14sd 1.10 Példa).

2.13 Feladat. (V. Arnold) Tekintsik az1,2,...,2", ... szdmsorozat tizes szdm-
rendszerben felirt alakjdnak elsé jegyeit. Eléfordul ezek kézétt a 77 A 87 Ha igen,
melyik gyakoribb?

2.14 Feladat. Mutassuk meg, hogy ha valamely n-re T™ ergodikus endomorfizmus,
akkor T is az. Adjunk példdt arra, hogy az dllitds megforditdsa nem igaz.
n—1
Utalas. pu(I""AoA) <> (T 7+ Ao T/ A), ugyanis d(A, B) := u(Ao B)
j=0
metrikat definidl a mérhetd részhalmazokon.

Figgelék

Konvergenciafajtak. Véges mértéktér esetén a Holder egyenlétlenség miatt

1 <p<p-rel|fllp <\fllp all, igy Ly C Ly, tehat az L,-konvergencia kovet-

kezik az L;-konvergencidbdl. Tovébba a majdnem mindeniitt valé konvergencia

figgetlen az L,-konvergenciatdl, hiszen egyrészt pl. limb, = 0 esetén a [0, 1]-
n

en értelmezett f,, := anX(0s,) fliggvénysorozat mindeniitt tart 0-hoz, ugyanakkor

| frllp = b}/p|an|, ami tetsz6legesen bedllithaté, masrészt ha

gn ‘= Gn X[ k' K41
(o3 > S

1
ha 2™ < k < 2mH1 és |/ ==k — 2™, akkor ||ga||, = |am|(—m)1/p7 ami mar a,, = 1

valasztassal is tart 0-hoz, viszont a fiiggvénysorozat sehol sem konvergens.

Szorzattér. Legyenek (X1, Fi,u1), (Xao, Fa, p2) valdsziniiségi mezdk. Ezek szor-
zata (X, F) := (X1, F1,p1) X (X2, Fa, u2) természetes médon igy vezetheté be.
Egyrészt X = X7 X X9 := {(x1,22): v1 € X1,22 € Xo}, mésrészt F az A; X
Ay Ay € Fi, Ay € F; tipusu szorzathalmazok altal generalt o—algebra. Végiil
p (=p1 X pe) az egyetlen valészinliségi mérték, amelyre A; € Fi, Ay € Fy esetén
(A1 x As) = pa(Ar)pa(Az).

Fubini tétele. Tegyiik fel, hogy ¢: X — R mérhetd fiiggvény. Ha ¢ € Li(p),
akkor alkalmas A; C X7, pu(X1\ A1) = 06és Ay C X, p2(Xa\ Az) = 0 részhal-

mazokra/ o(x1, 22) po(das) illetve/ @(x1, 22) 1 (dz1) mérhetdek és végesek
X2

X1
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Aj-en illetve As-n, tovabba

/¢x1,x2 (dz) _/Xl </ P(z1, 72) o (dx2)> g1 (day)
/><2 (/ ¢(x1,x2)m (dx1)> iz (dza).



3. fejezet

Tovabbi példak. Ergodikus
leképezések

3.1 Tétel. A kérvonal o szdggel vald forgatdsa akkor és csak akkor ergodikus, ha
a irraciondlis.

Bizonyitas. Legyen az f: S — R korlatos, mérheto fiiggvény Fourier sora
f(z) = Z ane*™ ™ (a sor Lo-értelemben konvergél). Ekkor

Raf(fﬂ) _ f(Ral') _ Z(eQWinaan)eQﬂ'inw. (31)

n

Tudjuk, hogy f = R.f csak akkor, ha Vn-re a, = ¢2™"q,,. Marmost ha Vn # 0-
ra an, = 0 teljesiil, akkor f = const. Ha ellenben Ing # 0 hogy a,, # 0, akkor
e2m™moa — 1 ami pontosan akkor 4ll, ha 3k € Z, hogy noa = k. Tehdt « € Q. O

R, ergodicitdasanak és Birkhoff-Hincsin tételének folyoménya, hogy p-m.m. z-
re

1 n
LS il + kad) — () (32)
k=1
ha n — oco. Itt azonban igaz az er6sebb
3.2 Tétel. (3.2) teljesiil Vo € S-re.
Innen x = 0 vélasztdssal mar adédik Weyl tétele is (2.12 Tétel).
Bizonyitas.

3.3 Definicié. Az {x,: x, € S, n € Z} sorozat egyenletes eloszldst, ha tetszé-
leges I C S intervallumra

U3 i) — D)

k=1
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Elészor sziikséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy az {x,, } sorozat egyenletes
eloszlési legyen.

3.4 Lemma. Az {z,} sorozat csak akkor egyenletes eloszldsi, ha Yf € C(S)
figguényre

1 n
PR [ 1an (3.3)

A lemma igazoldsat késObbre halasztva bizonyitsuk tételiinket. Legyen f €
C(S). 3.1 Tételbdl kdvetkezik, hogy p-m.m. = € S-re

n

LS e ekol = [ fau (n o) (3.4

k=1

Megmutatjuk, hogy e konvergencia Vz € S-re is all. Valdban legyen T € S olyan
pont, amelyre (3.4) igaz, és legyen = € S tetsz6legesen rogzitett. Mivel {{Z +na}}
stirtl, ezért alkalmas k = k(d)-ra dist ({Z + ka},x) < J. Igaz viszont

n+E

S fatkah) = —= 3 f({z + ha})| <
k=1 k=1

f egyenletes folytonossiaga miatt a jobboldali els6 Gsszeg < %, ha § elég kicsi. A

masodik és harmadik tag viszont ranézésre < %, ha n elég nagy. Kovetkezésképpen
(3.4) Vx € S-re igaz. O
Bizonyitsuk végiil a 3.4 Lemmé&t. Tegyiik fel, hogy (3.3) 4ll Vf € C(S)-re

és igazoljuk, hogy {x,} egyenletes eloszlast. Jeloljik: v,(I) := ij(a:i). Fix
k=1
e > O-ra vdlasszuk meg az f, és f* € C(9) figgvényeket, hogy

(1) fulz) < xr(z) < f*(2) Va € S-re,

(i) /S (F* — f)du <.

Ekkor if*(:vz) <vp(I) < if*(xl) , azaz

k=1 k=1




3. Tovabbi példak. Ergodikus leképezések 19

Itt (3.3) miatt a bal és jobboldal konvergdl n — oo esetén /f* dp-hoz illetve

/ £* du-héz. S6t

u(l) — e < liminf V) < limsup vall)

n—00 n n—00 n

< p) +e,

mivel / fedp < p() < / f*du. Az allitds megforditdsdnak igazolasat mar

elég vézolnunk. {z,} egyenletessége azt jelenti, hogy (3.3) &ll intervallumok
indikdtorfuggvényeire. Kovetkezbleg (3.3) igaz lesz ilyenek véges linedris kom-
bindcidira is. Viszont ezekkel mér minden f € C(S) jél kozelitheté Li-ben — alulrdl
és feliilrdl is, igy az elobbi gondolatmenet — mutatur mutandis — elismételhets. O

A korvonal forgatdasdnak tobbdimenziés dltaldnositdsa volt a térusz eltoldsa
(1.10 Példa).
A 3.1 Tétel bizonyitasanak gondolata atvihetd, igy érvényes a

3.5 Tétel. A tdrusz (?7)-gyel értelmezett eltoldsa akkor és csak akkor ergodikus,
ha 1,aq,...,aq raciondlisan figgetlenek, ahol @ = (a1 ..., aq).

Ugyanigy altalanosithaté 3.2 Tétel, 3.3 Definicié, és 3.4 Lemma is.

3.6 Feladat. (Simanyi—Szasz) Legyen (M,F) mérheté tér, G csoport. Le-
gyen adott minden g € G-re eqy (M,F,T,) automorfizmus. Az (M,F,Tg) =
{(M,F,Ty): g € G} csalddot csoport-hatdsnak nevezzik, ha Vg1,92 € G -re
Tgg9o = Tg,Tg, (a G csoport hat az M téren). Tetszdleges x € M esetén az x
G-pdlydjanak nevezzik o Gz :== {Tyzx: g € G} halmazt.

Legyen adott a = (ay,...,aq) € RY, és tekintsiilk R%-ben az a-ra ortogonélis
g vektorok R9~!-el izomorf additiv G csoportjat. Hasson R%n a G csoport a
kovetkezéképpen: Vg € G,z € Ré-re

Tyx =g+

R4t faktorizalva Z? szerint végiil is T¢n kapunk egy G-hatdst. Bizonyitsuk be,
hogy

(1) G-nek csak akkor van T%-ben siir(i palysja, ha az a koordinitdi kozott van
kettd linedrisan fiiggetlen (és akkor minden pélya siirti);

(2) Az elébbi feltétel mellett a pélydk aszimptotikusan egyenletes eloszldstiak
(mit is jelent ez?);

(3) ** Legyen adott U C R? nyilt halmaz. Bizonyitsuk be, hogy van olyan véges
F halmaza az a-knak, hogy ha a ¢ F, akkor G = G, minden palyéja metszi
az U halmazt.

A csoport-hatds specidlis esete a
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3.7 Példa. A csoport-eltolds.
Legyen M kompakt topolégikus csoport és p a Haar-mérték M-en. Tetsz6leges
rogzitett g € G-re legyen
Tyx =g-x.

Ekkor (M, F,Tg, 1) automorfizmus. Ez a példa egyben &ltaldnositdsa a térusz
feltekerésének (1.12 Példa).

3.8 Feladat. Mi T ergodicitdsanak feltétele, ha G Abel-csoport?

A 3.2 Tétel bizonyitdsdban dontd szerepe volt a forgatds kovetkezd, (77)-ban
kihasznalt tulajdonsdgdnak: ha két fazispont tévolsdga < J, akkor ez érvényes
marad Osszes képeikre is! A kezdeti feltételekre vald érzéketlenség, amely itt igen
er0s és egyenletes, dinamikai rendszerek stabil viselkedésének alapvetd jellemzéje.
Az 5. fejezetben latni fogjuk, hogy a korvonal forgatésa, bar ergodikus, de az ennél
valamivel er6sebb kever6 tulajdonsaggal mar nem rendelkezik.



4. fejezet

Stacionarius sorozatok mint
dinamikai rendszerek,
Bernoulli-sorozatok

Legyen M = E? (vagy M = E?+) ahol E véges vagy megszamldlhaté halmaz.
x € M tehét {gy frhaté: « = (...,2_1,20,21,...). Hengerhalmaznak nevezziik
a H C M részhalmazt, ha alkalmas ¢ > 1-re, i1 < i3 < --- < ip indexekre és
FEy, ..., By C E részhalmazra

H:{$€M2$i1 EEl,...,,’EQEE@}.

Jelolje F a hengerhalmazok altal generdlt o-algebrat, és legyen p valdsziniiségi
mérték F-en. (Szokés dltalanosabban hengerhalmaznak nevezni a

H={xeM: (x;,...,2;,) € E}

halmazokat, ahol E C E tetsz6leges mérhetd részhalmaz. Az ezek altal generalt
o-algebra természetesen ugyancsak F.)

4.1 Definicié. A p mérték staciondrius, ha tetszéleges H hengerhalmazra és Vk €
Z-re
,u{:vil e Fy,... , Tiy € Eg} = M{l'il-Hc e Fy,... y Tig+k € Eg}.

4.2 Definicié. A (T'z); = x;41 Osszefiiggéssel értelmezett T: M — M automorfiz-
must bal-eltoldsnak (bal-shiftnek) nevezziik. Analég médon értelmezheté a T' bal-
eltolds, ha M = E%+, amely ekkor csak endomorfizmus, mert nyilvanvalé médon
nem invertalhato.

Konnyt 14tni, hogy az (M, F)-en adott p mérték csak akkor staciondrius, ha
invaridns a T bal-eltolasra nézve.

Hasonléan értelmezhetjiik az M = E%+ téren is a bal-eltolast, amely most endo-
morfizmus. Tovabbi természetes dltaldnositdsi lehetéségek: (i) E helyett vehetjiik
R-et vagy C-t, illetve Z,) helyett R()-t.
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4.3 Definicié. Ha a p staciondrius mérték egyuttal szorzatmérték, azaz V¢, i; <
<, FEy, ..., Ey vilasztéasra

4
/L{Jiil e Fq,... , Tip € Eg} = Hu{xij S Ej},

Jj=1

akkor a 4.2 Definiciéban definialt automorfizmust Bernoulli-automorfizmusnak ne-
vezziik. (Analég a Bernoulli-endomorfizmus fogalma.)

Az 1.10 Példdban mér sz esett a T: [0,1) — [0,1) Tz = {2z} bindris

Ly

i1’ amit szimboli-

leképezésrdl. Legyen z € [0,1) bindris eldallitdsa x = Z

=1
kusan igy frhatunk: x = (2o, z1,...). Konny( l4tni, hogy akkor Tax = (21,22 ...),
azaz T ugyanugy hat mint a bal-eltolds. Pontosabban:

4.4 Definicié. Az (M;, Fi,pi,T;): i = 1,2 endomorfizmusokat izomorfaknak
(konjugéltaknak) nevezziik, ha IM/ C M;, hogy p;(M; \ M]) = 0 és Jp: M| — M}
1-1 értelmi leképezés, hogy VA, C M/, A; € F; (i =1,2)-re

p1(p~ " Az) = pa(Az) (%) és pa(pAr) = pa(As)

tovabba M{-n &ll: ©T} = Tap (x) és Myn all: Thp~! = 1Ty,

Amennyiben ¢ nem invertdlhatd, és az utébbi reldciépdrok koziil csak a (*)-
gal jelzetteket koveteljiik meg, akkor az endomorfizmusokat szemi-konjugaltaknak
nevezzik.

A fenti tulajdonsagot szokds kommutativ diagramban is abrézolni:

T

Ml — M1
Ly Ly
My 2 M

Legyen specidlisan M; = [0,1), My = {0,1}2+, Tyax = {2z}, Ta(z0,71,...) =
1 1
(x1,x2,...), 41 a Lebesgue mérték és pq az <§5O + 551) mértékek szorzata. Ekkor

konnyl 1atni, hogy a két endomorfizmus izomorf. Az izomorfia fogalméara vonat-
kozolag konnytli gyakorlat:

4.5 Lemma. FErgodikusnak lenni izomorfia-invarians tulajdonsdg.

fgy a bindris leképezés ergodicitasa kovetkezni fog egy dltaldnos tételbol.

4.6 Tétel. Minden Bernoulli-endomorfizmus (-automorfizmus) ergodikus.

Térjiink ra a 4.6 Tétel bizonyitasara. Elorebocsatunk egy egyszerii feladatot.

4.7 Feladat. A mérhetd halmazok o—algebrdjdn

p(X,Y) = p(X oY) (4.1)
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szemi-metrika (azaz p(X,Y) = 0-bdl nem feltétlen kovetkezik X =Y ). Ugyanakkor
az egymdstol nullmértékd halmazban kilonbozéd mérhetd részhalmazok ekvivalencia-
osztalyain mdr a fenti p metrika.

Bizonyitds. Legyen A € Z. A mértékelméletbdl (vagy a valdsziniliségszami-
tasbdl) jol ismert a kovetkezd approximdcids tulajdonsdg: VA € F-hez és Ve > 0-
hoz taldlhaté olyan £ € Zy és Ay € F hengerhalmaz, amely ilyen alaki: alkalmas
Ay C B el i

Ar={z e M: (x9,21,...,20) € A} (4.2)

és emellett (Ao Ay) < e (azaz a szorzattér barmely mérhet§ halmaza tetsz6legesen
jol kozelithetd (véges tartéji) hengerhalmazzal). A stacionaritds kévetkeztében
w(T"AoT "As) <e (n€Zs) Ha A €T, akkor

H(A) = WANT™"A) = p(AeNT " Ag) + (AN T A) = w(A, N T Ay)]. (4.3)

Mérmost [u(X NY) —p(UNV)| < (X oU) + p(Y o V) (amibél valdjdban az
kovetkezik, hogy u(X NY) mindkét véltozéjaban folytonos) miatt

IWANT™"A) — (A NT " Ap)| < (Ao Ap) + u(T (Ao Ay)) <2e  (4.4)
fgy
[u(A) — p(AeNT™"Ap)| < 2e.

Azonban elég nagy n-re, egészen pontosan n > I-re — hasznélva, hogy T Bernoulli-
eltolas — u(A; NT"Ap) = (u(Ar))?, ezért Ve > 0-ra

1(A) = ((A))?] < |1(A) = (1(A0)?| = [(u(A))? = ((Ar))?| < 26 + 26 = 4e.
Tehét p(A) =0 vagy 1. O
A 4.5 Lemmabdl és a 4.6 Tételbdl adodik a

4.8 Kovetkezmény. A bindris leképezés ergodikus.

Analég médon targyalhaté a

4.9 Példa. (A pék automorfizmusa) Itt M = [0,1)?, u a Lebesgue-mérték, és
(u,v) € M-re

({2u},v/2) ha 0<u<1/2

P e S e esecr

A leképezés igy hat: elGszor az egységnégyzetet az u-tengely irdnyaban 2-szere-
sére nyujtjuk, és egytttal a v-tengely irdnydban 1/2-szeresére zsugoritjuk (a tertilet
invaridns marad!), majd a kapott téglalapnak az egységnégyzetbdl kilogé felét an-
nak fels6 felébe toljuk parhuzamosan. (A pék megkozelitéleg valami ilyet csindl.)
A Ty automorfizmus a pék automorfizmusa.
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1 1
Tekintsiik a kévetkezé Bernoulli-eltolast: M = {0,1}2, p ismét az (550 + 551)

mértékek szorzata, és To a bal-eltolds. Konnyt latni, hogy a

¢((---,$71,$0,$1,---)): ( 2?1152%)

=0 =1

egyenlettel értelmezett ¢p: Mo — M, leképezés izomorfia, ezért 4.5 Lemmabdl és a
4.6 Tételbol ismét adddik a

4.10 Kévetkezmény. A pék automorfizmusa ergodikus.

Az ergodicitas itt 4.6 Tételbdl jon. Lehetséges més bizonyitas is, amely a geo-
metriai képen alapszik, nevezetesen azon, hogy a pék automorfizmusa az egyik
irdnyban nyujt, a maéasikban zsugorit. Kzt a mechanizmust hiperbolikus visel-
kedésnek nevezziik. Eberhard Hopf ezt kihasznalé geometriai médszerét a 7. feje-
zetben targyaljuk.

Befejezésiil még egy megjegyzés. Fenti médszeriink igy is értelmezhetd: a sza-
munkra érdekes dinamikék (bindris leképezés, a pék automorfizmusa, . ..) helyett a
sorozatok terén keresiink veliik izomorf eltolast. Ez utébbi gyakran attekinthetébb
objektum, altalanos struktiura, és tanulmanyozasahoz felhasznalhatéak pl. az al-
gebra, a kombinatorika, valamint — a mérték stacionaritdsa miatt — a valdszi-
niliségszamitds, sét az informdcidelmélet illetve a statisztikus fizika (egydimenzids
rendszerek) eredményei is. Fontossdga miatt az objektumnak, illetve a médszernek
kiiléon neve van: szimbolikus dinamika. A mddszert a 70-es években Bowen, Ru-
elle és Szindj alapoztdk meg, és azdta is rendkivil széles korben alkalmazzak a
dinamikai rendszerek tanulmanyozéasa soran.

A T o-algebra mellett mésik fontos o-algebra az Gn. farok o-algebra.

4.11 Definicié. Az (M, F,u,T) endomorfizmus 7 farok o-algebrija
T := () Fu,
n>0

ahol 7, a kovetkez6 tipusi H hengerhalmazok dltal generalt o-algebra: alkalmas
H € B lre B
H:={xeM: (zn,Tnt1,--.,Tn+s) € H}.

Automorfizmusok esetén 7 mellett 1étezik még T~ 7 ~-farok o-algebréja is,
amely nem feltétleniil azonos 7 -vel.
Igen hasznos az egyszeri

4.12 Lemma. Z C 7.
Bizonyitas. Valdban, ha A € 7, akkor alkalmas A € El+-ra

A={zeM: (zo,21,...,) € A}.
Azonban Vn > 0-ra A =T ™A (mod 0), vagyis
A={z € M: (Tn,Zns1,...) €A} (mod 0).
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Tehat Vn > 0-ra A € F,, kovetkezésképp A € 7. O

A lemma jelentGsége abban &ll, hogy bizonyos esetekben 7 trivialitdsa is igaz,
s6t ezt konnyebb kozvetleniil bizonyitani mint Z-ét (lasd 4.6 Tétel bizonyitasat).

Egy megjegyzés a binaris leképezésrol.

Korabban a bindris leképezést kétféle felfogasban is tekintettiik: egyrészt mint
a [0,1] intervallum, mdsrészt mint a kérvonal endomorfizmusét és mindkét ob-
jektumot azonositottuk [0,1)-gyel. Az el6bbi esetben a leképezés szakaddsos, a
mésodikban sima (més az intervallum és mas a korvonal topolégidjal). Ha a korvo-
nalat (1-re normalt, igy 1 periédusi) szogvaltozo6 értelmezési tartomédnyédnak fogjuk
fel, akkor tehdt a 1.10 Példabeli jel6léssel élve f() = 20. Ezt a leképezést kiter-
jeszthetjik a sik leképezésévé a kovetkezOképpen: legyenek r, 6 polar-koordinatak,
és legyen

£4(r,0) = (r%,20).
r = 1-t helyettesitve azt 1dtjuk, hogy f*(1,0) = (1,20) = (1, f(0)).

4.13 Példa. Hogyan viselkednek n — oo esetén az (f*)"(r,0) palyak?



5. fejezet

Keverés és kinetika

Célunk a keverés fogalmanak bevezetése, amely az ergodicitasnél valamivel er6sebb
sztohasztikus tulajdonsdg. Fontos alkalmazdsa: biztositja a szébanforgd dinamikai
rendszer egyensilyhoz vald tartdsit alkalmas kezdeti mértékek esetén (ezt nevezik
a kinetika problémdjanak).

Az ergodtételekbdl folyik, hogy az (M, F, u, T) ergodikus endomorfizmusra f €
Lo esetén

1n71
lim = kr) = dp = .
dim 3 gt [ran= (5.1)

teljestil p-m.m. x € M-re és Lo-értelemben is. Lévén g € Lo-re ||[(Anf)g — cg|1 <
|ALf —cll2 |lgll2, (5.1)-bél egyuttal

lim. %g [atag@ an= [ sau [gan (5.2)

is kovetkezik.

5.1 Lemma. (5.2) ekvivalens T ergodicitdsdval.

Bizonyitds. Valéban, legyen A € 7, f = g = xa. Akkor (5.2)-bél kapjuk:
(AN A) = u(A) - p(A), ahonnan pu(A) = 0 vagy 1. O

5.2 Definicié. A T endomorfizmus keverd, ha Vf, g € Ly parra
Jim f f(T"2)g(z) dp = /fdu/gdu-
Standard gondolattal igaz az

5.3 Lemma. A T endomorfizmus csak akkor keverd, ha VA, B € F-re

lim p(ANT™"B) = p(A)u(B).

n—oo
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Innen egyszertien adédik az

5.4 Lemma.
(1) Keverdnek lenni izomorfia-invaridns tulajdonsdg.
(2) A keverésbdl kivetkezik az ergodicitds.
Bizonyitds. (1) a definicié kozvetlen kdvetkezménye. (2) igy lathaté be: a
keverésbdl azonnal kovetkezik (5.2), {gy az 5.3 Lemma miatt az ergodicitds is. O

Kevero leképezések alappéldéi a Bernoulli-endomorfizmusok.

5.5 Tétel. Minden Bernoulli-endomorfizmus (automorfizmus) keveré.

Bizonyitas. 4.6 Tétel bizonyitasanak mddszere a keverést is kiadja. Valéban,
az ott is hasznalt approximécios tulajdonsag miatt VA, B € F-re és Ve > 0-ra van
(4.2) alakd Ay illetve By, hogy p(A o Ag), u(B o By) < e. Ekkor

ANT"B) = (A NT "By) + [w(AoT ™ "B) — u(Ar o T™"By)] .

Mdérmost, ha n > ¢, akkor u(A, N T "By) = p(Ae)(Be), viszont (4.4)-hez ha-
sonléan
[W(ANT™"B) — u(AeNT™"By)| < 2¢

vagyis elég nagy n-re
WANT"B) — p(A)pu(B)] < de. O
Ugyanakkor a korvonal forgatasa nem kevero.

5.6 Lemma. Ha « irraciondlis, akkor T, nem keverd.

Bizonyitds. Legyen A = B = I = [a,b] C S tetszOleges intervallum. {na}
stirti S-en (. 2.1 Tétel bizonyitdsa utdn), igy |u(I N T—"I) — p(I)| alkalmas n-
re tetszéleges kicsivé tehetd, ami 0 < u(I) < 1 esetén ellentmondana lim p(I N

T7"1) = p?*(I)-nek. O

Nézziik a keverés tulajdonsaganak egy egyszerii, de fontos alkalmazasat. Legyen
(M, F, n, T®+) leképezés-félcsoport, de a t = 0 idépontban inditsuk rendszeriinket
a po nem-invaridns mértékbsl. Ekkor ¢(> 0) id6ben rendszeriink eloszldsa igy
adhaté meg: A € F-re

pi(A) = po{z: T'x € A} = po(TA).
Tegytik fel, hogy po abszolit folytonos az invaridns u-re nézve, és tegyiik fel, hogy

d
diuo € La(p). Ekkor

i) = [ xar oy = [ra(rn) ) du
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Ha T ergodikus, akkor (5.2) miatt

tin 5 [ () ds = () [ L) d = ()

t—oo 0

S6t, ha T keverd is, akkor
lim p(A) = p(A) (5.3)

t—o0

is all. Tehat igaz az

5.7 Tétel. Ha a (M, F,u, T®+) egyensilyi dinamika keverd, és a jo nem-egyen-
d
sulyt kezdeti mértékre % € Lo(p), akkor (5.3) igaz VA € F-re.
I



6. fejezet

A torusz algebrai
automorfizmusa

A d-dimenziés térusz, S¢ = R?/Z9 kompakt Abel csoport, amelyen tovabbra is
jeloli a Lebesgue-mértéket. (Tobb itt bevezetendd fogalom kiterjeszthetd dltaldban
kompakt Abel-csoportokra, amelyeken Haar Alfréd tételének specidlis eseteként
létezik a csoport-eltoldsra (1. 3.7 Példa) invaridns in. Haar-mérték, mi azonban
maradunk a térusz példdjandl.)

6.1 Definicié. Az (S¢, F,u,T) automorfizmust csoport-automofizmusnak nevez-
ziik, ha

(i) T és T~ folytonosak,
(ii) Va,y € S%re T(z +y) = Tx + Ty.
Legyen A = (ajk)1<j k<d €gész elemil matrix, amelyre | det 4| = 1.

6.2 Lemma. S%nek a
Tr = Ax (mod Z.%)
reldcio dltal értelmezett automorfizmusa csoport-automorfizmus.

Bizonyitas. Jelolje altaldban 2 € R? az 2 € S? elem valamely felemeltjét.
El6szor belatjuk, hogy T jol értelmezett. Ez azonnal adédik abbdl a feltételbol,
hogy A elemei egészek. Konnyti latni, hogy T~ ! is egyértékil. Valéban, |det A| =1
miatt A~ létezik, s6t elemei egészek. T és T—! folytonossiga nyilvanvals. A
|det A| =1 feltevésbél az is folyik, hogy a Lebesgue-mérték invaridns. Befejezésiil

Tx+y)=Alx+y) = Az + Ay =Tz + Ty,

ahol a = kongruencia mindig (mod Z%). O

Eloszor a Fourier-analizis eszkozével sziikséges és elégséges feltételt adunk a
torusz algebrai automorfizmusénak ergodicitdsara.



30

6. A torusz algebrai automorfizmusa

6.3 Definicié. A y: S? — C nem azonosan eltiing, folytonos fiiggvényt karakter-
nek nevezziik, ha Vz,y € S — re

X(@ +y) = x(@)x(y)-

6.4 A Definicié egyszerii kévetkezményei.

1.
2.

10.

Vx karakterre x(0) = 1, ugyanis x(0) = 0-bdl x(z) = 0 adédna.
Vx1, x2 karakter-parra yiy2 is karakter.
Az Gsszes karakter ilyen alaki:
Xn(2) = exp(2mi(n, x))
ahol n € Z¢ (ezek ugyanis a Cauchy-fiiggvényegyenlet folytonos megoldésai).

Az S = {Xn: n € Z4} csoportot dudlis csoportnak nevezziik.

J xn(@)p(dz) = do,n.
gd

. A karakterek teljes ortonormalt rendszert alkotnak Ls(S? u)-ben, ahol a

skaldrszorzat (¢, ) := /qﬁ(m)&(m)u(dx) Specidlisan (xn, Xm) = n—m.

Sd-n is tekinthetjiik az indukalt leképezést: y € Sd-re

(TX)(x) := \(Tx).

TX valéban karakter, mert

(Tx)(x +y) =x(T(x +y) = x(Tz)x(Ty) = (Tx)()(Tx)(y)-

TXn = XA*n-

Sd L2(S%, 1), igy valéjaban T a 2. fejezetben hasznélt T': Ly — Lo

leképezés Sd-re valé megszoritdsa, igy T itt is unitér. (N. B. T igy T is
invertalhaté.

T(x1.x2) = Tx1.Tx2 és (T)~* =T-1.

Tehét T is csoport-automorfizmus.

6.5 Tétel. A torusz T algebrai automorfizmusa csak akkor keverd, ha Vx(#£ 1) €

Sd karakterre a {(T)*x: k € Z} trajektoria végtelen, azaz aperiddikus. Ebben az
esetben T' keverd is.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy T ergodikus, de Ix(£ 1) € 54 és Im(#£0) € Z,

hogy (T')"x = x. Legyen m > 0 a minim4lis ilyen m. Koénny{ latni, hogy
1 ) -
Fr=—(+Tx+ -+ (1" )

invarins fiiggvény S%n. T ergodikus lévén f = const = c, viszont akkor a 6.4 5.
pontja miatt

1
0={(c,x) =—{X),

—
ami azonban pozitiv. Ezzel indirekte belattuk, hogy az indukalt trajektoria végte-
len.

Most ez utdbbit feltéve megmutatjuk, hogy T' kever6. Ehhez elég beldtni, hogy
Vf,g € L-ra (ahol L§ := {f € Lo: /fdu =0})

lim (T™f,g) = 0. (6.1)

n—oo

Tekintsiik f és g Fourier sorait:

f:Zaka, g:Zkak-

k£0 k#£0

6.4 6. pontja miatt (6.1)-et elég beldtni arra az esetre, amikor f és g Fourier sorai
végesek. Viszont
(T"f,9) =Y > awbe(T" Xk, Xe)-

k0 €0

6.4 5. és 8. pontja miatt (1™, xe) # 0 kizdrélag akkor, ha Ty, = xe. Fel-
tevésiink miatt azonban ez elég nagy n-re nem fordulhat eld, igy elég nagy n-re
(1" f,9) = 0. 0

6.6 Definicié. A térusznak az A métrix altal szarmaztatott (S<,F,u, T) auto-
morfizmusdt hiperbolikusnak nevezziik, ha Spec AN {|z| =1} = 0.

6.5 Tétel egyszerti kovetkezménye a

6.7 Tétel. Ha a toruszT algebrai automorfizmusa hiperbolikus, akkor T ergodikus
és keverd.

Bizonyitias. Ha az A matrix altal szarmaztatott T' automorfizmus nem ergo-
dikus, ha 3k # 0 és In(# 0) € Z? hogy (T)*xn = xn, vagyis 6.4 8. pontja miatt
(A*)*n = n. Ekkor természetesen A*-nak — és egytittal — A-nak van sajatértéke az
egységkoron. Vagyis ha ez nincs igy, akkor T ergodikus, s6t keverd. |

Pl. d = 2 esetén vagy mindkét sajatérték az egységkoron van, vagy mindketto
valds és egyikiikre |A\s| < 1, a mdsikra |A,| > 1 (itt s a stable, u az unstable sz6
kezdébetlije; ennek magyardzatat 1. a 7. fejezetben).
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6.5 Tétel bizonyitasa erésen haszndlta a 6.4 tulajdonsagokat, amelyek egyik
lényeges feltétele volt, hogy T csoport-automorfizmus. A kovetkez6 fejezetben a
térusz algebrai automorfizmusa ergodicitasanak aldtdmasztdséra olyan ,,geomet-
riai” mddszert ismertetiink, amely nem hasznalja ki a leképezés, ,egzakt” tulaj-
donséagait, ezért messzemenden altalalanosithato.
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Hopf geometriai mdodszere

A mddszert legegyszeriibb a térusz algebrai automorfizmusdnak esetére elmonda-
nunk. Kozvetleniil csak az ergodicitast adja, a keverést nem, viszont a mddszer
szoros Osszefiiggésben all a hiperbolikus dinamikai rendszerek elméletének gyokerei-
vel, és az altalanos, nem-egzakt esetekben lényegében az egyetlen eszkoz ergodicitas
igazolasara. Tehat igazoljuk a 6.5 Tételnél valamivel gyengébb allitast:

7.1 Tétel. A torusz hiperbolikus algebrai automorfizmusa ergodikus.

Bizonyitas. Egyszeriiség kedvéért legyen d = 2, vagyis mindkét sajatérték
valés és legyen |A\s| < 1, [\y] > 1. Ebben az esetben A-nak vannak R2-beli
sajatvektorai: es és e,. A bizonyitds fontos eszkozei a szidkild illetve tdgulo fo-
nalak.

7.2 Definicié. A T leképezés x € S¢ ponton keresztiil 4tmend sziikiilé (stabil)
fonala

v (x) = {y € S lim dist (T"z, T"y) = ()}
és taguld (instabil) fonala

v (x) = {y €S lim dist (T"z, T"y) = 0} )

n——oo

Valéjadban T stabil (instabil fonala) éppen a T—! leképezés instabil (stabil)
fonala. Esetiinkben e fonalak kénnyen leirhatdk:

v (x) = {Z +t es(mod Z?): t € R}

y(x) = {# +t ey,(mod Z?): t € R},
tehdt ténylegesen mindketté a térusz e, illetve e, irdnyu feltekerésének (v.o.
1.10 Példa) palyaja.

Térjink ra Hopf médszerére. Beldtjuk, hogy Vf € C(S?)-re az ergodtételben
szereplo f = const. Ez valéban elegendd, hiszen Vf € La-hoz és Ve-ra taldlhatd
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f- € C(5%), hogy ||f — fell2 < e. Mérmost lim A, f =T]; f és lim A,f. = 117
A

ahol HZ jeloli az Z-re val6 vetitést Lo-ben. Ha tehat f. EEN f, akkor egyuttal

I1; f;._- % [17 f, de konstans fiiggvények limesze konstans.

Automorfizmusrdl 1évén szd, hivatkozunk a 2.8 ergodtételre és az 2.9 meg-
jegyzésre:
egyrészt yp-m.m. x € S%-re n — oo esetén

(f(x)+ f(Tz)+ -+ f(T" 'z)) — f(2)
(f@)+ [T a) 4+ T '2) = F (2),

S|I=3|=

és f = fall p-m.m. z-re. Jeloljitk

J:={xecS*f (z)=f(x)} (7.1)
Mivel f egyenletesen is folytonos, igazak a kovetkez6 egyszerti megéllapitasok:
1. Ha z,y € v, és f(x) 1étezik, akkor f(y) is 1étezik, és f(x) = f(y).
2. Haz,y € v, és f () létezik, akkor f (y) is létezik, és f (z) = f (y).

Igazoljuk 1.-et. f egyenletes folytonossaga kovetkeztében Ve > 0-hoz 39 > 0,
hogy |f(z) — f(2')] < e hacsak o(z,2') < §. Mivel o(T*z,T"y) — 0, ha
k — oo (valéjaban a konvergencia sebessége |\s|¥, vagyis exponencilis), ezért
o(T*z, T*y) < 6, ha k > ko. Ekkor

ko—1 n—1

S o )+ > 0 ) < 2max|fiko o

n
k=0 k=ko

LS ((rha) - 50| =

k=0

1
n

ha n elég nagy.

Koénnyfi 14tni, hogy ha f(x) és f (z) Vx € S%re létezne és egyenld lenne,
akkor 1. és 2. mér automatikusan adndk, hogy f = const mindeniitt. A bizonyitds
héatralevo részében azzal a nehézséggel kiizdiink meg, hogy vannak kivételes pontok.

Tekintsiink S2-en egy elég kis P parallelogrammaét, amelynek oldalai parhuza-
mosak az ey illetve e, sajétvektorokkal. Jelolje altaldban x € P esetén 5 (z)
és vp(x) a v*(x) illetve y“(z) fondl z-et tartalmazé Osszefiiggd komponensét.
Rogzitsiink egy xg € P pontot. Akkor nyilvan

P— U wo= U b
zEYE (o) zEYH(z0)

ami egyben P direkt szorzat alakban valé el8allitésat is adja: P = 5 (z0) @75 (o),
s6t a P-n vett Lebesgue-mérték is a tényezokon vett Lebesgue-mértékek szor-
zatdnak konstansszorosa (a konstans = |sin <((es, €,,)]). Nevezzik v (x)-t (illetve
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vE(z)-t) jo fondinak, ha majdnem minden pontja € J (v.6. (?7?)). Fubini tétele
miatt v%(zo) majdnem minden x pontjra a rajta keresztiil &tmend % (z) fondl jé.
Feltehetjiik, hogy v%(xo) jé fondl. Tekintsiik a

Bi= |J (p@nJ

z€Y§ (zo)NJ

halmazt. Egyrészt ismét Fubini tétele miatt pu(B) = p(P), mivel p-m.m. x €
v (zo)-ra is a yp(x) fondl jo.

Belatjuk, hogy Vy,z € B-re f(y) = f (y) = f(2) = f (2), ami rogtén adja,
hogy B-naz f(y) = f (y) fiiggvény konstans. Legyeny € v%(y')NJ, z € v4(2")NJ.
Ekkor igaz a kovetkezd egyenloséglanc:

fw=F W=7 )=FfW)=7)=F (&)=T (2)=Ff(2)

(a hét egyenldség rendre igaz, mert 1. y € J; 2. y € vp(y'); 3. v € J; 4.
2 eNL(y); 5. 2 e J; 6. zenh(2); 7. 2z € J).

A tétel igazsiga végiil abbdl adédik, hogy egyrészt S? lefedhetd véges sok fenti
tipust parallelogrammaéval: S? C UP;, masrészt azutan mindegyik parallelogram-
mat centralisan picit nagyitva, és felhasznalva, hogy azokon a limesz py-m.m. kons-

tans, konnyen addédik, hogy ez a konstans minden parallelogrammara ugyanaz.
O

Megjegyzés. Hopf mdédszere az alapveté mddszer kaotikus tulajdonsagok: hi-
perbolicitds, ergodicitas, keverés, ... igazolasara. Eberhard Hopf 1938-ban (és 1939-
ben G. A. Hedlund is) ezzel a gondolattal mutatta meg kompakt, konstans negativ
gorbiileti feliileten adott geodetikus dramléds ergodikus voltat. A mddszer paratlan
elénye, hogy messzemenden altalanosithat. Alkalmazhaté nemcsak sima leképezé-
sekre, hanem szakadasos leképezésekre is, pl. a pék leképezésére is miikodik. Ennek
ergodicitasat ugyan tudjuk abbdl, hogy izomorf egy Bernoulli-automorfizmussal.
Ugyanakkor erre is konnyen megtalalhatok a stabilis és instabil sokasagok, és a
modszer miikodik.

Feladat. Keressiikk meg a pék leképezésére a stabilis és instabil invaridns so-
kasagokat.



8. fejezet

Invarians mérték létezése

8.1 Példa. (A csalé pék leképezése: A Smale-patké.) Tekintsiik az 2 =
[0,1]2 egységnégyzetet. Alkalmazzuk erre elészor az

5
A= 2
0

gl O

linedris leképezést, majd a [%, %} ® [0, %} téglalapot az

F:zc:(g)—(_l 0 ):C
transzformacioval vigyiik at az egységnégyzet fels6 élét érinto % szélességii sdévba. A
két leképezés T' = Fo A szorzata 1—1 értelmii leképezése az My = ([O, %] U [%, 1])®
[0, 1] halmaznak az My = [0,1] ® ([0, 2] U [2,1]) halmazba. Az I*\M; téglalapon
nem sziikséges értelmezniink 7-t, de ha mégis akarjuk, akkor nyilvan siman is
folytathatjuk T-t (pl. TI? lehet éppen patké alakd is).

Kérdés: milyen invaridns mértékei vannak a T leképezésnek, és ezek koziil
melyek azok, amelyek valamilyen értelemben természetesek? Mi ezeknek a
mértékeknek a tartéja?

Ezzel a kérdéskorrel kapcsolatos néhany alapveté eredménnyel foglalkozunk a
kovetkezOkben. Az adott példa lezdrasdul még megjegyezziik, hogy a példa leg-
egyszerlibb esete a Smale dltal az 1960-as években taldlt un. patko-leképezések-
nek. Példank esetén valéban 1étezik egy természetes invarians mérték, amelynek a
tartéjat, masnéven kilonds attraktordt nevezzilk Smale-patkonak.

Kriilov-Bogoljubov tétele

A legtobb alkalmazasndl csak a dinamika adott, azaz egy endomorfizmus—félcso-
port vagy egy automorfizmus—csoport, viszont a dinamika fazistere valamilyen sima
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strukturdval is rendelkezik. Igy pl. egy differencidlegyenlet-rendszer R"-en vagy
valamilyen M" sima sokasdgon értelmezett; s ha egyéltalan van invarians mérték,
akkor még az is lehet akar sima akar nem. Masrészt rengeteg invaridns mérték
is 1étezhet (ilyenek pl. a periédikus pdlyaivekre koncentralt mértékek). Invaridns
mérték konstrukcidjanak természetes és klasszikus modszerét adja Kriilov és Bogo-
lyubov tétele.

8.2 Tétel. (Kriillov-Bogoljubov tétele) Legyen M kompakt, metrikus tér és
T: M — M folytonos endomorfizmus. Ekkor T'-nek van p invaridns Borel mértéke

(W(M) =1).
Bizonyitas. Rogzitsiik M tetszbleges x pontjit, és legyen ¢ € C(M). Jeloljik

n—1
1 .
AL = Al(z) = - E o(T’z). Legyen tovdbbd ® = {p;: I > 1} megszdmlalhatd
Jj=0

sliri részhalmaza C' (M )-nek. (N.B.: egy kompakt M tér csak akkor metrizélhatd,
ha C(M) szepardbilis; 1. pl. Kelley: General Topology, 7. fejezet feladatai.)

Mivel minden ¢;-re az Aj szamsorozat korldtos, azért tartalmaz konvergens
részsorozatot. Lévén ® megszamlalhatd, a Cantor-féle 4tlds eljarassal kivalaszthatd
egy olyan n; — oo részsorozat, hogy minden [-re

lim A% = L(¢i).

Jj—00
Allitjuk, hogy
e lim AY/ = L(yp) létezik minden p € C(M)-re

Jj—o0
e és L(ip) folytonos és pozitiv, linedris funkciondl C(M)-en.

Az elsd 4llitds igazoldsdhoz rogzitett ¢ € C(M)-hez és tetszdleges € > 0-hoz
vélasszuk el8szor l-et, hogy ||¢ — @] < e. Akkor

| Al = Lg)| < A, + A% — Lig)|

[p—p1

ami < 2¢, ha j elég nagy. Kovetkezésképpen {Agj 1j > 1} Cauchy-sorozat min-
den ¢ € C(M)-re, igy konvergens is. A mdsodik &llitds innen mar egyszeriien
kovetkezik.
Riesz reprezentacios tétele miatt 1étezik egy valdszintiségi Borel mérték, hogy
L(p) = / pdpu.
Maéarmost
Jim A%y = LipoT) = [(poT)d

(N.B. Itt haszndljuk, hogy T folytonos!) Viszont

lim |47, — A%

j—00 @oT

2
< lim — |o(T™z) — p(x)| = 0
J—00 nj
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/(sooT)du=/<pdu

tetszOleges ¢ € C(M)-re. A tétel allitasa kovetkezik az aldbbi lemmdbdl.

igy

8.3 Lemma. u akkor és csak akkor invarians a T endomorfizmusra, ha minden
p e C(M)-re

/cpduz/(on)du- (8.1)

Bizonyitas. Jeloljiikk altaldban T,pu-vel a kévetkez§ mértéket: VA € F-re
Top(A) = u(T~LA). Igy pu akkor és csak akkor T-invarians, ha Ty = u. Egyszerti
integréalhelyettesitéssel

[t [on)ap). (8.2)

Ha tehdt p  T-invaridns, akkor (8.1) nyilvdnvals. Valéban: (8.1) nyilvan fenndll
mérhetdé halmazok indikatorfiiggvényeire, és innen egyszerii approximécios gondo-
lattal méar adédik folytonos fiiggvényekre is.

Tegylik fel most (8.1)-t, és legyen U nyilt halmaz, amelyre pu(0U) = 0.
Viélasszuk a ypy indikatorfliggvényhez folytonos fliggvények olyan csokkend ¢,
sorozatét, hogy o, (z) \, xu(z) minden x ¢ JU-ra. Valéban, legyen h.(z) =
1 — e tmin{p(x,U),e}, és ¢, = he,, ahol &, — 0, ha n — oco. (8.2) &ll minden
vy, figgvényre, igy Beppo-Levi tétele miatt xy-ra is. Kovetkezésképpen minden U
nyilt halmazra, amelyre p(0U) = 0, u(U) = pu(T~1U).

Tekintstink befejezésiil egy tetszbleges U nyilt halmazt, valamint annak F =
M \ U komplemeterét. A lemma bizonyitdsdhoz elegendd belatnunk, hogy u(F) =
w(TLF). Tekintsiikk 6 > 0-ra az G° = {x € M | p(x,F) < 6} un. parallel-
tartoményokat. Ezek nyiltak, és természtesen megszamlalhaté sok & kivételével
w(0G?) = 0. Legyenek 6,-ck ilyenck, és amellett tegyiik fel, hogy d, N\, 0. Vélasz-
tasunk miatt u(G°) = p(T~1G%). Innen n — oo esetén (T 1G%» = T~ NG
és a mértékek folytonossagi tulajdonsdga miatt mar adédik a lemma. O

Figgelék

Beppo-Levi tétele. Legyen (X, n) mértéktér. Ha az f,-ek integrdlhato figgvé-
nyek és sup/fn dp < oo, tovdbbd f, /" f, akkor f is integrdlhatd és /fn dp —
n

/fdu.

Riesz reprezentacids tétele. Legyen M kompakt metrikus tér. Ha L: C(M) —
R folytonos és pozitiv (azaz Vo > 0-ra L(p) > 0) linedris funkciondl, akkor létezik

egyetlen Borel mérték M-en, hogy ¥V € C(M)-re /gﬁdu = L(p).



9. fejezet

Markov-leképezések

Ebben a fejezetben egydimenzids leképezésekkel foglalkozunk.

9.1 Definicié. Az f: [0,1] — [0, 1] leképezést Markov leképezésnek nevezziik, ha
létezik diszjunkt nyilt intervallumok véges vagy megszamlalhatéan végtelen rend-
szere {I;: I; C [0,1]}, hogy

a) m([0,1]\ U ;) = 0, ahol m a Lebesgue-mérték;

J
b) Vj-re f|;, € C'(I;) és

f(I;) = (0, 1);

¢) megadhaté 8 > 1, hogy |f'(z)] > 5;
d) megadhaté C > 0és 0 <y < 1, hogy
‘f’(w)
f'()

hacsak alkalmas j-re z,y € I;.

Megjegyzések
1. Mindeniitt az alabbiakban f" jeloli egy leképezés n-edik iteraltjat; azaz f* =
foés fr=fofrt

2. A b) tulajdonsdg az tinMarkov-tulajdonség erés forméja, c) jelenti az f
leképezés egyenletes hiperbolicitdsat, mig d) a médszereink szdméra alapvetd
disztorzids becslések egyik valtozata.

3. Példak intervallum-leképezésekre:

(i) Markov-leképezés az f(x) = qr — [qz], ahol ¢ > 2 egész szédm; (ha ¢ > 1
nem egész, akkor a leképezésre ugyan teljesiil a), ¢) és d), azonban nem
teljestil a b) Markov-tulajdonség).
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8|~

(i) az :%—[

all, viszont a), b

] Gauss-leképezés (1. 1.8 Példa). (N.B. Itt ¢) nem

1
d) teljesiilnek. Valéban d) 4ll v < 5—61. Ugyanis

) és
T,y € <n+1 ) esetén

Y
Lol <ol s

2
<—+ 1)y —al' Ty -2l <

2 1
<Z 12— jy—2a|" =
< SO e = 4]
_ 2 o1y 1+y v
= n2_72 n+1) Ny —=z|" <

<22y — |

Az elmélet {6 eredménye Rényi Alfréd tételének (1957) kovetkezé &ltaldno-
sitésa:

9.2 Tétel. Ha f a [0,1] intervallum Markov-leképezése, akkor [0,1]-en létezik
egyetlen olyan f-invaridns valoszindségi mérték p, amely rendelkezik a kovetkezo
tulajdonsdgokkal:

d
(i) d—'u Holder-folytonos;
m

d d
(ii) 0 < inf ﬁ(z) < sup —'u(a?) < 00;

dm
(iil) a p mértékre nézve f ergodikus;

A 9.2 tétel bizonyitasa. A Kriilov—Bogoljubov tétel alapgondolatit hasz-
nélva vezessik be az my, := fI'm jelolést, azaz m,(A) = m(f~"A) minden
A Borel-halmazra. A kiilonbség annyi, hogy mivel most az invaridns mérték
stiriségfiggvényét kell megkonstrualnunk, ezért a mértékek gyenge kompaktsdga
helyett a siirliségfiiggvények kompaktsdgat biztosité Arzela—Ascoli tételt fogjuk
hasznalni.

b) és d) miatt f’ Holder-folytonos, azaz Vj-re Jo(= sup f'(z)) < oo, hogy
xel;

Ve, y € Ii-re |f'(x) — f'(y)] < Cajlz —y|7. Kovetkezésképp f mindegyik I; inter-
vallumot monoton és invertalhaté médon képezi le (0,1)-re.
Vezessiik be felbontdsoknak a kovetkezd finomodd sorozatat:

mo:={(0,1)},
m = {l;},
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azaz VI; olyan maximélis részintervallum, amelyet f 1-1 értelm{i médon és siman
képez (0,1)-re. Ennek altaldnositdsaképp:

N = {1, .}, ahol VI; ., intervallumra az

Iy, — (0,1) leképezés homeomort.

Ezt a definiciét ekvivalens médon igy is bevezethetjiik:
b)-bél kévetkezik, hogy Vj-re 1étezik oly f;: I; — (0,1) homeomorf leképezés,

.....

hogy

fU(@) = fju© fjus om0 fiu(@).
Erdemes megjegyezni, hogy ha x € L e, akkor 1 <1 < n-re fl(z) € Ij,,, .
(persze Iy := (0,1)). Vezessiik be a kovetkezd jelolést: = € I, ;. -re

Konnyti latni, hogy = € I; -re

Tu(x) = |(f") @) = £, ("7 @) S, (72 @) - f (@) (9-1)

Most mar elkezdhetjilk a tulajdonképpeni bizonyitast. Sziikitsiikk el6szor a
fazisteret a regularis pontok teljes mértékti My halmazara:

Nyilvdnvaléan My invaridns halmaz (itt erés értelemben, azaz Mo = f~1 My =
fMy), és m(My) = 1. Bizonyitdsunk a kovetkez6 £6 1épésekbdl ll:

1. Beldtjuk, hogy Va € (0, 1)-re
dm,,

1
() := S, (x) := yefz;@ AT (9.2)

dm

Valdjaban ez (9.1) és az el6tte mondottak egyszerii folyoméanya.

2. Igazoljuk a kovetkezo technikai alap-lemmat:

9.3 Lemma. Léteznek C1,Co > 0, hogy Yn > 1, Vo € My és Vy € n,(x) esetén

P < el @) - )]
tovabba
Jn (y) n n ol
7 -1 < clr@ - o, (9.3

3. Lemmank egyszerli kovetkezménye lesz az
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9.4 Lemma.
(i) 3K > 0, hogy Vn > 1-re és Va € (0,1)-re S, (z) < K;
(i) Vn > 1-re és Vx,y € (0,1)-re
1Sn(2) = Sn(y)| < Su(@)Calz —y[”.

4. Az eddigiek alapjan méarmost igy okoskodhatunk:

Jelolje H,( Z Sy(x ,1)) az A,,m mérték stirfiségfiiggvényét. A

9.4 Lemmébdl kovetkemk Vn > 1-re és Va,y € (0,1)-re

sup Hy(z) < K, (9.4)
|Ho(z) = Ho(y)| < Hu(z) Co o=yl (9-5)
E két tulajdonsdghdl eldszor is adddik, hogy H,: (0,1) — R egyértelmiien ki-

terjesztheté egy folytonos H, : M = [0, 1] —-R fuggvennyé, amelyre tovébbra is
teljesiilnek az (9.4)—(9.5) becslések. Mivel a {H, } sorozat egyenletesen korldtos
és egyenlé mértékben egyenletesen folytonos az M kompaktumon, az Arzela—
Ascoli tétel miatt alkalmas {Fnj} részsorozata egyenletesen konvergdl valamely
H: M — R folytonos fiiggvényhez, amelyre ugyancsak all:

sup H(z) < K, (9.6)
reM
[H(x) — H(y)| < H(z)Calz —y[, (9.7)

(9.6)—(9.7)-b6] természetesen
|H(z) — H(y)| < KCalz —y|7, (9-8)

is latszik.
Tétellink &llitasa adddni fog a kovetkezd lemmabdl:

9.5 Lemma. A u(A / H(x)m (dx) mértékre igazak a 9.2 Tétel dllitdsai.

Térjiink ra lemmaink bizonyitasara.

A 9.3 Lemma bizonyitasa. (9.1) és 9.1 Definicié d) pontja alapjan

ﬂ 1+ O @) - )]

y € N, (2)-bél egytittal f¢(y) € nn_e(x), igy 9.1 Definici6 ¢) pontja miatt

(@) = F)l < A (@) = f ()]
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ahol A = 1. A \; = )\ jeloléssel élve, és ismételten haszndlva a 1+ z < e*
egyenlGtlenséget,

3
|
-

Jn(y)
(x

< I [+ 27" @) = f )P <

N
~—
o~
Il
o

<

=

[1+ X" (@) = fr ()] <

o~
Il
-

<

3

[1+ X" (@) = fr ()] <

o~
Il
o

<exp» M) - M) =
£=0
1
1—X |

— exp [|f”<x> )P

C1 = (1 — 1)1 vélasztéssal adédik az elsé egyenlétlenség.
A miésodik igazoldsdhoz vdlasszuk a B, B’ > 0 konstansokat gy, hogy V 0 <
2 < Cjreexpz <1+ Bz és (1+ Bz)~! > 1 — B’z teljesiiljenek. Akkor

Jn(y)
Jn(x)

valamint x és y felcserélésével

<1+ BGf"(x) = (W),

> [1+ BOf"(x) — ()] > 1 B'Gilf™(@) - )] -

Osszesitve a két becslést

In(y)
Jn(x)

_ 1] < max{B, B}C\[f"(@) — ["()[" . O

9.4 Lemma bizonyitasa. Egyszerli integralhelyettesitéssel VI; . ; -re és

< Ju(y) / exp [C1[f"(z) — [ (W)["] dz < Ju(y) exp(Cr)m(T), ... 5.)- (9.9)

Ij7~~~)jn

(9.2) alapjén annak figyelembevételével, hogy minden egyes I;, . ;. intervallum
f"(x) pontosan egy elemét tartalmazza

Sn(z) < exp C1.
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Ezzel (i)-t belattuk.
(ii) bizonyitdsdhoz vegyiik észre, hogy

1 1
Su(x) = Suly) = Y 2(z) 2 Jn(2')

J, :
zef—n(x) z'ef="(y)

kifejezésben minden egyes I;,, ;. intervallumba pontosan 1-1 z illetve 2’ érték
esik, {gy (9.3) figyelembevételével

< CySy(x)|x — y|”. O

Su@ =Sul < Y 5

zef—n(x)

9.5 Lemma bizonyitasa.
(i) kovetkezik (9.8)-bol.

(ii) -ben a sup-ra vonatkozé allitds éppen (9.6), mig ha inf H(z) = 0, akkor
(9.7)-b8l H(z) = 0 adédna, ami ellentmondés.

(iil), vagyis az ergodicitds igazoldsdhoz gondoljuk meg el8szor, hogy ha A € T,
akkor 1étezik olyan B, hogy egyrészt (AoB) = 0, masrészt T"'B = B = T B,
azaz B erGsen invarians halmaz, mas szdval teljes orbitokbdl all. Tegytik fel
tehdt, hogy A nemtriviélis erdsen invaridns halmaz. p és m ekvivalencidja
miatt 0 < m(A) < 1.

Valasszunk egy tetszoleges € > 0 szamot. Lebesgue slirtiségi tétele miatt
3l,....5., hogy
m(ANT, . j,) > (L =e)m(l,..)

azaz
m(Lj,.. \ A) <em(lj, . j.)
Lévén fI; . ;. = 10,1], ezért, 1 = [ Jp(x)dz. A kozépértéktételbsl adédik,
hogy 3¢ € Ij,.....j,., amelyre J,(€) = m (Ij,....5,)
Igy @ C
Jn(x et
max J,(z)=J, max <
z€ljy,..., Jn ( ) (5) z€lyy,.., Jn J’n«(g) m(Ijl-,---Jn)
Tehat
0.1\ 4) T\ A)
m ([0, 1 Az/ Jp(z)dx < m(L;, 5y \A) <
Ly A m(@,g,) )
1

Ez igaz minden € > O-ra, ezért m(A) = 1, ellentmondds.
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Befejezésiil térjiink ra a tételben szereplé abszolut folytonos invarians mérték
unicitdsara. Tegyiik fel indirekte, hogy az altalunk konstrudlt p mellett van még
egy v # i, a Lebesgue-mértékre nézve abszolut folytonos invarians mérték. Mivel

dv
1 striisége pozitiv, azért v is abszolat folytonos u-re. Jeldlje p = 7 TetszOleges
n
h € Loo(p)-re igaz:

/phdu:/hdy:/hony:/p(hoT)du:/(ponl)hdu

ahol haszndltuk mind v, mind p invariancidjat. Innen poT~! = p y-m. m., azaz
p invaridns fiiggvény. p ergodicitdsa miatt ezért p = const. Azonban lévén u és v
valészintiségi mértékek, azért p = 1, vagyis p = v. 0

Figgelék

Holder-folytonos fiiggvények. Legyenek (M,d), (M’',d") metrikus terek. Az
f: M — M’ leképezés Holder-folytonos az x € M pontban, ha megadhaték C' > 0
és 0 < v < 1 konstansok és x € U C M kornyezet, hogy Vy, z € U-ra

d'(f(y), f(2)) < Cd(y, 2)" .

(A jol ismert Lipschitz-tulajdonsag épp az analég kovetelmény v = 1-gyel.)

Arzela—Ascoli tétel. Jelolje C(M) az (M, d) kompakt metrikus téren értelmezett
M — R folytonos figgvények halmazat. Az F C C(M) részhalmaz akkor és csak
akkor kompakt, ha

(i) F zért;
(i) V& € M-re az Flx] := {f(z): f € F} (C R) halmaz korldtos;

(iii) az F-beli fiiggvények egyenlé mértékben egyenletesen folytonosak (azaz Ve >
0-hoz 36 > 0, hogy Vf € F-reésVa,y € M-red(z,y) < 6-bl|f(x)—f(y)| < e
kovetkezik).

Felbontas. Legyen (M, F,v) valésziniiségi mez6. Pozitiv mérték{i halmazoknak
egy megszamldlhaté P = {A} csalddjdt felbontdsnak nevezziik, ha (i) A # B € P-
bél kisvetkezik v(A N B) = 0; (ii) v(M \ | J 4) =0.

AeP

Lebesgue siiriiségi tétele. Az A C R Borel-halmaznak az x € R pont siiriiségi
pontja, ha tetszéleges {I,,} (z € I,,) intervallumsorozatra lim m(ANI,)/m(l,) =
n—oo

1. Allités: Az A halmaz m-majdnem minden pontja A-nak sfirtiségi pontja.
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Kolmogorov—Arnold—Moser
tétel

A tételt a legegyszer(ibb esetre mondjuk ki és bizonyitjuk: a korgytirt sima for-
gatasanak kis perturbécidjara.

Jelolje A := (R/(27Z)) % [a,b] = {(x,y): 0 < x < 27, < y < b} a korgyfiriit
(annulust), ahol 0 < a < b. Tekintsiik ennek sima, monoton forgatdsit, azaz a
To: A— A

To(z,y) = (x +(),y)

leképezést, ahol v € C! és v/ (y) > 0, tovdbba legyen a T': A — A diffeomorfizmus

T(z,y) = (x+~) + f(z,9),y + g(z,y))

ennek kis perturbaciéja. Az ilyen leképezéseket ,twist”-leképezéseknek nevezziik.
Az egyszeriliség kedvéért azonnal feltessziik, hogy v(y) = v - y.

A T leképezésre nézve nyilvan valamennyi Sy := {(z,y): 0 <z < 27}, y € [a,b]
kérvonal invaridns, Ty mindegyiken forgatds; Sy-n a forgatdsi szdm (amely mindig

1-re normaélt) oY Masszoval, a Ty leképezés teljesen integralhatd, és mindegyik

Sy un. invaridns térusz. Az alapkérdés az, mi torténik az invaridns téruszoknak
ezzel a ,jolfésilt” strukturajaval a T leképezésnél, ahol f és g megfelelGen kicsik?

Mar Poincaré észrevette, hogy azok az invaridans toéruszok, ahol w = 5y
0

raciondlis (az Un. rezondns téruszok), eltlinnek tipikus kis perturbécié esetén. Az
50-es évekig azt hitték, hogy ugyanez torténik a nem-rezonans téruszokkal is, st
azt is gondoltdk, hogy kis perturbacié mdr ergodikus leképezéshez is vezethet (a
20-as években Fermi adott erre — hibds — bizonyitdst).

1954-ben azonban Kolmogorov észrevette, hogy ennek az ellenkezdje igaz: a
toruszok tobbsége tiléli a kis perturbaciét. Nevezetesen megmutatta, hogy ez all
az erdsen nem-rezondns toruszokra, vagyis amelyek w forgatasi szama eleget tesz
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a kovetkez6 diofantoszi feltételnek : 1étezik olyan v; > 0, hogy minden p, g € Z-re

v
wq—p|l > —. 10.1
g —pl > (10.1)

10.1 Lemma. A diofantoszi feltételnek eleget tevd w-k halmaza teljes mértéki.

Bizonyitas Jelolje v, p > 0-ra
Ay i={w:0<w<1és (10.1) teljesiil Vp, g(# 0) € Z -re}.

Nyilvédn p <y esetén A, ,, C A, v, igy feltehetjiik, hogy p > 1. Viszont

p p 4
A, )= {w:nggles w——‘<—}
(A= U ql  lglm+?

P,q7#0
igy
= v =1
m((Au)) <23 (g + Dom S4)_ o
g=1 q=1
ami tetszélegesen kicsi, ha p > 1 és v elég kicsi. g

Térjlink ra a KAM-tétel pontos kimonddsédra. Itt azzal az esettel foglalkozunk,
amikor f és g analitikus fuggvények. Feltessziik tehdt, hogy az f(z,y) és g(z,y)
komplex valtozés fliggvények 2m-periddikusak az x szog-valtozdban, és analitikusak
a

D= {(x,y) € C*: |Im z| < ro,y € D1},

tartomdnyban, ahol D; C C nyilt tartomdany, amelyre [a, b] C Ds.

Megjegyezziik, hogy az altalunk tekintett leképezésekre vezetheto vissza az tn.
redukalt 3-test probléma a koros esetben. Az n-test probléma n darab pontszerii
részecske gravitacids kolcsénhatassal mozgd rendszerének leirdasat jelenti. A 2-test
probléma épp a Kepler-feladat, az egyenletek megoldhatdk, a 2 test kipszelet alakt
palydkon mozog, amelyek egyik fékusza a rendszer stulypontjaban van. A redukélt
3-test problémédban azt az esetet nézziik, amikor a 3 részecske koziil az egyik-
nek a tomege igen kicsi és ugy tekintjiik a rendszert, mint a 2-test probléma per-
turbaltjat. Abban a specidlis esetben, amikor a 2-test probléméaban a részecskék
palyai korok, a redukalt 3-test probléma a korgytrt altalunk tekintett leképezésére
vezet. (Megjegyezziik, hogy a legtobb bolygé Nap koriili palyai nem nagyon térnek
el a kor-palydktdl.)

Hamilton-rendszerek alapvet6é tulajdonsdga, hogy rendelkezik sima invaridns
mértékkel, ez a jol ismert Liouville-mérték. Ennek szellemében a korgytriu dif-
feomorfizmusai esetén feltehetnénk, hogy ez a Lebesgue-mérték, a teriilet. Ennél
azonban gyengébb hipotézist fogadunk el, az tn.

10.2 Feltételt. (Metszet-feltétel) Tekintsik Yy € [a,b]-re az S, kérvonal
TS, :={T(xz,y): x € [0,2m)} képét. Feltesszik, hogy Vy € [a,b]-re

T S,NS, #0.
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10.3 Tétel. (KAM-tétel) Tegyik fel, hogy T: A — A (aholb—a=1)

T(z,y) = (z+vy+ f(z,9),y + g(x,y)) (10.2)

a korgylrd twist-diffeomorfizmusa, amely eleget tesz a metszet-feltételnek. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy az x-ben 2m-periddikus f(x,y), g(z,y) komplex vdltozds fiigguények
analitikusak a D tartomdnyban. Akkor ¥~y < 1-re, VD-re és Ye > 0-ra, tovdbbd
Vv >0, Vu > 1-re létezik olyan 6 = §(e, D, v, 1), hogy ha Vx,y € D-re

[flilgl <~-0 (10.3)
akkor minden w/2m € A, , N (1/2n[a+ ¢,b — €])-re T-nek van
€= (&) = (E +u(§), v(E)) (10.4)

invaridns gorbéje, ahol u és v 2m-periddikus, |Im &| < "0 ben analitikus fugguények.

A £ paraméter megdlaszthatd gy, hogy (T'¢)(€) = ((€ +w), tovdbbd
lu| + v — vy tw| < e. (10.5)
Megjegyzések.

1. Tételiinkben a megengedhetd perturbaciénak pusztan a ~-tél vald fliggése
latszik. A médszer javitdsaval azt is bebizonyitottak, hogy Vy < 1-re, VD-re,
Ve > 0O-ra, tovabbd Vv > 0, Vu > 1-re létezik olyan § = §(e, D, i), hogy ha
Vz,y € D-re

|f1, gl < ~yov?

akkor igaz a tétel &llitdsa. SOt, az invaridns téruszok w-t6l Lipschitz-
folytonosan fiiggenek, és a fazistérnek legaldbb 1—O(v) mértékii részhalmazat
alkotjdk.

2. Tétellink allitasa kozvetleniil kiterjeszthetd tobbdimenziés Hamilton rendsze-
rek esetére. A diofantoszi feltétel ez esetben: v > 0 és du > 0 konstansok,
hogy Vk € Z™, k # 0O-ra

k >
(k)] =
ahol |k| := |k1| + -+ + |knl|, w := (w1,...,wy), és n a rendszer szabadsigi
fokainak szama.

3. Fontos megjegyzés, hogy 1 < 1 esetén A, ,, = (). Ugyanis nyilvan

- Col< i mi _ol< inf . B
p};lEZIQIqu pI_ngZNg}ngqlwq pI_nghQOglqnglwq Pl

viszont a skatulya-elv folytan

1
. N
o in lwg —p| < 0

Tehét A, 1 = 0 ha v > 1, amib6l természetesen p < 1-re A, , = 0 is adédik.
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Figgelék

Analitikus fiiggvények. Legyen D C C a komplex sik egyenesen 0Osszefiiggo,
nyilt tartomanya. Az f: D — C fliggvényrol azt mondjuk, hogy analitikus a D
tartomanyban, ha D minden pontjaban differencidlhaté. Akkor az is igaz, hogy
minden z € D elég kis kornyezetében a fliggvény konvergens hatvanysorba fejthetd.

Ha I C R véges intervallum, akkor az f: I — R fliggvényt valds analitikus-
nak mondjuk, ha Vo € I-re x alkalmas kornyezetében a fiiggvény konvergens
hatvanysorba fejthet. FEz esetben létezik olyan D C C egyszeresen Osszefiiggo,
nyilt tartomény és f1: D — C, hogy f1 analitikus és f1 | I = f.

Cauchy-féle integraltétel. Ha f analitikus a D C C egyenesen 6sszefiiggd nyilt
tartomanyban, akkor barmely a D-ben fekvo zart I' it mentén integralva

jéf(z) dz = 0.

Fourier transzformalt. Ha az f: R — R 27-peridodikus fliggvény integrélhaté a
[0, 27] intervallumon, akkor Fourier egyiitthatdi

1 2

T : e f(2) dx (kez).

:E )

Az f formaélis Fourier sora

oo
Z fk eik;ﬂ

k=—o0



11. fejezet

A homolégikus egyenlet
megoldasa. A kis nevezok
problémaja

Itt egy latszatra tavoli kérdéssel foglalkozunk, amely mégis a KAM-tételre adott
bizonyitdsunk kiindulépontja lesz, és emellett frappansan mutatja a diafantoszi
feltétel szerepét a kis nevezdk probléméjanak feloldasaban.

A homolégikus egyenlet a kdvetkezd:

w(z +w) —w(z) = h(zx), (11.1)

aholz € S =R/(27Z) és 21 irraciondlis szam. Ennek megoldését keressiik adott h
gy

esetén. Itt is az analitikus fiiggvények korében dolgozunk, tehét feltessziik, hogy w
és h 2m-periédikus komplex valtozods fliggvények, amelyek analitikusak az |[Imz| < r
sdvban (r > 0).

Természetes lesz a Fourier-transzformaltakat hasznalnunk, tehat legyen

1 27 .
hgp:=— h(z)e”** dx (kez)
2T 0
(11.2)
1 2w X
Wk = 5 ; w(z)e”*dx,
Akkor — egyelére formalis megoldést keresve —
h(z) = e*ehy,
2 _ (11.3)
w(z) = Z eF Ty,
és 5
wy, i ha k # 0, (11.4)
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végil feltehetd, hogy
wo = 0.

A megoldhatdsag trivialis sziikséges feltétele

1 2w

h* = hg h(z)dx = 0.

:% .

Kérdés, hogy a (11.4) egytitthatékkal értelmezett (11.3) Fourier-sor mikor konvergdl
(és oldja meg a (11.1) egyenletet). Mivel

)

1
|sinx|2—min|x—pw|:zmin’£—p
2 p 2 plm

azért — a diofantoszi feltételt is hasznélva —

v

e — = -_— — m—.
o P| = Mgk

: kw‘ :
sin — | > mmin
2 p
Mivel h analitikus [Im x| < r-ben, ezért

sup |h(z)| =K < o0

Im z|<r

és

1 +ir4+2nw )

[l < 5 / h(z)e™ " dz| = KeIHI",

™ |J tir

Ezért .
—lklr (Y
|lwi| < Ke <7T|k|u) .

Tehat Z |wg| < 00, s6t az [Imz| < p (0 < ¢ < r) sdvban

h - k|*
lw(z)| < Z Tklemz < ZKef\k\ruelklg
k20 € T k70 v
ahonnan |[Im z| < g-ra
K
lw(z)| < C1W,

ugyanis
o0 1 o0
zte =0 qg = 7/ yte™Y dy.
/0 (r—o)#tt Jo
Tehat igaz a
11.1 Tétel.

1. A homolégikus egyenletnek — additiv konstanstol eltekintve — egyetlen folyto-

. w . .
nos megolddsa lehet, ha o irraciondlis.
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2
2. Ha h analitikus az |Im x| < r sdvban, / h(z)dz = 0, és w diofantoszi,

akkor létezik az egyenlet w = Lh megolddsa, amelyre az |Im x| < o sdvban
(0 < o <71 esetén)

K
lw(z)| < Clm,

2m
feltéve, hogy/ w(x)dez =0 (K = max h(z)).
0

Im z|<r

A tétel elsé allitasa azért kovetkezik a fentebb mondottakbdl, mert folytonos h
fiiggvény esetén a wy, egyiitthatdk (11.4) altal egyértelmiien meghatarozottak, és a
kérdés csupédn az, van-e egydltalan w(z) fiiggvény ezekkel a Fourier-egyiitthatdkkal.



12. fejezet

Az invarians torusz formalis
felirasa

A T leképezés invarians gérbéjét azonnal a

¢ = (§+u(§),v(E)) (12.1)

alakban keressiik, ahol £ a 2m-periédikus szog-paraméter, vagyis feltessziik, hogy
u és v 2m-periddikus fiiggvények, mindketten analitikusak az |Im &| < %0 savban.

Feltessziik tovabba, hogy
(TO(E) =¢(€+w)

ahol 21 irracionélis és |u| + |v — v~ lw]| kicsi.
0y

Az (12.1) invariancia-feltétel pontosan azt jelenti, hogy

§+u(§) +7v(8) + f(E+u§),v(E)) = +wtul+w), (12.2)
(&) +9(§ +u(§),v(§)) = v(§ +w). (12.3)

Ezt az alapegyenlet-rendszert kell megoldanunk. Ty perturbaciéjanak egyszeriibb
esete lenne, ha f(z,y) = Ao(z,v), g(z,y) = Ago(x, y)-t vélasztandnk, ahol X kis
paraméter. Ez azonban nem jelent 1ényeges konnyebbséget, ezért inkabb feltessziik,
hogy f(x,y) = f(z,y, ), g(x,y) = g(z,y, \) ahol f és a g-nek a kis, A paramétertél
fliggése is analitikus, amibdl itt azt fogjuk haszndlni, hogy a hatvanysor véges
részletosszegei a megfeleld maradéktaggal kozelitenek. Ekkor u(€) és v(€) is fiiggni
fog A-tdl, ismét feltessziik, hogy analitikusan (valjdban csak az kell nekiink, hogy
a fliggvények formdlis hatvanysorba fejthetk). (12.2)—(12.3) most igy néz ki:

u(l+w,A)=u+yv—w+ f(E+u,v,A) (12.4)
v(€ 4+ w,A) =v+ g(§+u,v,N). (12.5)
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Tegyiik fel tehat, hogy

F@,y,A) =Y A fulx,y) (12.6)
n=1
g(Iayv)‘) = )‘ngn(xay) (127>
n=1
u(€) = u(&A) =D N'un(§)
V() = (&) = 7w+ 3 A, ()
(12.4)—(12.5)-bdl egyiitthatd dsszehasonlitdssal
Un(§ 4+ w) — un(§) — yon(§) = Fu(§) (12.8)
vn (€ + w) —vn(§) = Gn(ﬁ) (12'9)

ahol F,(€) (és hasonléan G,(§)) A" egylitthatéja f(€ + Z)\”un(f),vflw +

n=1

D> XN, (€),A) (illetve g(§+ Y " AN un(€), 7 w+ > X'0n(€), A)) A-hatvénysord-
n=1

n=1 n=1

ban. Mivel az (12.6)—(12.7) hatvénysorokban a konstans tag 0, ezért

Fn(é) = fn(é.a’y_lw) + (I)n{flaulavl: < n}
Gn(&) = gn(&, 7 W) + U { fo, ug, ve: £ <}

Mint 11.1 Tételbdl tudjuk, (12.9) megoldhatisdgdnak sziikséges feltétele: G = 0.
Ennek belatasat késébbre halasztjuk. Mindenesetre, ha ez teljesiil, akkor 11.1 Tétel
alkalmazhatd, hacsak F,(€) és G, (&) analitikusak valamely sdvban. A Fourier-
egyutthatokat (1. (11.2)) -al jelolve, és az n indexek kifrdsét mellézve (az (12.8)—
(12.9) egyenletek alakja n-t6l figgetlen!), a megoldds Fourier-egyiitthatéi a kovet-
kezdk (v. 6. (11.4))

_ G
= — k#0
Vg cikw _ | ( 7£ )
~ ﬁk 7@1@
= — - k#0
Uk ezkw -1 + (ezkw _ 1)2 ( # )
F
Vg = ——O, U tetszbleges.

Tényleges bizonyitasaink ezeken a formalis eredményeken alapszanak. Bizonyitsuk
azonban ezek feltételét; ez az egyetlen 1épés, ahol hasznalni fogjuk a metszet-
feltételt.
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2m
12.1 Lemma. Vn > 0-ra Gn(§) d¢ =0.
0
Bizonyitas. Indirekt. Tekintsiik azt a legkisebb n értéket, amelyre

1 27
m

Gn(§)ds # 0

:%0

és g helyett a (g — mA\)™ fliggvényt. Ekkor a (12.8)—(12.9) egylitthaté-egyenletek
megoldhaték nemcsak (n — 1)-ig hanem n-ig, és véve az

fiiggvényeket, a (12.4)-(12.5) alapegyenletek teljesiilnek mod 0(A" 1), azaz

E+ U+ + fE+T,0) = +w+a(E+w)+0A"T)
U+ g(§+1,0) =0(§ +w) +mA" +0(A" )
(itt haszndljuk f és g véges sorfejtéseinek maradéktag-becsléseit). Mindez fel-
foghat6 a kovetkezOképpen is: a (£ + a(&, ), (€, \)) gorbe képe megegyezik az
elébbi egyenletpar jobboldaldval. Ha a kép metszi a gorbét, akkor valamely &-re és
¢ =&+ wraés A — 0ra
E+a(é\) =& +a(g,A) + 0\ )
B(EN) = (€, N) +mA™ +0(A" ).

Innen ¢ = & + 0(A"H!) adédik az elsé egyenletbél, mig ugyanekkor a masodikbol
m = 0-t kapunk, ami ellentmondas. O



13. fejezet

Feladatok

Megoldanddk a x-tel jelolt feladatok.

1. * Legyen (M, B,T) endomorfizmus, ahol M topolégikus tér, B a Borel o-
algebra, és T folytonos. A T endomorfizmust topoldgikusan tranzitivnak ne-
vezzik, ha létezik slirti orbit. T-t minimdlisnak nevezziik, ha nem létezik
valodi, zart, nem-iires, invaridns részhalmaza M-nek. 1. Igazoljuk, hogy a
kérvonal Ry © S — S, Ry := z+« (mod 1) forgatdsa topologikusan tranzitiv,
st minimdlis, ha o« ¢ Q. 2. Mutasson példdt topoldgikusan tranzitiv, de nem
minimdlis leképezésre.

2. * (V. Arnold) Tekintsiik az 1,2,...,2",... szdmsorozat tizes szdmrendszer-
ben felirt alakjanak elsé jegyeit. Elofordul ezek kozott a 77 A 87 Ha igen,
melyik gyakoribb?

3. * Mutassuk meg, hogy ha valamely n-re T" ergodikus endomorfizmus, akkor
T is az. Adjunk példéat arra, hogy az &llitds megforditdasa nem igaz.
n—1
Utalds: p(T~"Ao0 A) < Z w(T~I Ao T A), ugyanis d(A, B) := u(Ao B)
j=0
metrikat definidl a mérhetd részhalmazokon.

4. * (Neumann ergodtétele operdtorokra) Legyen U a H szeparabilis Hilbert
tér izometridja, és P az ortogondlis vetités az invaridns vektorok Z := {f €
H | Uf = f} alterére. Ekkor minden f € H-ra teljesiil

n—1

1 )
lim = U'f = Pf.
nggonH) f=Pf

5. * Mutassuk meg, hogy 2", n € Z az 1,2,...,9 jegyek tetsz&leges véges hosszi
sorozatéval kezdddhet (az els6 jegy persze nem 0).

56
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6.

10.

* (Siméanyi-Szész) Legyen (M,F) mérhet6 tér, G csoport. Legyen adott
minden ¢ € G-re egy (M,F,T,) automorfizmus. Az (M,F,Tg) =
{(M,F,T,): g € G} csalddot csoport-hatdsnak nevezzik, ha Vgi1,g2 € G-
re Ty, g, = Ty, Ty, (a G csoport hat az M téren). TetszOleges x € M esetén
az « G-pdlydjdnak nevezik a Gz := {Tyx: g € G} halmazt.

Legyen adott o = (o, ..., aq) € RY, és tekintsiik R%-ben az a-ra ortogonalis
g vektorok R4 1-el izomorf additiv G csoportjat. Hasson R%n a G csoport a
kovetkezéképpen: Vg € G,z € Ri-re

Tyx =g+ .

R4t faktorizdlva Z¢ szerint végiil is T¢-n kapunk egy G-hatést.
Bizonyitsuk be, hogy
o G-nek csak akkor van T-ben sird pdlydja, ha az a koordindtdi kozitt
van kettd linedrisan figgetlen (és akkor minden pdlya siri);

o Az eldbbi feltétel mellett a pdlydk aszimptotikusan egyenletes eloszldsuak
(mit is jelent ez?);

o ** Legyen adott U C R? nyilt halmaz. Bizonyitsuk be, hogy van olyan
véges F halmaza az a-knak, hogy ha o ¢ F, akkor G = G, minden
pdlydja metszi az U halmazt.

*X A csoport-hatds specidlis esete a csoport-eltolds.

Legyen M kompakt topoldgikus csoport és p a Haar-mérték M-en.
TetszOleges rogzitett g € G-re legyen

Tyrx=g-z.

Ekkor (M, F, Ty, ) automorfizmus. Ez a példa egyben altaldnositdsa a térusz
feltekerésének (1.12 Példa).

Mi Ty, ergodicitdsanak feltétele, ha G Abel-csoport?

X AT térusz T, @ T4 — T4, T,, = 2 + a (mod 1) eltoldsa akkor és csakis

akkor minimalis, ha 1,aq, ..., ag raciondlisan fiiggetlenek.
*AD:S— S, Dzr=2zx (mod 1) diadikus leképezés

a) topolégikusan tranzitiv?

b) minimalis?

X Tekintsiik az R? stk A = (2 1) matrixszal adott linedris leképezését.

1 1
Mutassuk meg, hogy A természetes médon szarmaztatja a T? = R? /Z? térusz
T4 automorfizmusat (kissé pongyoldn Tyx = Az(mod Z?)). Keressiik meg
ennek az invaridans mértékét!
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

* Altaldnositsuk az el6z6é feladatban megjelend szituaciét magasabb di-
menzidra is!

Tekintsiik az M = {0,1}” halmazon a

T; kiilonben

(T:C)i:{l_xi haVj<irex; =1

osszeado gépet. (itt x = (..., z_1,70,71,...) € M).

a) Keressiink invaridns mértéket!

b) Mi T-1?
X f: M — M folytonos leképezése M = T?nek. f akkor és csakis akkor
topolégikusan tranzitiv, ha VU V' C M nyilt halmazra 3N = N (U, V) egész

szam (N > 1), hogy U N fNV # (. (Az allitds igaz lokalisan kompakt,
szepardbibilis metrikus terekre is.)

* Tekintsikk az I = [0,1] intervallum Tx = 4z(1 — x) endomorfizmusat.
Mutassuk meg, hogy I-nek vannak pontjai, amelyek sem periodikus pontok,
sem gyengén peridédikus pontok.

X Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladatban szereplé leképezésnek a o(z) =

_1
C - (z(1 —z))” 2 fuggvény az invaridns siirlisége. Mi C' értéke?

X Mutassuk meg, hogy a 14. feladatban szerepld leképezés izomorf az

2x, T <
Tx =

1—2x, T >

sator-tetd leképezéssel?

X Legyenek 1 < xo < --- < xg a T2 leképezés fixpontjai, ahol T a 14.
feladatban szerepl6 automorfizmus. Nyilvdn x; = 0.

3
a) Mely i-re lesz z; = 1 ?

b) Csoportositsuk a maradék 6 pontot a T leképezés két 3 periddusi
palyajébal
* Legyen (M, F, i) mértéktér.

a) Mutassuk meg, hogy d (A, B) := u (A o B) pszeudo-metrika. (Ao B :=
(A\B)U(B\ 4))

b) Hogyan lehet d (A, B)-t metrikdva tenni?
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¢) Mutassuk meg, hogy
W (XNY)=pUnV)[<pXolU)+pu(YoV).

19. * Mutassuk meg, hogy a pék leképezése: T : [0,1)% — [0,1)?

Y 1

P —) -

. B (x,2 , O<J:<2

)= 2:6—1y—+1 l<9c<1
2 )

ergodikus és kevero.

20. ** (Rényi Alfréd) T akkor és csakis akkor keverd, ha V A € F-re

lim p(T7"ANA) — [u(A)]

n—oo

21. * Mutassuk meg, hogy [0, 1) kovetekezd leképezései ergodikusak és keverdek
is:

a) Ta = {2x+%}

2x, T <
b) Tz =
20 —xz), x>

N = N =

22. Bizonyitsa be, hogy egy irredubicibilis Markov-eltolas ergodikus.

23. Bizonyitsuk be, hogy minden aperiodikus irredubicibilis Markov-eltolas ke-
vero.

24. Milyen dinamikai rendszert definidl [0, 1]%-en az

14+¢ 1
€ 1
matrix?

25. Bizonyitsuk be, hogy a

a) szorzat
b) ferde-szorzat

c) felemelés
leképezések endomorfizmusok.

26. Mutassuk meg, hogy az indukalt leképezés automorfizmus.
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27.
28.

29.
30.

31.

Bizonyitsuk be, hogy a T} és T5 kevero, akkor T x T5 is az.

Ha Ty és T5 ergodikus, akkor T7 x T5 akkor és csak akkor ergodikus, ha
Ag(Tr) N Ag(To) = {1}.

(Ag(T) jeloli a T altal indukélt operdtor sajatértékeinek halmazat.)

X Melyek a Gauss-leképezés fixpontjai?

Jelélések, definiciok

Legyen (M, F, u, T) endomorfizmus.

a. Tegyiik fel, hogy u(A) > 0. Legyen T4 : A — A a kovetkezd: legyen
Taz := T*z, ha k € N a legkisebb érték, amelyre TFz € A. Ta-t
Poincaré-leképezésnek (vagy elsé visszatérés leképezésnek, vagy derivalt
leképezésnek) nevezziik.

b. f : M — N mérhet6 fiiggvény. Jelolje
My={(z,k)|zeM, 1<k<flx)}CMxN
Legyen Fy az A x {k}, A C F, k € N halmazok &ltal generalt o-algebra és
legyen pp(A x {k}) = u(A). Legyen Ty : My — My a kovetkezo:

_{ (wk+1) ha k< f(2)

Ty(w, k) = { (Tz,1) ha k= f(x).
Ekkor (My, By, 11sTy) a torony-endomorfizmus. (Megjegyezziik, hogy py csak
akkor valdszinliségi mérték, ha fdu = 1, de a definicié altaldban is

M
értelmes, ha f € L1(p).)

A. Mutassuk meg, hogy a Poincaré-leképzés €és a torony-leképezés is
meértéktartoak.

B. Ha T ergodikus, pu(A) >0 és f € L1(p), akkor Ta és Ty is ergodikusak.
Jeldlések, definiciok:

Legyen M topologikus tér, p valoszintiségi Borel-mérték

supp p = ﬂ F (a p mérték tartéja)
F zart, p(F)=1
w(x) = ﬂ U Tiz (az x fazispont w-limeszpontjai)
nely j>n

RT)={zeM|zcw()} (T visszatér6 pontjai)

Legyen (M, B, u,T) endomorfizmus, ahol M szepardbilis metrikus tér, B a
Borel o-algebra, T folytonos. Igazoljuk:
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A. M p-majdnem mindeniitt visszatérd, azaz supp p C R(T)

B. Ha M kompakt és T ergodikus, akkor p-majdnem mindenditt pont pdlydja
strd supp p-ben

32. * Tekintsiik a [0,1) intervallum Tx = {2(1 — x)} leképezését.

a) Melyek T periédikus pontjai?

b) Hatérozzuk meg a

lim L[f(z) + f(Ta) + ...+ f(T"'2)]

n—oo N
értékét, ha f(x) = sin(27z). Milyen értelemben vehetjiik a limeszt?

33. * Ergodikus-e a [0, 1]

1 1
1 1 3
T = _—— p— —
T 2z 2 1 <z < 1

) 3
5 2x, Z <zx<l

leképezése?
34. * Keressiik a [0, 1] intervallum

1
3x, O<zx< -

3
3 AN S
2\* " 3) 3°7

leképezésének invaridns mértékét.

35. X Mikor ergodikus a T? = R?\Z? 2-térusz T (z,y) = (v+«, y+z) leképezése?



