Feladatok a Diffrenciadlegyenletek IV témakorhoz

1. Hatarozzuk meg kovetkezd differencidlegyenletek altalanos megoldésat
a proba fiiggvény modszerrel.

(a) y" — 3y — 4y = 3™

(b) y" — 3y’ — 4y = 2sint

(¢) v — 3y’ — 4y = —8t cos(2t)

(d) y" — 3y — 4y = 3e* + 2sint — 8t cos(2t)
)

(e) y' — 3y — 4y =2e7"

2. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet dltalanos megoldasat:

(a) 3" — 2y — 3y = 3e*

(b) y” + 2y’ + 5y = 3sin(2t)
(c) y' —2y — 3y = —3te™?
(d) v +2y +y=2e"

3. Hatarozzuk meg a kezdetiérték probléma megoldéasat:
y' +ay =t2+3t,  y(0)=0,4(0) = 2.

4. Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldésat:

y" + 4y = 3esct, (csct =1/sint)

5. Hatarozzuk meg az alabbi két differencialegyenlet megoldasat a kons-
tans variacios modszerrel majd a proba fiiggvény modszerrel is.

(a) y" — 5y + 6y = 2¢'.
(b) 4y" — 4y +y = 16e/2.

6. Hatarozzuk mega kovetkezd differencidlegyenlet altalanos megoldéasat:

y" +y = tant, O<t<g.



7. Hatarozzuk mega kovetkezd differencidlegyenlet altalanos megoldasat:

4y +y = 2sec(t/2), —m <t <m (sect =1/cost).

8. Tekintsiik a kovetkezd differencialegyenletet:
2y —tt+2)y + (t+2y =2t t>0.
El6szor ellenérizziik le, hogy az
Y, =t, Y, = te'

fiiggvények a megfelels t2y” —t(t+2)y’ + (t+2)y = 0 homogén egyenlet
fundamentalis megoldaséat adjak. Ezek utan hatarozzuk meg az eredeti
inhomogén egyenlet altalanos megoldasat!

Eredmények
1. Mivel
Yiait = Ynait + Yip (1)

ezért elGszor a homogén részt oldjuk meg:

Y —3Y' —4Y = 0.
A karakterisztikus egyenlet r? — 3r — 4 = 0. Ennek gyokei:

ry=—1, ro = 4. (2)
Az altalanos megoldés.

Yiaw = cre”" + cpe. (3)

Vegyiik észre, hogy a baloldal és igy a homogén rész altaldnos megoldasa
kozos a kovetkezd 5 feladatban.
la. Mivel 2 nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek ezért az y = v,
partikularis megoldast
y=c- e

alakban keressiik. A ¢ konstans meghatarozésahoz az y = c - e* fiiggvényt
vissza helyettesitjiik az y” — 3y’ — 4y = 3e* egyenletbe. Ehhez el6szor
kiszdmoljuk:

y/ — 26621&7 y// — 4C€2t.



Vissza helyettesités utan kapjuk:
(4c —3-2c—4-c)-e* = 3.
Innen ¢ = —1/2. Vagyis
Y= yip = —2e¥
7,p 2 .
Ez és (3) egyiittesen azt adja, hogy

1
a2

—t
Yialt = C1€ ~ + o€ 5

1b. Csak az y = y;, partikularis megoldast meghatarozésa van héatra,
hiszen az Y}, o)y megoldast mér elébb meghataroztuk. Az y = y; , megoldast
keressiik
y = Acost + Bsint

alakban. Vagyis meg kell hatarozni az A és B konstansokat ugy hogy y =
Acost 4+ Bsint egy megoldasa legyen az

y" — 3y — 4y = 2sint. (4)

egyenletnek. Ehhez kiszamoljuk az y = Acost + Bsint els6 és mésodik
derivaltjat:

y' = —Acost + Bsint, y" = —Acost — Bsint.
A (4) egyenletbe valo vissza helyettesités utan:
(=5A —3B)cost+ (3A —5B)sint = 2sint.
A cost és a sint egylitthatoi mindkét oldalon meg kell hogy egyezzenek:

—bA—-3B =
3A—-5B = 2.

Tehat: A =3/17 és B = —5/17. Ezért

5
Yip = —5 Cost — —sint.
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Ez, (1) és (3) egyiittesen adja, hogy

Yialr = C1€ "+ coett + i cost — —sint
Y eee——— 17 17
Yh ait R
Yi,p

lc. Meg kell hataroznunk az A, B konstansokat ugy, hogy v;, = Ae' cos(2t)+
Be'sin(2t) az y” — 3y’ — 4y = —8t cos(2t) differencidlegyenlet egy megoldasa
legyen. Ehhez kiszamoljuk az els6 és masodik derivaltat:

Y = (A+2B) e cos(2t) + (—2A + B) e sin(2t),
y' = (—3A+4B) e’ cos(2t) + (—4A — 3B) e'sin(2t).
Vissza helyettesitve az y” — 3y’ — 4y = —8t cos(2t) egyenletbe kapjuk, hogy

10A+2B = 8
2A—-10B =

A megoldasok: A =10/13 and B = 2/13. Tehat

10 2
Yip = 1—3€t cos(2t) + 1—3€t sin(2t).

Ez, (1) és (3) egyiittesen adja, hogy:

10 2
—t 4t ¢ b .
ialt = €16+ coe™ + —e' cos(2t) + —e’sin(2t) .
Yialt = C1 2 3 (2t) 13 ( z
Yh,ait y‘_f
P

1d. Vegylik észre, hogy az egyenlet jobboldala az el6z6 harom egyenlet
jobboldalainak az 0sszege. Hasznalva, hogy az egyenletiink linearis ez azt
jelenti, hogy az altalanos az el6z6 harom egyenlet partikularis megoldasainak
megoldasainak Osszegeként kapjuk ezen egyenlet egy partikularis megoldéa-
sat:

1

3 ) 10 2
Yip = —§e2t + T cost — 7 sint + Eet cos(2t) + Eet sin(2t)

Tehat az altaldanos megoldas:

2 17 17 13 13
Yh,att y‘f
P

1 3 5) 10 2
Yia = C16 "+ et + ——e?' 4+ —cost — —sint + —e' cos(2t) + —e' sin(2t).
%/_/ N ,




le. Hasznéalva (2)-et latjuk, hogy a —1 egyszeres gyoke a karakterisztikus
polinomnak. Ezért egy partikularis megoldast

y = (At + B)e™

alakban keresiink. Vagyis meg kell talalnunk az A és B konstansokat, me-
lyekre az y = (At + B)e " fliggvény az 3y’ — 3y’ — 4y = 2e~" egyenletnek
megoldasa lesz. ElGszor kiszamoljuk a derivaltakat:

= (A—-B)e™" — Ate ", y'=(—2A+ B)e " + Ate™?

Vissza helyettesités utan adodik, hogy A = —2/3, B = 0. Igy az y" — 3y’ —
4y = 2e~! egyenlet egy partikularis megoldasa

2,
Yip = —gte
Ez, (1) és (3) egylittesen adja, hogy:

Yialt = cle*t + 02e4t + gte
~—_———

Yh,ait »
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2a. y = 1% + cpet — ¥

2b. y = cre7" cos(2t) + cae~ sin(2t) + 2 sin(2t) — 12 cos(2t)
2c.y = c;e3t + CQG_t%te_t + 3¢

2d.y = cle_ + czte_ + % _t

3. y = $5sin(2t) — 13 cos(2t) + 1% — § + 2

4.Az altalanos megoldast a

Yiatt = Yhatt + Yip (5)
formula adja mivel az egyenlet linearis. Az egyenlet homogén része:
YY" +4Y =0.

Ennek karakterisztikus polinomja r? 4+ 4r = 0. A karakterisztikus polinom
gyokei:
mr = 22, To = —21.

A homogén rész altalanos megoldasa:

Y.ait = €1 cos(2t) + cosin(2t). (6)
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Az y = y,;, partikularis megoldas meghatarozasdhoz a konstans variacios
modszert kell hasznalnunk. Vagyis meg kell hatarozni azon c¢;(t), co(t) kons-
tansokat, melyekre:

y = c1(t) cos(2t) + co(t) sin(2t) (7)

egy megoldésa az y” + 4y = 3csct egyenletnek. Ehhez a kovetkezd algebrai
egyenletet kell megoldanunk:

) (t) cos(2t) + &4 (t) sin(2t) = 0
—2¢(t) sin(2t) + 2¢5(t) cos(2t) = 3esct.
Az els6 egyenletbdl adodik, hogy
cos(2t)
H(t) = —c(t .
02( ) Cl( )SIH(Qt)
Ezt a masodik egyenletbe vissza helyettesitve:

3 tsin(2t
c(t) = _%m() = —3cost.

Ezt az utolso el6tti egyenletbe vissza irva:
cy(t) = ;csct — 3sint.
Integralés utan kapjuk:
c1(t) = —3sin(t), coft) = gln |csct — cot t| + 3 cost.

(Az integralaskor adodo konstansokat elhagyjuk mert csak egyetlen parti-
kularis megoldésra van sziikségiink.) Ezért
3
Y =Yip = (—3sin(t)) - cos(2t) + (5 In|csct — cott| + 3 cost) - sin(2t).
Hasznélva az (5) és a (6) formulakat kapjuk, hogy
Yiat = C€1008(2t) + cosin(2t)
3
+ (—3sin(t)) - cos(2t) + (5 In|csct — cott| + 3cost) - sin(2t).
Sa. y = c1e? + cpe® + el
5b. y = c1et/? + cotel/? 4 2t%et/2.
6. y = cycost+ cosint — (cost) In(tant + sect).

7.y = cpcos(t/2) + cosin(t/2) + tsin(t/2) + 2 [In cos(t/2)] cos(t/2).
8. y = cit + cotel — 212,



