Feladatok és par megoldéas is a Differencialegyenletek I. témakorben

2.1. Mi az
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egyenlet altalanos és egy partikularis megoldasa?

2.2. Oldjuk meg az

y/ — ex—i—y

szétvalaszthato valtozoju differencialegyenletet.

2.3. A radioaktiv bomlas soran a sugarzo anyag y(t) mennyisége aranyos az anyag csokkenésének
gyorsasagaval. Irjuk fel a folyamatot leiré differencidlegyenletet. Hatarozzuk meg az aranyossagi
tényez6t, ha az anyag felezési ideje 100 (méasodperc), azaz ennyi id6 mulva éppen fele annyi
sugarzo anyag van, mint kezdetben. Mi lesz az y(t) fiiggvény alakja, ha kezdetben 1 (kilogramm)
volt anyagunkbol?

2.4. Hatarozzuk meg az

Cauchy-feladat megoldésat.

2.5. Kozegben (pl. viz, levegs) nagyobb sebességgel haladé magara hagyott test sebességének
négyzetével ardnyos modon lassul. Milyen gorbe szerint alakul sebesség-id6 grafikonja?

2.6. Keressiik meg az
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" In(x)

szétvalaszthato valtozoju egyenlet dltalanos és egy partikuléris megoldaséat.

2.7. Oldjuk meg az
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ijesztd alaki egyenletet.

2.8. Oldjuk meg az
r4+y—zy =0 ; y(1)=1

valtozoban homogén kezdetiérték-feladatot (Cauchy-problémaét).

2.9. Keressiik meg az
zeV® oy = ay

egyenlet 6sszes megoldésat.
2.10. Mely y(z) fliggvényekre igaz az
zy' =y (In(y) — In(z))

valtozoban homogén differencialegyenlet?



2.1. eredménye: y = 0 minden z-re, vagy y = +e®x, ahol C konstans. Egy partikularis
megoldasa példaul y = —3x amikor a minusz érvényes és C' = In(3).

2.2. eredménye: y = —In(—e” — ('), ahol C' < 0 konstans. A megoldas adott C' mellett csak
ott értelmezett, ahol —e® — C' > 0 azaz = < In(—C).

2.3. megoldasa: A differencidlegyenlet

dy
——Z = Ay
a ~ Y
hiszen bal oldalon all az anyag csokkenésének sebessége, jobb oldalon a mennyisége, A az ara-
nyossagi tényez6. Ez egy egyszert szétvalaszthatoju egyenlet. "Atrendezve” és integralva

d
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In(ly]) = —At+C  (C konstans)
y = =Hefe |

de persze csak a plusz eset azaz y > 0 megoldés relevans. Mi lesz A értéke? A felezési id§ értéke
és definicioja szerint
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y(100) = Sy(0)
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A kezdeti y(0) = 1 (kilogramm) feltétellel a feladat Cauchy-probléméva vélt. e“e=4% = 1 miatt
e® =1, C =0, igy ezzel a feltétellel az

y(t) _ e—At _ e—(ln(2)/100)t
fiiggvény irja le a sugarzé anyag mennyiségét.

2.4. megoldasa: Az egyenletet atirva

/(y+1)dy = /exdx

2
%er = e +C

masodfokt egyenletre jutunk, melynek megoldasa
ylr)=—-1+£/1+4+2(e*+C) ,

a kezdeti feltétel szerint

y(0)=—1+v1+2C =—4



tehat a megoldasban a minusz érvényes, és C' = 3. Ezzel a megoldas

y(x) = —1—VT7+2e .
2.5. eredménye: A felirhat6é egyenlet
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(A > 0 konstans), megoldésa
1

YT At+C

2.6. megoldasa: A szétvalaszthato egyenletet atrendezve és integralva
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Az u = €Y és v = In(x) helyettesitéssel

du 1
/1+2u N /;d’u

1
iln(l—i—Qu) = In(jv])+C
In(142u) = In(v?) +2C
1
U= 5 <620U2 — 1)

y=In(u) = In(e

az altalanos megoldas (olyan z > 0-ra, hogy (e2c(ln r)? — 1) > 0 teljestiljon). Egy partikuléris
megoldéas a C' = 2 eset, ekkor

y=In(e'(lnz)*—1) —In(2) .

2.7. eredménye: y = arch (sh(z) + £) adott C konstans mellett ott, ahol (sh(z) + £) > 1.

2.8. eredménye: Az egyenlet altalinos megoldésa (u = %) helyettesitéssel) y = 2 In(|z|) +C|z|,
melyet az y(1) = 1 kezdetiérték-feltételhez igazitva C' = 1, igy a Cauchy-feladat megoldéasa
y = zn(|z]) + |2/

2.9. eredmeénye: Szintén az elgbbi helyettesitéssel y = xln (C' + In(|z])).

2.10. megoldasa: Az egyenletet atirva és u = £-et majd z = In(u) -t helyettesitve (z, y > 0)

ry = yln (g)

T
y = wuln(u)
Wr+u = wuln(u)

du B dx

/uln(u) —u T

dz dx

/ 2—1 E
In(lz—1|) = In(x)+C

lz—1] = e"x .




Ha z > 1 azaz y > e - z, akkor

mig y < e - x esetén
—eCz+1

y=ur=c¢r=e x .
Ezek a megoldasok elébb felirt feltételeiket magukban foglaljék. Vizsgalatinkbol kimaradt az
u=e azaz y = e - x eset (a negyedik sorban osztottunk olyan taggal, amely nullat ad ebben az
esetben), mely szintén megoldasa az egyenletnek.



