Feladatok és megolddsok a 13. hétre
Epitékari Matematika A3

1. Az alabbi fliggvények melyike lehet eloszlasfiiggvény?

14+e™ [ haz>—1,

(a) F(x) :{

0 , egyébként
2
- ’ h > 07

(b) Fla)=4 ~ a+1 =%

0 , egyébként

1—e™ Jhax>0,
(© Flay=4 .~

0 , egyébként

0 , ha x <0,
(d) F(z) = %-(4—:5) L ha 0 <z <2,

1 ,hax > 2

2. Az alabbi fiiggvények melyike lehet stirtiségfiiggvény?

2

— Lhaz>1,
(a) f(z) =4 =

0 , egyébként

sin(x)

,ha 0 <2 <2,

(b) f(z) = 2

0 , egyébként

3*1In(3) ,hax <0,
1 . /x
() f(x) = —s1n<§) ,ha 0 <2 <,

3
0 , egyébként
27 hax>0

d — Y )

(d) f(@) { 0, egyébként

3. Szémitsuk ki az

2r ,hal0<ax <1,
flz) = -y
0 , egyébként

strtségfliggvényt kévetd X valdszintiségi valtozd varhatod értékét és szorasat.
4. Mennyi az el6z6 feladatban a P{m — o < X < m + o} illetve a P{m — 20 < X < m + 20}
valoszintiségek értéke, ha m jeloli a varhato értéket és o jeloli a szérast?

5. Tekintsiik az .
c2r—2°) ,hal0<uz< o

fz) =
0 , egyébként



10.

11.

12.

fliggvényt. Lehet-e f strtségfliggvény? Ha igen, milyen c érték esetén?

Ismételjiik meg a vizsgalatot az

)

c(2r —2*) ,hal0<x< -,

flz) = 2
0 , egyébként

fliggvényre.

. Egy benzinkut hetente egyszer kap benzint. Hogy ha a heti eladds (ezer literben mérve) egy

valoszintiségi valtozd
51—2)* ,ha0<z<1,
fz) = .y
0 , egyébként

strtségfiiggvénnyel, akkor mekkora méretli tartaly sziikséges ahhoz, hogy egy adott héten a
benzinkut 0.01 valészintiséggel fogyjon ki a benzinbol?

Szamoljuk ki E(X) értékét, ha X siirtiségfiiggvénye
1:z:e_a”/ > 'haz>0
(a) f(z)=q 4 ’ ’
0 , egyébként;

c(l1—-2%) ,ha —1<z<]l,
0 , egyébként;

5
— L,hax>25,
(c) flz)=q °
0 , egyébként?

. Egy alkatrész napokban kifejezett élettartamdnak stirtiségfiiggvénye f(z) = 2/23, ha x > 1.

Mi annak a valdszinlisége, hogy ha januar 26-an hoztuk haza a boltbél, akkor februar 1-én még
miikodik? Erdemesebb-e azt az alkatrészt megvenni, melynek élettartama az f(x) = 1/
ha x > 1 strtségfiiggvényt koveti? Atlagosan mennyit bir a kétféle alkatrész?

Mi a valdszintisége, hogy éjszaka almombdl felriadva a nagymutatd az oralap képzeletbeli
fliggoleges kozépvonalahoz képest jobbra van? Es annak a valdsziniisége, hogy a koriv 5-0s
és 6-os szamjegy kozotti % részén van?

Mi a valésziniisége, hogy harom fiiggetlen (0, 1)-en vélasztott pont koziil pontosan 1-1 essen
a (0, 1), (3, 2), (2, 1) intervallumba?

Egy hosszi, magas kerités egyméstol L tavolsagra leszurt, D atmérdju fiiggéleges rudakbol
all. Egy d atmérgji labdat elég messzirdl, csukott szemmel a kerités felé dobunk. A labda
vagy nekilitodik valamelyik radnak, vagy érintés nélkiil atrepiil kozottiik. Mi a valdszintisége
annak, hogy a labda a rudak érintése nélkiil atrepil a rudak kozott?

A felé a vonatok 15 percenként indulnak 7:00-t6l kezdve, mig B felé 15 percenként indulnak
7:05-t61 kezdve.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(a) Ha egy utas 7:00 és 8:00 kozotti egyenletes eloszldst idében érkezik az dllomésra, majd
felszall arra a vonatra amelyik hamarabb indul, az esetek hanyadrészében megy A felé,
és hanyadrészében B felé?

(b) Es ha az utas 7:10 és 8:10 kozotti egyenletes eloszldst idében érkezik az allomasra?

Tudjuk, hogy a busz 10:00 és 10:30 kozotti egyenletes id6ben érkezik a megalloba, ezért
10:00-ra a megalléba megyiink.

(a) Mi a valdszintisége, hogy legalabb 10 percet kell a buszra varnunk?

(b) Ha 10:15-kor még mindig varjuk a buszt, mi a valészinlisége, hogy még legalabb 10
percet fogunk a buszra varni?

Egy busz A és B varosok kozott jar, mely varosok egymastol 100 kilométerre vannak egy-
mastol. Ha a busz lerobban, akkor azt egyenletes eloszlasu helyen teszi a két varos kozotti
uton. Pillanatnyilag egy buszszerviz talalhaté az A varosban, egy a B varosban, és egy a két
varos kozott féluton. Egy javaslat szerint ehelyett gazdasdgosabb lenne a harom szervizt az
A varostél 25, 50, és 75 kilométerre elhelyezni. Egyetértiink-e a javaslattal? Miért? Mi lenne
a szervizek legjobb elhelyezése?

Egy [ hosszusagu ropit talalomra valasztott pontban ketté toriink. Mi az igy keletkezett
darabok koziil a rovidebbiknek az eloszlasfiiggvénye?

Egy utcai telefonfiilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekben mérve
1/3 paraméterii exponencialis eloszlasi. Mi a valdszintisége, hogy 5 perc milva sem keriilok
sorra? Mi a helyzet akkor, ha tudjuk, hogy odaérkezéstinkkor mar 2 perce tart a beszélgetés?

Egy radié élettartama években mérve exponencialis eloszlast, A = 1/8 paraméterrel. Ha Jézsi
vesz egy ilyen tipusi hasznalt radiét, mi a valészintisége, hogy a kovetkezo nyolc évben végig
miikédni fog?

Adott tipust elektomos berendezések 2%-a 1000 iizemoéran beliil elromlik. Tegyiik fel, hogy
a meghibasodasig eltelt id6 exponencialis eloszlast kovet. Mekkora a valészintisége, hogy egy
ilyen berendezés az atlagosnal tovabb miikodik?

Egy ketyere javitasi ideje (6rakban mérve) exponencidlis eloszlasu valészintiségi véaltozd, A\ =
1/2 paraméterrel.
(a) Mi a valdszintisége, hogy a javitds 2 érandl tovabb tart?
(b) Mi a feltételes valésziniisége, hogy a javitas dsszesen 10 éranél tovabb tart, feltéve, hogy
mar 9 oraja zajlik?

Egy orokifju tulajdonségu villanykorténél 2/3 annak a valdszintisége, hogy 2000 6rénal tobbet
tizemel. Egy varosban 200 ilyen égét helyeziink el. Mi a valdszintisége annak, hogy 1000 éra
elteltével éppen 150 ég6 vilagit?

Szamitsuk ki a kovetkez6 valdszintiségeket, ha X standard normaélis valdszintiségi valtozo:

(a) P{-1< X <1}



(b) P{—2< X <2}
(c) P{-3 < X <3}
22. Legyen X egy normdlis eloszldst valdszinliségi véltozé u = 10, 0? = 36 paraméterekkel.
Hatarozzuk meg a kovetkezo valészintliségeket:
(a) P{X >5};
(b) P{4 < X < 16};
(c) P{X < 8};
(d) P{X < 20};
(e) P{X > 16}.

23. Tegyiik fel, hogy X normadlis eloszlast, 5 varhaté értékkel. Ha P{X > 9} = 0.2, kozelitbleg
mennyi X szoérdasnégyzete?

24. Tegyiik fel, hogy a 25 éves fiatalemberek magassédga centiméterben mérve normalis eloszlasu,
i = 180 és 0? = 169 paraméterekkel. A 25 éves fiatalemberek hdny szézaléka magasabb 2
méternél? A két méteres klub tagjai koziil hany szazalék magasabb 2 méter 10 cm-nél?

25. Egy X valoszinliségi valtoz6 varhaté értéke 0, szérasa 1. Melyik esetben valdsziniibb, hogy
X > 1/2; akkor, ha X eloszldsa normaélis, vagy akkor, ha egyenletes?

26. Legyen f a p varhaté értékii és o? szérdsnégyzetii normaélis eloszlds siirfiségfiiggvénye. Mu-
tassuk meg, hogy u + o a fiiggvény két inflekciés pontja.



Eredmények

1.(a) Nem, mert F' csokkend.

(b) Nem, mert lim F(z) = 2.

(c) Igen, ez az exponenciélis(1) eloszlasfiiggvény.

(d) Igen, folytonos, lim F(x)=0, lim F(z)=1 és F monoton névekvo.

T——00 r—00

2.(a) Nem, f integrélja végtelen.

2 .
(b) Nem, [ Sm2(x) dz # 1.
0

(c) Igen, f(z) =0, és

) 0 x

1 1 2
/f(x)dxz/3x_11ﬂ(3)dx+/§sm<§)dx:§+§:1,
. . /

(d) Igen, ez az exponencidlis(2) eloszlas siirtiségfiiggvénye.

EX)= [ z f(x)dx:/:c 2rdr = -,
E(X?) = /x2-f(:c)dx:/x2-2xdx:%,
D(X) = VERY) - BOP = =
4. s
IP’{m—a<X<m+a}:IP’{4_6\/§ <X < 4+6\/§}: / Qxdxzﬁ.
a-v2

6

Mivel m 420 > 1, az aldbbi integrélés fels6 korlatjat le kell vdgnunk 1-nél (ahol a siirtiségfiiggvény
nullava valik):

44/2
2xdx:3+ \/_

< X<
9

3 3

2 -2 2+\/§}

—

IP’{m—2a<X<m+2a}:IP{

S

2
3

5 Mindkét fiiggvény elGjelet vélt az intervallum belsejében (az elsé fiiggvény /2-nél, a masodik
2-nél), egyik sem lehet stiriiségfiiggvény.



6. A feladat szerint azt szeretnénk, hogy az X heti eladdsra P{X > V'} = 0.01 teljesiiljon, ahol V'
a tartaly kapacitasa. A feladathoz meghatarozzuk az eloszlasfliggvényt:

:/f(a:)d:E:/5(1—:E)4d:E:1—(1—a)5, 0<a<l.
—00 0

Ezzel
00l =P{X>V}=1-F(V)=(1-V),

vagyis 1 —V = 0.01/°, V =1 — 0.01"/° ~ 0.602.
7.(a) Parcidlis integralassal

o0 o0

1 1 o0
E(X) = /x . er—fﬂ/2 dr = [sz . (_2e—x/2)] + /xe_w/z dr
0
Y
0

Triikkosebben, legyen Y egy exponenciélis(%) valészintiségi valtozé. Ekkor a fenti integral
atirhato a kovetkezéképpen:

_1002 Lowpp Loy
E(X)—2/x 5¢ dx—zE(Y)—

0

C(DAY) 4 [E(Y)]?) = = - (22 +2%) = 4.

1
2

N —

(b) 0, mivel a stirtiségfiiggvény x-szel szorozva is integralhatd, és szimmetrikus az origéra.

()

o

E(X) = /x . %dx — [5In(jz])] = .

8. Az els6 alkatrész élettartaménak eloszlasfiiggvénye

1
/—d:)s—l et a>1,

a méasodik alkatrész esetén

/—dx—l—— a>1.

Annak valdszintisége, hogy hat nap utdn mitkddnek az alkatrészek 1 — F'(6) azaz 1/36 illetve 1/6.
Altaldban a nap utén ez a valésziniiség 1 — F(a), azaz 1/a? illetve 1/a, nagyobb a mésodik alkatrész
esetén, mint az els6 alkatrésznél. A masodik alkatrész élettartama sztochasztikusan domindlja az

6



els6 alkatrész élettartamédt, érdemes tehdt ezt megvenni. Ezt aldtdmasztja (de nem bizonyitja) a

varhatd értékek kiszamolasa is:
o0

2
E(X):/x?dxzz,
1

mig a masodik alkatrésznél
o

E(X):/x-%dzzoo.
1

9. Feltehetjiik, hogy a nagymutatd egyenletes eloszlast az 6ra lapjan. Ezért annak val6szintisége,
hogy a koézépvonaltdl jobbra van 1/2, és annak valdsziniisége, hogy a koriv 1/12 részén van 1/12.

10. Annak valdszintisége, hogy az elsd valtozo az elsé intervallumba esik, a masodik valtozo a
masodik intervallumba esik, és a harmadik valtozé a harmadik intervallumba esik (%)3 = 2—17
Azonban ez megtorténhet barmilyen més sorrendben is, igy ezt az eredményt be kell szoroznunk a

hérom valtozé 3! = 6 sorrendjével, és a vélasz 6/27 = 2/9.

11. Legyen L a rudak kozéppontjainak tavolsdga. Feltessziik, hogy L > D + d, ellenkez6 esetben
a valészintség nulla. A probléma periodicitdasa miatt elég két szomszédos rud kozéppontja kozott
vizsgalédnunk, ahol feltehetjiik, hogy a labda kézéppontjanak X vizszintes koordinataja egyenletes

eloszlasti. A labda titkozik akkor és csak akkor, ha X < % vagy X > L — %. E két halmaz

egyiittes ,,hosszisaga” D + d, ezért az iitkozés valdszintisége DT*d, a valasz pedig 1 — %l = %l.

12.(a) A felé indul az utas, ha érkezési ideje a (7:05, 7:15] U (7:20, 7:30] U (7:35, 7:45] U (7:50, 8:00]
halmazba esik. E halmaz ,hossza” 40 perc, az A felé indulds valészintisége tehat 40/60 = 2/3,
B felé pedig az esetek 1/3-dban lesz indulés.

(b) A felé indul az utas, ha érkezési ideje a [7:10, 7:15] U (7:20, 7:30] U (7:35, 7:45] U (7:50, 800]U (8&:
05, 8:10] halmazba esik. E halmaz ,hossza” ismét 40 perc, az A felé indulds valdszintisége
tehdt most is 40/60 = 2/3, és B felé most is az esetek 1/3-aban lesz indulés.

13. Legyen a busz érkezési ideje X.
1. P{X >10:10} =20/30 = 2/3.

2. P{X > 10:25| X > 10:15} = P{X > 10:25}/P{X > 10:15} = 155//% = 1/3. Megjegyzés:
egyenletes eloszlasu varakozasi id6 esetén, feltéve, hogy a vart esemény még nem kovetkezett
be, a hatralev$ varakozasi id6 is egyenletes lesz (a hédtralevd lehetséges intervallumon).

14. Elo6szor is tisztaznunk kell, mit jelent az a sz, hogy ,,gazdasiagos” ebben a helyzetben. Egy jo
értelmezés lehet lerobbandstél a legkozelebbi szervizig mért D tavolsag varhaté értékének minima-
lizaldsa. Legyen a hirom szerviz a < b < ¢ tavolsagra A-tél. Ekkor

(a— X ,ha0< X <a,
X—a ,haa< X <[a+Db]/2,
b—X L,hala+b]/2<X <D,
X—b ,hab< X <[b+(]/2,
c—X Lha[b+(]/2< X <e,
X —c ,hac< X <100.

\
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X egyenletes, stirtiségfiiggvénye 1/100 a két varos kozott, igy

E(D):ﬁ- [/a(a—a;)da:+ 7(:)3—a)d:£+ /b(b—:c)dx
+jc(x—b)dx—l—/c(c—x)d:c+70(:c—c)d:c}

2 4 4 + 2
A jelenlegi helyzetben a = 0, b =50, ¢ =100, és E(D) = 12.5 kilométer. A javasolt elrendezésben
a =25 b=50, c=175,és E(D) = 9.375 kilométer, eszerint tehat jobb, mint a jelenlegi elrendezés.
Nem nehéz latni, hogy az optimalis elrendezés (mely minimalizalja E(D)-t) a = 50/3 ~ 16.7, b =
50, ¢ =250/3 ~ 83.3.

Egy kissé nehezebb, de nem til nehéz azt sem atgondolni, hogy a javasolt a = 25, b = 50, ¢ = 75
elrendezés sztochasztikusan jobb a jelenlegi helyzetnél, azaz P{D < d} minden d-re nagyobb egyenl6
a javasolt elrendezésben, mint jelenleg. Erdeklédsk azt is belathatjak, hogy az E(D)-t optimalizals
a =50/3, b =>50, ¢ =250/3 elrendezés sztochasztikusan is optimdlis, azaz minden d-re egyszerre
maximalizalja a P{D < d} val6sziniiséget. Ez azt jelenti, hogy a javasolt elrendezés nem csak E(D)
tekintetében jobb a jelenleginél, illetve a harmadik elrendezés nem csak E(D)-t optimalizalja, hanem
D-nek barmilyen monoton névé g(D) fiiggvényére is E(g(D)) kisebb a javasolt elrendezésben mint
jelenleg, illetve a leheto legkisebb a harmadik elrendezésben. Példaul biztosak lehetiink benne,
hogy a javasolt elrendezés a tévolsidg négyzete E(D?) varhaté értékének tekintetében is jobb a
jelenleginél, illetve a harmadik elrendezés E(D?)-et is optimalizdlja.

Ezek az éllitasok a feladat egyszertiségének kovetkezményei, bonyolultabb esetekben nem fel-
tétleniil érhetd el sztochasztikusan optimdlis megoldas. Ekkor elképzelheto, hogy valamilyen D
célfiiggvényre E(D) az egyik fajta elrendezésben lesz minimélis, mig példaul E(D?) egy masikfajta
elrendezésben lesz a legkisebb, és kiilon tisztazni kell, hogy mit jelent a ,,j6” és a ,kevésbé j6”
elrendezés.

16. Ha X a beszélgetés hossza, akkor P{X > 5} = 1 — F(5) = e™>®. Ha mér 2 perce tart a

beszélgetés, akkor

P{X >2+5} 1-F(2+5) 8938
PIX>2}  1-F@) o ¢ —HX=sk

P{X >24+5|X >2} =
Az egyenlet az exponencialis eloszlas orokifja tulajdonsagat fejezi ki, a feltétel nem befolyasolja a

hatralevo id6 eloszlasat.

17. Az 6rokifju tulajdonsdg miatt a valasz ugyanaz, mintha Jézsi 4j radiét vasarolna: P{X > 8} =
~81/8 _ 1
e =e L

18. Az &tlagos miikodési id6 E(X) = 1/, és annak valésziniisége, hogy ennél tovabb miikodik a
berendezés P{X > 1/A\} = e /A = e ) értékétdl fiiggetleniil.

19.(a) P{X > 2} =e 212 =7,



(b) Az orokifjisdg miatt P{X > 10| X > 9} =P{X > 9+ 1|X > 9} =P{X > 1} = e 12 =
e 1/2,

20. Annak a valdszinfisége, hogy egy adott ég6 vildgit P{X > 1000} = e~199* A X paraméter

ért¢két pedig a megadott adatbdl szémolhatjuk: 3 = P{X > 2000} = e~2%%* amib¢l

2\ 1/2
ZPLX > 1000} — e—1000A _ [4—2000A11/2 _ (_) '
p:=Bf ) = oo — o2 — (2

Az 1000 éra utan vilagitéd égok Y szama binomidlis, ezzel a p, és n = 200 paraméterekkel. Ezért a
kérdésre a valasz

P{Y =150} = Ggg) L= = Ggg) : (%)75 J1- <§>1/2] "~ 0.00429.

21. Altalénosan, x > 0-ra
P{—z <X <z} =®(x) - P(—z) = P(x) — [1 — P(x)] = 2P(z) — 1.

A normélis eloszlas tablazatabdl behelyettesitve P{—1 < X < 1} ~ 0.6826, P{—2 < X < 2} ~
0.9544, P{—3 < X < 3} ~ 0.9974.

22.(a) P{X >5} =1-P{X <5} =1-F(5)=1-®(>%) =1-9(-2) = o(

(b) P{4 < X < 16} = F(16) — F(4) = &(26=10) — &(4=10) = &(1) — [1 — B(1)] = 2d(1) — 1 ~
0.6826;

(¢) P{X <8} = F(8) = (310) = &(—

(4) PLX < 20} = F(20) = B(2512) = o

(e) P{X >16} =1-F(16)=1— (I)(lﬁ_

23. Adott, hogy

0.2:P{X>9}:1—F(9):1—<I>(9_5),

o
amibdl (13(3) = 0.8. A tablazatot visszafelé hasznédlva 4/ ~ 0.84, tehat o ~ 4.76, és a szérasnégyzet
o? ~22.7.

24. Jeloljiik a magassdgot X-szel, ekkor P{X > 200} =1 — F(200) = 1 — ®(2°-15%) ~ 0.0618. A
masodik kérdés egy feltételes valdszintiség:

P{X >210} 1-F(10) 1-0(*5F%)

P{X >200} 1— F(200) 1-— @(2001—3180)

P{X >210| X > 200} =

25. Ha X normalis, akkor P{X > 1/2} =1 — ®(1/2) ~ 0.309. Ha X egyenletes, akkor a varhato
érték és a széras ismeretében meg kell hataroznunk azt az («, ) intervallumot, ahol X felveszi az

értékeit:

E(X):O‘;ﬂzo,
_B-a_
D(z) = Wi =1,



melybdl a = —/3, 8 = /3. Ezért
V3 —1/2

P{X >1/2} = ——— ~0.356,
V3— (V3
nagyobb, mint a normalis esetben.
26. Az
() 1 e_(xz—mz
xr) = . o
V2mo
normalis stirtiségfliiggvény elsé és masodik derivéltja
— — (zf,u,)2 s — 2 (I*N)z
() = i Gl ) = frz) = 2 (& —p)?® e®

vV 2mo3 v 2mob

A masodik derivaltban a mindig pozitiv exponencidlis tagot egy z-ben masodfoki polinom szorozza,
mely a p + o zérushelyeinél el6jelet valt, ezért itt vannak f inflekciés pontjai.
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