DISZTRIBUTIV HALOK REPREZENTACIOJA.

Definicié 1. Az L hdld I részhalmaza idedl, ha (i) x € I ésy < x esetén y € I,
(#) z,y € I -bél x Vy € I kovetkezik.

Az L hdlé D részhalmaza dudlis idedl, ha (i) x € D ésy > x esetén y € D, (1)
z,y € D-bol x Ny € D kovetkezik.

Az I idedl primidedl, ha x,y € Lyx ANy € I esetén vagy x € I, vagy y € 1.

A D dudlisidedl dudlisprimideal (vagy ultrafilter), ha x,y € L,xV y € D esetén
vagy x € D, vagy y € D.

Allitas 1. Legyen L véges disztributiv halo. Ennek a eleme pontosan akkor egye-
sitesirreducibilis, ha az [a) dudlis idedl dudlis primidedl.

Bizonyitds. Legyen a egy egyesitesirreducibilis elem és tekintsiik az [a) dudlis
idedlt. Ha xVy € [a), akkor a < 2Vy. Mivel mint ldttuk minden egyesitesiieducibilis
elem primtulajdonsigui innen a < x vagy a < y addédik, azaz x és y koziil legaldbb
az egyik [a)-ban van. A forditott allitds nyilvdnvals. &

Allitas 2. Legyen I az L disztributiv hdld egy idedlja és a € L\I. Ekkor J =
{zVy,xel,y<a}l is idedl, amely I-t és a-t is tartalmazza.

Bizonyitas. J nyilvan zart az egyesitésre. Ha z <z Vy (z € I,y < a), akkor

z=zAN(@Vy) = (zAz)V (2 Ay) miatt z € J, azaz J idedl. Ha xy € I, akkor
a=(aAzg)Vamiatt a € J. Tovdbba, © € I esetén x = x V (x A a) € J, azaz
I1CJ &

Tétel 1. (Primidedl tétel) Legyen L disztributiv hdld, legyen I idedlja, D pedig
dudlis idedlja L-nek és tegyiik fel hogy I N D = (. Ekkor létezik olyan P primidedl
L-ben, amelyre  C P és DN P = ().

Bizonyitas. Legyen M azon J idedlok halmaza, amelyekre I C J és JND = ().
Ez nem az iires halmaz, mert I benne van. M a halmazelméleti tartalmazésra nézve
részbenrendezett halmaz. Ha € C M egy lanc, akkor | JC is eleme C-nek. Tehét a
Zorn lemma szerint M-nek van maximalis eleme. Legyen P egy maximalis elem.
Csak azt kell igazolni, hogy P primidedl, azaz a; as € L\P esetén a1 Aas ¢ P.
Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz van ay, az €¢ P amelyekre a; Aas € P. Legyen
i € {1,2} és tekintsiik a

P={xVy,zePy<a;}

idedlt. Mivel P maximadlis eleme M-nek és P C P; kovetkezik, hogy P; ¢ M, azaz
P,ND # (. Legyen b; € DN P;. Ekkor b; = x; V ¢; alaki, ahol z; € P,¢; < a;.
Mivel b; < x; V a4, ezért x; V a; € D, ésigy D tartalmazza az

u=(x1Val)A(xaVay)=(xr1 Ax2)V (1 Aa2) V (a1 Ax2) V (a1 A az)

elemet. Ezen egyendség jobb oldaldn mind a négy tag P-beli az a; Aas € P feltevés
miatt, tehat v € P. Ez ellentmond annak, hogy P € M miatt PN D =0. &
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Tétel 2. (G. Birkhoff). Tetszdleges L disztributiv hdld bedgyazhatd egy alkalmas
A halmaz részhalmazainak P(A) hdldjdba.

Bizonyitas. Legyen A az L hal6 primidealjainak halmaza és tekintsiik a
po: L — PA),x—{PecA:x¢P}

leképezést. Ekkor ¢ injektiv a primidedl tétel miatt.. Legyen a,b € L és P € A.
Ha aAb ¢ P, akkor a,b ¢ P, mert P idedl. Ha a,b ¢ P, akkor a A'b ¢ P, hiszen
L\ P dudlis idedl. Tehdt @(a Ab) = ¢(a) N p(b), azaz ¢ metszetorzd, mert P ideal.
Hasonléan 14thatd, hogy ¢(a V b) = p(a) U ¢(b), tehdt ¢ bedgyazds. &

Tétel 3. (M. H. Stone). Minden Boole-algebra bedgyazhatd valamely A halmaz
részhalmazainak P(A) Boole-algebrdjdba.

Bizonyitas. Legyen L egy Boole-algebra. Csak azt kell igazolni, hogy ¢ Boole-
algebrak kozotti bedgyazds. Nyilvdn ¢(0) = @ és ¢(1) = A. Legyen z € L.
Mivel ¢ megérzi a hélémiiveleteket o(z) U p(2') = p(z V ') = ¢(1) = A és
e@)Np) =el@Az") =¢0) =0, tehdt p(z') a p(z) komplementuma. &

Nem minden Boole-algebra izomorf egy P(A) alakd Boole-algebréhoz.

Tétel 4. (L. Nachbin) Egy korldtos disztributiv hdlé pontosan akkor Boole-hdld,
ha minen primidedlja maximdlis.

Bizonyitas. (1) Legyen L egy Boole-hdl6 és P, Q) primidedlok, P C ). Legyen
a € Q\P és legyen b az a komplementuma. Ekkor a Ab = 0 miatt a Ab € P és
L\ P metszetzart, b € P. Azonban a,b € Q miatt 1 =a Vb€ Q, igy Q@ = L, ami
ellentmondads, azaz Boole-algebranak nem lehetnek 6sszehasonlithaté primidedljai.

(2) Tegyiik fel, hogy L-nek nincsenek dsszehasonlithaté primidadljai és valamely
a elemnek nincs komplementuma. Feltehetd, hogy a ¢ {0,1}. Legyen I = {x € L:
aAx =0} A disztributivitds miatt I idedl. Ugyancsak — a kordbban bizonyitott
Allitas szerint— J = {zxVy:x € I,y < a} idedl, a € J és I C J. Mivel a-nak nincs
komplementuma adddik, hogy 1 ¢ J. Alkalmazzuk a primideédltételt J-re és az {1}
duélis idedlra, kapunk egy P primidedlt, amelyre J C P. Az a elemre és az L\P
dudlis idedlra alkalmazva kapjuk, hogy

D={xANy:zeL\Pa<y}
dudlis idedl. L\P C D és a € D. Viszont 0 ¢ D, mert ellenkezd esetben valamely
x € L\P elemre a Ax = 0, azaz x € I C J C P ellentmondéshoz vezet. A
primideéltétel alkalmazhat6 lenne a {0} idedlra és a D dudlis idedlra és kapunk
egy @ primidedlt, amely D -hez diszjunkt.. Ekkor @ C L\D C L\(L\P) = P, de
a € J C P, tovibbd a € D miatt a ¢ @, és igy @ C P, ami ellentmond annak,
hogy a primidedlok &sszehasonlithatatlanok. &



