(I1.) FIXPONT TETEL, GALOIS -KAPCSOLAT

Legyen az A halmazon f : A — A egy leképezés. Ha valamely a € A-ra
f(a) = a, akkor a-t az f leképezés fixpontjdnak nevezzik.

Definicié 1. Legyen P részben rendezett halmaz. Ha bdarmely P — P monoton
leképezésnek van fixpontja, akkor azt mondjuk, hogy P rendelkezik a fizponttulaj-
donsdggal.

Tétel 1. (1) (Knaster-Tarski tétel) Bdrmely tejes hald rendelkezik a fizponttulaj-
donsdggal.
(2) (Davis tétel) Ha az L hdld rendelkezik a fizponttulajdonsdggal. akkor L teljes.

Bizonyitas. Csak (1)-et igazoljuk.

(i). Legyen L teljes hdlé és f : L — L egy monoton leképezés. Tekintsiik a
B={xeL:x< f(x)} részhalmazt. Legyen u = \/ B. Tetszleges © € B-re
x < u, igy f monotonitdsa miatt f(z) < f(u). A tranzitivitds miatt = < f(u), azaz
f(u) felsd korlatja B-nek, ezért u < f(u). A monotonitds miatt f(u) < f(f(u)),
tehat f(u) € B, vagyis f(u) < u is teljesiil, igy u fixpontja f-nek.

Galois kapcsolat.

A magasabbfoki egyenletek megoldasaval foglalkozik a Galois elmélet, amely egy
testelméleti problémat visszavezet egy csoport elméleti problémara résztesteknek
megfeleltetve egy csoport bizonyos részcsoportjait. Ez az elmélet vezet el egy
altaldnosabb fogalomhoz.

Definicié 2. Legyenek A és B részbenrendezett halmazok, o : A — B és (3 :
B — A leképezések. Ha mindkét leképezés rendezés forditd (azaz ax < az € A
esetén afar) > alaz) és by < ba € B esetén B(b1) > B(bs), tovdbbd a szorzat
leképezések extenzivek (azaz a € A,b € B esetén a < B(afa)) és b < B(a(b))),
akkor azt mondjuk, hogy az («, B) leképezés pdar Galois-kapcsolat az A és B kézott.

Definicié 3. Legyenek A és B halmazok, o C A x B pedig egy tetszbleges megfelel-
tetés. Legyen

(1) a: P(A) — P(B), X — {y € B: (z,y) € 0 minden z € X-re}

(2) B:P(B) — P(A), X —» {z € B:(z,y) € o minden y € Y-ra}
Az (o, B) leképezéspdrt — amely Galois kapesolat (P(A), C) és (P(B),C) kézott —
a o megfeleltetés dltal létesitett Galois-kapcsolatnak nevezzik.

Mint emlitettiik a Galois-kapcsolat eredete az un. Galois elmélet, ahol A test,
B az A relatiiv automorfizmusanak csoportja. ¢ pontosan azon (a,b) parokbdl &ll,
amelyekre az a testelem fixpontja a b automorfizmusnak.

Allitas 1. Legyen («, 8) Galois-kapcsolat az A és B részbenrendezett halmazok
kozott. Fkkor az a«o 3 : A — A a — fB(ala)) leképezés lezdrdsi operdtor, a
Boa:B — B,aw— «a(B(b)) leképezés pedig B — B lezdrdsi operdtor.
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Bizonyitas. Legyen 0 = ao 3 és 7 = foa. Mivel a és 0 rendezés forditd,
ezért o és T monoton. Nyilvdn 7 extenziv , ezért tetszéleges a € A-ra, a(f(a(a))) =
7(a(a)) > ala). Felhasznédlva, hogy 3 rendezésforditd, kapjuk, hogy B(a(G(a(a)))) <
Bla(a)) azaz o(o(a)) < o(a). Mivel o extenziv, o(o(a)) > o(a) is teljesiil, tehdt o
idenpotens. o tehdt lezdrdsi operdtor, hasonléan ldthatd, hogy 7 is az. &

Tétel 2. Legyen o0 C A X B megfeleltetés, és tekintsik a 3. definicidban szerepld
(o, B) Galois kapesolaatot P(A) és P(B) kézétt. Legyen C' C P(A) ill. D C P(B)
az ao B, ill. B o« lezdrdsi operdatornak megfeleld lezdrdsi rendszer az A ill. B
halmazon. Ekkor a C és D teljes hdldk dudlisan izomorfak, az a|c : C — D és
Blp : D — C leképezések dudlis izomorfizmusok.

Bizonyitas. Mint lattuk o 3 és B o « lezarési operator A-n ill. B-n. Legyen
X € C,azaz X € P(A) és X = B(a(X)). Ekkor (8o a)(a(X)) = a(f(a(X))) =
a(X), azaz a(X) € D. Tehdt a|c a C-t D-be képezi. Mivel X € C-re X € C-re
X =0(a(X))ésY e D-reY = a(B(Y), az a|c és B|p leképezések egymads inverze.
Mindkét leképezés dudlis izomorfizmus, mert «, 8 rendezésforditék. &



