GEOMETRIA ES HALOK

1. GEOMETRIAI TEREK

Definicié 1. Legyen G halmaz — : P(G) — P(G) pedig lezdrdsi operdtor a G
halmazon. Ha tetszdleges a,b € G, X € P(G)-re:

(a) {a} = {a} és 0 =0,

(b) haae X U{b} ésa¢ X, akkor b€ X U{a},

(c) X ={Y :Y C X ésY véges}
akkor a G = {G;~ } pdrt geometridnak nevezzik. (b) az un kicserélési tulajdonsdg.
Ha X C G-re X = X, akkor X -et altérnek nevezziik. X mindig altér, az X dltaltal
generdlt (kifeszitett) altér.

Definicié 2. Egy teljes hdlot atomisztikusnak nevezziik, ha minden eleme atomok
egysitése. Geometriai halé: atomisztikus, féligmoduldris, algebrai hdlo.

Geometriai hiléra példa az ekvivalenciahdld, Eq(A).

Allitas 1. Egy L hdléra a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(a) L geometriai hdld;

(b) L atomisztikus féligmoduldris teljes hdld, és minden atomja kompakt;

(c) L féligmoduldris, algebrai, és az L-beli kompakt elemek éppen a véges sok
atom egyesitéseként eléallo elemek.

Bizonyitas. Ciklikus bizonyitast alkalmazunk.

Ha (a) teljesiil, és a € L egy atom, akkor a (mint minden elem ) kompakt elemek
egyesitése, de mint atom teljesen egyesitésirreducibilis, ezért megegyezik valamely
egyesitendd elemmel, azaz maga is kompakt. Tehdt (b) teljestl.

Amennyiben (b) teljestil, akkor L nyilvan algebrai. A kompakt elemek egyesités
félhalét alkotnak, ezért véges sok atom egyesitése kompakt. Ha x € L kompakt,
akkor atomok egyesitése, de akkor véges sok atom is elegendd, igy teljestil (c).

Ha (c) teljesiil, és € L, akkor x kompakt elemek egyesitése, de ezek mind
atomok egyesitése, {gy x is atomok egyesitése, tehat teljesiil (a). &

Tétel 1. A geometridk és a geometriai haldk lényegében azonosak, pontosabban,
érvényesek a kovetkezd dllitdsok:

(1) Legyen L egy geometriai hdld. Az L atomjainak halmazdt jelolje G és definid-
ljuk a kévetkezd

“:P(G) = P(G).X — {y e Gy < \/ X}

leképezést. Fkkor G = (G,”) geometria, amelyet G(L) jeldl;

(2) Legyen G = (G, ) egy geometria. Ekkor G alterei eqy L(G) geometriai hdlot
alkotnak;

(8) Ha G geometria és L geometriai hdld, akkor G(L(G)) =2 G és L(S(L)) = L.
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Bizonyitas. Csak (1)-et igazoljuk, amely a legfontosabb rész. A megforditas,
azaz (2) hosszabb szdmoldst igényel.

Legyen L egy geometriai héls, éa jelolje G = G(L) az L atomjainak a hal-
mazdt. A tételben definidlt ~ : P(G) — P(G) nyilvén lezdrési operdtor, amelyre a
definiciéban szereplé (a) feltétel teljesiil. Mivel — mint 14ttuk — minden atom kom-
pakt igy (c) is teljesiil. Tegyiik fel, hogy a,b € G, X C G,a € X U{b} ésa ¢ X.
Legyen ¢ = \/ X € L. A feltevés szerint a <bVeésa £ c. Mivel 0 <bés0<a, a
féligmodularitds miatt c=0Vec<aVeésc=<bVe Azonbanc<aVe<bVe, de
c#aVe, igy aVe=>bVe Innen adédik. hogy b < a Ve, azaz b € X U {a} tehdt
teljesiil a kicserélési tulajdonsig. &

2. GEOMETRIAI HALOK TULAJDONSAGAIT
Allitas 2. Geometriai hdls tetszoleges intervalluma is geometriai hdlo.

Bizonyitds. Legyen L geometriai hald, és a < b. Az Ly = (b] f8ideél nyilvéan
féligmodularis és atomisztikus, algebrai, tehat geometriai halé. Tekintsiik Lq-ben
az Lo = [a) dudlis féidedlt. Ez is nyilvan féligmoduldris és algebrai. Mivel L,
atomisztikus Ly tetsz6leges eleme z = a V \/ p;, ahol p; atomok és p; £ a. Ekkor
x =V (aVp;),a < aVp;. Azonban az aVp;-k atomok Lo-ben, tehdt Lo atomisztikus,
azaz geometriai hald. &

Végil néhdny fontos tétel bizonyitds nélkiil:

Tétel 2. Geometriai hdlé komplementumos, sét relativ komplementumos.

Definicioé 3. Egy geometriai hdloban két atomot perspektivnek nevezink, ha van
kozos komplementumuk, és ezt a ~ b-vel jelolyik.

Tétel 3. (F. Maeda, U. Sasaki, F. Fujiwara) Bdrmely geometriai hdld szub-
direkt irreducibilis geometriai halok direkt szorzata. Egy L geometriai hdlora ekuvi-
valens:

(1) L direkt irreducibilis,

(2) L szubdirekt irreducibilis

(8) L-ben barmely két atom perspektiv.

Tétel 4. Geometriai hdlo atomjainak halmazdn a perspektivitds tranzitiv, tehdt
ekvivalenciareldcio.



