FELIGMODULARIS HALOK

1. FELIGMODULARIS HALO

Definicié 1. Egy L hdldt féligmoduldris hdlonak (felilrdl féligmoduldris) nevezziik,
ha az aldbbi — ekvivalens — feltételek egyike teljesiil:

(a) bdrmely x,y € L elemekre x < x ANy =y <z Vy,

(b) bdarmely a,b,c € L elemekre a <b=aVc=bVe,

FI1GURE 1. féligmodularis de nem moduldris

Allitas 1. Minden moduldris hdlé féligmoduldris.

Bizonyitas. Legyen L egy modularis hdlé és a,b € L,a < b. A definiciéban
szerepld (b) feltétel teljesiilését igazoljuk. Ha a V ¢ < bV ¢ és nem szomszédosak,
akkor van egy d € L amelyre aVe < d < bVe. Ekkor egyrészt bvd > bV (aVe) = bVe,
mésrészt a < bAd < b, igy b A d = a. Mindezek azt jelentik, hogy a,b,a V¢, d,bV c
az Nx-el izomorf részhalot alkotnak, azaz L nem lenne modularis. &

Tétel 1. Véges hosszisagu féligmoduldris haloban teljesil az un. Jordan-Hélder-
lancfeltétel, azaz barmely két mazximalis lanc azonos elemszdmai.

Bizonyitas. A tételt a véges hosszusagu L féligmoduldaris halé hossziusaga szer-
inti teljes indukeidval igazoljuk. Lasd az dbrat. Ha [(L) 0 vagy 1, akkor az 4llitas
trividlis. Legyen [(L) > 2 és tegyiik fel, hogy az [(L)-nél kisebb hosszisdgi haldkra
mar igazoltuk az &llitast. Tekintsiink egy n hosszisagi C' = {0 = ¢, ¢1, ..., ¢, = 1},
co < €1 < ... < ¢ ésegy m hosszisdgi D = {0 = do,dy,...,dy, = 1}, do < d1 <
. =< d,, maximalis ldncot L-ben. Ha di = ¢q, akkor az indukcids feltevést alka-
Imazva a [c1) dudlis idedlban — amely egy az L-nél kisebb hosszisdgu féligmoduléris
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halé — a C\{co} és D\{dp} maximalis ldncokra, kapjuk, hogy n — 1 =m — 1, azaz
n=m.

Masik esetben ¢ # dy és tekintsiik a e; = ¢; V d; elemet. Mivel c; Ady =0 < ¢
és ¢y Ady < dj aféligmodularitds miatt ¢; < eg és dy < e3. Az [ea) dudlis idedlban —
amely szintén véges hossziisdgu halé — tekintsiink egy eq < e3 < ... < e, maximalis
lancot. Az indukciés feltevést a [c1) duédlis idedlban a ¢; < ¢o < ... < ¢, = 1 és
ac < e < .. = e, =1 maximalis lancokra alkalmazva kapjuk, hogy n = k.
Hasonléan az indukciés feltevést a dy dudlis idedlban dy < dy < ... < d,,, = 1 és
di < es < ... < e maximalis lancokra alkalmazva kapjuk, hogy m = k. A két
egyenldségbdl nyerjiik, hogy n = m. &

cn =dm = ek

FIGURE 2. Jordan-Holder

Ha a € L, akkor az (a] intervallum hossziisdgat az a elem magassdgdnak nevezziik
és h(a)-val jeloljiik, ennek neve magassdgfiigguény.
Nyilvanvalé a kovetkezd:

Allitas 2. Ha L nullelemes féligmoduldris hdlo, a € L atom, x € L véges mag-
assdgi elem és a & x, akkor h(x \V a) = h(z) + 1.
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Tétel 2. (1) Legyen L egy véges hossziusagi hdld. L akkor és csakis akkor féligmoduld-
ris, ha barmely x,y elemre

h(z) 4+ h(y) = h(z Ay) + h(z Vy)

(2) Ha L féligmodudris hdld, 0 € L, és x,y € L véges magassdgi elemek, akkor
x ANy, x Vy is véges magassagu €s érvényes az eldbbi egyendtlenséy.

Bizonyitas. Elbszor (2)-t igazoljuk. Legyen L féligmoduldris és z,y véges
magassagu elemek, v = z Ay,v = x Vy. Nyilvin u véges magassigi. Legyen
u=2zp <21 < ..= 2z, = egy maximalis ldnc az [u,z] intervallumban. Ekkor
h(z) = h(u) + k. A féligmodilaritds miatt

y=2zoVyz1Vy .. XzxVy=n.

Ebbol kapunk - elhagyva az esetleg ismétlodo elemeket- egy legfeljebb k hossziisagu
lancot [y, v]-ben, ezért h(v) < h(y) + k, azaz

h(z) + h(y) = h(u) +k + h(y) = h(u) + h(v),
tehat teljesiil a tételben szerepld egyenl6tlenség.

Ezutan tegyiik fel, hogy ez az egyenlGtlenség teljesiil az L végeshosszisagu
héléban. Legyen a,b € L,c = a Ab,d = aV b. Tegylk fel, hogy ¢ < a, és
azt, hogy a,b Osszehasolithatatlanok. Azt kell kimutatni, hogy b < d. Az adott
egyenl6tlenség szerint

h(d) < h(b) + h(a) — h(c).
De ¢ < a miatt h(a) — h(c) = 1, igy az iménti egyenlStlenségbdl h(d) < h(b) + 1
adédik. Mivel b < d, kapjuk, hogy b < d, azaz L féligmoduléris.de

Végiil modularis halokban:

Tétel 3. Egy L véges hosszusdgu halo akkor és csakis akkor moduldris, ha minden
x,y € L-re h(z) + h(y) = h(z A y) + h(z V y).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy minden z,y € L-re h(z)+h(y) = h(zAy)+h(zVy)
teljesiil, de L nem modudris. Ekkor L tartalmaz egy, az N5-tel izomorf részhélét,
legyenek ennek elemei u < a < ¢ < v,u < b < v. Ekkor h(a) = h(aAb)+h(aVb)—
h(b) = h(c Ab) + h(cV b) — h(b) = h(c), ami ellentmond annak, hogy a < ¢ miatt
h(a) < h(c).

Tegyiik fel, hogy L véges hosszusdgi moduléris hald. Ekkor L alulrél féligmodué-
ris, tehdt van egy m(z) dimenzié fiiggvény is, ami a [z, 1] intervallum hossza. Erre
teljesiil: m(x)+m(y) > m(zAy)+m(xVy), Viszont barmely z € L-re m(z) = I(L)—
h(z), ezt az utolsé egyenlStlenség minden tagjdba beirva pontosan a h(z) fliggvényre
vonatkozé forditott irdnyd egyel6tlenséget kapjuk azaz teljesiil az egyendség.de

A d: L — R normalizdlt dimenzidfiggvény, ha d(0) = 0,d(1) = 1,z < y esetén
d(z) < d(y) és d(z) +d(y) = d(x Ay) + d(xz V y). Véges hosszisdgi moduldris hald
esetén d(x) = h(z)/l(L) normalizalt dimenziéfiiggvény.
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2. EKVIVALENCIAHALOK

Egy A halmaz ekvivalenciarelaciéi méasnéven particiéi nylivan egy teljes halét
alkotnak, s6t ez algebrai hdld. Ezt Eq(A) jeléli. Ebben két ekvivalenciareldcié mo
és m egyesitése a kovetkezdképen irhaté le: x = y(m V m1) akkor és csakis akkor,
ha létezik egy véges x = co,c1,...,¢, = y € A sorozat, hogy ¢y = c1(mp),c1 =
co(m1), ca = c3(mo), 3 = ca(m), ...

Tétel 4. Minden ekvivalenciahdlo féligmodudris.

Bizonyitas. Legyen my és m; egy A halmaz két ekvivalenciareldcidja. Nyilvan
w9 < mp pontosan akkor, ha a m; ugy &ll el6 a mp-bdl, hogy annak két blokkjat
egyesitjiikk. Legyen £ egy tetszOleges ekvivalenciarelacié. Konny® belatni, hogy
ekkor & V my és € V m szomszédosak. &

Tétel 5. Minden ekvivalenciahdld egyszeri.

Bizonyitas. Csak a véges esetre igazoljuk. Legyen m és £ két atomja az ek-
vivalenciahdlénak, amely az A halmaz particiéibdl dll. Ez azt jelenti, hogy mind-
kettonek egyetlen nentrividlos blokkja van, amelyek kételemtiek. Legyenek ezek
{a,b} ill. {c,d}. Definidlunk egy tovdbbi T particidt.

1. ha {a,b} N {c,d} = 0, akkor 7 két blokja A — {a,c} és {a,c},

2. ha {a,b} N {ec,d} = {e}, akkor 7 két blokja A — {e} és {e}.

Legyen tovdbba © egy nemtrivialis kongruencia, ekkor létezik két, egymastdl
kiilonbo6z8 particié, « ill. 8, hogy a < 8, « = 3 (0). Nyilvdn létezik egy a m < 3
atom, amelyre # N« = w. Ekkor v =0 (0). Legyen m < v egy atom, ekkor 7 = 0
(©) is teljesiil. Egyesitsitk mindkét oldalt 7-el, kapjuk, hogy ¢ = 7 (©) (v az a
particié amelynél A minden eleme egy osztdlyban van). Ez utébbi mindkét oldalat
elmetszve &-vel, kapjuk, hogy £ = w (©). Ez azt jelenti, hogy az Gsszes atom egy
osztalyban van a ©-nél, azaz © = (. &

Bizonyitas nélkiil alljon itt két hires, mély tétel:
Tétel 6. (P. M. Whitman, 1946 ) Bdrmely hdlé bedgyazhatd ekvivalenciahdldba.
Ennél még nehezebb eredmény:

Tétel 7. (P.Pudldk, Jiri Tuma, 1977) Bdrmely véges hdld bedgyazhatd egy véges
halmaz ekvivalenciahdlojdba.
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FIGURE 3. A négyelemi halmaz ekvivalrnciahdléja

Jelolések az abran:
12 azt jelenti, hogy egyetlen tobb mint egyelemii osztaly van {1,2},
12|34 azt jelenti, hogy két tobb mint egyelemii osztaly van {1,2} és {3,4}.



