MODULARIS HALOK ELEMI TULAJDONSAGAI

1. INTERVALLUMOK IZOMORFIZMUSA

Tétel 1. (Intervallumok izomorfiatétele). Egy L hald pontosan akkor moduldris,
ha tetszdleges a, b elemeire az [aNb, a] intervallum izomorf a [b,aVb] intervallummal
a

Yab : [aNbyal = [b,aV b,z —bVa
izomorfizmus mellett, ennek inverze a

Yab : [b,a Vb = [aAbal,y—aiy
izomorfizmus.

Bizonyitas. Legyen L moduldris halé. Ha x € [a A b, a], akkor ¢gp(pap(x)) =
aNBVz)=(aAb)Va)=ra (ugyanis z < a, figy alkalmazhatjuk a moduldris
egyendséget), tovabba y € [b,a V b] esetén wup(Vap) = bV (aAy) = (bVa) Ay =
y. Ennélfogva @.p és 1, bijektiv tovabba egymads inverzei. Ezenkiviil mindkét
leképezés monoton, tehat izomorfizmusok.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az L barmely két elemére teljesiil a tételben meg-
fogalmazott izomorfizmus. Ha L nem modularis, ugy tartalmazza részhaléként az
Ns-t, amelyben nem teljesiil a szébanforgé izomorfizmus. &

FIGURE 1. izomorf intervallunok

2. KUROS-ORE TETEL

Tétel 2. (A. G. Kuros, O. Ore). Barmely L moduldris hdld rendelkezik a Kuros-
Ore tuljdonsdggal, azaz ha a = by V ...V b, is ésa = c1 V ... V¢, is az a elem
eldallitdsa egyesitésirreducibilis elemek irredunddns egyesitéseként, akkor n = m
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és az elsd egyesités barmely b; tagja helyettesitheté a mdsodik egyesités alkalmas
tagjaval, azaz bdrmely i-re (1 <1i < mn) létezik j (1 < j < m), hogy
a = bl V..V bi,1 \/Cj \Y bi+1 V.. \/bn
Bizonyitas. Legyen d =b; V ...b;—1 Vbj41 V...V b, ése =b;. Ekkora=eV d
és nyilvan
a=(ctVd)V..V(cmVd).
Az intervallumok izomorfiatétele szerint ekkor

e =eq(a) = Yed(c1 VA) V ... V heqcm V d).
teljesiil. Mivel e = b; egyesitésirreducibilis, valamely j-re ¥eq(a) = Yed(c; V d), igy
a = c; V d, azaz teljesul a tételben szerepld formula.

Igazoljuk, hogy n = m. Feltehet6, hogy n a legkisebb olyan szam, hogy a eldall n
darab egyesitésirreducibilis elem egyesitéseként, m pedig tetsz6leges. A mar igazolt
helyettesitési tulajdonsig alapjan b; helyettesithet6é valamelyik c;,-vel, azaz

a = cj, Vb V..Vb,.

Az n minimalitdsa miatt a fenti el6éllitas is irredundéns. Ezért bs is helyettesi-

thet6 valamely c;,-vel, azaz
a = Cj; \/Cj2 \/bg\/\/bn

Mivel n minimalis 71 # j2 és most is a irredundans el6allitasat kaptuk. Tehét a

b1, ....,by elemek mindegyike sorban egymés utdn kicserélhetd c;, , ..., ¢, -re. Min-
den 1épésnél a irredundans eldallitdsdt kapjuk. Minden djabb c;, kiilonbozik a
megel6z0 c;, , ..., ¢;,_, elemektdl. Az utolsé csere utan kapjuk, hogy a = ¢, V...Vc;,

az a irredundéns eldéllitdsa, igy {j1,...,Jjn} = {1,....,m}. Ezért n=m. &

Kovetkezmény. Ha egy A algebra véges sok szubdirekt irreducibilis algebra
szubdirekt szorzatéra bonthaté és Con(A) moduldris, akkor A irredundans médon is
el6all véges sok szubdirekt irreducibilis algebra szubdirekt szorzataként, és minden
ilyen elééllitasban a tényezék szama azonos.

Megjegyzés A modularis egyenloségnél a kovetkez6 egyenlétlenség mindig tel-
jestl:

x<zesetén (xVy)Az>zV(yAz).

Ezért, ha a modularitdst akarjuk igazolni, gy elegendé a forditott irdnyu egyendt-
lenséget bizonyitani.

karjuk, hogy L C N esetén:

(LVM)NNCLV(MNN).

Két normaloszté egyesitése L V M megegyezik az LM = {zy,x € L,y € M}
szorzattal.

Tegyiik fel, hogy a € (LV M)N N. Ekkor a = be,(b € L,c € M). Igy ¢ =
b=la € N. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ € N. Mivel ¢ € M is teljesiil, kapjuk, hogy
ce MNN,tehdt a=bce LV (M NN), azaz (LVM)NNCLV(MNN). &



