TELJES HALO, LEZARASI OPERATOR, ALGEBRAI HALO

Definicié 1. Az L hdlé teljes, ha bdrmely részhalmazdnak van legkisebb felsd és
legnagyobb also korldtja.

Definicié 2. A F' C P(A) lezdrdsi rendszer, ha zdrt a metszetre nézve, azaz X C F
esetén (VX € F. F elemei a zdrt halmazok.

Definicié 3. A C: P(A) — P(A) leképezés lezdrdsi operdtor A-n, ha
(1) X CC(X), azaz extenziv,
(2) X CY esetén C(X) C C(Y), azaz monoton,
(8) C(X) = C(C(X)), azaz idenpotens.

(1)Legyen F egy lezdrasi rendszer A-n és definidljuk
CX)=({{K.XCKeF}

Ekkor C nyilvdn monoton és extenziv. Igazoljuk, hogy idenpotens is. C(X)
C(X) € F, igy alkalmazva C-t és figyelembe véve a monotonitést kapjuk; C(C(X))
C(X), ami az exenzitivitds miatt C(C(X)) = C(X), azaz C idenpotens.

(2) Induljunk ki egy C lezardsi operdtorbdl. Definidljuk:

F ={C(X),X C A}.

Ez F lezdrdsi rendszer A-n, azaz ha X; € F akkor (| X; € F. Valéban, mivel
NX; C X; minden j-re, C monotonitdsat figyelembe véve kapjuk, hogy C(N X;) C
C(X;) = Xj, azaz C(NX;) C (X, ami az extenzivitist figyelembe véve kapjuk,
hogy (X, € F.

-
C

Allitas 1. Legyen C lezdrdsi operdtor A-n és F' a hozzd tartozd lezdrdsi rendszer.
Ez teljes hdld. X C F esetén NX = A, ha X = 0, AX = NX, ha X # 0,
VX =CUX).

Bizonyitas. C(|JX) az X fels6 korldtja, | JX C C(UX). Ha H zart és K C H
minden K € X-re akkor | JX C H, ezért C(|JX) C C(H) = H, mert H zért, tehat
C(UX) a kegkisebb felsd korlat. &

Tétel 1. Minden teljes hdlo izomorf egy lezdrdsi rendszerhez tartozo zdrt halmazok
hdldjdhoz.
Bizonyitas. Ha L teljes hild, akkor a féideédlok {(a]} lezardsi rendszert alkotnak

és az a — (a] izomorfizmus.d

Definicié 4. Az L teljes hdlo a eleme kompakt, ha abbol, hogy valamely X C L-re
a <\ X kovetkezik, hogy az X -nek valamely X' véges részhalmazdra a < \/ X'. A
L teljes halo algebrai, ha minden eleme kompakt elemek egyesitése.
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2 LEZARAS

Fontos algebrai halok:

Con(A): kongruenciahald

Sub(A): részalgebra halé

Eq(A): ekvivalencia halé (particié halo)

Geometriaban kiilonféle altér haldk, pl. euklideszi terek alterei.

Definicié 5. A C lezdrdsi operdtor algebrai, ha C(X) = (J(C(Z;)) ahol Z;-k véges
részhalmazai X -nek.

A P részben rendezett halmaz irdnyitott, ha barmely véges részhalmazanak van
felsé korlatja.

Allitas 2. Legyen C lezdrdsi operdator A-n. C akkor és akkor algebrai, ha zdrt az
irdnyitott halmazok egyesitésére.

Legyen C egy lezérasi operdtor és K zért, azaz C(K) = K. K végesen generélt,
ha K = C(Z) valamely véges Z-re.

Legyen S egy félhals. I C S idedl, ha (i) a € I,b < aesetén b€ I, (ii) haa,be I
akkor a Vb € I. Az idedlok a halmazelméleti tartalmazdsra nézve halét alkotanak
az S idedlhdléjat, amelyet Id(S) jelol. Ez algebrai héls, amelynek kompakt elemei
a féidealok.

Tétel 2. Ha C algebrai lezdrdsi operdtor, akkor a zdrt halmazok algebrai hdaldt alkot-
nak, amelynek kompakt elemei a végesen generdlt zart halmazok. Megforditva, min-
den algebrai hdlo izomorf egy algebrai lezdrdsi operdtor zart halmazainak hdlojdval,
mégpedig egy nullelemes félhdlo idedlhdlojdval.

Bizonyitas.

(I) Legyen C algebrai letardsi operédtor, kimutatjuk, hogy a kompakt elemek
pontosan a a végesen generalt zart halmazok. Legyen Z C A véges és H = C(Z).
Legyen G zart halmazokbdl 4116 halmaz, amelyre H C \/ G. Mivel C algebrai és Z
véges ezért létezik egy véges Y C |JG, hogy Z C C(Y). Igy H C C(Y) C C(UQG) =
V G. Vilasszunk G’ C G-t, hogy G’ véges és Y C |JG'. Ekkor H C \/ G, azaz
minden végesen generalt kompakt.

(IT) Legyen H kompakt eleme a zart halmazok héléjdnak, akkor nyilvdn H C
V{C(Z),Z C H, Zvéges}. Van tehat véges sok véges részhalmaz 7y, 71, ....Z; C H,

hogy
H < \/{C(20),C(21),...C Zy)} = C(C(Z), C(Z1), ... C(Zk)) = C(ZoUZ1U...UZy,)

HaY = ZyU...UZ, akkor Y C H C C(Y'). Mivel H zart, azaz H C C(Y) igy
a kompakt végesen generalt.

A zéart halmazok héléja algebrai, mert minden zart halmaz véges részhalmazai
lezartjainak az egyesitése.

(IIT) Legyen L egy algebrai halé és jelolja S a kompalt elemeinek halmazdt. Két
kompakt elem egyesitése is kompakt, ezért S félhdalé. Ha X C S, akkor legyen C(X)
az X altal generalt ideal, azaz

C(X) ={y,y <x1V..Vaxg valamely x1,...,2, € X -re }.

C nyilvan algebrai lezarési operdtor, mert barmely y € C(X) benne van valamely
Z1, ..., T elemek atal generdlt idedlban, azaz C({x1,...,xx}) -ban.de



