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1.1.
1.2.

1.3.

1.4.

Konvolicido

Szamoljuk ki a BIN(p,n) * BIN (p,m), POI()\) x POI(y), GEO(p) * GEO(p) diszkrét konvoluciokat.

Adjuk meg n darab fiiggetlen, GEO(p) eloszlasu valoszintiségi valtozo Osszegének az eloszlasat, az t.n.
negativ binomialis eloszlést.

Mobricka matematikushallgaté a BME-n, Valészintiségszamitas II. gyakorlatbol probél atmenni. Ha nem
sikeriil neki az egyik félévben, akkor a kiovetkezd félévben djra probalkozik. Az egymast kovetd félévek
probalkozasainak kimenetele fliggetlen, és minden félévben % valoszintiséggel bukik meg. Ha az alairéast
megszerezte, még ugyanabban a félévben probalkozik az elméleti vizsgaval. Ha ez nem sikeriil, akkor
a kovetkezd félévben djra probalkozik az elméleti vizsgaval, egészen addig, amig at nem megy ezen is.
Az egyes félévekben elméletbdl i valoszintiséggel megy at. Hatarozza meg Moricka Valdszintiségszamitas

II.-vel toltott félével szaméanak az eloszlasat!

(a) Bizonyitsa be, hogy ha X ésY fiiggetlen standard normaélis eloszlast valoszintiségi valtozok, valamint
a és b valos szamok, akkor U = aX + bY és V = bX — aY valdszintiségi valtozok is fiiggetlenek.
Milyen eloszlést lesz U és V7



1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

(b) Szamolja ki az el6bbi alapjan két Gauss eloszlas N(myq, o1) * N(ma, o3) konvoluciojat.

az m1 = mo = 0 esetre kiszamolni!

Legyen X és Y fliggetlen EXP (), illetve EX P(u) eloszlasu valoszintiségi valtozo. Hatarozzuk meg
Z = X 4+ Y sirtségfiiggvényét. Mi torténik a A — p hataratmenetben?

Legyenek X : Q@ — R és Y : Q — R abszolut folytonos eloszlastu valdszintiségi valtozok f és g stirtiségfiigg-
vényekkel. Tudjuk, hogy Z = X + Y stirtiségfiiggvénye f x g-vel egyezik meg. Kovetkezik-e ebbdl, hogy
X ésY fiiggetlenek?

Legyen X és Y fiiggetlen, POI(}), illetve E(0,1) eloszlasu valoszintiségi valtozo. Hatarozzuk meg a
Z = X +Y valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét.

Legyenek X és Y fliggetlen azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, melyeknek kozos striiségfiiggvénye
f(x) = 32219 1y(z). Hatarozzuk meg az U := X +Y és a V := X — Y valoszintiségi valtozok stirtiség-
fliggvényét.

Legyen X F(0,1) eloszlasu és Y tole fiiggetlen tetszoleges eloszlast valoszintiségi valtozo. Bizonyitsuk be,
hogy a
Z={X+Y}=(X+Y)-[X+Y]

valoszintségi valtozo eloszlasa E(0,1), fiiggetleniil az Y valdszintségi valtozo eloszlasatol. Elég belatni
diszkrét vagy abszolut folytonos eloszlasa Y -ra.

Legyenek X1, Xs,...,X,,... fliggetlen és azonos E(0, 1) eloszlasu valoszintségi valtozok. Jelolje f,,(x)
az Sp ==Y p_, X valoszintségi valtozo stirtségfiiggvényét. Bizonyitsuk be, hogy

_ 1 & E(T n—1
o) = G o ()

Kompjuter grafika segitségével (pl. Maple) abrazoljuk az

Fae) =300 (5 +[5%)

fiiggvenyt n = 1,2,...,10-re. Mit latunk? Ertelmezziik az eredményt.

Legyenek X1, X5,...,X,,... fliggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok, melyeknek k6zos elosz-
lasa P(X; = 0) = § = P(X; = 1). Legyen YV := Y ° ,27"X,. (A végtelen Gsszeg egy valoszintséggel
konvergens!) Bizonyitsuk be, hogy az Y valoszintségi valtozo egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumban
Legyenek X, Xo,...,X,,... figgetlen és azonos F(0,1) eloszlasu valoszintiségi valtozok és legyen YV :=
Sooe 127" X,. (A végtelen dsszeg egy valosziniséggel konvergens!) Bizonyitsuk be, hogy az Y valoszi-

niségi valtozo F(y) := P(Y < y) eloszlasfiiggvénye folytonos, s6t akarhanyszor differencialhato, de sehol
sem analitikus fiiggvény.

1.1. Poisson és Gamma eloszlasok kapcsolata

Egy radioaktivitast mérs szamléloberendezés ezredmésodpercenként tud ugrani, és akkor ugrik egyet a

t = ;o5 id6pontban, ha volt beérkezs alfa-részecske a (t — o5, ¢] id6intervallumban. Jeldlje T'(n) azt a

véletlen id6pontot, amikor el@szor mutat n értéket a szamlalo. Jelolje N(t) a szamlaloberendezés allasét
a t idépontban.

(a) (A felugitdaselmélet alaptriikkje) Melyik igaz a kovetkezs két allitas kozil?

P(N(t) <n) = P(T(n) > t), P(N(t)<n)=P(T(n)>1)

(b) Lassa be, hogy P(N(t) =n)=P(T(n) <t)—P(T(n+1) <t)!

(c) Fejezze ki T'(n) eloszlasfiiggvényét az N (t) eloszlasanak segitségévell



1.15.

1.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

(d) Tegyiik fel, hogy egy ezredmésodperc alatt p = -

fiiggetleniil. Hatarozza meg T'(n) és N(t) eloszlasat!

valoszintiséggel érkezik alfa-részecske, a multtol

(e) Milyen abszolat folytonos eloszlast valoszintségi valtozoval kozelitsiik a szamléloberendezés két egy-
mas utani ugrasa kozt eltelt id6t?

(f) Adjon T'(3) eloszlasfiiggvényére egyszert kozelits formulat a (c) pont és a Binomialis eloszlas Poisson-
approximacioja segitségével. Milyen (nevezetes) abszolut folytonos eloszlasi valoszintségi valtozo
eloszlasfliggvénye ez?

Legyenek X, Xo,... fliggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, melyeknek stirtiségfiiggvénye
xre ™ ha x > 0, és 0 egyébként. Legyen tovabba Sy = 0 és S, = X1 + --- + X,,, valamint legyen
N(t) = max{n: S, <t}

(a) Adja meg S, stirtiségfiiggvényét!

(b) Hatarozza meg N(t) eloszlasat, azaz k = 0,1,2,...-ra P(N(t) = k) értékét! (Szamolas neélkil is
megy, az el6adason tanultakra kell hivatkozni)

Bizonyitsa be a felujitaselmélet alaptriikkjének segitségével az alabbi azonossagot:

5 (V) -mros =30 (PTm)a-pm

k=0 m=4

2. Generatorfiiggvények

Valoszintségeloszlasok generatorfiiggvényei-e az alabbi fliggvények?

z — z 6
@ e (20 ase o EE
2 2
(c) 2— 2’ (4) 1+2

Legyen X egy N-értékii valoszintiségi valtozo. Jeldljiik eloszlasanak generatorfiiggvényét P(z)-vel. Irjuk
felaz Y := X + 1 és a Z := 2X valoszintiségi valtozok eloszlasanak generatorfiiggvényét.

Legyen X egy N-értékii valoszintiségi valtozo. Jeldljiik eloszlasanak generatorfiiggvényét P(z)-vel. Irjuk
fel az a, == P(X <n), b, :=P(X <n), ¢, =P(X >n),d, =P(X >n+1)ése, =PX =2n)
szamsorozatok generatorfiiggvényeit. (Figyelem: ezek nem valdszintiségi eloszlasok.)

Hatarozzuk meg a p paramétert geometriai eloszlas generatorfiiggvényét feltételes rekurzid és az 6rokifja
tulajdonsag felhasznalasaval!

Egy utca autéforgalmat tgy modellezziik, hogy

(a) az iddskalat fix és oszthatatlan egy mésodpercnyi idSegységekre osztjuk,

(b) feltessziik, hogy p € (0, 1) annak a valosziniisége, hogy az egyes idGintervallumokban elhalad az utcan
egy auto,

(c) tovabba azt is feltessziik, hogy az egyes idSegységekben torténd események egymastol fiiggetlenek.

Egy gyalogos akkor tud atmenni az utca tuloldalara, ha legalabb négy maésodpercig forgalommentes az
utca. (Feltessziik, hogy az utca belathato: a gyalogos el tudja donteni, hogy a kévetkezd négy méasod-
percben lesz-e forgalom.) Hatérozza meg a gyalogos varakozasi idejének generatorfiiggvényét!

Segitség: Alkalmazza a teljes varhatoérték tételét arra vonatkozoan, hogy az els6 kocsi mikor érkezik!
Hatarozza meg az (n,p) paraméterd negativ binomidlis eloszlas generatorfiiggvényét! Fejezze ki a ge-

neratorfiiggvény Taylor-soranak egyiitthatoit az altalanositott binomialis egyiitthatok segitségével, majd
hasznalja fel, hogy (7]6”) = (=1)* ("H,z 71), hogy megkapja a negativ binomialis eloszlas valoszintiségeit.
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2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

Egy X valoszintségi valtozo eloszlasa korlatlanul oszthato, ha Vn € N-re van olyan Y{*,...,Y," fliggetlen
és azonos eloszlast valoszintiségi valtozd n-es, hogy

> v~ x
i=1

Korlatlanul oszthato-e Poisson, a binomidlis és a geometriai eloszlas?

Egy kockaval addig dobunk, amig el6szor sikeriil kétszer egymésutan hatost dobnunk. Jeldlje v a dobasok
szamat. Szamitsuk ki v eloszlasanak generatorfiiggvényét és ennek segitségével v varhatd értékét és
szOrasnégyzetét.
Legyenek &1, &s, ... fliggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, melyeknek kozos eloszlasa:
P(&=1)=p,P(§,=0)=¢q,ahol 0<p,g<lésp+qg=1.
(a) Legyen
Vop :=min{n >2:&,.1 = a, &, = 0}, a,B€{0,1}.
Szamitsuk ki v, eloszlasdnak generatorfiiggvényét mind a négy lehetséges a8 kombinacioéra.
(b) Legyen
VaBry = min{n >3: fn—2 = Q, gn—l = Ba fn = 7}7 047577 S {Oa 1}
Szamitsuk ki v, eloszlasdnak generatorfliggvényét mind a nyolc lehetséges o8y kombinéciora.
Mekkora valoszintiséggel oszthato egy (n,p) paramétert negativ binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozo
k-val? Hova konvergal a k-val oszthatosag valoszintisége, ha n — oco?

Segitség: A k periodusu sorozatok k dimenzios vektorterében a k-adik egységeyokok hatvanyai bazist
alkotnak!

Legyenek Xi, X5, X3,... fliggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, kozos eloszlasfiiggvénytiik
F(z) = P(Xi < x) Legyen v ezektdl fiiggetlen, N-értékd valoszintiségi valtozo; jeloljik G(z)-vel a
v eloszlasanak generatorfiiggvényét. Mutassuk meg, hogy az Y := max{Xy, Xo,..., X, } valoszintiségi

valtozo eloszlasfliggvénye H(x) = G(F(x)).
Legyenek X és Y fluggetlen, N-értéki valoszintiségi valtozok, melyeknek generéatorfiiggvényei U(z), illetve

V(%). Bizonyitsuk be, hogy a b; := P(X —Y = j), j € Z szamok a K(z) := U(2)V (1/z) fiiggvény Laurent
sorfejtésében a 27 tagok egyiitthatoi.

2.1. Véletlen tagszamu 6sszegek, bolyongasok

Legyen X ~ Pesszimista Geom(p); Y ~ Poi(\); Z ~ Binom(n, p);

B; =

0, 1 — a valésziniiséggel,
1, a valdszintséggel,

ahol (B;)$2, fliggetlenek.

(a) Hatarozzuk meg X, Y, Z, B; generatorfiiggvényeit.
X Y z
(b) Hatéarozzuk meg a > B;, > B;, > B; valoszintiségi valtozok generatorfliggvényeit (az tires szumma
i=1 =1 =1
nullaval egyenld).
(¢) Milyen eloszlastiak a fenti szummak? Probaljuk meg valészintiségszamitasi terminusokban is megin-
dokolni a vélaszt.

Legyenek X7, X5,... faa.e. N-értéki valoszintiségi valtozok és v téliikk fiiggetlen N-értékd valdszintiségi
valtozo. Legyen Y = Y7 | X;. Lassuk be, hogy

Var(Y) = Var(v)E(X;)? + E(v) Var(X)
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2.34.
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2.39.
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Legyenek X1, X, ... fliggetlen GEO(p;) eloszlasu valoszintségi valtozok és v tolik fiiggetlen GEO(p2)
eloszlasu valoszintiségi valtozd. Lassa be generatorfiiggvény-modszerrel, hogy

v+1
Z(Xi +1) =1~ GEO(p1p2)

i=1
Bizonyitsa a kapott azonossagot a val.szam. jelentése segitségével is!

Lassa be, hogy minden 0 < p < 1-hez megadhat6 olyan pq,po, ... valoszintségi eloszlas és A > 0, hogy
Yi_ Xi ~ GEO(p), ahol X1, Xs,... fae. és k> l-re P(X; = k) = pj, valamint v t6liik fiiggetlen és
POI()) eloszlasa. Mutassa meg ennek segitségével, hogy a geometriai eloszlas korlatlanul oszthato.

Legyenek (1, (s, ... fliggetlen és azonos eloszlastu valoszintiségi valtozok, P(¢; = £1) = % Legyen S, =
S, G egyszerd, szimmetrikus bolyongés Z-n. Legyen 7 = min{n | S,, = 1} az els§ szint elérési ideje.
Hatarozza meg 7 lecsengésének pontos aszimtotikajat:

limsupk? - P(r = k) =?

k—oc0

Segitség: a generatorfiiggvény hatvanysoranak egyiitthatoit fejezze ki az altalanositott binomialis egyiitt-
hatok segitségével, hatérozza meg a P (7 = 2k) értékeket, és hasznélja a Stirling-formulat!

Tekintsiik Z helyett a (végtelen) G4, g-ed fokt homogén fat mint alapgrafot és rajta a szimmetrikus
bolyongéast. Azaz: S, egy véletlen bolyongas Bg,-n, amely egy megjelolt csticsrol (origorol) indul és i-
dBegységen-ként 1ép az aktualis hely g szomszédja koziil egyet egyenletes g1 valoszintiséggel valasztva.
Szamoljuk ki a ®, F, L generatorfiiggvényeket. (®(z): egy kijelolt els§ szomszéd elérési idejének gene-
ratorfiiggvénye, F'(z): origdba valo elsd viszatéés idejének generatorfiiggvénye; L(z): origoba vald utolso
latogatas idejének generatorfiiggvénye.)

2.2. Elagazo6 folyamatok

Jelolje O(p) annak a valoszintiségét, hogy soha nem pusztul ki egy olyan elagazo folyamat, amelyben az
utddok eloszlasa GEO(p). Rajzolja fel a p — 0(p) fiiggvény grafikonjat.

Mekkora a valoszintiséggel éri meg az n-edik generaciot az az elagazd folyamat, amelyben az utédok
eloszlasa GEO(L)?

Tekintstink egy olyan eldgazo folyanatot, amelyben az utodok eloszlasanak generatorfiggvénye P(z).
Jelolje X a teljes populéacié nagysagat, vagyis a keletkezs véletlen fa csiicsainak a szaméat. Legyen Q(z) =
E(z%). Bizonyitsa be, hogy Q(z) megyezik a ﬁ fliggvény inverzfiiggvényével!

Tekintsiink egy olyan elagazo folyamatot, amiben egy egyed kozvetlen utédai szamanak varhato értéke 1
és szorasa 0 < o < +o0. Jelolje X,, az n-edik generécits egyedek szamat, tehat Xy = 1, X7 az Gs-egyed
gyerekeinek a szama, Xo az unokik szama, stb.

(a) Varhatoan hany leszarmazott lesz Gsszesen?

(b) Adjon formulat D?(X,,) értékére, bizonyitsa indukcioval.

Legyen egy elagaz6 folyamat utod-eloszlasa GEO(%). Jelolje X a teljes populacié nagysagat.

lim k% - P(X = k) =?

k—o0
Egy améba egy nap alatt két dolgot tehet: % valoszintiséggel kettéosztodik vagy % valoszintiséggel el-
pusztul. Az elagazo folyamat fajanak csicsszamat jelolje X. Mutassa meg generatorfiiggvény-modszerrel,
hogy X ~ 7, ahol 7 az egyszert, szimmetrikus bolyongasnal az elsd szint elérési ideje. Adjon valdszini-
ségszamitasi jelentést a kapott azonossagnak!
Segitség: Legyen S, az elagazo folyamat fajanak szélességi bejarasanal azoknak a cstuicsoknak a szama,

akiket mar meglattunk, de a szomszédjait még nem néztiikk meg akkor, amikor az n-edik cstics szomszédjait
nézziik meg.



2.41.

2.42.

2.43.

2.3. Vegyes

Legyenek 0 <p=1-¢ < 1¢é 0 < a < 1 valoszintiségek, és definidljuk a piq, ftap, €5 VGeom(p) diszkrét
eloszlasokat a kovetkez6képp:

. pa, ha i = 2,
a, ha i =2, ha i — 1
. . . q, at=1,
po(i) =9 1—a, hai=0, Hap(i) = .
p(l—a), hai=0,
0, egyébként;
0, egyébként;

VGeom(p) (i) = (optimista geometriai eloszlas).

¢ 'p, hai=1,23,...
0, egyébként

(a) Hatarozzuk meg e harom eloszlas P,, P, illetve Pgeom(p) generatorfiiggvényeit.

(b) Hatéarozzuk meg annak valoszintiségét a fliggvényében, hogy egy, a fenti u, eloszlast utodszammal
mik6ds elagazo folyamat kihal.

(c¢) Legyen X a valaha is élt egyedek szama egy, a fenti p, eloszlast utdédszammal miikods elagazo folya-
matban. Hatarozzuk meg X Q, generatorfliggvényét az oran latott Q. (s)/Pa(Qa(s)) = s Osszefiigges
segitségével.

(d) Hatarozzuk meg annak valoszintiségét a és p fliggvényében, hogy egy, a fenti 1, , eloszlast utdodszam-
mal mikéds elagazo folyamat kihal.

(e) Hasonlitsuk 6ssze az eredményt az 41b pontbeli eredménnyel; mit jelent ez a kihalas valoszintiségére
nézve a két esetben?

(f) Legyen Y a valaha is élt egyedek szama egy, a fenti p,, eloszlast utédszammal mikods elagazo
folyamatban. Hatérozzuk meg Y @, , generatorfiiggvényét az oran latott Qq p(8)/Pap(Qap(s)) = s
Osszefiiggés segitségével.

(g) Irjuk fel a 41c pontban szerepls @, illetve az els6 feladat Pgeom(p) generétorfiiggvényeibdl allo @, o
PGeom(p) kompoziciot. Hasonlitsuk ezt Gssze az e) pontban kapott Qg kifejezéssel. Mi kovetkezik az
X és az Y valoszintiségi valtozok eloszlasanak kapcsolatara?

(h) Indokoljuk meg valészintiségszamitasi terminusokban a d)-ben és f)-ben megallapitottakat.

Legyenek X, Xo, ... nemnegativ egész fiiggetlen és azonos eloszlasi valészintségi valtozok () generétor-

fliggvénnyel, és legyen
n

So=0, Su=> (Xi—1),

i=1
azaz egy bolyongd pozicioja n lépés utan, aki az i. lépésben X; — l-et lép (vagyis —1-et, ha X; = 0, 0-t,
ha X; =1, stb.). Legyen tovabba 7 = inf{n >0 : S,, = —1} a —1 szint elsd elérési ideje, jeldljiik ennek
generatorfiiggvényét P-vel.
(a) Az elss lépésre feltételezve mutassuk meg, hogy P(s) = Q(P(s)) - s.

(b) Az 42a rész alapjan hatarozzuk meg P-t, ha X; eloszlasa az 2.41 feladatban szerepld u, eloszlas.
(Azaz S, egy egyszerd bolyongas.)

(c¢) Legyenek most az X; valtozok Pesszimista Geom(p) eloszlastak, az 42a rész alapjan hatarozzuk meg
P-t.

(d) A 42c rész alapjan hatarozzuk meg annak valoszintségét p fiiggvényében, hogy a bolyongd valaha
eléri a —1 szintet.
Egy pok pr, = @% valoszintiséggel rak k darab petét k = 1,2,... esetén (tehéat biztosan rak legalabb
2
egy petét).
(a) Hatéarozza meg a lerakott peték szaménak generatorfiiggvényét!

(b) Minden egyes pete a tobbitsl és a peték szamatol fiiggetleniil % valoszintiséggel kel ki. Hatéarozza
meg a kikelt peték szamanak generatorfiiggvényét, varhato értékét és annak a valoszintiségét, hogy
pontosan egy kikelt utoda lesz a poknak!



2.44.

2.45

2.46.

3.47.

3.48

3.49

3.50.

3.51.

3.52.

Jelolje p, annak a valoszintiségét, hogy egy csaldadban pontosan n gyerek van, n = 0,1,2,.... Legyen
Pn = ap™,n > 1re, és pg = 1 —ap(l+p+p?+p3+...), ahol p € (0,1) és a > 0 tigy vannak megvalasztva,
hogy ap < 1 — p. Tegyiik fel, hogy ha egy csalddban n gyerek van, azok nemenkénti eloszlasa egyenletes
(a 2™ lehetGség kozott). Mutassuk meg, hogy minden k > 1-re, annak a valoszintisége, hogy egy csaladban
pontosan k fiti van 2ap® /(2 — p)k+1.

Legyenek X7, Xo,... fliggetlen, azonos eloszlasi pozitiv egész értékid valoszintiségi valtozok P(z) genera-
torfiiggvénnyel, és legyen S,, = X7 + X2 + ...+ X,,. Legyen

v, — 1, ha dn, hogy S, =k,
"o egyébként

Legyen vy, = P(Yy = 1), és legyen {vy} generétorfiiggvénye V(2) = > po vz, V(z) =?

P (2:)5”” =7

3. Markov- és Csebisev egyenl6tlenség, NSZGYT
Legyen X valoszintiségi valtozo szorasa véges. Lassa be, hogy

P(X =0) <

Legyenek X7, Xo, ..., Xy fiiggetlenek és egyenletes eloszlastuak a [0, 1] intervallumon. Legyen

Y =X, Xo-X3-X4- X5 Xg- X7+ X5 - Xo

(a) Adjon also becslést a P(0,188875 < Y < 0,716531) valoszintségre!

(b) Hatarozza meg Y stirtiségfiiggvényét!

Tegytik fel, hogy az X1, X5, ..., X,,... valosziniségi valtozok sorozatara E(|X;|) < C, ahol C' < oo i-t6l
fliggetlen konstans. Bizonyitsuk be, hogy e feltétel mellett, ha b,, 0-hoz tartd szamsorozat, akkor barmely
rogzitett 6 > 0 mellett

lim P([b,X,| > d) = 0.

n—oo
Legyenek X1, Xs, ..., X,,... véges szorasu valoszinidségi valtozok, amelyekre E(X;) # 0. Bizonyitsuk be,
hogy ha

lim D(Xn)/E(Xn) =0,

n—oo
akkor barmely rogzitett 6 > 0 mellett

. X, -

Alkalmazzuk a coupon collector’ problémara.

(a) Bizonyitando, hogy a Markov egyenlStlenség éles, a kovetkez§ értelemben: rdgzitve a 0 < m < A
szamokat, létezik olyan nemnegativ X valoszintségi valtozo, melynek varhato értéke E(X) = m és melyre
a Markov egyenl6tlenség telitédik’: P(X > )\) =m/A.

(b) Bizonyitando, hogy a Markov egyenltlenség nem éles, a kovetkezs értelemben: rogzitett nemnegativ
X valoszintségi valtozora, melynek varhato értéke véges, limy oo AP (X > /\) /E (X ) =0.

(A felijitdsi fiigguény korldtossdga) Legyenek X1, Xo, ..., X, ... fliggetlen és azonos eloszlast nemnegativ
és nem nullara koncentralt valoszintségi valtozok. (Azaz: feltessziik, hogy 1 = P(X; > 0) > P(X; > 0) >
0.) Legyen T'(n) :=>"1 | X; és N(t) := max{n : T}, < t}.
Bizonyitsa be, hogy barmely ¢ > 0-ra M (t) = E(N(t)) korlatos:

(a) Lassa be, hogy E(e=%¢) < 1.

(b) Bizonyitsa, hogy a kdvetkezd végtelen dsszeg konvergens: » >~ | P ( X< t) < 00.



3.53.

3.54.

3.55.

3.56.

3.57.

3.58.

3.59.

Legyenek X1, Xs,...,X,,... egyazon (2, A, P) valoszintségi mez6n definialt, azonos eloszlast valoszind-
ségi valtozok, melyeknek kozos eloszlasfiiggvénye F(x). (Semmit nem tesziink fel fiiggéségi viszonyaikrol.)
Legyen M,, := maxi<;<n | X;|.
(a) Tegyiik fel, hogy valamely o > O-ra ffooo |z|*dF(z) < 0, azaz E(]|X;|*) < co. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor barmely € > O-ra, rogzitett § > 0 mellett

lim P(n~(/*F9|0,| > §) = 0.

n—r oo

(b) Tegyiik fel, hogy valamely s > O-ra [ exp(s|z|)dF(z) < 0, azaz E(exp(s|X;|)) < co. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor barmely oco-hez konvergéld b,, szamsorozatra, rogzitett § > 0 mellett

. 1 -
nll)rr;OP((bn logn)~'|M,| > d) = 0.

Utmutatds: Hasznéljuk a P(maxi<i<, |Xi| > A) = P(UL, {|X;| > A}) < 30, P(|Xi| > A) =
nP(|Xi| > )\) megfontolast és Markov-jellegii egyenl&tlenségeket.

A normélis fluktuacick igazi nagysagrendjének megsejtése:
Legyenek X7, Xs,...,X,,... fliggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok, melyeknek varhato
értéke E(X;) = 0 és szorasnégyzete Var(X;) = 02 < co. Legyen S,, := > | X;. A NSZGYT azt mondja
ki, hogy rogzitett 6 > 0 mellett

HILH;OP(|SH|/n >6) =0.

Bizonyitsuk be a kovetkezd (lényegesen erdsebb) allitast: barmely oo-hez tarto b, szamsorozattal, rogzitett
0 > 0 mellett

Jim P(|Sn|/ (bnv/n) > 8) = 0.

(NSZGYT felujitasi folyamatra.) Legyenek 71, 7o,..., Ty, ... fliggetlen és azonos eloszlast, nem-negativ
valoszintségi valtozok. Tegyiik fel, hogy E(r;) =t m < co. Legyen T'(n) := > 1 | 7; és N(t) := max{n :
T(n) < t}. A NSZGYT értelmében T'(n)/n — m, valosziniségben. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd
dualis allités is igaz: rogzitett § > 0 mellett

tim P(| Y s 6) =
t—00 t

Legyenek X1, Xs,... véges szérasnégyzett, nulla varhato értéki és paronként korrelalatlan valdszintiségi
valtozok. Azaz: minden i-re E(Xl) =06és0? = Var(Xi) = E(XZQ) < 00, tovabba E(Xin) =0, ha
i # j. Tegyiik fel, hogy lim; .o, 02/i = 0. Legyen S, := X1 + Xo + --- + X,,. Bizonyitsuk be, hogy
S, /n — 0 valészintiségben és L2-ben.

Legyenek X1, Xo, ... azonos eloszlasu (de nem feltétleniil fliggetlen) véges szorasnégyzeti és nulla varhato
értékd valoszindségi valtozok. Azaz: minden i-re E(Xi) =0 és 02 := Var (Xi) = E(Xf) < 0. Legyen
(Tk) po nullahoz tarté pozitiv szamsorozat. Tegyiik fel, hogy az X; valoszintiségi valtozok kovariancidira
fennall a kovetkezs fels korlat: Cov (X,;, X j) = E(XiX j) < 7ji—j|- (Az egyenlStlenség baloldalan nincs
abszolut érték!) Bizonyitsuk be hogy (X1 + X2 + -+ + X,,) /n — 0 valoszintségben.

Monte Carlo integrélas.

Legyen f : [0,1] — R mérhets, négyzetesen integralhato fiiggvény. Jeloljik: [ := fol f(z)dz, J =
fol |f(2)|?dz. Legyenek Uy, Us, ... fiiggetlen és azonos E(0, 1) egyenletes eloszlast valészintiségi valtozok
és I, = (f(U0) + f(U2) + -+ f(Un))/n.

(a) Bizonyitsuk be, hogy I, — I valoszintiségben.

(b) Csebisev egyenlétlenség segitségével becsiiljiik meg a P(|I, — I| > a/\/n) valészintségeket (a > 0
rogzitett, n — 00).

(a) Legyenek X1,...,X,, fiiggetlenek és azonos eloszlastuak, E(X;) = 0. Legyen S, = > | X;. Fejezze
ki S,, harmadik és negyedik momentumanak értékét X; momentumai segitségével.

(b) Legyen f : [0,1] — R négyszer folytonosan differencialhato fiiggvény. Hatarozzuk meg a kévetkezo
hatarértéket:

lim n/ol/ol~-~/01 {f((:cl +:c2+~'~+xn)/n) ff(1/2)}d:c1dx2...dxn.

n—oo



4.60.

4.61.

4.62.

4.63.

4.64.

4.65.

4.66.

4. Meértékelmeélet

4.1. Meérhetséség

Azt mondjuk, hogy a V' C N halmaznak van Cesaro stirtisége, ha a

g 2000y

n—00 n

limesz 1étezik. Jeloljiik C-vel N azon részhalmazainak Osszességét, amelyeknek létezik Cesaro stirtisége.
Adjunk példat olyan Vi, V5 € C halmazokra, amelyekre V3 NV, & C, és ezzel bizonyitsuk, hogy C nem
halmazalgebra.

A Vitali halmaz konstrukciéja — példa nem Lebesgue-mérhets halmazra.

Az I :=10,1) alaphalmazon értelmezziik a kovetkezd ekvivalencia-relaciot: x ~ y akkor és csak akkor, ha
x — y racionalis. Konstrualjuk a V' C I halmazt, gy, hogy az pontosan egy elemet tartalmazzon a fenti
ekvivalencia-relacié minden egyes ekvivalencia osztalyabol. (Figyelem: E konstrukeioé soran hasznéljuk a
kivdlasztdsi axiomat.) Bizonyitando, hogy a V halmaz nem Lebesgue mérhetd.

Utmutatas: Lassuk be, hogy az I intervallum el6all a V halmaz megszamlalhaté (mod 1)-kongruens
masanak diszjunkt unidjaként.

(a) Legyen f : R — R Borel-mérheté fiiggvény. (Azaz: barmely nyilt B C R halmazra f~!(B) € B.)
Bizonyitand6, hogy barmely B € B halmazra is f~!(B) € B.

(b) Legyenek f: R — R és g : R — R Borel-mérhetd fiiggvények. Bizonyitandé, hogy fog: R — R is
Borel-mérheté.

(a) Legyenek r,, n € N, és r valos szamok és lim,,_, o, 7, = r. Bizonyitsuk be, hogy

r=sup | inf r, | =inf | sup r, | .
m \n>m m \n>m

(b) Legyen (2, F) tetsz6leges mérhets tér, f, : @ — R valos értéki fliggvények sorozata és f : 2 — R,
ahol f(w) :=inf,, f,(w). Bizonyitando, hogy barmely rogzitett a € R szamra

FH([a,00)) = () £ ' (la,00)),

FH(a,00) = (J F7([a+1/m, 0)).
m=1

A fenti azonossagok alapjan lassuk be, hogy mérhetd fiiggvények sorozatdnak infimuma is mérhets.
(c) Az (a) és (b) pont segitségével lassuk be, hogy mérhets fiiggvények sorozatanak pontonkénti limesze
is mérhetd fliggvény.

(a) Legyen 2 alaphalmaz és S C P()  részhalmazainak tetsz6leges gyiijteménye. Bizonyitandd, hogy
létezik egy legkisebb F o-algebra, melyre S C F. Ezt hivjuk az S részhalmazrendszer &ltal generdlt
o-algebranak.

(b) Legyenek (2, F) és (£,G) mérhets terek, ahol G az S C P(E) részhalmazrendszer altal generalt o-
algebra. Bizonyitandd, hogy a T : @ — E leképezés akkor és csak akkor mérhets, ha barmely S € S
részhalmazra T-1(S) € F.

Legyenek X1, Xo,..., X, ... indikitorviltozok ugyanazon az (Q, F) mérhets téren (azaz X; értékkészlete
a {0,1} kételemi halmaz), ahol F a legsziikebb o-algebra, amire nézve mérhetGek az X; valtozok. Lassa
be, hogy > 7, 27"X,, mérhets fiiggvény (Q,F)-bél ([0,1], B)-be, és forditva: a valos szamok kettes
szamrendszerbeli kifejtése is mérhetd fiiggvény ([0, 1], B)-bél (£2, F)-be.

4.2. Meértékek

Legyen (2, F,P) valoszintiségi mez8, és tegyiik fel, hogy A egy olyan halmazalgebra, amire o(A) = F.
Definialjuk két F-beli halmaz tavolsagat a szimmetrikus differenciajuk valoszintiségével (avagy a halmazok
indikatorvaltozoinak Lq-tavolsagéaval):

d(A,B) = P(A0 B) = |1(4) — 1(B)|



4.67.

4.68.

4.69.

4.70.

(a) Lassa be, hogy
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C), d(A,B)=d(A% B, d(U{_ 1Ak, Up_1Br) < 2": d(Ay, By)
Az utobbi bizonyitasanal jol jon a _
YweN: |I(weUp1A4Ar) — T(we Ui Ar)| < Z 1(w € Ay) i 1(w € By)

egyenlGtlenség.

(b) Lassa be, hogy minden "bonyolult" F-beli halmaz jol kozelithets "egyszertd" A-beli halmazzal:
VBeF Ve>0 JA€A: d(A,B)<e

Segitség: Elég belatni, hogy az A-beli halmazokkal jol kozelithet6 halmazok szigma-algebrat alkot-
nak.

(a) Legyenek P; és Pqy valoszintiségi mértékek ugyanazon az (€, F) mérhetd téren. Legyen A olyan
halmazalgebra, amire o(A) = F. Azt mondjuk, hogy P; és Py kolesonosen szingularis, ha van olyan
H € F,hogy P1(H) =1 és Po(H) = 0. Lassa be, hogy a két mérték akkor és csak akkor kolcsondsen
szingularis, ha
Ve>0 JAcA: Pl(A)Zl—E, PQ(A)SS

(b) Legyenek X1, Xo,...,X,,... fliggetlen és azonos eloszlast valoszintségi valtozok, melyeknek kozos
eloszlasa P(X; = 0) = p # %, P(X; =1)=1—p. Legyen Y := ) ° 27"X,. Bizonyitsuk be,

hogy az Y valoszintiségi valtozo eloszlasfliggvénye folytonos, de szingularis.
Megj.: Egy korabbi feladat szerint, ha p = 1/2, akkor Y egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumban.

Ha H C R? egy sikidom (azaz a sik mérhetd részhalmaza), akkor jeldlje T(H) a sikidom teriiletét. Jelolje
tovabba B, az origdo kozéppontd, r sugara kérlapot és n,m € Z esetén jeldlje G, p, azon sikbeli pontok
halmazat, amiknek = koordinataja n és n + 1 kozé, y koordinataja pedig m és m + 1 kozé esik.

Bizonyitsa be, hogy ha Hy, k = 1,2,... mérhets, véges teriiletii sikidomok sorozata, akkor a kovetkezd
két feltétel ekvivalens egymassal:

(a) limkg)oo T(Hk> =0
(b) VmV¥n  limp_oe T(Hp N Gpym) = 0 és lim, o0 supgen T(Hi \ Br) =0

4.3. Integralas

Legyen f : [0,00) x [0,00) — R fiiggvény a kovetkezSképpen értelmezve:
1, ha z>0, y>0, 0<zx—y<1,
flz,y) =4 -1, ha z>0, y>0, 0<y—x<1,
0, egyébként.

Szamoljak ki a kovetkezd kettds integralokat:

1= /OOO (/Ooof(x,wdy) dr, T = /ODO (/Omf(:ay)dm) dy

Ertelmezzék az eredményt Fubini tételének tiikrében.

Legyen Y valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F(y) := P(Y < y) Tegyiik fel, hogy véges a méasodik
momentuma és legyen m = E(Y), o? = Var(Y). Szamoljak ki a kovetkezd kettds integralt

r= [ - mar)) as

Ertelmezék az eredményt Fubini tételének tiikrében.

10



4.71. Monoton konvergencia-tétel:

Legyen (9, F, 1) mértéktér és 0 < fy < fo < ... nemnegativ mérhetd fiiggvények monoton névé sorozata

és f =sup,, fn. Ekkor
[ @ine) =swp [ f(@ldnte)
Q n Jo

Ez az egyendGség akkor is igaz, ha fQ w)dp(w) = oco. Lassa be a monoton konvergenciatételt az 2 =
R, F = B (Borel-algebra), u = A (Lebesgue—merték) esetben. Hasznalja a sikidomok teriiletére, mint
mértékre vonatkozé monoton osztalytételt! Milyen feltétel mellett igaz a monoton konvergenciatétel
monoton csokkend fiiggvénysorozatokra?

4.72. Fatou-lemma:

Legyen (92, F, 1) mértéktér és f1, fo, ... nemnegativ, mérhet6 fliggvények sorozata. Legyen f = liminf,, o f, =

sup,, (inf,,>p, fm). Ekkor
[ f@)nte) < timint [ fu@)dn(e)
Q n—oo Q

Lassa be a Fatou-lemmat a monoton konvergencia-tétel segitségével!
Mutasson példat arra, amikor egyenletesen integralhato fliggvények liminfjének integralja szigorian kisebb
az integalok liminfjénél.

4.73. Dominalt konvergencia-tétel:

Legyen (Q, F, u) mértéktér és f,, mérhets fliggvények sorozata, amelyek pontonként konvergalnak az f
fliggvényhez:
i fu(w) = f()

Tovabba tegyiik f6l, hogy van olyan g > 0 dominal6 fiiggvény, amire amire | f,, (w)| < g(w) és [, g(w)dp(w) <

oo. Ekkor

im | fale / F(@)d(w

n—oo
Lassa be a dominalt konvergencia-tételt ugy, hogy a Fatou-lemmat alkalmazza a g — f,,, illetve a g + f,
fliggvénysorozatokra.

4.74. Példa arra, amikor a limeszképzés és az integralds nem cserélhets fel:

Legyen f) a A paraméterti exponenciélis eloszlas stirtségfiiggvénye és f = limy_,o f. Léassa be, hogy

lim /0 f(@)da # /0 f(@)da

Lassa be (a dominalt konvergencia-tétel felhasznalasa nélkiil, direkt modon), hogy nincs olyan g > 0
dominal fiiggvény, amire fi(z) < g(z) minden A < Ag-ra és [;° g(z)dz < cc.

4.75. Egy tétel, ami két vonatkozasban is erésebb a dominalt konvergencia-tételnél:
Legyen (9, F,P) valoszintiségi mezd és X,, nemnegativ valoszintiségi valtozok sorozata. Azt mondjuk,
hogy az X,, sorozat mértékben konvergél nullahoz, ha

V6>0: lim P(X,>d) =

n—oo

Tovabba: egy X,, sorozat egyenletesen integralhato, ha

li E(1]X K| -X,) =
A sup B(UXn > K]+ Xa) =0
(a) Lassa be, hogy lim, - E(X,,) = 0 akkor és csak akkor, ha az X,, sorozat egyenletesen integralhato
és mértékben konvergal nullahoz.

(b) Lassa be a monoton osztéalytétel segitségével, hogy ha Vw € Q esetén lim,,, . X, (w) = 0, akkor az
X, sorozat mértékben tart nulldhoz. Mutasson példat ra, hogy van olyan X,, sorozat, ami mértékben
tart nulladhoz, de Vwlimsup,,_, . X, (w) = 1.

(c) Lassa be a Markov-egyenlStlenség segitségével, hogy ha van olyan Y > 0 valoszintségi valtozo, amire
EY) < 0 és X,, <Y, akkor az X,, sorozat egyenletesen integralhaté. Mutasson példat olyan
egyenletesen integralhaté X, sorozatra, amire E(sup,, X,) = oc.

11



5.76.

5.77.

5.78.

5.79.

5.80.

5.81.

5.82.

5. Valo6szintiségben valé konvergencia

Legyenek az X1, Xo,... és Y valoszintiségi valtozok egyazon (92, A, P) valoszintiségi mez6n definialva és
legyenek eloszlasfiiggveényeik Fy(z), Fa(z), ..., illetve G(x). Bizonyitsuk be, hogy ha X, N Y, akkor
lim,, o Fp(z) = G(x) a G eloszlasfiiggvény minden folytonossagi pontjaban.

Legyenek X7, Xo,... fliggetlen és azonos eloszlasu valoszintségi valtozok, melyeknek kozos eloszlasfiigg-
vénye F(x). Tegyiik fel, hogy F(z) < 1 minden z < oo-re. Legyen M, := max{Xy, Xo,...,X,}.
Bizonyitsuk be, hogy az alabbi (i) és (ii) allitasok ekvivalensek:

(i) Megfelelgen vélasztott A,, € R konstansokkal, barmely 0 < e-ra

lim P<|Mn A > 5) —0.
n—oo
(ii) Tetsz6leges 0 < c-re
. 1—=F(z+o¢
lim ~— T
PR T

Megjegyzés: Az (ii) feltétel lényegében azt allitja, hogy F'(x) konvergenciaja 1-hez, amint @ — oo, expo-
nencialisnal gyorsabb. A feladat szerint ekkor M,, lényegében determinisztikus, alig fluktuél.
Legyenek az X1, Xs,..., X, ... és X valoszintiségi valtozok egyazon (2, A, P) valoszintiségi mezdn értel-

, P
mezve és X, — X.

(a) Ha f : R — R egyenletesen folytonos fiiggvény és Y, := f(X,), ill. Y := f(X), lassuk be, hogy
Y, 55 Y.
(b) Ha f: R — R folytonos fliggvény és Y, := f(X,), ill. Y := f(X), bizonyitsuk be, hogy Y, Ly
(¢) Bizonyitando, hogy ha az X, valosziniségi valtozok m.b. (egyenletesen) korldtosak (azaz: létezik
M < oo ugy, hogy P(Vn eN:|X,| < M) = 1, akkor limn_,ooE(Xn) = E(X) Mutassuk be egy
példan keresztiil, hogy a korlatossag sziikséges feltétel.
Legyenek az X1, Xo,..., Xy, ..., Y1,Yo, ..., Y, ..., X és Y valoszintségi valtozok egyazon (12, A, P) va-
l6szintiségi mezdn értelmezve és tegyiik fel, hogy X, Ly X s Y, 2y Bizonyitandé, hogy
(a) X,Y, = XY.
(b) Ha 1 valészintiséggel Y, # 0 és Y # 0, akkor X,,/Y,, — X/Y.

Bizonyitsuk be, hogy

2
lim/ / / Atk s +x"dx1dg;2...dxn:,
n—00 T +x04+ -+, 3
Legyen f :[0,1] — R folytonos. Bizonyitando, hogy
1,1 1
et 1
lim//~~/f(x1+m2+ +x>dx1dsc2-~dxnf<).
n—oo Jo Jo 0 n 2
1,1 1 1
lim / / / I ((:clxzumn)l/") dridxy -+ dv, = f <> .

A Laplace transzforméacié invertalasa. R
Legyen f : [0,00) — R folytonos és korlatos fiiggvény. Az f fliggvény f Laplace transzformaltjat a
kovetkezGképpen definialjuk:

o~

Fioo) R Fvi= [ sy

0
(a) Legyenek X1, X, ... fliggetlen és azonos exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozok: P(X > x) =
e, z>0; E(X)) = A™!; Var(X;) = A2 Bizonyitsuk be, hogy

71)\71}?(7171)()\)
(n—1) 7’



5.83.

6.84.

6.85.

6.86.

6.87.

ahol ]?(”_1) a ffiiggvény (n — 1)-edik derivaltjat jeloli.
(b) Bizonyitsuk be a Laplace transzformacio kévetkezs inverzios formulajat (mely folytonos és korlatos f
esetén érvényes):

fly) = lim (_1)n71 (n/y)nf(nil)(n/y) )

n—00 (n—1)!

Legyen S"~! := {x € R" : |z| = 1} az n-dimenzi6s valos euklideszi tér egységgdmb-felszine. S™'-en
egyértelmtien meghatarozott a v("~1 valészintiségi mérték, mely invarians az R™ tér ortogonalis transz-
formacidira. Azaz: barmely A C S™ ! Borel-mérhet§ halmazra és az R™ tér barmely H ortogonalis
transzformaciojara v(* " (HA) = v("~V(A). (Ezt az egyértelmiien meghatarozott mértéket nevezziik az
S7~1 gombfelszin Haar mértékének. Ez nem egyéb, mint az egyenletes eloszlasi mérték S™!-en.)

(a) Legyen X egy olyan véletlen vektor R™-ben, melynek X1, X5, ..., X,, komponensei fiiggetlen és azo-
nos N(0,1) eloszlasu valoszintiségi valtozok. Bizonyitsuk be, hogy az R™ tér tetsztileges H ortogonalis

transzforméciojat alkalmazva az Y := HX véletlen vektor Y7,Y5,...,Y, komponensei szintén fiig-
getlen és azonos N(0,1) eloszlasu valoszintségi valtozok lesznek. Ebbol és az egyenletes mérték
unicitasabol bizonyitsuk, hogy X/|X| € S™~! eloszlasa pontosan v(™~1Y. (Azaz: barmely Borel
mérhets A C S"~1 esetén P(X/[X| € A) = v("~D(A).)

(b) Legyenek Xy, Xo, ... fliggetlen és azonos N(0,1) standard normalis eloszlast valoszintségi valtozok
és

Ry = (X24 X244+ x2)"/%.

Bizonyitando, hogy R,/+/n N 1, amint n — oo.

(¢) Valasszunk egy véletlen P pontot az S™~' gombfelszinen egyenletes eloszlassal (azaz a v("~ Haar
mérték szerint) és jeléljiik e pont R™-beli koordinatait (Y™, V™, ..., ¥,{™)-el. A fenti (a) és (b)
pontok felhasznalasaval bizonyitsuk az aldbbi hatareloszléas tételeket:

: (n) ) —_ o L Y 1 —z2/2
nlLrI;OP(ﬁYl <y D(y) : \/ﬂ/oo \/%6 dx,

lim P(\/ﬁYf") <yi; VaYy" < yz;) = ®(y1)P(y2).

n— oo

Utmutatas: P(\/ﬁYl(n) <y) =P(X1/R, <y), afeladat jeloléseivel.

6. Borel-Cantelli-lemma, majdnem biztos konvergencia, NSZET

Legyenek az X1, Xs, ..., X,,... valoszintségi valtozok egyazon (2, A, P) valosziniiségi mezén értelmezve
és legyen Y,, := sup,,~,, | X;n|. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi két allitas ekvivalens:

(i) Xn B 0, amint n — oo.
(i) Y, — 0, amint n — oco.

Legyenek X, Xo, ... fliggetlen valoszintiségi valtozok. Lassuk be, hogy pontosan akkor lesz sup,, X,, < oo
1 valoszintségggel, ha Y~ | P(X, > A) < oo valamely pozitiv véges A szammal.

Legyenek X7, Xo,...,X,,... figgetlen és azonos eloszlasu valdszintségi valtozok. Bizonyitsuk be, hogy
a kovetkezd két allitas ekvivalens:

(i) E|X;| < 0.
(ii) P(|X,| > n végtelen sok n-re ) = 0.

Legyenek X1, X5, ... fiiggetlen valoszintiségi valtozok, melyeknek eloszlasa rendre
P(Xn —n?_ 1) —n2, P(Xn - —1) —1-n"2
Bizonyitando6, hogy minden n € N-re E(Xn) =0, am
lim Xot Xod- X

n—00 n

=—1, m.b.
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6.88

6.89

6.90

6.91.

6.92.

6.93.

6.94.

Legyenek az X1, Xa,..., Xp,... és X valoszintségi valtozok egyazon ({2, A, P) valoszintiségi mezén értel-
mezve. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi két allitas ekvivalens:

(i) X, £, X, amint n — oo.

. . i . L b .
(i) Minden k = ny részsorozatban van egy j + ny, rész-részsorozat, amelyre X, 22 X, amint
J

J — o0.
Bizonyitsa, hogy tetszéleges X7, Xs, ... valdszintiségi valtozo-sorozathoz 1étezik olyan determinisztikus
1, C2, ... szamsorozat, hogy % 28,

Fogalmazzon meg sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy fliggetlen X; ~ EX P();) valoszintségi val-
tozok sorozata mikor tart eloszlasban, illetve majdnem biztosan nulldhoz.

(a) Lassa be, hogy ha egyazon valosziniiségi mezén értelmezett nemnegativ valoszintiségi valtozok varhato
értékei Osszegezhetdek, akkor a valdszintségi valtozok részletosszegei is majdnem biztosan konver-
galnak egy majdnem biztosan véges valoszintiségi valtozohoz. Segitség: Funkanalboél tudjuk, hogy a
részletosszegek Li-ben konvergalnak...

(b) Legyenek X; ~ EXP()\;) fiiggetlen valoszintiségi valtozok. Legyen S, = Y. | X;. Bizonyitsa be,
hogy > 07, )\i = 00 esetén S, LN Segitség: alkalmazza a Markov-egyenlGtlenséget e~ r-re.

Lassa be, hogy [];, )\'/\Jirl =0.

Végtelen sok fliggetlen kisérletet végziink: az m-edik kisérlet n=¢ valosziniiséggel sikeres, 0 < a < 1.

Legyen tovabba k > 1. Akkor oriiliink, ha végtelen sokszor fordul els, hogy k kozvetleniil egymast kdvets
kisérletiink sikeres. Mekkora valoszintséggel oriiliink?

(A leghosszabb tiszta fej sorozat, 1.)

Legyenek X7, X5,... fiiggetlen és azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok, melyeknek kozos eloszlasa:
P(X;, =1) = p, P(X; = 0) = ¢, ahol p+ q = 1. Rogzitsiink egy A > 1 paramétert és jeloljiik
A;:‘)—Val a kovetkez6 eseményeket: £k =0,1,2,...

AN = {Hr e [N, N k] NN: X, = Xy = - = Xpppor = 1}.

Egyszertien szolva: az A,(C)‘) esemény azt jelenti, hogy [A\¥] és [\¥F1] — 1 koz6tt van valahol egy k hosszi
tisztan l-esekbdl allo t6mor sorozat. Bizonyitandd, hogy

(a) Ha A < p~!, akkor 1-valoszintiséggel az A](g’\) események koziil csak véges sok kdvetkezik be.
(b) Ha A > p~1, akkor 1-valoszintiséggel az A,(j‘) események koziil végtelen sok bekdvetkezik.
(c) Mi torténik A = p~1 esetén?

(A leghosszabb tiszta fej sorozat, 11.)
Legyen
R,:=sup{k>0: X, =Xpt1=-=Xpntsr—1 =1}

Azaz: R, az n-el kezd6d§ tiszta 1-es sorozat hossza. (Ha X,, = 0, akkor R,, = 0.) Bizonyitando, hogy

R,
P (limsup = |10gp|_1> =1

n—oo logn
Utmutatas: o> 0 rogzitett paraméterre legyen
B\ = {R, > alogn/|logp|}.

Ha a > 1, akkor a Borel-Cantelli lemma direkt allitasabol egyszerii szamolés utjan adodik, hogy 1-valoszi-

niiséggel csak véges sok B,(La) kovetkezik be. Ha o < 1, akkor az el6z6 feladat megfontolasaibol kovetkezik,

hogy 1-valészintiséggel végtelen sok B,(La) bekovetkezik.
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6.95.

6.96.

6.97.

6.98.

A McMillan tétel legegyszeriibb alakja.
Legyen p = (p1,p2,...,0r), ahol p;; ¢ = 1,2,... r pozitiv szamok, melyekre p; + ps + -+ + p, = 1.

képpen definialjuk: H(p) := — Z;Zl pjlogp;. Legyenek X1, Xo,... fiiggetlen azonos eloszlasa valoszind-
ségi valtozok, melyeknek kozos eloszlasa P(X,, = j) = p;. Azaz: fiiggetlen azonos kisérleteket végziink,
melyeknek lehetséges kimenetelei {1,2, ..., 7} indexekkel vannak jelolve és X, a k-adik kisérlet eredményét
jeloli. Definialjuk az R, := [[,_, px, valoszintségi valtozokat. Az R, azt mondja meg, hogy mi az a
priori valdszinisége a bekovetkezett X1, Xo, ..., X, sorozatnak. Bizonyitandé, hogy

P ( lim n 'log R, = fH(p)) =1.

n— oo

A NSZET megforditésa.
(a) Legyen Z nem-negativ valoszintiségi valtozo és

n=1

Léassuk be, hogy o .
;P<Z Zn) < E(Z) < 1+;P(Z2n).

(b) Legyenek X1, Xo,... fiiggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, amelyekre E(\Xn|) = 0.
Bizonyitsuk be, hogy barmely rogzitett M < oo-re

iP(|Xn\ 2Mn) = o0

n=1

és

Xn
lim sup %] =00, m.b.
n—00 n
(c) Legyen S, := X1+ Xa+ -+ X,,, ahol X1, Xo,... a (b) pontbeli valoszintiségi valtozok. Bizonyitsuk

be, hogy 50l

limsup — = o0, m.b.
n—00 n

~Nem-iteralt logaritmus tétel”
(a) Legyen X standard normalis(N (0, 1)) eloszlasu valoszintiségi valtozo. Bizonyitsuk be, hogy barmely

x > 0 valds szamra ) )
(1_{Jem@w/m§I1X>x>§1wm—xm>
T x V2T T V2T
Utmutatés: Hasonlitsuk ssze a derivaltakat.
(b) Legyenek X1, Xo, ... fliggetlen N(0,1) eloszlast valoszintiségi valtozok. Bizonyitsuk be, hogy

X
P(l' i 1) =1
lin_folip v2logn

(c) Legyen S,, := X7+ Xo+---+ X, ahol X1, Xo,... a (b) pontbeli valoszintiségi valtozok. Bizonyitando,
hogy barmely C' > /2 mellett

. Sn

Megjegyzés: Az Tteralt Logaritmus Tétel allitasa:

P(limsupi 1) =1.

n—oo V2nloglogn -

(a) Legyen X ~ POI(u). Adjon a Stirling-formula segitségével minél egyszertibb alaku f(z) fliggvényt,
amire loa(P(X >
L lo(P(X >a)
T—00 f(gj)
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(b) Legyenek X1,Xo,... fiiggetlenek és POI(u) eloszlastak. Definidljuk az a(n) € Ry szamsorozat
tagjait az

Osszefliggés segitségével. Lassa be, hogy

P(limsupﬁ = 1) =1

n—00 a(n)

7. Nagy eltérés-elmélet

7.1. Logaritmikus konvexitas, Legendre-transzformacio

7.99. A konvex szeparacios tulajdonség:
(a) Legyen H C R? egy konvex, zart halmaz és (z,y) ¢ H egy pont. Lassa be, hogy van olyan egyenes,
ami szétvalasztja Gket.

(b) Legyen f : [a,b] — R folytonos konvex fiiggvény. Lassa be, hogy f el6all a nala nem nagyobb affin
linearis fiiggvények supremumaként:

f(z) =sup{c(z) +d: ¥y € [a,b]-re c(y) + d < f(y)}
7.100. Feldobunk egy érmét hatvanszor, jeldlje a fejek szamat X. Adjunk fels§ becslést a
P(|X — 30| > 20)

valoszintiségre a Csebisev-egyenl6tlenség segitségével! Jobb becslés is adhaté az exponencialis Markov-
egyenlGtlenség segitségével:
(a) Legyen Yz = €% ahol 0 < 3. Lassa be, hogy E(Y3) = 2760(1 + ¢7)60.
(b) Adjon felss becslést a P(X > 50) valoszintségre oly modon, hogy a Markov-egyenl6tlenséget alkal-
mazza az Yg nemnegativ valészintiségi valtozora.
(c) Keresse meg azt a (-t, amelyikre az el6bbi becslés a legélesebb. (A feladat visszavezethets az
F(B) =log(1 +e?) — %ﬁ konvex fiiggvény minimalizalasara.)
(d) Lassa be, hogy P(|X — 30| > 20) <2-350.5750 <106

7.101. Egy X valoszintiségi valtozo logaritmikus momentumgeneral6 fiiggvényét az I(\) = log(E(e*X)) képlettel
definialjuk.

(a) Hatarozza meg aX +b logaritmikus momentumgeneralo fliggvényét és fiiggetlen valoszintségi valtozok
Osszegének logaritmikus momentumgenerald fiiggvényét.

(b) Legyenek X1, X, ... fliggetlenek és azonos eloszlasuak, valamint v t6liik fiiggetlen, N-értékd valo-
szintiségi valtoz6. Legyen Y = ZZ=1 X;. Fejezze ki az Y véletlen tagszami Osszeg logaritmikus
momentumgeneralo fliggvényét X, és v logaritmikus momentumgeneralo fliggvénye segitségével.

(¢) Szamitsa ki a kovetkezs nevezetes eloszlasok logaritmikus momentumgeneralo fliggvényét (az értel-
mezési tartomanyaikkal egyiitt): Bernoulli, Binomialis, Poisson, Exponencialis, Gamma, Geometriai,
Negativ binomiélis, Normalis, Cauchy.

7.102. Egy pozitiv fliggvényt logaritmikusan konvexnek neveziink, ha a logaritmusa konvex.
(a) Milyen feltételnek kell teljesiilnie egy logaritmikusan konvex fiiggvény derivéaltjaira? Lassa be, hogy
egy logaritmikusan konvex fiiggvény konvex.

(b) Lassa be, hogy logaritmikusan konvex fliggvények supremuma is logaritmikusan konvex és hogy min-
den folytonos, logaritmikusan konvex f(z) fiiggvény elgallithaté a nala kisebb, a” -b alaku fliggvények
supremumaként (a,b > 0).

(c¢) Bizonyitsa be, hogy logaritmikusan konvex fliggvények szamszorosa, pozitiv kitevsjd hatvanya, szor-
zata, Osszege is logaritmikusan konvex.

(d) Lassa be az eldbbiek segitségével, hogy egy diszkrét eloszlast valoszintségi valtozo logaritmikus
momentumgeneralo fliggvénye konvex.
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7.103. Egy f : [a,b] — R fiiggvény f Legendre-transzformaltjat a kovetkezd képlettel definialjuk:
fO) = sup {da— f(x)}

z€la,b]
Egy f : [a,b] — R fiiggvény f° konvex burkoloja az f-nél nem nagyobb affin linearis fliggvények supr-
emuma.

(a) Léssa be, hogy f konvex, és hogy f < g esetén § < f.
(b) Vezesse le a
VoV f(A) + f(z) > Xz

Osszefiiggésbdl, hogy f < fee,

(c) Lassa be, hogy differenciéHlAaté f esetén f értelmezési tartomanya megegyezik f’ értékkészletével.
Miért definidljuk +oo-nek f értékét az értelmezési tartoméanyan kiviil? Megj: konvex fliggvények
esetén ez a természetes konvencio.

(d) Legyen g(\) = A- f(aA+b)+ B+ C (ahol A > 0). Lassa be a Legendre-transzformacio Jolly-Joker-
képletét:

i) = AFE) 1 (e (o)

7.104. A Legendre-transzformécié involucio:

(a) Léssa be, hogy ha f affin linearis fiiggvény, akkor f = f.

(b) Lassa be, hogy egy differencialhatd, szigorian konvex f fiiggvény Legendre-transzformaltjanak deri-
valtja megegyezik f derivaltjanak inverzfiiggvényével és azt, hogy f = f.

(¢) Lassa be, hogy tetszdleges f-re f > f¢°, és igy f = fe°.

7.105. Ha f : [a,b] = R és g : [c,d] — R, akkor {f, g}, az f és g egylittes konvex burkoloja azoknak az
affin lineéaris fiiggvények supremuma, melyek f-nél és g-nél is kisebbek. {f,g}°® értelmezési tartomé-
nya [min{a,c}, max{b,d}|. Lassa be, hogy ha f és g konvex és folytonos, akkor max{f,g} Legendre-
transzformaltja {f, §}° és hogy {f, g}° Legendre-transzforméaltja max{f, j}.

7.106. (a) Lassa be, hogy egy X valoszintiségi valtozo I(\) logaritmikus momentumgeneralo fiiggvényének

I(z) = I(x) Legendre-transzformaltjat, azaz a nagy eltérés-ratafiiggvényét a kovetkezs képlettel

szamolhatjuk: R R
I(z) = I'"Na) = I(I'" " (2))

(b) Legyen m = E(X). I(m) =? I'(m) =? I'""(m) =7
(¢) Szamitsa ki a Bernoulli, Binomi4lis, Poisson, Exponencialis, Gamma, Geometriai, Negativ binomialis,

Normalis eloszlasok nagy eltérés-ratafiiggvényeit (az értelmezési tartomanyaikkal egytitt)!

7.107. (a) Legyenek X1, Xo,... fliggetlenek és POI(u) eloszlasiak. Legyen Y; = u — X,;. Hatarozza meg Y
Iy (x) ratafiggvényét.
(b) Lassa be, hogy x > 0-ra Iy (x) > %
(¢) Legyen S, = X; + - -- + X,, Bizonyitsa, hogy
Sn —np

P(liminf —22— " > 1) =1
n—oo /2log(n)un

7.2. Bernstein-egyenlStlenség

7.108. Huzzunk be az egység sugarta korbe 100 darab hurt egymaéstol fliggetleniil oly modon, hogy az egyes hurok
végpontjait is egymastol fiiggetleniil és az egységkoron egyenletes eloszlassal valasztjuk. Jelolje X a hurok
Osszhosszat. Adjon also becslést a

400 42 — 32
P(IX — —| < 10—
0 0

valoszintiségre a Bernstein-egyenlGtlenség felhasznalasaval.
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7.109.

7.110.

(Lasd 3.59. feladat) Legyen f : [0,1] — R hdromszor folytonosan differencialhato fiiggvény. Hatéarozzuk
meg a kovetkezd hatarértéket:

lim n/01/01-~-/01{f((x1+m2+---+xn)/n)—f(l/Q)}dxldmg...da:n

n— oo

(A Bernstein-egyenldtlenség aszimptotikus élessége) Legyenek X1, Xo, ... fae, P(X; = £1) = % Legyen

— Sn
Y, =S

(a) Adjon felss becslést lim,, o P(|Y,| > A) értékére a Bernstein-egyenl6tlenség segitségével.

(b) Az 7.100. feladat megoldasédhoz hasonloan lassa be, hogy P(|Y,| > A) < 2exp(—n~[(ﬁ)), ahol I(x)
a BER(L) véltozo nagy eltérés-ratafiiggvénye. Adjon felsé becslést lim, o P(|Y,| > A) értékére
ezzel a modszerrel is. Segitség: a 7.106. feladat alapjan konnyd kiszamitani a ratafiiggvény méasodik

derivaltjat x = O-ban...

(¢) A De Moivre-Laplace CHT és a 6.97. feladat elején szerepls becslés segitségével mutassa meg, hogy
minden € > 0-hoz van olyan Ay, hogy A > Ay esetén

: A°
n11_>rrgoP(|Yn| >A)>2exp(—(1+¢)- 7)

7.3. Meértékcsere memo

Legyen (€2, F) egy meérhets tér, X : Q — R egy mérhets fliggvény, P; és Ps pedig két valoszintségi
mérték ezen a mérhets téren. Ekkor X eloszlasa kiilonb6zhet a két kiilonb6z6 mértékre nézve! Tehét
tulajdonképp jobb ha tugy gondolunk ré, hogy nem is ugyanarrél a valoszintiségi valtozorol van szo! Pl.
lehetséges, hogy

:/X(w)dPl(w)#/X(w)dPg(w):Eg(X)
Q Q

Miért is érdekes az ilyesmi? Pl. statisztikdban: jon egy mérés a valo vilaghol (ez az X (w) valamilyen
w € Q-ra), de a valodi valoszintiséget nem ismerjiik, van viszont kétféle hipotézisiink arrél, hogy milyen
lehet: ez a Py és a Po. Mindkét valdszintiségi mérték segitségével kiszamolunk ezt-azt, és utana eldontjiik,
h melyik hipotézist szeretjiik jobban.

Definicio: A P, mérték abszolut folytonos a P; mértékre nézve, ha

VAEF:Pi(A) =0 = Py(A) =0

Radon-Nikodym-tétel: Ha Py abszolat folytonos a P1-re nézve, akkor (és csak akkor) létezik stirtségfiigg-
vénye, vagy mas néven Radon-Nikodym-féle derivatja: van egy olyan (P;-majdnem mindeniitt egyenlGség
erejéig egyértelmiien meghatarozott) F-mérhets f : Q@ — R fliggvény, hogy minden A € F-re amire

Pa(4) = Ba(lA]) = [ 10Pa(w) = [ f()dP1(w) = Ea(f - 114)

Es természetesen teljesiil a stirtségfiiggvényektsl elvarhato f > 0 és fQ f(w)dPi(w) = E1(f) = 1. Pon-

tosan ezek a tulajdonségok kellenek ahhoz, hogy f valészintiségi strtiségfiiggvény legyen a Pi-re nézve,

azaz ahhoz, hogy Py(A) := [, f(w)dP(w) tényleg valoszintiségi mérték legyen. Jelolés: f(w) = ng (w)

Az el6bbi feltételek mellett P, akkor és csak akkor abszolut folytonos a Py-re nézve, ha a stirtiségfiiggvény
P;-majdnem mindeniitt pozitiv, azaz P1(f = 0) = 0, és ekkor a P;-nek a Py-re vonatkozo strtségfiige-
vénye % Jelolésben: gﬁf . dPl = 1. Altalanosabban: dP2 . dPs _ dbg

dP, ~ dP;
Varhato érték szamolasa: Eo (Y) =E,(Yf)

Nagy eltérés-elméletben (és statisztikiban is) sokszor hasznaljuk a kovetkezd mértékeserét: P az ere-
deti valészintiségi mérték, X egy valoszintiségi valtozo, és Py az a torzitott valdszintiségi mérték, amire

AX (w)
ddPl’),\ (OJ) _ eZ(A) ,

Z(\) = E(eM). Ha F jeloli az X eloszlasfiiggvényét a P szerint (azaz ha tetszéleges B Borel-halmazra

ahol Z()\) az a szam, amivel le kell osztanunk, hogy stiriségfiiggvényt kapjunk:

18



7.111.

7.112.

7.113.

7.114.

7.115.

P(X € B) = [51dF(x)) és Fy jeloli a X eloszlasfiiggvényét a P szerint, akkor az (R, B) mérhets té-
ren F' és F) két valoszintiségi mértéket hataroz meg, és az F) strtségfliggvénye az F-re vonatkozoan
dF Az

ar () = 700

Némileg zavaros jellés: azt mondjuk, hogy XM torzitott valoszintsagi valtozo legyen olyan, hogy az
eloszlasfiiggvénye legyen Fy, legyen tovabba ¢ : R — R. Ekkor amit zavarosan E(o(X M) -val jeloliink,
az tulajdonképp

AX >
) = B0 5yy) = 737 [ #X @) = s [ ooy ar(e)

— 00

Ex(p(X)) = E(p(X)

7.4. Crameér-tétel

Mértékesere avagy exponencialis torzitas:

Legyen X egy valoszintiségi valtozo, legyen az eloszlastiiggvénye F. Az F eloszléas altal generalt exponen-
cialis eloszlascsalad tagjai: Legyen pu € D(I), és legyen Z(u) = E(e#X) = exp(I(u)), és legyen

E(e"MX1[X < z])
Z(w)

(a) Lassa be, hogy F), tényleg eloszlasfiiggvény. Ha X diszkrét eloszlast, adja meg az F), atomjainak
stlyat, ha X abszolit folytonos eloszlasi, adja meg az F), eloszlasfiiggvényhez tartozo stirtiségfiigg-
vényt, és altalanos eloszlasok esetén pedig az F), eloszlliggvényhez tartozé mértéknek az F' = Fj,_;
mértékre vonatkozd Radon-Nikodym-féle derivaltjat.

Fu(z) =

(b) Mutassa meg, hogy XN x )

(c¢) Exponencialis torzitas és konvoltcio kapcsolata: Lassa be (pl. diszkrét és abszolat folytonos esetben),
hogy tetsz6leges F' és G eloszlasfiiggvényekre

(F+xG)y=F,*G,

(d) Mia BIN(n, %), POI(1), EXP(1), GEO(3), N(0, 1) valoszintiségi valtozok éltal generalt exponen-
cialis eloszlascsalad? (Segitség: a torzitott valoszintségi valtozok is nevezetes eloszlastiak lesznek!)

(e) Fejezze ki az F), exponencialisan toritott eloszlas I « logaritmikus monentumgenerald fliggvényét I
segitségével. Ha Y ~ X akkor mi az Gsszefiiggés Zx (p) és Zy (—p) kozott?

(f) Derivaltak: Adjon valoszintiségszamitasi jelentést I’(M\)-nak és I"(\)-nak és lassa be ennek segitsé-
gével még egyszer, hogy I szigorian konvex fliggvény (ha X nem elfajult).

Legyen X egy valoszintiségi valtozo, jelolje Z(\) a momentumgenerald fliggvényét, X (1) a p-vel valo
exponencialis torzitottjat, és legyen Z,(A) = E(exp(AX™)). Irjon fol azonosagot Z(A + ), Z,(A) és
Z () kozott.

(a) Lassa be, hogy az X valoszintségi valtozo altal generalt exponenciélis eloszlascsalad egyértelmiien
paraméterezhets az eloszlasok varhato értékeinek segitségével is.

(b) Legyen [a,b] a legsziikebb intervallum , amire P(X € [a,b]) = 1. Mutassa meg, hogy a # b esetén az
I’ figgvény értékkészlete az (a,b) nyilt intervallum.

P(XNM>b—e) _

SegitSég: 111’I1>\_>00 m =

Legyenek X, Xo,... Xj00 fiiggetlenek és azonos eloszlastuak, P(X; = 0) =
Cramér-tétel bizonyitasi modszereivel lassa be, hogy

0o

és P(X2 = 1) =

=

1 350 50

3
ﬁ@ < P(SIOO > 50) < E

Segitség: az als6 becsléshez hasznélni kell, hogy a binomialis eloszlas unimodalis.

A butitott Stirling-formula. Ha a,, és b, két pozitiv tagi szamsorozat, akkor azt mondjuk, hogy a,, és b,
exponencidlisan ekvivalensek, hazi jel6lésben a,, < b,,, ha lim,_, % log (‘Z—") =0.
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7.116.

7.117.

7.118.

7.119.

7.120.

7.121.

(a) Bizonyitsa be kézzel (tehat az "igazi" Stirling-formula felhasznalasa nélkiil), hogy
nl<=n"e "
(b) Lassa be, hogy tetszéleges p(n) polinomra |p(n)| <= 1, és hogy n" < n"*! < n"t = (n+1)" <
(n+1)"*1 stb.

(c) Lassa be, hogy ha a,, < b, akkor lim,_, —% log (ancn) = lim,,— oo —% log (bncn).

(a) Legyenek X7i, Xo,... fliggetlen, p paraméterd indikatorvaltozok (avagy Bernoulli-valtozok), azaz
P(X;=1)=1-P(X; =0) =p.
1 n
lim —flogP(S— €[-2,0]) =?

n—oo n n

1 Sn
lim ——logP(— —-2,0)) =7
m " og ( " S ( s ))

n—roo

(b) Lassa be a butitott Stirling-formula segitségével a Crameér-tételt fiiggetlen indikatorvaltozok Gssze-

geire:

lim — L logP(S, = [nz)) = I(z) = - 1og(%) +(1—2) -log(i —

n—oo N

ahol S,, ~ BIN(n,p).
(c) Vezesse le az el6bbibdl a renddrelv segitségével, hogy lim,, o —% logP(% > x) = I(z), haz > p.
Miért nem igaz a képlet x < p esetén? Miért igaz és mit jelent a képlet x = 2 esetén?

);

(d) Ellendrizze le, hogy I(x) Legendre-transzforméaltja valoban I (\) = log(q + pe), azaz a p paramé-
terd indikatorvaltozo logaritmikus momentumgeneréld fiiggvénye. Végezze el a fiiggvényvizsgalatot,
rajzolja fel I(x) grafikonjat. 1(0) =7 I(1) =7 I(2) =? I(p) =7 I'(p) =? I''(p) =? Mi a valoszintiség-
szamitasi jelentése ezeknek?

2

Ha X ~ N(0,1), akkor P(X > x) = e~ 7, lasd a 6.97 feladat eleji also és felsé becslést. Ezen formula

segitségével bizonyitsa direkt modon a Crameér-tételt az X; ~ N(0,1) specidlis esetben, azaz mutassa

meg, hogy

(EQ

1
lim —flogP(& € [a,b]) = inf

n—oo 1N n z€[a,b) ?
Legyen a a legnagyobb olyan szam, amire P(a < X) = 1. Mutassa meg, hogy
P(X=a)=0 < lim I(z) =40
r—ra_

Mivel egyenls I(a), ha P(X =a) > 07

Laplace-lemma: Legyen J : R — R olyan folytonos és alulrol korlatos fiiggvény, amire teljesiil [ e @ dr <
+o00. Lassa be a renddrelv segitségével, hogy ekkor

1
lim ——log (/e‘”‘](’f)dm) = inf J(z)
T

n—o0 n

Segitség: Hajtson végre mértékcserét: legyen egy 0j valoszintiségi mérték sirtségfiiggvénye f:%fj;dy Irja

at az integralokat varhato érték alakba.

Legyen X olyan, hogy valamilyen Ay > 0-ra teljesiil E(eAO‘X |) < 400. Vezesse le a Borel-Cantelli-lemma
segitségével a Cramér-tételbdl a nagy szamok erds torvényét olyan Xi, Xo, ... valoszintiségi valtozokra,
amelyek fiiggetlenek és X-el azonos eloszlastuak!

A Cramér tétel allitisanak heurisztikus megfogalmazasa: Legyenek X7, Xo,... fiiggetlenek és azonos
eloszlastuak F eloszlasfiiggvénnyel, és legyen I(z) az X; logaritmikus momentumgenerald fiiggvényének
Legendre-transzformaltja (azaz X ratafiiggvénye) . Ekkor 1 < n esetén

S.
P(Z2 ~ = e (@)
( - x)<Te

Az exponencialis torzitas heurisztikus jelentése: legyen X eloszlasfiiggvénye F, X (1) eloszlasfiiggvénye
pedig F),. Ekkor

P(X"W ~ 1) = P(X ~ 1) - eto= 1)
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(a) Adjon heurisztikus magyarazatot I(E(X)) értékére!

(b) Lassa be a heurisztikus érvelések segitségével is és precizen (azaz a torzitott valoszintségi valtozo lo-
garitmikus momentumgeneralé fiiggvényének Legendre-transzformalasaval és a Jolly-Joker képlettel)
is, hogy X (") ratafiiggvenye I(x) — pa + 1(p).

(c) Vezesse le heurisztikus érveléssel és szamolja ki precizen is az Y = aX + b lineéarisan transzfor-
malt valoszintségi valtozé ratafiiggvényét. Ha f, jeloli >, % stirtiségfiiggvényét és g, jeloli
Sor_, 2 striségfiiggvényét, akkor kapott képlet miben és miért killonbézik az g,(y) = L - f, n(yT_b)
strtségfiiggvény-transzformacios képlettsl?

(d) Lassa be heurisztikus érvelésekkel és precizen is, hogy fix k-ra % ratafiiggvénye kI(x).

(e) A ratafiiggvény milyen tulajdonsaga olvashato ki a
P(Sopn~n-z1+n-a2) >P(Sp,=n-x1) P(Sa, — S, =n-x9)

egyenl6tlenséghdl?

(f) Szamitsa ki heurisztikusan a Laplace-lemma segitségével, valamint precizen is a kovetkezs limesz
értékeét: 1
lim ——log E(e")
n—oo n
(g) Legyenek Y7,Ys,... az X1, Xo,...-t0l és egymastol fiiggetlenek és azonos eloszlastak. Legyen
Ixiy(x) az X7 + Y7 ratafiiggvénye. Adja meg kétféleképp Ixyy (z) értékét: egyrészt szamitsa ki
Ix+Iy Legendre-transzformaltjat, masrészt a Cramér tétel heurisztikus jelentése és a Laplace-lemma
segitségével szamitsa ki a kdvetkezs hatéarértéket:

SX+8Y

lim ! log (P( ~ 1))

n—oo N
7.122. Nagy eltérés-tétel felujitasi folyamatokra:

(a) Legyenek X1, X, ... fliggetlen és azonos eloszlasi nemnegativ valoszintiségi valtozok (felujitasi idsk).
Legyen T'(0) = 0, T(n) = Y1, X; (az n-edik felajitasi id6pont), és N(¢) = sup{n : T(n) < t} (a
felajitasok szama t-ig). Legyen I az X, ratafiiggvénye és m = E(X). Fejezze ki I segitségével azt
a J ratafiiggvényt, amire y; < % < 19 esetén

. 1 N(t) i ) 1 N(t)
tllglo_ZlOgP(T <y) =J(y) és Jim ——log P(——= > y2) = J(y2)
(b) Ellendrizze, hogy a kapott formulat kielégitik az EX P(u) eloszlas I, valamint a POI(u) eloszlas J
ratafiiggvényei. Mi a valoszintiségszamitési jelentése ennek az azonossdgnak?

(¢) Milyen azonossag teljesiil a binomialis és geometriai eloszlas ratafiiggvényeire? (Lényeges, h az
"optimista" és "pesszimista" geometriai koziil melyiket tekintjik!)

7.123. Legyen X eloszlasa POI(100). Koriilbelil hany nullaval kezdsdik P(X > 272)7 Szamolja ki tobbféleképp
és hasonlitsa Ossze az eredményt:

P(X=n+l1) _ 100

(a) Becsiilje a valészintséget alulrol-felilrsl gy, hogy hasznalja a B(X=n) o1 Osszefliggést és a

Striling-formulat:
n'

V21 -t emn

(b) Hasznalja a Crameér-tétel heurisztikus becslését! Mikor kap jobb becslést, ha 100 darab fiiggetlen
POI(1) eloszlasa valoszintségi valtozo Osszegeként irja fel X-et, vagy ha 50 darab POI(2) eloszlasu
Osszegeként?

1< < emw

(¢) Adjon preciz also-felsG becslést a Cramér-tétel bizonyitasi modszereivel (felsé becslés Turbo Markov-
val, als6 becslés mértékeserével és a Poisson eloszlas unimodalis tulajdonsaganak felhasznalasaval).
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8.124.

8.125.

8.126.

8.127.

8.128.

8.129.

8.130.

8.131.

8. Karakterisztikus fiiggvények

Valoszintiségeloszlasok karakterisztikus fliggvényei-e az alabbi fliggvények?

(a) 1_’_%, (b)  exp(—tY), (¢) sint,
(d) cost, (e) @.

Bizonyitsa be a dominalt konvergencia-tétel segitségével, hogy ha E(|X|) < oo, akkor X karakterisztikus
fiiggvénye differencialhato 0-ban, és a derivalt értéke (E(X).

(A Laplace-eloszlds)

(a) Legyen X1, X> ~ EXP()) fiiggetlenek, és Y téliik fiiggetlen, P(Y = +1) = ;. Lassa be, hogy
X1 — X5 ésY - Xy eloszlasa azonos, un. Laplace-eloszléasi.

(b) Az inverz Fourier transzforméacio6 tulajdonsagainak felhasznalasaval, ajabb integralas nélkiil hatarozza
meg a Cauchy eloszlas karakterisztikus fliggvényét.

1
mcosh(z) *

Az X valoszintiség valtozo stirtségfiiggvénye f(z) = Szamoljuk ki X karakterisztikus fiiggvényét.

Segitség: irjuk fel a strtiséget a kovetkezs alakban:

1 o0
S 1)k (2k+D)]z|
5 2 (~1)e
k=0
Bizonyitsuk be, hogy
I T sinz T
im

der = —.
2

T—o0 Jg x
Utmutatas: Integraljuk az e'*/z komplex fiiggvényt az e és T sugart felsé félkorok és az ezeket Ssszekotd

valos szakaszok altal képezett kontiron . ...

Szamoljuk ki az E(a,b) egyenletes-, N(m, o) normélis-, EX P()\) exponencidlis- és a CAU(0,1) Cauchy
eloszlasok karakterisztikus fliggvényét.
Utmutatas: A CAU karakterisztikus fiiggvényének szamolasakor hasznaljuk a reziduumtételt.

Legyen X egy szabalyos dobokocka altal mutatott szam, Y pedig X-t6l fiiggetlen, E(0, 1) eloszlasa.

(a) Hatarozzuk meg X karakterisztikus fliggvényét.
(

b) Hatérozzuk meg Y karakterisztikus fliggvényét.
(¢) Hatarozzuk meg X + Y karakterisztikus fiiggvényét. Ebbdl olvassuk le mi X + Y eloszlasa.
)

(d) Hatéarozzuk meg X — Y karakterisztikus fiiggvényét. Ebbgl olvassuk le mi X — Y eloszléasa.
Emlékeztetsiil: X ~ Cauchy(b, a) (a > 0, b € R), ha stirtiségfiiggvénye

1 a

A

a standard eset az a = 1, b = 0. A standard Cauchy eloszlas karakterisztikus fliggvényét meghatéroztuk:

Pst.can(t) = eIt

(a) Mutassuk meg, hogy Cauchy(b, a) eloszlas a standard Cauchy eloszlas linearis transzformaltjaként
kaphato.

(b) Az 131a) rész és pst.cau segitségével hatarozzuk meg a Cauchy(b, a) eloszlas karakterisztikus fliggvé-
nyét.

(c) A karakterisztikus fliggvények segitségével ellendrizziik, hogy egy Cauchy (b1, a1) és egy tdle fliggetlen
Cauchy (bg, ag) valoszintségi valtozo Osszegének eloszlasa Cauchy(by + be, ai + as).

(d) Meg tudnank-e ugyanezt csinidlni momentumgenerald fiiggvényekkel? Miért?

(e) Eloszlas karakterisztikus fliggvénye-e a t — e~ (D Lo fliggvény?
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8.132.

8.133.

8.134.

8.135.

8.136.

8.137.

8.138.

8.139.

Bizonyitsuk be, hogy két fliggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi valtozo kiilonbsége nem lehet F(—1,1)
eloszléasi.
Utmutatas: Irjuk fel mindketts karakterisztikus fiiggvényét és lassuk be, hogy ezek nem lehetnek azonosak.

Legyen f(z) = 1 — |z|, ha |z] < 1 és f(z) = 0, ha |z| > 1. Hatérozzuk meg az f strtségfliggvényt
eloszlas karakterisztikus fliggvényét, és forditva: mutassunk olyan valdszintségi eloszlast, aminek f a
karakterisztikus fliggvénye. Ha X karakterisztikus fiiggvénye f, akkor E(|X|) =7

(a) Legyenek X1, Xo, X3, ... valoszintségi valtozok fliggetlenek és azonos C AU (0, 1) Cauchy eloszlasuak.
Hatarozzuk meg az Y, := n~1(X; + Xo + - -+ + X,,) valoszintiségi valtozo karakterisztikus fiiggvényét.

(b) Mutassuk meg egy példaval, hogy abbol, hogy valoszintiségi valtozok Osszegének karakterisztikus fiige-
vénye egyenld a tagok karakterisztikus fiiggvényeinek szorzataval, nem kovetkezik a tagok fiiggetlensége.

Legyen ¢(t) egy tetszoleges eloszlas karakterisztikus fliggvénye. Bizonyitsuk be, hogy ¢ pozitiv definit
fliggvény, azaz tetszGleges n € N, ty,t9,...,t, €ER és c¢1,co,...,¢, € C mellett

n
Z Ciéjtp(ti — tj) > 0.
i,j=1
Utmutatas: Irjuk fel a szummat, mint egy nem-negativ kifejezés (valoszintiségi valtozo) varhato értékét.

Legyen ¢(t) egy tetszoleges eloszlas karakterisztikus fiiggvénye. Bizonyitsuk be, hogy 1 (t) := 1/(2 — ¢(t))
is karakterisztikus fliggvény.

Magyaréazzuk a karakterisztikus fiiggvények segitségével a

int  sint/2
sint  sint/ 0st/2

t )2

azonossagot.

Bizonyitsuk be valészintiségszamitasi tton a

sint 10—0[ t
— = cos —-
k
t Pt 2
azonossagot.

(a) Legyenek Xi,..., X, fae. EXP(1) eloszlastak, tovabba Yi,...,Y,, figgetlenek, Y, ~ EXP(k).
Lassa be karakterisztikusfiiggvény-modszerrel, hogy M,, = max{X1,..., X, } ~ Y1 +---+Y,,. Segit-
ség: azt kell belatni, hogy

S (1) v =

k=1 k k=1

(b) Lassa be, hogy M, — log(n)-nek van hatareloszlasa, ahogy n — oo. (A hatareloszlast Gumbel-
eloszlasnak nevezik).

(¢) Szamitsa ki a Gumbel-eloszlas momentumgeneralo fiiggvényét.

e’}
n=1

(d) Legyen Z, =Y, — % Lassa be a Kolmogorov-lemma segitségével, hogy a Z = 3
definialt. Milyen eloszlasa 77

Z,, Osszeg jol

(e) Lassa be valoszintiségszamitasi modszerrel az t.n. Weierstrass-azonossagot:

Iz+1)=e* H (1+ %)71 en
n=1

ahol T'(z) a gamma-fiiggvény, v az Euler-konstans: v = lim, o Y5, % —log(n)
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8.140.
8.141.
8.142.
8.143.

8.144.

8.145.

8.146.

8.147.

8.148.

8.149.

8.150.

8.1. Meértékek gyenge konvergenciaja, Hatareloszlas-tételek

Bizonyitsuk be a NSZGYT-t a karakterisztikus fiiggvények modszerével.
Bizonyitsuk be, hogy ha az F,,, F', G,,, G eloszlasokra F, = F és G,, = G, akkor F,, x G,, = F x G.
Igazoljuk, hogy ha X,, = X, a, = a, b,, — b, akkor a,X,, + b, = aX +b.

Mutassuk meg a karakterisztikus fiiggvények modszerével, hogy B(n,p,) = POI(A) ahogy n — oo, ha
limy, 00 NP = A.

Legyen X, ~ GEO(p). Lassa be karakterisztikusfiiggvény-modszerrel, hogy p- X, hatéareloszlasa EX P(1),
ahogy p — 04

Egy kisérlet kimenetelei legyenek az A,B és C' események.
P(A)=p, PB)=q  PC)=r; ptg+r=1L

Végezziik el a kisérletet n-szer egymastol fiiggetleniil. Jeloljik v,-nel, ill. p,-nel az A, ill. B esemény
Vn—np és Kn—Np

gyakorisagat. Milyen eloszlashoz tart a T S valészintiségi valtozok egyiittes eloszlasa?

(a) Mutassuk meg, hogy F,, = F-bol kovetkezik, hogy a 1, karakterisztikus fiiggvények egyenld mér-
tékben egyenletesen folytonosak, azaz Ve > O-ra 36 > 0, hogy Vn-re |1, (s) — ¥, (t)] < e, hacsak
|s —t] <.

(b) Mutassuk meg, hogy F,, = F-bol kovetkezik, hogy 1, (t) — ¥ (t) kompakt halmazokon egyenletesen.

(c) Igazoljuk, hogy a konvergencia nem sziikségszertien egyenletes R-en.

Legyenek az X, Xs,... valosziniiségi valtozok fiiggetlenek, a kovetkezs eloszlasokkal P(Xi =0) = ¢,
P(Xi =1)=p;, pi+q¢ =1 Legyen S, = X7 + Xo +--- 4+ X,,. Tegyiik fel hogy Z;’ilpiqi = 0.
Bizonyitsunk NSZGYT-t és CHT-t az S,, valoszintségi valtozo sorozatra.

Legyenek X1, Xo, X3,... fiiggetlen, E(0,1) eloszlasu valoszintiségi valtozok. Bizonyitsuk be, hogy ha

n — oo, akkor
2

S kX — %
Yn:k:lT:N(O,l)

o=

Ebben a feladatban /z azt a komplex analitikus fiiggvényt jeloli, ami a negativ valés szamokon kiviil
minden komplex szamra értelmezve van a kovetkezd modon: Im(z) > 0 esetén arg(y/z) = sarg(z) és

Ivz| = /2], az Im(z) < 0 tartoményra pedig a v/Z = v/z azonossag segitségével terjesztjiik ki. Ekkor
persze 2 > 0 = 2z >0, VI =1,¢és|z—1] < lesetén a vz = Y oy (i)(z — 1)F Taylor-sorfejtés
érvényes.

Legyen T'(n) az a véletlen idépont, amikor a 0-bol inditott egyszertd, szimmetrikus bolyongas n-edszerre
tér vissza 0-ba.

(a) Szamitsa ki T'(n) karakterisztikus fliggvényét.

(b) Lassa be karakterisztikusfiiggvény-modszerrel, hogy n — oo esetén TTEZ) eloszlasban konvergal egy

olyan hatareloszlashoz, aminek a karakterisztikus fliggvénye exp(—+/—2it). Segitség:

lim (1-a,)"=¢"% ha lim n-a, =2
n— oo n—oo
(a) Legyen X valoszintiségi valtozd eloszlasa az eléz6 feladatban kapott hatareloszlas. Legyen a > 0
esetén aX eloszlasfiiggvénye F,. Lassa be, hogy X eloszlasa stabilis, azaz minden a > 0-hoz es
b > 0-hoz van olyan ¢ > 0, hogy F, x F;, = F.. Fejezze ki c¢ értékét a es b segitségével. (Kétféle
bizonyitas is adhato: karakterisztikus fliggvényes és hatareloszlas-tételes)

(b) Milyen mas stabilis eloszlasokrol tanult a félév soran? Mi a kozos a karakterisztikus fiiggvényeikben?
Ott hogyan fejezhetd ki a és b segitségével c?
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8.151.

8.152.

8.153.

Léassa be, hogy
2
K
P(X| > K) < K [ (1= Re(o(e))de
0

Ennek segitségével lassa be, hogy a 8.149. feladatban kapott hatareloszlasra P(|X| > K) < C - K~ z.

(CHT felujitdsi folyamatokra) Legyenek 71,7o,... egymasutani események kozotti fliggetlen és azonos
eloszlasi varakozasi id6k, melyeknek varhatd értéke E(Tl) =m € (0,00) és szorasnégyzete Var(n) =
0?2 € (0,00). Legyen v := max{n : >, 7 < t} a [0,t) id6intervallumban bekdvetkezett események
szama. A CHT felhasznalasanal bizonyitandé a kovetkezd hatareloszlas tétel:

lim P A <z | =2o().

t—o00 t

ahol @ az N(0,1) eloszlas eloszlastiiggvénye.

Egy szabalyos érmével végziink egymés utani dobasokat mindaddig, amig a dobasok eredményeinek sor-
zatdban mind a fej-, mind pedig az irdasdobasok szama el nem éri az n szamot. Jeldlje v, a sziikséges
dobésok szaméat. Meghatarozandé a (I/n — 2n)/v/2n valoszintiségi valtozoé hatareloszlasa, amint n — oc.
Segitség: bizonyitas kézben hasznalhatjuk a CHT-t.
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