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Ezeknek a feladatoknak a megoldasahoz igazabol nem kell sokat tudni Markov lancokrol, szerintem mehet
azel6tt is, hogy a Markov lanc definicdja elhangozna el6adason. Sok az atfedés a 1.9. alfejezettel.



1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

Tekintslik az origobdl inditott egyszert, szimmetrikus bolyongast. Legyenek a és b pozitiv egészek. Az
origotol bal felé b 1épésnyire van egy gddor és jobb fele a lépésnyire van egy maéasik gédor. A bolyongd
el6bb-utobb bele fog esni valamelyik gdédorbe.

(a) Mekkora valoszintséggel fog a bal széls6 godorbe esni a bolyongo?

(b) Varhatoan héany lépést tesz a bolyongo, amig gédorbe esik?

Tekintsiik az egyszert, szimmetrikus bolyongast az egész szamok halmazan. —100-nal és 100-nal van
egy-egy gbdor. Ha a bolyongo az origobdl indul, varhatéan hanyszor jar 50-ben, miel6tt godoérbe esik?

Az egyszeri, aszimmetrikus bolyongas olyan, hogy a bolyongd p valoszintiséggel jobbra 1ép egyet, 1 — p
valoszintiséggel pedig balra 1ép egyet. A bolyongast az origdbdl inditjuk. Tegyiik fel, hogy p > % Jeldlje
a > 0, b > 0 pozitiv egészekre P, ;, annak a val6szintiséget, hogy a bolyongé el6bb éri el az a koordinataju
pontot a —b koordinataja pontnal.

(a) Szamitsa ki P, értekét.

(b) Milyen esemeény valdszintségét adja meg Poop := limg_oo Py p? Segitség: Hasznéalja a monoton
osztalytételt (avagy mas néven a mérték folytonossagat) és a nagy szamok erds torvényét!

Egy szabélyos érmét dobalok. Varhatoan hanyszor kell feldobnom az érmét, hogy FF F-et lassak? Es
hogy F'IF-et lassak?
Segitség: érdemes egy nyolc allapotu allapotteret felrajzolni. (A harmadik érmedobas utan van csak

értelme allapotokrol beszélni). Hasznaljon Maple-t vagy Mathematica-t az ad6do egyenletrendszer meg-
oldaséra.

Egy btivésznek van harom cilindere és két nyula. Eredetileg az els6é kalapban van mindkét nyal. A
biivész idénként belenyil egy egyenletesen vélasztott kalapba, és ha ott van nyul, akkor megragadja (az
egyiket), és atteszi a masik két kalap valamelyikébe (ismét egyenletesen valaszt). Mekkora valoszintiséggel
éri el elébb azt az allapotot, amikor a maésodik kalapban két nyul van, mint azt, amikor a masodik és
harmadik kalapban egy-egy nyul van? Szabad Maple-t vagy Mathematica-t hasznalni a megoldashoz (de
a megoldando6 egyenletredszer matrixos alakjat le kell irni).

Tekintsiink egy egyszert bolyongést azon a grafon aminek a csicsai A, B,C, D, E és élei: AB, AC, BC,
CD, BD, BE, DE

(a) Tegyiik fel, hogy a bolyongd az A csiicsbél indul. Mennyi a C' cstcs els6 eléréséig megtett 1épések
szamanak varhato értéke?

(b) Tegyiik fel, hogy a bolyongd a C cstcsbol indul. Mennyi az els§ visszatérésig megtett lépések
szamanak varhato értéke?

(c) Tegyiik fel, hogy a bolyong6 az A csticsbol indul. Varhatéan hanyszor jar E-ben miel6tt el@szor
elérné a C csucsot?

(d) Tegyiik fel, hogy a bolyongd a B cstcsbol indul. Mennyi annak a valészintsége, hogy el6bb éri el az
A cstcsot, mint a C' cstucsot?

Legyenek X7, Xs,... egymésutani kockadobasok szamszerd eredményei és S, = X7 + Xo + -+ + X,
Legyen

Ty = min{n > 1: 5, oszthato 7-tel},

Ty =min{n > 1: 5, — 1 oszthat6 T-tel}.

Széamoljuk ki E (T1 ) et és E (Tg)—t.

1.2. A Markov-tulajdonsag

Kovacsék naponta olvassak az ijsagot, majd a szoba sarkaban 1évé tjsagkupac tetejére teszik a kiolvasott
példanyt. Esténként 1/3 valoszintiséggel, valamelyik csaladtag fogja a teljes tjsdgkupacot és kidobja a
szemétbe. Valahanyszor 6t ujsag gytilik fel a kupacban, Kovacs ur fogja magat és kidobja a kupacot (1
valoszintiseggel). Tekintsiik esténként (tehét az esetleges selejtezés utan) a kupacban 1évé Gjsdgok szamat.



(a) Esszerti-e Markov lanccal modellezni a folyamatot? Ha igen, azonositsuk a Markov lanc allapotterét
és irjuk fel az atmenetvaloszintiségek matrixat.

(b) Vasarnap este iires volt az ujsagkupac. Mekkora valoszinidséggel lesz csiitortok este pontosan egy
jsag a kupacban? Szamitsa ki esetszétvalasztassal és matrix hatvanyozassal is.

1.9. Irjuk le egy olyan elagazo folyamat atmenet matrixat, amelyben az egyes egyedek leszarmazottainak
szama geometriai eloszlasa. (E Markov lanc allapottere nem véges, hanem megszamlalhaté végtelen —
no de sebaj!)

1.10. Tekintsiink egy Markov lancot a {0,1} kételemi allapottéren, melynek atmenet méatrixa

P=[3R W]

Feltéve, hogy a lanc a kezdeti n = 0 id6pontban a 0 &llapotbdl indul, mennyi annak a valésziniisége, hogy
n = 3 idépontban azz 1 allapotban lesz?

1.11. Bernoulli-Laplace urnamodell keverésre
Két urnadban vannak golydink: N darab mindkettében. A golyok koziil N kék és N piros. A golyokat a
kovetkezs képpen keverjiik: idGegységenként kivalasztunk véletlenszertien egy-egy golydt mindkét urnabol
és a kettdt kicseréljiik. (Az egyes urnakban 1évs golyok szama nem valtozik, de a szinek eloszlasa igen.)
Irjuk le a folyamat S allapotterét és P atmenet matrixat.

1.12. Markov-lanc kontrakcio
(a) Az X; diszkrét idejii Markov lanc allapotainak halmaza S = {1, 2,3}, Atmenetméatrixa pedig

3/7  3/1 1)7
p=1 1/11 2/11 8/11
1/11 3/11 7/11

A kezdeti t = 0 id6pillanatban a lanc allapotainak eloszlasa tetszéleges . Legyen

Y, — 1 ha Xtil
P12 ha X, #1.

Mutassuk meg, hogy az Y; folyamat szintén Markov lancot alkot és szamitsuk ki az Atmenetmétrixat.

(b) Legyen Xi, X,... homogén Markov-lanc az S véges allapottéren, P atmenetmatrixszal. Legyen
p S — 5, nem feltétleniil injektiv leképezés. Fogalmazzon meg egyszeri feltételt P-re, hogy
Y7,Ys, ... is Markov-lanc legyen, ahol Y; := ¢(X;). Adja meg az 1j Markov-lanc dtmenetméatrixat.

(c) Legyen S az a (?)—eleml’i halmaz, aminek az elemei a Bernoulli-Laplace urna lehetséges konfiguracioi.
Tekinsiik ezen az éllapottéren a B-L modell keverési modell dinamikajat. Legyen ¢ az a fliggvény, ami
megmondja az els6 urnaban levs piros golyok szamat. Mutassuk meg, hogy teljesiilnek a Markov-lanc
kontrakcio feltételei.

1.13. Legyen X;, X5, ..., X, olyan valészintiségi valtozo-sorozat, amire X; € S, ahol S megszamlalhato. Léssa
be, hogy a kovetkez6 harom feltétel ekvivalens:

(a) X1,Xs,..., X, Markov-lanc: Minden k-ra

P(Xk—i-l = Sk—&-l‘Xl = S1,.-- ,Xk = Sk) = P(Xk+1 = Sk+1|Xk = Sk)

(b) Vannak olyan P!, ... P"~! sztochasztikus matrixok (a fels§ index itt nem hatvanyt jelsl!), amikre
=1
P(Xy=s1,....,Xp =s;) =P(X1 =s1) [[ Pl
i=1

(c) A jelen ismeretében mult és jové fiiggetlenek, azaz minden k-ra és minden M C Sk=1 J C S"~F ¢s
sk € S esetén

P((X1,...,Xp-1) € M &s (Xpg1,---,Xp) € J|Xp = 1) =
P((X1,...,Xp—1) € M| Xy = si) P((Xig1s - Xn) € J| Xp = 53)



1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

Legyen Xy, t € N, Markov lanc, melynek allapottere S véges halmaz. Legyenek Ap, Ao, ..., A, C S alla-
potok részhalmazai és 0 < t; < to < -+ < t,, rOgzitett idSpontok. Kovetkezik-e a Markov tulajdonsaghol,

hogy
P(th e An‘th (S Al, . ,th71 S An—l) = P(th S An|th,1 S An—l)?

Legyen Xy, X1,...,X, homogén, véges allapotterii Markov-lanc pg kezdeti eloszlassal es P &tmenet-
matrixszal. Mutassuk meg, hogy a Y; = X,,_; megforditott folyamat is egy (nem feltétleniil homogén)
Markov-lanc! Adjuk meg a kezdeti eloszlasat és az dtmenetméatrixokat (matrixmiiveletek segitségével).
Mutassuk meg, hogy az atmenetmatrixok valéban sztochasztikusak, azaz a sorosszegeik 1-et adnak.

Legyen X1, Xa,...,X,11 egy nem feltétleniil homogén Markov lanc az S véges allapottéren. Legyen
ZTnt1 € S az allapottér valamelyik allapota. Tegyiik tovabba fel, hogy P(X,, 11 = 2,,4+1) > 0. Igaz-e, hogy
az az Y1, Ya, ..., Y, sztochasztikus folyamat is Markov lanc, aminek allapottere S, és aminek az eloszlasat
a kovetkezSképp definidljuk: tetszsleges A C S™-re

P((Yl, Y, € A) = P((Xl, oy Xpn) €A X4 = an)
Legyen &1, &s, ... fiiggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok sorozata, melyeknek k6zos eloszlasa

P =1)=p=1-P({ =0). Legyen X, := &, +&+1+E&n+2. Markov lanc-e az X,,, n € N, valoszintiségi
valtozo sorozat?

A&, t=1,2,... valosziniségi valtozok legyenek fiiggetlenek és azonos P(§, =1) =p=1—-P(§& = —1)
eloszlastak. Vizsgaljuk meg, hogy Markov lancot alkotnak-e a kovetkezd valoszintségi valtozo sorozatok:
(a) X := &&i11 (beugratos kérdés!);

(b) Yy = &162... &

(¢) Zy := ®(&,&41), ahol (—1,-1) =1, d(-1,1) =2, ¢(1,-1) =3, &(1,1) = 4.

A Markov lancokra szamitsuk ki az egy lépéses dtmenetvaloszintiség-métrixokat.

Legyen o, &1, &2, . .. fiiggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok sorozata, g : R — {1,2,..., N} és
f:{1,2,...,N} xR = {1,2,..., N} rogzitett (mérhets) fiiggvények. Ertelmezziik az X;, t = 0,1,2,. ..
folyamatot a kovetkezs képpen: Xo = ¢(&o), X1 = f(Xi, &41). Markov lancot alkot-e az X; sorozat?
Ha igen, szamitsuk ki az atmenet-matrixat (a & valoszintiségi valtozok kozos eloszlaséanak és az f és g
fiiggvények ismeretében).

Legyen X,, irreducibilis Markov lanc az {1,2,..., N} allapottéren. Bizonyitsuk be, hogy léteznek C' < oo
és p < 1 konstansok, ugy, hogy barmely i és j éllapotokra

P(X, #j,m=0,1,...,n|Xo =1i) < Cp".

Mutassuk meg, hogy ebbél kévetkezik E(T) < oo, ahol T a j allapot elsd elérésének ideje.
Utmutatas: Létezik 6 > 0, ugy, hogy barmely i és j allapotokra, annak a valoszintisége, hogy i-bsl indulva
az els6 N lépés soran a Markov lanc eléri a j allapotot, nagyobb, mint §. Miért?

(a) Legyen X nemnegativ egész értékd valoszintségi valtozo, melynek véges a masodik momentuma,
azaz E(X?) < oo. Fejezziik ki az S := ) ;- | kP(X > k) mennyiséget E(X) és Var(X) segitségével.

(b) Az 1.20. feladat jeldléseivel adjon felss becslést E(T?)-re!

1.3. Allapotok osztalyozasa, periodicitas

N urnaba egymastol fiiggetleniil, azonos valészintiséggel golyokat helyeziink el, sorban egymas utan. Je-

I6lje X,,, n = 0,1,2,... az n-edik goly6 elhelyezése utan iiresen maradt urnék szamat. Mutassuk meg,
hogy az X,,, n =0,1,2,... sorozat Markov lancot alkot. Szamitsuk ki az &tmenetvalésziniiségek méatrixat

és osztalyozzuk az allapotokat.

Osztalyozzuk az alabbi Markov lancok allapotait
(a)
0 1/2 1/2
S =1{1,2,3}, rP=\|1/2 0 1/2
1/2 1/2 0



1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

0 0 01
0 0 01
0 0 1 0

/2 0 1/2 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0
§=1{1,2,3,4,5}, P=]|1/2 0 1/2 0 0
0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 1/2

0 1/2 1/2 0 0 0

o 0 0 1/3 1/3 1/3

B o o o 13 1/3 1/3
S={123456}, P=|, o o o o
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

Egy elemi szamelméleti tétel szerint ha m,n € N relativ primek, akkor létezik x,y € Z ugy, hogy
mx +ny = 1.

E tétel felhasznalasaval bizonyitsuk a kdvetkezs allitasokat:
(a) Ha m,n € N relativ primek, akkor az

N\{mz +ny : z,y € N}

halmaz véges.

(b) Legyen J C N. Tegyiik fel, hogy J zart az osszeadasra nézve (azaz (z,y € J) = (z+y € J)) és a
J-beli szamok legnagyobb k6z0s osztéja d. Ekkor a J halmaz csak végs sok kd, k € N alakta szamot nem
tartalmaz.

Bizonyitando, hogy azonos irreducibilis komponenshez tartozé allapotoknak azonos a periédusa.

1.4. Véges Markov lancok stacionarius eloszlasa

Tekintsiink egy Markov lancot a {1, 2,3} haromelemi allapottéren, melynek Atmenet matrixa

04 02 04
P=]06 00 04
0.2 0.5 0.3

Mennyi a valészintisége annak, hogy a lanc hosszi idd utdn az 1 allapotban lesz? Oldjak meg a feladatot
két féle képpen:

(1) Kompjuter algebra (pl. Maple) segitségével irjak fel a P méatrix P™ hatvanyait, n = 2,3, 4,10, 20,
50, 100 értékekre. Mit tapasztalnak?

(2) Szamoljék ki kozvetleniil a Markov lanc stacionarius eloszlasat.

Legyen X,, egy diszkrét S allapotterti Markov lanc, melynek dtmenet matrixa (Pa,g), seg s kezdeti
eloszlasa: P(Xy = a) = w(«). Bizonyitando, hogy az X; Markov lanc, mint sztochasztikus folyamat
akkor és csak akkor stacionarius, ha )" ¢ m(a)Pug = (8).

Az es6 minden nap a t6bbitdl fliggetlentil, % valoszintiségggel esik, és ha esik, akkor pontosan délben esik.
Egy oreg kertész akkor locsolja meg a kertjét, ha latja, hogy se ma délben, se tegnap, se tegnapel6tt nem
érte viz (azaz locsolas vagy es6) a kertet. Varhatoan hanyszor locsol egy évben?

Legyen X, X, ... irreducibilis Markov lanc az S véges allapottéren. Lassa be, hogy Y; := (X;, X;11) is
irreducibilis Markov lanc a G = {(x1,22) : Py, 2, > 0} allapottéren. Mi az igy szarmaztatott Markov
lanc atmenetmatrixa, stacionérius eloszlasa?



1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

AP= (Pi,j)?szl sztochasztikus matrixot dupldn sztochasztikusnak, vagy bisztochasztikusnak, nevezzik,
ha nem csak sorosszegei, hanem oszlop-Gsszegei is egyenléek 1-el. Legyen az X; Markov lanc irreducibilis
az S = {1,2,...,N} allapot-halmazon és atmenetvaloszintiségeinek matrixa bisztochasztikus. Mutas-
suk meg, hogy az X; Markov lanc stacionarius eloszlasa egyenletes az S halmazon, és forditva: ha a
stacionérius eloszlas egyenletes, akkor az atmenetmatrix bisztochasztikus.

Legyen X1, Xo,... homogén Markov-linc az S véges dllapottéren, P dtmenetmatrixszal. Legyen ¢ : .S —
S, nem feltétleniil injektiv leképezés. Azt mondjuk, hogy a Markov lanc kontrakci6 feltételei teljesiilnek,
ha tetszéleges u,v € S-ra és x,2 € p~!(u)-ra teljesiil, hogy

Z Px,y = Z Pz,y

yEp—1(v) yEp~1(v)

Ekkor Y7,Ys, ... is Markov-lanc , ahol Y; := ¢(X;), ezt kellett belatni a 1.12. feladatban. Az j Markov-

lanc allapottere S, atmenetmatrixa P, , = ZyELp_l () Po.y> ahol z akdrmelyik ¢! (u)-beli elem. Lassa

be, hogy ha az eredeti Markov lanc irreducibilis, akkor az Gsszehtzott Markov lanc is az, és fejezze ki P
stacionérius eloszlédsat a P stacionérius eloszldsanak segitségével.

Tekintstink egy Markov lancot a {0, 1,2, 3, 4,5} hatelemi allapottéren, melynek atmenet méatrixa

05 05 0.0 00 0.0 0.0
03 07 0.0 00 0.0 0.0
0.0 00 01 00 09 0.0
0.25 0.25 0.0 0.0 0.25 0.25
0.0 00 0.7 00 03 0.0
0.0 02 00 02 02 04

P=

Azonositsuk a Markov lanc irreducibilis osztalyait. Melyek ezek koziil lényegesek és melyek a lényegte-
lenek? Tegyiik fel, hogy a lanc n = 0 id6pontban a 0 &llapotbdl indul. Mennyi annak a valoszintisége,
n > 1 (nagyon kései) idépontban a 0 allapotban lesz? Valaszoljuk mg ugyanezt a kérdést, ha feltessziik,
hogy a Markov lanc n = 0-kor az 5 allapotbél indul.

Tekintsiik azt a Markov-lancot, aminek az allapottere S = {z,y, 2} és atmenet-méatrixa
0.2 04 04
P=1|{01 05 04
0.6 0.3 0.1

(a) Hatarozza meg a stacionarius eloszléast!

(b) Az z-bdl inditott Markov-lanc varhatéan hanyat lép, amig y-ba ér? Hatérozza meg a megtett lépések
szamanak eloszlasat is matrixmiiveletek segitségével!

(¢) Az z-b6l inditott Markov-lanc varhatéan hanyszor jar z-ben, miel6tt y-ba érne?

Tekintstink egy Markov lancot az {1,2,3,4,5} 6telemd allapottéren, melynek atmenetmatrixa:

0 1/3 2/3 0 0
0 0 0 1/4 3/4
P=l0 0 0 1/2 1/2
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

a) Irreducibilis-e a Markov lanc?

b) Mennyi a periédusa a Markov lancnak?
¢) Szamoljuk ki kozelitsleg a P2(711000)7 PQ(}QOOO) és P2(}4000) ezer lépéses dtmenet valoszintiségeket.

d) Tegyiik fel, hogy a Markov lanc az 1 allapotbdl indul és jeloljiik T-vel az 1-be valo els§ visszatérés
idejét. Szamoljuk ki T eloszlasat és varhato értékét. Minden tovabbi szamolas nélkiil adjuk meg 7(1)-et
(heurisztikusan).

(e) Szamoljuk ki az invarians (stacionarius) eloszlast. Ennek ismeretében mondjuk meg (heurisztikusan),
hogy mennyi az elsG visszatérés idejének varhato értéke, feltéve, hogy a folyamat a 2 allapotbél indult.

(
(
(
(



1.35.

1.36.

1.37.

Legyen X,,, n = 0,1,2,... irreducibilis Markov lanc a wvéges S allapottéren, melynek atmenetmétrixat
jeloljiik P-vel. Legyen
T :=min{n > 0: X, = Xo}

a kezdd allapotba vald els6 visszatérés ideje. Tegylik fel, hogy a kezdeti allapot Xy = z és minden y € S-re

legyen
T—1
r(y) = E( > ﬂ{xi=y})a
i=0
a kezdg allapotba vald els§ visszatérés el6tt az y allapotban toltott id§ varhato értéke. Vegyiik észre, hogy
ha Xy = z, akkor r(z) = 1.
(a) Egy késtbbi feladatban (a 4.180.-ban) be fogjuk latni az

T T
E( > ﬂ{xz:y}) =E (Z > ﬂ{xi_l_x}Pz,y>
i=1

i=1zeS
azonossagot. Ennek a felhasznélaséval bizonyitsuk be, hogy

Z T(CU)Px’y = T(y)a

zeS

azaz az r(x) szdmokbol képezett sorvektor az 1 sajatértékhez tartozo baloldali sajatvektora a Markov
lanc P atmenetmatrixanak.

(b) Lassa be a fentiekbdl, hogy a Markov lanc 7 stacionarius eloszlasara és a z-bél inditott Markov lanc

T visszatérési idejére teljesiil a E(T') = % Osszefiiggés. Ugyanezt lassa be heurisztikusan is a NSZT
segitségével: szamolja meg kétféleképpen, hogy 1 <« n esetén Xi,..., X, kozt koriilbelil hanyszor
szerepel z.

Legyenek X7, Xs,... egyméasutani kockadobasok szamszerii eredményei és S, = X1 + Xo + -+ + X,,.
Legyen

T; = min{n > 1: S, oszthaté 8-cal},
To =min{n > 1: 5, — 1 oszthato 8-cal}.

Szamoljuk ki E(Tl)-et és E(TQ)-t.
Utmutatas: Tekintsiik (S, mod 8)-at mint Markov lancot {0,1,2,...,7}-en.

A felugitdsi paradoxon

Legyenek X7, Xo,... fiiggetlen és X-el azonos eloszlasi, pozitiv egész értékeket felvevd valdszintiségi
valtozok (t.n. felajitasi idsk), és tegyiik fel hogy P(X < M) = 1 valamilyen M € N-re. Legyen
1<z < Mrep, =PX =2x). Ty =0,T = Zle X; (felujitasi idépontok). Legyen i, a legutobbi
felujitas ota eltelt id6 az n idSpontban, 3, pedig a kovetkezs feltjitasi idGpontig héatralevs idS (és ha
n = T}, maga egy felajitasi id6pont, akkor legyen o, = 0, 8, = X41). Legyen v, = a,, + (3, annak a
felajitasi intervallumnak a hossza, amibe n beleesik.

(a) Mutassa meg, hogy Y,, := (au, 8,) Markov lancot alkot. Milyen feltétel kell, hogy teljestiljon X
eloszlaséara, hogy a Markov lanc aperiodikus legyen?

(b) Szamitsa ki a Markov lanc stacionarius eloszlasat: Jeloljik o, Boo, Yoo-vel a stacionarius dllapotban

az eltelt, hatralevs és teljes id6t. Lassa be, hogy m(as = 2, oo = y) = %&y)'

(¢) Lassa be az el6z6 részfeladat eredményébdl, hogy P(v. = z) = g(p;). Ezt hivjak a felujitasi idck

eloszlasabol vett hossz-torzitott mintanak. Az a felujitasi paradoxon, hogy egy kései idépont feldjitasi
intervallum-hosszanak az eloszlasa nem egyezik meg a feldjitasi intervallumok hosszanak eloszlaséaval.
(d) Lassa be, hogy E(7s) > E(X). Segitség: E(vs) — E(X) =?

(e) A stacionarius allapotban mi P(aee = y|Veo = ), azaz rogzitett voo mellett mi az o feltételes
eloszlasa?
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1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

(f) Markov lancok bevezetése nélkiil, heurisztikusan is kiszamithato, hogy P(yeo = z) = ]:;:”(p;): legyen

1 < n. A nagy szamok torvénye segitségével saccolja meg, hogy koriilbeliil hany feltjitas volt n-
ig. Koriilbelill hany volt ezek koziil x hosszu? Mennyi az = hosszu intervallumok 6sszhossza? Ha
egyenletes eloszlassal vélasztok az 1,...,n id6pontok koziil, akkor a vélasztott intervallum hossza
kabé mekkora valoszintiséggel lesz 7

Tekintsiik az 1.8 feladatban leirt Markov lancot (Kovacsék ujsagos kupaca .. .).

(a) Hosszu id6 utan mennyi a kupacban 1év6 tjsagok szaméanak varhato értéke?

(b) Tegyiik fel, hogy kezdetben 0 Gjsag van a kupacban. Varhatéan hany nap mulva lesz ajbdl iires a
kupac?

Legyen X,, Markov lanc az {1,2,3,4,5} 6telemd allapottéren, melynek dtmenetmatrixa:

0 1/2 1/2 0 0
0 0 0 1/5 4/5
0

P= 0 0 2/5 3/5
1 0 0 0 0
12 0 0 0 1/2

(a) Irreducibilis-e a Markov lanc? Aperiodikus-e a Markov lanc?

(b) Hatarozzuk meg a Markov lanc stacionarius (invarians) eloszlasat.

(c) Tegyiik fel, hogy Xy = 1. Mennyi az 1 allapotba valo els§ visszatérésig megtett lépések szamanak
varhato értéke?

(d) Ujbol tegyiik fel, hogy Xo = 1 Mennyi a 4 allapot els6 eléréséig megtett lépések szamanak varhato
értéke?

(e) Ugyancsak Xy = 1 kezdeti feltétel mellett, mennyi annak a valoszintisége, hogy a folyamat el6bb éri
el az 5 allapotot, mint a 3-at?

Az X, diszkrét ideji Markov lanc allapotainak halmaza S = {1, 2, 3}, d4tmenetvaloszintiségeinek matrixa
P, stacionarius eloszlasa m. Mutassuk meg, hogy ha P; 1 = Py = P33 és w(1) = 7(2) = 7w(3), akkor
Pio=Py3=P;;é Pi3=P30=P;.

Legyen L paratlan szam. Tekintsiink egy olyan Markov lancot, aminek az allapottere a mod L maradék-
osztalyok halmaza, és minden z alapotbdl p, .41 valdszintiséggel jobbra lép, p, .1 valdészintiséggel balra
lép, és ps , valoszintiséggel helyben marad a bolyongd, ps z—1 + Do + Pae.a+1 = 1. Mutassa meg, hogy
ha minden z-re p, , azonos, valamint a stacionarius eloszlas is egyenletes, akkor p, is konstans és ¢, is
konstans.

Segitség: Elsszor lassuk be, hogy van egy olyan w konstans, hogy minden x-re
7T'(x)pac,ac+1 = 7T($ + 1)px+1,x +w

Legyenek X, és Y, fiiggetlen Markov lancok a {0, 1,2} haromelemi allapottéren. Mindkét lanc atmenet
matrixa

1/2 1/4 1/4
P=|1/4 1/4 1/2
0 1/2 1/2

Tegyiik fel, hogy Xy =0 és Yy = 2 és legyen

T=inf{n>0:X,=Y,}

(a) Szémoljuk ki E(T)-t.

(b) Mennyi P(Xp = 2)?

(c) Hosszt idén keresztiil az id6 hanyad részét tolti a két Markov lanc azonos allapotban?

Utmutatas: Tekintsiik Z,, = (X,,, Y;,)-t mint Markov lancot a {0, 1,2} x {0, 1, 2} kilenc elemi llapottéren.

Aladar és Béla, két régi jobarat nem tudjak egymaéasrol, hogy mindketten beiratkoztak a Miegyetemre.
Aladar az X menzat szereti jobban, Béla az Y menzat, de mindketten szeretik a valtozatossagot. Ezért
Aladar elhatarozza, hogy az els6 nap az X menzaba megy, majd ezutdn minden X menzas napot kovetd
tanitasi napon 1/2 valoszintiséggel az Y menzaba megy, és 1/2 valoszintiséggel tjra az X menzaba megy,
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1.48.

1.49.

1.50.

1.51.

viszont minden Y menzéas napot kévets tanitasi napon 3/4 valészintiséggel az X menziba megy, és 1/4
valoszintiséggel jra az Y menzaba megy. Béla pedig az Y menzaval kezdi az els§ tanévet, és ugy tervezi,
hogy minden Y menzas napot kovets tanitasi napon 1/2 valoszintiséggel az Y menzaba megy, és 1/2
valoszintséggel az X menzaba, viszont minden X menzéas napot kovetd tanitasi napon 2/3 valoszintiség-
gel az Y menzaba megy, és 1/3 valoszintiséggel az X menzaba. Ehhez mindketten tartjak is magukat
egészen addig, amikor egy szép napon elGszor mennek ugyanabba a menzaba, ahol is talalkoznak. Ettél
kezdve minden nap megbeszélik, hogy a kivetkezd nap egyiitt mennek ebédelni, mégpedig (a demokracia
szabalyait maximalisan szem el6tt tartva) X menzas napot kovetGen Y menzaba mennek 7/12 valoszind-
séggel és tjra az X menzaba 5/12 valoszintséggel, illetve Y menzas nap utdn X menzaba mennek 5/8
valoszintséggel és ujra Y-ba 3/8 valoszintséggel.

(a) Varhatoan hanyadik tanitasi napon talalkoznak el¢szor?
(b) Mi a valoszintisége, hogy az X menzaban latjak meg egymast elGszor?

(¢) Hosszu tanulmanyaik soran kozelitéleg ebédjeik hany szazalékat fogjak az X menzaban elfogyasztani?

1.5. Reverzibilitas

Legyen X,, egy diszkrét S allapotterd Markov lanc, melynek &dtmenet matrixa (Pa,ﬁ)a, ses €8 kezdeti
eloszlasa: P(Xy = a) = 7(a). Mutassa meg, hogy stacionarius Markov lanc megforditottja is stacionérius
Markov lanc. Mi a megforditott Markov lanc atmenetmatrixa? Milyen Osszefiiggést kell teljesitenie a
Markov lanc stacionérius eloszlasdnak és atmenetmétrixanak ahhoz, hogy a megforditott sztochasztikus
folyamat ugyanolyan eloszlast legyen, mint az eredeti? Megj: az ilyen Markov lancokat reverzibilisnek
nevezzik.

Ez a 1.29. feladat folytatasa. Igaz-e hogy ha az eredeti Markov lanc reverzibilis, akkor a szarmaztatott
kétlépéses Markov lanc is reverzibilis?

Léssa be, hogy egy Markov lanc atmenetmatrixa akkor és csak akkor szimmetrikus, ha bisztochasztikus
és reverzibilis.

Dobokockat azonos valoszintiséggel és az el6z6 mozgatasoktol fliggetleniil, diszkrét idSegységenként atfor-
ditjuk az egyik oldalarol a szomszédos négy oldal valamelyikére. Irjuk le a Markov lanc atmenetvaloszi-
niiségeinek matrixat és talaljuk meg a stacionarius eloszlasat.

(a) Legyen G olyan iranyitatlan véges graf, ami esetleg tartalmaz hurokéleket és parhuzamos éleket. A
bolyongé mindig egyenletesen valaszt az aktualis csticsbél kiinduld utak koziil (tehat a hurokélek
duplan szamitanak). Mi a bolyongas stacionarius eloszlasa?

(b) Tekintsiik azt a bolyongést az S = {1,2,...,100} allapottéren. ami a szélekrél mindig 1-el beljebb
1ép, a bels6 pontokban pedig % valoszintiséggel balra, % valdszintiséggel jobbra lép. Mi a stacionarius
eloszlas?

Tekintsiik a szomszédok koziil egyenletesen valaszto bolyongast a kovetkezs egyszerd G grafon: V(G) =
{A,B,C,D,E,F,G}, és B,C,D,E, F,G pontok koziil barmelyik kettst él koti ossze, valamint A Gssze
van kétve B-vel és C-vel.

(a) Az A-bdl inditott bolyongéas varhatéan hany lépést tesz meg, miel6tt A-ba visszaér?

(b) Ha a bolyongd B-bél indul, varhatoan hany lépést tesz meg azelStt, hogy A-ba érne?

A Boze-FEinstein-eloszlds, avagy Markov lanc Monte Carlo

Egy biivésznek van r doboza és n megkiilonboztethetetlen nyula. Minden mésodpercben mindkét kezével
egyszerre belenyul valamelyik kalapba (a két kézzel egyméasol fiiggetleniil, mindkettGvel egyenletesen va-
laszt kalapot). Ha a bal kézre es6 kalapban van nyul, akkor atteszi a jobb kézre es6 kalapba, egyébként
pedig nem csinal semmit. Mi a Markov lanc stacionarius eloszlasa?

Az Ehrenfest-féle urnamodell staciondrius eloszldsa

Van két kutya (egy vizsla és egy labrador) és n bolha. A bolhak ide-oda ugralhatnak a kutyak kozott.
Minden 1épésben egy egyenletesen vélasztott bolha gondol egyet, és atugrik a méasik kutyéra.

(a) Lassa be, hogy a vizslan levs bolhak szama Markov lancot alkot. Aperiodikus-e ez a Markov lanc?
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(b) Szamitsa ki a stacionarius eloszlasat.

Segitség: Konnyebb kiszamitani egy nagyobb allapottert Markov lanc stacionarius eloszlésat, aminek mar
szimmetrikus lesz az dtmenetmatrixa, lasd 1.31. feladat.

Mutassuk meg, hogy a Bernoulli-Laplace-féle urnamodell (1asd 1.11 és 1.12 feladatok) egyetlen stacionérius
, _ (N\2 /2N
eloszlasa w(k) = ()" /(%))

Segitség: Konnyebb kiszdmitani a nagyobb &allapottert Markov lanc stacionérius eloszlasat...

1.6. A spektralis rés

Tekintsiik az irreducibilis P € R™*" atmenetmatrixot. Lassa be, hogy ha P-nek van sajatbézisa és a P
jobb oldali sajatvektoraibol, mint oszlopokbdl dsszerakunk egy invertédlhatoé U matrixot, akkor U ! sorai
P baloldali sajatvektorai lesznek. Mi lesz U~ els6 sora, ha U els6 oszlopa csupa egyesbél all?

Vegyiik azt a sztochasztikus matrixot az S = {1,2} allapottéren, amire P;; = %, Pyo = 3.

(a) P90 elemei koriilbeliil hany tizedesjegyben térnek el lim,, o, P" elemeits1?

(b) P00 =7
Legyen m > 0,73 > 0, m; + m2 = 1, 0 < r < 1. Van-e olyan Markov lanc az S = {1,2} &llapottéren,
aminek (71, 7m2) a stacionérius eloszlasa és r a spektralis rése?

Segitség: a kételemi allapottéren barmilyen Markov lanc reverzibilis, és a spektralis rés a determinans

segitségével kifejezhetd.

Tekintsiik az egyszerd, szimmetrikus bolyongést a modulo 3 mardékosztalyokon. Hatarozza meg az at-
menetméatrix sajatértékeit, sajataltereit és spektralis rését.

(a) Lassa be, hogy egy véges allapottert, irreducibilis Markov atmenetmatrix spektralis rése akkor és
csak akkor 1, ha van olyan 0 < m < 400, hogy tetszéleges 1y kezdeti eloszlasbdl inditva az X1, X, ...
Markov-lancot, ha no —ny > m, akkor X,,, és X,,, fiiggetlen valdszintiségi valtozok.

(b) Maple vagy Mathematica segitségével szamitsa ki a 1.4 feladatban definialt Markov-lanc atmenet-
matrixanak Jordan-féle normalalakjat.

A koralldcids hossz avagy a keverési idd

Egy irreducibilis, aperiodikus, P atmenetmatrixa X7, Xo,... Markov lanc spektralis résének [ = % re-
ciprokat "nevezzik" az X, Xo,... valoszintiségi valtozo-sorozat korellacidés hosszanak, avagy a Markov

lanc keverési idejének. Miért igy definialjuk? Mert ekkor a P! métrix mésodik legnagyobb sajatértékének
abszolutértéke (1 — %)l ~ ¢~1. Ha ez nem lenne elég meggy6z6, akkor definialhatnank a korellacios hosszt
l= I—To-nek7 és akkor P! matrix méasodik legnagyobb sajatértékének abszolutértéke kabé e~ 10 lenne, ami
mar tényleg nagyon kicsi, tehat akkor X, és X, 4; tényleg méar "majdnem fliggetlen" lenne. Tekintsiik az
alabbi harom szarmaztatott Markov lancot:

(a) A "lusta" Markov lancot, aminek a bolyongoja minden lépésben feldob egy szabalyos érmét, és ha
fej, akkor a P atmenetmatrix szerint 1ép egyet, ha pedig iras, akkor helyben marad.

(b) Az X5, X4, X, ... "ritkitott" Markov-lancot.

(c) Azt a ritkitott valoszintségi valtozo-sorozatot, amit agy kapunk, hogy minden n-re X, -et mindent6l
fliggetleniil p valosziniiséggel toroljik.

Adjunk heurisztikus tippet mindhédrom esetben arra, hogy héanyszorosara valtozik a korellacios hossz.
Mindhérom esetben adjunk meg egy olyan nemnegativ egészértékd v valoszintiségi valtozot, hogy E(PY) =
F(P) legyen a szarmaztatott Markov lanc atmenetmétrixa, ahol F' a v generatorfiiggvénye. Mi a koze a

heurisztikus tippjeinknek F’(1)-hez? Segitség: ﬁ a "ritkit6 pontfolyamat" stirtisége. Milyen értelemben
voltak jok a tippek?

Tekintsiik az X5, Xo,... véges allapottert, irreducibilis Markov ldncot, melynek atmenetmétrixa P és
spektralis rése r. Tegyiik fel, hogy matrix sajatértékei mind kiilonb6z&ek. Az alabbi kérdésekre elGszor
adjunk heurisztikus valaszt a 1.58. feladathoz hasonldan.
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(a) Ha a Markov lanc stacionarius, mi a megforditott Markov lanc spektralis rése?

(b) Legyen Y1,Ys, ... egy masik, az el6bbitdl teljesen fiiggetlen Markov lanc, aminek dtmenetmatrixa @
és spektralis rése ro. Mi a Z,, = (X, Y,,) Markov lanc spektralis rése? Segitség: az 4j dtmenetméatrix
sajatvektoral mind Gsszeeszkabalhatoak a régi matrixok sajatvektoraibol.

1.60. Legyen ¢ : S — S az X1, Xo,--- € S Markov lanc kontrakcioja (lasd 1.31. feladat). Mutassa meg, hogy
a o(X1),0(X2),... Markov lanc spektrélis rése nagyobb vagy egyenld az eredeti Markov lanc spektralis
résénél.

1.61. Hatéarozza meg a 1.34. feladatban definialt Markov lanc Gsszes 1 abszolutértéki sajatértékéhez tartozod
jobb-és baloldali sajatvektoréat.

1.62. Léssa be a 1.20. feladat felhasznélasaaval, hogy ha P egy szigortian szubsztochasztikus irreducibilis
Atmenetmatrix, azaz ha P elemei nemnegativak, minden sordsszeg kisebb vagy egyenlé 1-nél, van olyan
sor, aminek az Gsszege kisebb, mint 1, és a G := {(z,y) : Py, > 0} iranyitott graf erésen Osszefiiggs,
akkor I — P invertalhato méatrix.

1.63. Tekintsiik azt az X;, Xs,... Markov-lancot, aminek az allapottere S = {1,2,3} és dtmenet-méatrixa
0.5 0.5 0
P=1] 05 025 0.25
0 0 1

Tegytik fel, hogy 10(3) = 0 teljestil a kezdeti eloszlasra.

(a) Nevezziik P-nek az atmenetmatrix utolso soranak és oszlopanak elhagyasaval kaphato 2 x 2-es szubsz-
tochasztikus métrixot. Hatdrozza meg P legnagyobb )\ sajatértékét és a hozza tartozo (v(1),v(2))7
jobboldali sajatvektort.

(b) Kboriilbeliil hany nullaval kezdédik P(X,, # 3), ha 1 < n?

(c) Lassa be, hogy az az Y{*, Y5, ..., Y™ sztochasztikus folyamat is (nem feltétleniil homogén) Markov
lanc, aminek allapottere S = {1,2} és aminek eloszlasat a kévetkezd modon definialjuk:

PY" =iy,....Y " =in) :=P(X1 =41,..., X,y =0, X #3)
(d) Mutassa meg, hogy az el6z6 részfeladatban definialt Markov lanc atmenetmétrixa

P jw(j)
Pi71’LU(1> + Pz’gw(2)

Py =iV =) =

ahol (w(1),w(2))T = Pr=k=1(1,1)T.
(e) Fix k esetén lassa be, hogy

s . . ) 1 v(j)
Fij= lm P(Xpp1 = jlX, =1, X #3) = XPM‘@

Tehat ez az atmenetvaloszintiség-méatrixa a Markov-lancunknak amellett a feltétel mellett, hogy "soha
nem jut el" az elnyel$ allapotba. Lassa be direkt szdmoléassal, hogy a P métrix sztochasztikus.
1.64. A diszkrét Fourier-transzformdcid a konvolicidt szorzdsba viszi

Tekintsiik az egyszert, szimmetrikus bolyongast a modulo L maradékosztalyokon, ahol L paratlan szam.

(a) A CHT segitségével adjon heurisztikus becslést a Markov lanc keverési idejének nagysagrendjére
(lasd 1.58. feladat), ha 1 <« L.

(b) Jelolje P a Markov lanc atmenetmatrixat. Ekkor
1 1
szy:§]1[1:5y+1modL}+§ll [t=%y—1mod L ]
Legyen U az az L x L-es méatrix, amire U, , = exp(2mi%), 0 < x,y < L — 1. Ellendrizze, hogy

U= %U*, ahol U* az U konjugélt transzponaltja. Mutassa meg, hogy U ! PU diagonalis matrix.
Lassa be a L’Hospital-szabaly segitségével, hogy P spektralis rése koriilbeliil %z—i, hal <« L.
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1.66.

1.67.

1.68.

1.7. Megszamlalhaté Markov lancok

Tekintsiik a kovetkezd sorbanallasi problémat: X, a sorbanéllo vasarlok szama n-kor. Minden (n,n + 1],
n € N idéintervallumban p € (0,1) valoszintséggel egy 1j vasarlo érkezik és a sor végére all. Ettdl fug-
getleniil, ugyanebben az id6intervallumban a sor elején allo vasarlot ¢ € (0, 1) valoszintiséggel kiszolgaljak
és 6 elhagyja a sort. Legfeljebb egy 0j vasarlo érkezhet és legfeljebb egy vasarlot szolgalnak ki egységnyi
id6intervallumonként. A kiilénb6z6 iddintervallumokban torténd események egymastol fiiggetlenek.

(a) Markov lanc-e az X,, folyamat? Ha igen, irjuk le az allapotterét és dtmenetmatrixat és allapitsuk
meg, hogy irreducibilis-e, illetve, aperiodikus-e.

(b) Mely (p,q) paraméter értékekre lesz az X,, Markov lanc pozitiv rekurrens, null rekurrens illetve
tranziens?

(¢) A pozitiv rekurrens esetben hatarozzuk meg a Markov lanc 7 stacionarius (invarians) eloszlasat.
Mennyi a sor atlagos hossza a stacionarius allapotban? Segitség: Detailed balance...

(d) A tranziens esetben hatérozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy kezdetben j hosszu sorral indulva,
valaha is kiiiriil a sor.

Tekintsiik a kovetkezs sorbanallasi probléméat: X, a sorbanallo vasarlok szama n-kor. Minden (n, n + 1],
n € N idéintervallumban p € (0, 1) valoszintiséggel egy 0j vasarlo érkezik és a sor végére all. Ettol fiigget-
leniil, ugyanebben az idSintervallumban a sor elején allo vasarlot g € (0, 1) valoszintiséggel kiszolgaljak
és 6 elhagyja a sort. Legfeljebb egy uj vaséarlo érkezhet és legfeljebb egy vasarlot szolgalnak ki egység-
nyi id&intervallumonként. A kiilonb6zd idGintervallumokban torténd események egymastol fiiggetlenek.
Tegyiik fel, hogy a sor 1 vasarloval indul: Xg = 1. Legyen 7 az az id6tartam, amig ez a sor elGszor kitiril:

T=inf{n >1: X, =0}.

(a) Az els lépésre feltételezéssel hatarozzuk meg 7 generatorfiiggvényét.

(b) Hatéarozzuk meg annak valdszintségét, hogy a sor valaha kiiirtil. Mely p illetve ¢ értékekre lesz a sor
rekurrens (azaz P{7 < oo} =1)7

(¢) Hatéarozzuk meg 7 varhato értékét.
(d) Az eddigiek alapjan hatarozza meg, hogy hosszutavon az id6 hany szézalékiaban pihen a pénztéaros.
Egy sztochasztikus 6nszabélyozoé rendszer probal egy bizonyos paramétert a 0 kozelében tartani, és ezt a

kovetkezGképp teszi: a paraméter az n diszkrét id6 fiiggvényében egy X,, Markov lanc, melynek éllapottere
Z, és atmenetvaldszintiségei

p, hai>0, q, hai>0,
1 1

Piiv1 = 3 ha i =0, Pii—1= > ha i =0, ahol ¢ =1 —p.
q, hai<0, p, hai<0,

(a) Milyen p értékekre lesz a lanc tranziens, rekurrens illetve pozitiv rekurrens?

(b) Milyen p értékekre lesz az alabbi egy valoszintiségi eloszlas Z-n?

4-p ha i = 0,
. 2q
m(i) = g—p (p\l
7(7) , hai0.
dpg  \q

(¢) Mutassuk meg, hogy — amennyiben értelmes — 7 a lanc stacionarius eloszlasa.

(d) Teljesiti-e a lanc és 7 stacionarius eloszlasa a részletes egyensuly feltételt?

Tekintsiik a kovetkez§ Markov lancot az S = {0,1,2,...} allapottéren. Adottak a pi,ps,... pozitiv
szdmok melyek Osszege 1: Z;’;l p; = 1. Ha a Markov lanc a 0 allapotba ér, a (pj)jo.il eloszlas szerint

valasztja ki kovetkez6 allapotat. Ha valamely 7 > 0 allapotban van, akkor determinisztikus médon a j —1
allapotba 1ép.

(a) Irjuk fel a Markov lanc &tmenetmatrixat. Irreducibilis és aperiodikus-e a Markov lanc?
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(b) A Markov lanc nyilvanval6 modon rekurrens. (Miért?) Milyen feltételnek kell a (pj);il eloszlasnak
eleget tennie ahhoz, hogy a Markov lanc pozitiv rekurrens legyen?
Segitség: Szamoljuk ki a 0-ba vald els6 visszatérés idejének varhato értékét.

(¢) A pozitiv rekurrens esetben szamitsa ki a stacionarius eloszlést.
Megjegyzés: Vessiik Gssze az eredményt a 1.37. feladattal. A 5, "hatralévs idG" stacionarius elosz-
lasat szamitottuk ki.

1.69. Tekintsiik az X,, Markov lancot az S = {0, 1,2, ...} allapottéren, melynek dtmenet valoszintiségei:

P(Xn1=j+2[X,=j) =p,

) ) jes.
P(Xn+1 = max(j — 1,0)‘Xn :]) =1-p,
Mely p értékekre lesz a Markov lanc tranziens, null rekurrens, illetve pozitiv rekurrens? Segitség: genera-
torfliggvény-modszer!
1.70. Tekintsiink egy elagaz6 folyamatot, melynél egy sziil6 gyermekei szaménak eloszlasa (pi):io. Ebbsl
irreducibilis Markov lancot csinalunk, tgy, hogy ha a populacié kihal, a kévetkezs lépésben egy 1j egyedet
iiltetlink be kiviilrsl. Mely (pi)zo eloszlasokra lesz az igy értelmezett Markov lanc pozitiv rekurrens, null
rekurrens, illetve tranziens?

1.71. Legyen X,, Markov lanc az S = {0, 1,2,... } allapottéren, melynek dtmenet matrixa az alabb megadottak
egyike. Allapitsuk meg, mely esetekben lesz a Markov lanc pozitiv rekurrens, null rekurrens, illetve
tranziens. A pozitiv rekurrens esetekben szdmoljuk ki a stacionarius (invarians) eloszlast.

(a) Pjjr1=(+1)/(+2), Pjo=1/(j+2)
(b) Pjjr1=1/(j+2), Pjo=(+1)/(j+2)
(¢) Pjjr1 = (" +1)/(G>+2), Pjo=1/(j* +2).

1.72. Legyen X, = (X} ..., X% olyan d-dimenziés bolyongés, aminek a koordinatai fiiggetlen, egy dimenzios,
egyszeri, szimmetrikus bolyongasok. (Vigyazat, ez nem pont ugyanaz a d-dimenzios bolyongés, mint
amirsl a Polya-tétel szol! Ez a bolyongé a Z? racs elemi kockainak az 4tloin lépeget.)

(a) Ha X, = 0, akkor mennyi P(X,, = 0)?

(b) A d=1,2,3,... esetek koziil melyikben rekurrens, illetve tranziens a bolyongas? Allitdsanak igazo-
lasahoz hasznalja a Stirling-formula kévetkezs alakjat: vannak olyan 0 < ¢; < ¢o < 400 konstansok,
hogy minden n > 1-re

n" n"
Cl\/ﬁein S Tl' S CQ\/?’ilein

(c) A fentiek felhasznalasaval dontse el, hogy a (Polya-féle) elsé-szomszéd bolyongés a Z? racson rekurrens-
e vagy pedig tranziens.

1.73. Legyenek X7, X5, X3,... fiiggetlen és azonos eloszlasi, egész értéki valoszintiségi valtozok, melyeknek
van varhato értékiik és E(XZ) = 0. Legyen Sy =0 és

Sp=X1+Xo+--- 4+ X,.

(Azaz: S, bolyongas Z-n, melynek egymasutani lépései X, Xo,....) Legyen tovabba

Gn(z) = E( z": ]l{sj:x}>7
7=0

a [0, n] idSintervallumban az x racsponton t6ltott részids varhato értéke. (E fliggvényt a bolyongas Green-
fiiggvényének nevezziik.)
(a) Bizonyitsuk be, hogy minden n € N és x € Z esetén

Gn(0) > Gp(x).

Utmutatas: Tekintsiik az x racspont elsé elérésének idejét.
(b) Emlékezziink a Nagy Szamok Gyenge Torvényére: barmely € > 0 esetén

lim P(\Sn| < ETL) =1

n—oo
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Ennek segitségével bizonyitsuk be, hogy rogzitett € > 0 mellett

. 1
nl;néoﬁ Z Gp(z)=1.
|z|<en

(c) Az (a) és (b) pontok eredményének felhasznalasaval bizonyitsuk be, hogy
lim G, (0) = cc.

n—oo
(d) A fentiek alapjan lassuk be, hogy az S,, Markov lanc rekurrens.
(e) Alkalmazhato-e a fenti okoskodds magasabb dimenzids bolyongasra?
1.74. Legyen (pk) ez valoszintiségi eloszlas Z-n, melyrdl feltessziik, hogy
p1 >0, pr=0, hak>1

és varhato értéke negativ:

Z kpr =: u < 0.

k=—o00

Ertelmezziik az X,, Markov lancot az S = {0,1,2,3...} allapottéren, melynek dtmenetmatrixa:
P Pj—i ha j >0,
(N .
Zkgopk—i ha j = 0.

Maés szoval: X, bolyongas, melynek 1épés eloszlésa (pk)]C cw de nem léphet a negativ félegyenesre. Fel-
adatunk célja bebizonyitani, hogy az X,, bolyongas pozitiv rekurrens.
(a) Tegyiik fel, hogy 7(j), j € S, egy invaridns eloszlas. Bizonyitsuk be, hogy minden i > O-ra

(i) = Z 7(J)pi—j-
j=i—1

(b) Legyen qx, = p1—, k =0,1,2,.... Bizonyitsuk be, hogy az

(e o)
S = E Squ.
k=0

egyenletnek létezik egy és csakis egy s* € (0,1) megoldasa.

Utmutatas: (qk);ozo olyan valdszintiségi eloszlas N-en, melynek varhato értéke 1-nél nagyobb. A fenti
egyenlet jobb oldalan ennek az eloszlasnak a generatorfiiggvénye szerepel.

(¢) A (b) pont beli s* érték felhasznalasaval hatarozzuk meg az X, Markov lanc stacionarius (invarians)
eloszlasét.

1.75. Egy Markov lanc allapotai a nem-negativ egész szamok: S = {0,1,2, ... }. Atmenet valoszintiség matrixa:

k
k )\lfu
=X v _ k—v
P.i=ce EO<V>pq =0

(p,q >0, p+ g = 1.) Bizonyitandd, hogy

n Ma)!
Plil)_)e_x/q( Zq)

)

amint n — oo. Segitség: szemléletes jelentése van ...

1.76. (a) Legyenek X;, Xo,... fliggetlen, azonos eloszlasu pozitiv egész értékd valoszintségi valtozok F(z)
generatorfiiggvénnyel, és legyen S, = X1 + Xo + ... + X,,. Legyen

V. — 1, ha dn, hogy S, =k,
"7 )0 egyébkent

Legyen uy = P(Yy =1). U(z) =Y pouxz’ =2
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1.77.

1.78.

(b) 302y () =7
Szubharmonikus fiigguények és tranziencia I.
Ennek a feladatnak lesz még folytatéasa, a 4.189. feladat.

Legyen S diszkrét (véges vagy megszamlalhato) allapottér és felette a (Pz,y sztochasztikus matrix.

>x,y€S
Az f: S — R fiiggvényrsl azt mondjuk, hogy (a P atmenet méatrix szerint) szuperharmonikus az x € S

pontban, ha

Y Poyfly) < f(2).

yeSs

Rogzitstink egy z € S allapotot. Legyen A, azon f : S — R fliggvények halmaza, melyekre

(i) f(z) =1,
(ii) minden y € S-re 0 < f(y) <1,

(iii) f szuperharmonikus minden 2 # z pontban.
(a) Ertelmezziik a g, : S — R fiiggvényt a kovetkezéképpen:
g:(2) = inf f().

feA:

Mutassuk meg, hogy g. € A..
(b) Mutassuk meg, hogy barmely = # z pontban

> Phyga(y) = g:(@),

yeS

azaz a g, figgvény harmonikus az S\ {z} halmazon.

Utmutatas: Feltéve, hogy >_ s Pryg:(y) < g-(z) valamely x # 2 pontban, mutassuk meg, hogy g.
csokkenthetd lenne egy picivel az x pontban, gy, hogy szuperharmonikus tulajdonsidga megmaradna
minden y # z pontban.

(¢) Mutassuk meg, hogy ha g,(x) < 1 valamely = # z pontban, akkor
inf g, =0.
inf g:(y)

Utmutatas: Feltéve, hogy inf,cg g.(y) =: € > 0 tekintsiik a h,(z) = (g.(z) —€)/(1 — ¢) fiiggvényt.

(d) Legyen X,, Markov lanc az S-en, melynek atmenetmatrixa P, de tegyiik a z &allapotot elnyel6vé.
Legyen §.(z), x € S, annak a valoszintisége, hogy az = allapotbol inditott lanc valaha is eléri a z
elnyels allapotot, azaz §.(z) = P,(T, < 4+00) . Bizonyitando, hogy §.(x) harmonikus az S\ {z}
halmazon, és hogy g, € A..

1.8. Markov-lanc NSZT

Legyen P irreducibilis 4tmenetmatrix az S véges allapottér felett és legyen m = wP a hozza tartozo staci-
onarius eloszlas. Ha f,g : S — R, akkor definialjuk a stacionarius mértékre vonatkozd belss szorzatukat

a kovetkezd modon:
Frg)e =3 F(@)g(a)n(x)
z€S

Ekkor +/(f, )= = || fll2 az (S, 7) mértéktér szerinti Lo-norméaja f-nek.

(a) Léssa be, hogy Varx(f) = (f, f)= — (L, f)3.

(b) Mi a P matrix (, ),-ra vonatkoz6 adjungaltjanak valoszintiségszamitasi jelentése? Milyen Markov-
lancoknak lesz 6nadjungalt a P-je?

(¢) Mi a valoszintiségszamitasi jelentése a (1, f) = (1, Pf), azonossagnak?

(d) Legyen X;, X5 a stacionarius allapotbdl inditott Markov lanc els6 két lépése. Lassa be, hogy ha
f 5 — R, akkor

%Var( F(Xo) = f(X0) = (£, (I = P)f)
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1.79. Léassa be, hogy reverzibilis Markov lancok spektralis rését a kdvetkezs szélsGérték-probléma megoldéséaval

is megkaphatjuk:
. %Var(f(Xg) —f(Xl))
r= mfln

Var(f(X1))

ahol f a nemkonstans fiiggvényeken fut végig.

Segitség: E.(f) =0 és Var,(f) =1 feltehets, Lagrange-féle multiplikator-modszer.

1.80. Nagy szamok torvénye Markov ldncokra

Legyen Xg, X1, Xo,... véges allapotterd, irreducibilis, (esetleg periodikus) Markov lanc, jeldlje P az
atmenetmatrixat, po a kezdeti eloszlasat és 7 a stacionérius eloszlasat. Legyen i € S az allapottér
tetszGleges eleme. Jelolje Ty az i els6 elérésének idSpontjat, Ty, pedig a k-adik visszatérés idépontjat i-be.
Legyen f: S — R. Legyen Yy = ZTO_I (Xn) ésk>1re Y, = ZT"_l F(X5).

n=0 n=Tk—1

(a) Lassa be a 1.35. feladat segitségével, hogy E(Y1) = E(Ty — Tp) - (1, f)x.

(b) Jeldlje v(N) a bolyong6 i-ben tett latogatasainak szaméat az N id6pont el6tt. Lassa be a Kolmogorov-
féle NSZT és a felujitaselmélet alaptriikkje segitségével, hogy % majdnem biztosan m(i)-hez kon-
vergal.

(¢) Bizonyitsa be, hogy majdnem biztosan

lim
N—oo

N—-1
Zn:o]\.[f(Xn) = <II-7 f>7r

1.81. A Green-Kubo formula
Az el6z6 feladat feltevéseivel és jeldléseivel dolgozunk tovabb. Tegyiik fel tovabba, hogy a Markov lanc
aperiodikus, hogy (1, f), = 0, és hogy po = 7.
(a) Fejezze ki Cov(f(X,), f(Xm)) értékét ( , ), és P segitségével.

(b) Lassa be, hogy az I — P operator megszoritasa az E.(f) = 0 fiiggvényekbdl allo P-invarians altérre
invertalhato.

(c) Lassa be, hogy (1, f), = 0 esetén

N-1
X,
o2 = lim Var(iz:”:O f(Xn)
N—o0 v N

Megj: A Markov lancokra vonatkozo6 CHT-ben ez a hatareloszlasként adodo normaélis eloszlas szo6-
rasnégyzete.

):2<f7(I_P)7lf>7r_<f7f>7r

(d) Mit ad a formula, ha P, , = 7(y)? Mi ennek a valoszintiségszamitési jelentése?
(e) Tegyiik fel, hogy a Markov lanc reverzibilis. Lassa be lineéris algebrai eszkézokkel is, hogy o2 > 0.

(f) Tegyiik fel, hogy a Markov lanc reverzibilis. Adjon felsé becslést o2 értékére a spektralis rés segitsé-
gével. Eles ez a fels6 becslés?

1.82. Tekintsiink egy aszimmetrikus bolyongést egy fan, azaz: G egy iranyitatlan, Gsszefiiggd, kérmentes graf,
a Markov lanc allapottere S = V(G), és P, > 0 akkor és csak akkor, ha {z,y} € E(G) vagy z = y.

(a) A Markov-lanc NSZT és a 1.29. feladat segitségével adjon magyarazatot arra, hogy miért reverzibilis
ez a Markov lanc.
(b) Adja meg a stacionarius eloszlasat.
1.83. Legyen N(t) annak a szama, ahanyszor Kovacsék kidobtak az tjsagos kupacukat az els ¢ nap alatt (lasd
1.8. feladat). Mi az az m és o, amire %\;{m eloszlasa N (0, 1)-hez konvergal? A valaszt szamolja ki

kétféleképpen is: a felajitasi folyamatokra vonatkozd CHT, valamint Markov lanc CHT és a Green-Kubo
formula segitségével. Mindkét szamolashoz hasznalhat szoftvert.
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1.84.

1.85.

1.86.

1.87.

A kézegellendlldsrol

Tekintsiik a kovetkezd bolyongast periodikus kézegben: a bolyongés allapottere Z, az egész szamok hal-
maza. Csak els6 szomszédba tud lépni a bolyongo6 (vagy helyben marad).

PX,pi=2z-1]|X,=2) = px)
PXpi1=z+1|X,=2) = qz)
PX,p1i=z|Xn=2) = r(z)

Ahol p(z) + ¢q(z) + r(x) = 1, tovabba a kozeg periodusa M, azaz p(x + M) = p(x), q(z + M) = q(x),
r(z+ M) =r(x). A bolyongdé Xy = 0-bol indul.

(a) Jeldlje P, o annak a valoszintiségét, hogy a bolyong6 valaha eléri a —z pontot. Szamitsa ki ¢ :=
limmﬁoo(Pw,oo)% értékét. log(1)-t nevezziik a kozeg aszimptotikus (jobbra valo) lejtésének.
(b) Legyen Y,, := X,, mod M aszimmetrikus bolyongas a maradékosztalyokon. Léssa be a Markov lanc
NSZT segitségével, hogy van olyan w € R, hogy minden x maradékosztalyra
m(x—1)- gz —1) =7(x) plr) +w

ahol 7 az Y,, Markov lanc stacionarius eloszlasa (tehat Y,, "majdnem" reverzibilis).

(c) Legyen Xy kezdeti eloszlasa olyan, hogy Y, stacionarius eloszlasu legyen. Fejezze ki E(X,,+1 — X,,)
értékét w segitségével.

Szamolja ki w értékeét.

Szamolja ki a bolyongo6 aszimptoikus sebességét, azaz lim,, oo % értékeét.

)
)

f) Lassa be, hogy ¥ < 1 akkor és csak akkor, ha w > 0.
)

Lassa be, hogy az ugyanolyan aszimptotikus lejtésti kozegek koziil a homogén kdzegben mozgo ré-
szecske aszimptotikus sebessége a legnagyobb.
1.9. Bolyongasok és differenciaegyenletek

Sok az egybeesés ekozott az alfejezet és a 1.1. alfejezet kozott.

Legyen X;, t = 0,1,2... egyszerd szimmetrikus bolyongés az egydimenzioés Z egész racson. Legyen
Tq = Inf{t > 0: X; = a}, az a € Z racspont elsd elérésének ideje. Legyen a < b két rogzitett racspont.
Szamoljuk ki az

flap) + la, 0] NZ — [0, 1], Jian (%) :=P(1, < | Xo = )
Jiap) (@, 0] NZ = R, Gla.p)(2) == E(min(r,, 7)| Xo = z)
fliggvényeket.
Hatarozzuk meg azt az f : {0,1,2,...,10} — R fiiggvényt, amely kielégiti az

f(n):if(n—l)—i—%f(n—f—l), n=12,...,9,

differencia egyenletet és a az f(0) = 0, f(10) = 1 peremfeltételeket. Adjunk valoszintiségszamitasi értel-
mezést az f fliggvénynek.

(a) Legyenek a > 0 rogzitett egész szam. Oldjuk meg a kovetkezs peremérték problémat: A € (0,1)
rogzitett paraméter és f : [—a, a] — R kielégiti a kivetkezs feltételeket:

1 1 )

5f(x+1)+§f(x—1):)\ f(x), ha —a <z <a,

f(=a) =1= f(a).

Adjunk valészintiségszamitési értelmezést az f fiiggvénynek.
(b) Oldjuk meg ugyanezt a feladatot az [a, b] intervallumban, ahol a < b egész szamok.
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1.88.

1.89.

1.90.

1.91.

1.92.

1.93.

2.94.

Hatarozzuk meg azt az f : Z, — R fliggvényt, amely kielégiti az

f(n):%f(n—1)+%f(n+1)+%f(n+2), n=12....

differencia egyenletet és az

f(0) =0, lim f(n)=1

n—oo

peremfltételeket. Adjunk valdszintségszamitasi értelmezést az f fliggvénynek.
Hatarozzuk meg azokat az f : Z — R fiiggvényeket, amelyek kielégitik az

fn) = S fn 1) + 5 fn—1)~ 1
differenciaegyenletet.

Utmutatas: El6bb mutassuk meg, hogy f(n) = n? megoldasa a fenti egyenletnek, majd feltéve, hogy fi
és fo megoldas, irjunk fel differencia egyenletet g = fo — fi-re.

2

1.10. A tiikrozési elv

A fagylaltosnal egy gomboc fagyi ara 10 petak. (m + n) ember all sorba fagyiért, véletlen sorrendben.
Ezek k6z0l m-nek van 10 petakos érméje, n-nek viszont csak 20 petakos érméje van (m > n), mindannyian
egy gomboc fagyit akarnak venni. Feltessziik, hogy kezdetben iires a fagylaltos kasszdja. Mennyi annak
a valoszintisége, hogy senkinek sem kell varakoznia a visszajaré pénzére.

Az alabbi feladatokban tekintsiik az egy dimenzios, origobol kiindulo egyszeri bolyongasi trajektoridkat.
a, b, ¢ és n pozitiv egész szamokat jelolnek. Az (Z) kifejezésre a megszokott konvenciok érvényesek

(a) Bizonyitandd, hogy azon n-lépéses trajektoridk szama, amelyek nem érik el a —b szintet és az a szinten
végz6dnek, egyenls a kovetkezd kifejezéssel:

n n
nd+a | = | n+tat2b )
2 2

(b) Tegytik fel, hogy b > a. Bizonyitando, hogy azon n-lépéses trajektoriak szama, amelyek nemeérik el a
b szintet és az a szinten végz&dnek, egyenls a kovetkezd kifejezéssel:

n n
n+a - n+2b—a |
2 2

Tegylik fel, hogy a < ¢ Bizonyitandé, hogy azon n-lépéses trajektoridk szama, amelyek elgbb elérik a ¢
szintet, majd az n-edik lépéskor az a szinten végzédnek, gy, hogy a ¢ szint elsé elérése utdn a —b szintet
méar nem érik el, egyenls a kdvetkezs kifejezéssel:

n n
n+a—2c | = |\ n+at+2b+2c |
2 2

Legyen X, egyszert szimmetrikus bolyongés Z-n, mely az origobél indul, Xy, = 0. Bizonyitando, hogy

P(X2n =0, max X;> k) — P(Xgn - Qk).

0<g<2n

2. A Poisson-folyamat

Egy radioaktivitast mérg szamlaloberendezés ezredmasodpercenként tud ugrani, és akkor ugrik egyet a
t= Tkoo idspontban, ha volt beérkez6 alfa-részecske a (t — 1og5, t] idGintervallumban. Jelslje T'(n) azt a
véletlen id6pontot, amikor el6szor mutat n értéket a szamlalo. Jelolje N(t) a szamlaloberendezés allasat

a t idépontban.
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2.95.

2.96.

2.97.

2.98.

2.99.

(a) (A felujitdselmélet alaptrikkje) Melyik igaz a kovetkezd két 4llitas koziil?

P(N(t) < n) = P(T(n) > t), P(N(t)<n)=P(T(n)>1)

(b) Lassa be, hogy P(N(t) =n) =P(T(n) <t) —P(T(n+1) <t)!

(¢) Fejezze ki T'(n) eloszlasfiiggvényét az N (t) eloszlasanak segitségével!

(d) Tegyiik fel, hogy egy ezredmasodperc alatt p = ﬁ valoszintiséggel érkezik alfa-részecske, a multtol

fiiggetleniil. Hatarozza meg T'(n) és N (t) eloszlasat!

(e) Milyen abszolut folytonos eloszlast valoszintiségi valtozoval kozelitsiik a szamlaloberendezés két egy-
mas utani ugrasa kozt eltelt id6t?

(f) Adjon T'(3) eloszlastiiggvényére egyszert kozelits formulat a (c) pont és a Binomiélis eloszlas Poisson-
approximacioja segitségével. Milyen (nevezetes) abszolut folytonos eloszlasi valoszintségi valtozo
eloszlasfiiggvénye ez?

Legyenek X7, Xo,... fliggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi véltozok, melyeknek siirtiségfiiggvénye
re " ha x > 0, és 0 egyébként. Legyen tovibba Sy = 0 és S, = X7 + --- + X,,, valamint legyen
N(t) = max{n : S, <t}

(a) Adja meg S, striiségfiiggvényét!

(b) Hatarozza meg N(t) eloszlasat, azaz k = 0,1,2,...-ta P(N(t) = k) értékét! (Szamolas nélkil is
megy, az elGadason tanultakra kell hivatkozni)

Van két kutya (egy vizsla és egy labrador), és kozottiik ide-oda ugral négy bolha. Minden bolha a tbbitél
fliggetleniil A rataval ugrik at az egyik kutyarol a mésikra. Kezdetben a vizslan van mind a négy bolha.
Hatarozza meg a t id6pontban a vizslan levé bolhak szaménak eloszlasat.

(a) Van egy felajitasi folyamat, EX P()) eloszlasu feltjitasi idokkel. Lassuk be, hogy amellet a feltétel
mellett, hogy a [0, t] intervallumban pontosan n darab felajitas tortént, az n darab felajitasi id6pont
egylittes eloszlasa (tehat az egytittes stirtiségfiiggvényiik) olyan, mint ha n darab fiiggetlen egyenletes
eloszlasi pontot vettiink volna a [0, ¢] intervallumon és nagysag szerint sorba rendeztiik volna Sket.

(b) Vegylink a [0,7] intervallumon A - T' darab fliggetlen, egyenletes eloszlast pontot, rendezziik Sket
sorba és nézzik az els6 n darabot koziilik. n fix, de ugyanezt a kisérletet megismételjiik egyre
nagyobb és nagyobb T-kkel, T" — co. Lassuk be, hogy az els6 n pont egyiittes eloszlasa (tehat az
egylittes striségfiiggveényiik) kovergal egy EX P(\) paramétert felujitasi folyamat els6 n pontjanak
egyiittes eloszlasédhoz.

Tekintstink a szamegyenesen egy A paraméterti homogén Poisson folyamatot, jeloljik 0 = Ty < T7 <
Ty < ...-vel a folyamat pontjainak koordinatait (az egymasuténi események bekovetkezésének idGpont-
jait). Képezziink ebbdl egy ujabb pontfolyamatot a kovetkez6 modon: az eredeti Poisson folyamatban
az egymas utani események torténési idépontjai kozotti intervallumok felezépontjaiba letesziink egy-egy
pontot, majd toroljiik az eredeti Poisson folyamat pontjait. Azaz: az Gj follyamat pontjainak koordinéatai:
S =(T_1+T))/2,i=1,2,3,....

(a) Poisson folyamat lesz-e az igy képezett pontfolyamat?

(b) Mi lesz az tjonnan képezett folyamat egymésutani pontjai kozotti idStartam hosszanak stirtiségfiigg-
vénye, varhato értéke és szorasa?

(c) Hatarozzuk meg két egymasutani ilyen intervallum-hossz kovarianciajat és korrelaciohanyadosat.

(d) Bizonyitsuk be, hogy két nem egyméasutani intervallum hossza fliggetlen egymastol.

Egy telefonkézpontba a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, éranként atlagosan 4 hivas.

(a) Mi a valosziniisége annak, hogy az els6 oraban ketténél kevesebb hivés érkezik?

(b) Feltéve, hogy az els§ ordban hat hivas érkezik, mi annak a valoszindsége, hogy a masodik éraban
legalabb két hivas érkezik?

(¢) A kozpont kezelGje reggeli munkakezdéskor gy dont, hogy megvarja a tizen6todik beérkez6 hivast,
majd elmegy ebédelni. Mennyi az ebédjéig kivarandé id6 varhaté értéke?

(d) Feltéve hogy pontosan nyolc hivas érkezik az els6 két oraban, mennyi annak a valoszintsége, hogy
ezek koziil pontosan 6t érkezik az els6 6rdban?

(e) Feltéve, hogy pontosan k hivas érkezik az els6 négy éraban, mennyi annak a valoszintisége, hogy ezek
koziil pontosan j érkezik az elsé oraban?
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2.100.

2.101.

2.102.

2.103.

2.104.

2.105.

2.106.

2.107.

2.108.

Hogy ott mindig vilagossag légyen, ablaktalan folyosonk lampéajaba azonnal becsavarjuk az uj ég6t, ha az
el6z6 kiég. Az izzok élettartamai egymastol fiiggetlenek, és kiilon-kiilon exponencialis eloszlast kovetnek
A paraméterrel. ¢t = O-kor csavarjuk be az els§ ég6t. Tekintsiik annak az izzonak a teljes élettartamaét,
amelyik a ¢ idépillanatban ég (¢ > 0 fix). Mennyi ennek a teljes élettartamnak a varhato értéke,

(a) Ha tudjuk, hogy a 0 idSponttol szamitva ez az izzo6 a k -adik.

(b) Ha nem tudjuk, hogy hanyadik. ¢ — oo esetén mihez konvergél a t-edik id6pontban égé villanykorte
teljes élettartamanak varhato értéke?

Legyen adva egy A paramétert Poisson folyamat. Feltéve, hogy a [0,¢) intervallumba esik pont, szamitsuk
ki az els6 pont koordinatajanak stirtiségfiiggvényét.

Az es6 évente atlagosan 100-szor esik, tovabba tegyiik fel, hogy a zaporok pillanatszertiek és egy Poisson-
folyamat szerint jonnek. Egy kertész akkor locsol, ha 48 éraja nem érte viz (azaz es6 vagy locsolas) a
kertet. Két locsolas kozt varhatoan hanyszor esik az es6? Két locsolas kozott varhatéan mennyi id6 telik
el? Koriilbeliil hanyszor locsol évente?

Legyenek 0 =T < Ty < T3 < ... X paraméterii Poisson folyamat egymésutani eseményeinek idépontjai.
Legyen tovabba adott egy o : [0,00) — (0,1) fiiggvény. A Poisson folyamatot ¢ = 0-kor elkezdjiik
megfigyelni és megfigyelését a T; (véletlen) id6pontban folytatjuk o(7;) valosziniséggel, abbahagyjuk
1 — o(T;) valoszintiséggel (i = 0,1,2,...). Hatarozzuk meg a folyamat megfigyelési idejének eloszlasfiigg-
vényét.

Tekintstink egy homogén, A\ paraméterd Poisson folyamatot, és legyen X (a,b) az (a,b) intervallumban
1évs pontok szama. Hatérozza meg Cov (X (a,b), X(c,d)) értékét!

Egy tizlet pénztaranal sorban allnak a vasarlok. A vasarlok érkezési ideje \ paramétert Poisson folyamatot
alkot. Az egyes vasarlok kiszolgalasi idejének varhato értéke m.

(a) Egy vasarlo kiszolgalasanak ideje alatt mennyi a sorhossz novekedésének varhato értéke?

(b) Az elagazd folyamatok elméletérsl tanultak felhasznélasaval mondja meg, hogy milyen relacionak
kell fennallnia A és m kozott, ha boltos szeretne néha cigarettasziinetet tartani.

(¢) Ha az egymasutéani vasarlok érkezése kozotti idS varhato értéke fél perc és az egyes vasarlok kiszol-
galési idejének varhatd értéke hdrom perc, és a kiszolgalasi id§ exponencialis eloszlast, akkor hany
pénztarat kell miikodtetni, ahhoz, hogy ne legyen nagy a morgés?

2.1. Ritkitas, cimkézés, egyesités

Tekintstink n fliggetlen Aq, Ao, ..., \, paraméterti Poisson folyamatot. Képezziink ezekbdl egy tjabb
pontfolyamatot, melynek pontjai az elébbi fiiggetlen Poisson folyamatok pontjainak unidja. Igazoljuk,
hogy az igy definialt pontfolyamat szintén Poisson, melynek paramétere Ay + Ay + -+ + A,

Az A és B iizletbe a vasarlok X;, illetve Y; fiiggetlen Poisson folyamatok szerint érkeznek, melyeknek
paramétere N, illetve p. (Az id6t orakban mérjiik.) Mindkét tizlet reggel nyolckor nyit.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy reggel elébb érkezik vasarlo az A {izletbe, mint a B-be?

(b) Mennyi annak a valosziniisége, hogy a nyitas utani elss két éraban a két tizletbe egytiittesen pontosan
négy vasarlo érkezik?

(c) Feltéve, hogy a két iizletbe egyiittesen a nyitas utani els6 két ordban Gsszesen négy vasarlo érkezett,
mennyi annak a valészintisége, hogy ezek mindegyike az A iizletbe ment?

(d) Jeloljiik T-vel a B {izletbe belépd elss vasarlo érkezésének (véletlen) idejét. Ekkor Xp azon vasarlok
szama, akik az A tizletben jartak mieldtt az els6 vasarlo a B iizletbe betette volna a labat. Irjuk fel az X
valoszintiségi valtozo eloszlasat. Szamitsa ki a megoldast kétféleképp is: a folytonos teljes valoszintiség
tételével (azaz integralassal), illetve az ad6do nevezetes eloszlas definialé tulajdonsaganak belatasaval.

Miért érdemes megudrni a kovetkezd metrot?

A 4-es metrok és az utasok is Poisson folyamat szerint érkeznek a Gellért téri megalloba, a metrok
atlagosan 5 percenként jonnek, az utasok atlagosan 1 méasodpercenként. A metré mér régota miikodik,
éjjel-nappal egyfolytaban.

20



2.109.

2.110.

2.111.

2.112.

2.113.

2.114.

2.115.

2.116.

2.117.

(a) Megérkeztem a megélloba, hagyom elmenni a kévetkezs metrot, majd az azutan kovetkezdre felszallok
(az Osszes tObbi utas az els6 metrora szall, amit meglat). Mi a velem egyiitt felszallo utastarsaim
szaménak varhato értéke, eloszlasa?

(b) Megérkeztem a megalloba (a tobbi utastol fiiggetleniil), és felszallok az els§ metrora. Mi a velem
egylitt felszallo utastarsaim szamanak varhato értéke, eloszlasa (azaz mekkora a valoszintsége, hogy
pontosan k masik utassal utazom egyiitt)?

Az A és B telefonokhoz a hivasok X4, illetve Y; fliggetlen Poisson folyamatok szerint érkeznek, melyeknek
paraméterei A, illetve p. Legyen Z; := X, + Y; a két telefonhoz egyiittesen érkezé hivasok folyamata.

(a) Mutassuk meg, hogy Z; is Poisson folyamat. Mennyi a Z; folyamat paramétere?

(b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy az els6 hivas az A telefonhoz érkezik?

(c) Jeldlje T azt a (véletlen) id6t, amikor az elsé hivas érkezik a kés6bben megszolalo telefonhoz. Tehéat:
T az a legkorabbi idépont, amikor mar hivas érkezett mindkét telefonhoz. Irjuk fel a T valoszintiségi
valtozo strdségfliggvényét (sok szenvedés aran, aszerinti esetszétvalasztassal, hogy melyik csorgott elébb,

A

kiilonb6z8 paraméterd exponencialis eloszlasok konvolucidjaval) és eloszlasfiiggvényét (szenvedés nélkiil).

Legyenn = 1,2,...-te P(v = n) = (1—p)"!p és legyenek X1, Xo, ... azonos eloszlasi EX P()) eloszlast
valoszintisagi valtozok, és legyen minden mindentdl fiiggetlen. Léassa be Poisson-folyamatok felhasznalé-
saval, hogy a > _, X,, véletlen tagszamu Osszeg is exponencialis eloszlasi!

2.2. Utkeresztez&dések

A kovetkezd feladatokban egy ttkeresztezddés jarmiiforgalmanak egy lehetséges matematikai modelljérsl
lesz sz6. A féutvonalon egymast kovetd jarmiivek elhaladasanak idépontjait Poisson folyamattal model-
lezziik. A féutvonalon mozgo jarmiiveknek a keresztezd6désen valo athaladasa ebben az egyszertsitett
modellben nem vesz id6t igénybe. A mellékatvonalon érkezd és a féutvonalat keresztezni akard jarmi
athaladasa pozitiv id6t vesz igénybe, ezért neki addig kell varakoznia, mig a f6atvonalon érkezd jarmiivek

kozott megfelelg hosszu szabad intervallum nincsen. A f&utvonal belathato.

A féutvonalon egyiranyu a forgalom és a jarmitivek elhaladasa A paraméterti Poisson folyamat. A keresztezo
mellékiatvonalon az athaladéas a id6t vesz igénybe. Mennyi annak a val6szintisége, hogy a melléktutvonalon
érkezd autos k jarmiinek kell els6bbséget adjon, miel6tt athaladhat a keresztez&désen?

A fenti paraméterek fiiggvényében hatarozzuk meg azon autok szamanak varhato értékét és szorasat,
melyeket a mellékutvonalon varakoz6 autosnak el kell engednie, miel6tt athaladhat.

Legyen szamszertien 10 masodperc az mellékutvonalon athaladés ideje és 5 masodperc a féutvonalon egy-
mésutan érkez6 autok kozotti idé varhato értéke.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a mellékttvonalon érkezs autosnak legfeljebb 2 f6utvonalon érke-
z6nek kell els6bbséget adnia?

(b) Mennyi a megvarand6 autok szamanak varhato értéke és szorasa?

Tegylik fel, hogy a fétutvonalon kétiranyu forgalom van: mindkét iranybol A paraméterd Poisson folyamat
szerint érkeznek a jarmiivek. A mellékutvonalon érkez6 autosnak 2a idére van sziiksége az athaladashoz.
Vilaszoljuk meg ilyen koriilmények kozott az el6bbi feladatokban feltett kérdéseket.

A foéutvonalon kétiranyua a forgalom: mindkét iranybol A paramétert Poisson folyamat szerint érkeznek a
jarmtivek. A mellékitvonalon dthaladé jarmtinek mindkét sdvon vald athaladasra (egyenként) a idére van
sziitksége. Am most a két sav kozott elég széles jardasziget van, ahhoz, hogy a mellékatvonalon kozlekeds
athalado jarmi a két sav kozott megallhasson: elGszor csak a balrél érkezd jarmtiveknek kell els6bbséget
adnia, mig megfelel§ rést nem kap, majd a jobbrol érkezéknek ad elsébbséget. Hatarozzuk meg a teljes

varakozéasi id6 varhato értékét és szorasat. Hasonlitsuk Ossze az eredményt az el6z6 feladatéval.

Tekintsiink egy A paramétert Poisson folyamatot. Legyenek ¢t > 0 és a > 0 rogzitett szamok. Jeldljiik
P(\, a,t)-vel annak a valészintségét, hogy a (0, ) intervallumban van olyan a hossztisagu részintervallum,
amelybe nem esik a Poisson folyamatnak pontja. Hatarozzuk meg a P(\, a,t) fliggvényt.

Tekintstink egy A paramétert Poisson folyamatot. Legyenek p > 0 és a > 0 rogzitett szamok, és &
egy u paraméterti (u~! varhato értékii) exponenciélis eloszlasti valoszintiségi valtozo, amely fiiggetlen a
Poisson folyamattol. Jeloljik W (A, a, u)-vel annak a valoszintiségét, hogy a (0,€) (véletlen hosszisagi)
intervallumban van olyan a hossziisdgu részintervallum, amelybe nem esik a Poisson folyamatnak pontja.
Hatarozzuk meg a W(\, a,t) fliggvényt.
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2.118.

2.119.

2.120.

2.121.

2.122.

3.123.

3.124.

3.125.

Legyenek &1,&o, ..., &, fliggetlen, azonos A paramétertd csonka exponencidlis eloszldsiu valoszintségi val-
tozok: P(§; <z) = (1—e?)/(1—e ), hax € [0,a]; P({; <2) =0, haz € (—00,0); P(¢; < z) =1,
ha z € (a,0). Hatarozzuk meg 1, := & + & + - - - + &, eloszlasat.

2.3. Tejut

A kovetkezs feladatok sikbeli és térbeli Poisson pontfolyamatra vonatkozik. A R™-beli A paramétertd
(vagy strtségt, vagy intenzitasi) homogén Poisson pontfolyamat egy olyan véletlen ponteloszlas R™-ben
amleyet a kovetkezé tulajdonsag jellemesz:

Ha adottak k € N és Ay, As, ..., A C R™ diszjunkt, Borel-mérhets és véges Lebesgue mértékd részhal-
mazai R"™-nek, akkor az ezekbe a halmazokba esé pontok szamai fiiggetlen Poisson eloszlasu valoszintségi
valtozok melyeknek paraméterei (varhatoértékei) rendre A|A;|, A|Aal, ..., AlAg|.

Gondoljunk a csillagok elhelyezkedésére az égen, az ibolyak elhelyezkedésére egy hatalmas réten, stb.

Tekintsiink az R? sikon egy ) stirtiségti, homogén Poisson pontfolyamatot. Valasszuk ki a sik egy tetszole-
ges, de rogzitett pontjat (az origot) és hatarozzuk meg a hozza legkozelebb esd véletlen pont tavolsaganak
stirtiségfiiggvényét.

A fenti feladat koriilményei kozott jeloljik o1, 02, 03, .. .-al a véletlen pontok tavolsagait az origotol, no-
vekvs sorrendben. Hatarozzuk meg p,, strtségfiiggvényét, varhato éretékét és szorasat.

Jelolje H az égboltnak azt a részét, ami 10 fényévnél tavolabb van téliink, de 20 fényévnél kozelebb.
Tegyiik fel, hogy egy kdbfényévnyi nagysagu térrészbe varhatoan 1 csillag esik, és minden csillag egyforma
fényes. Egy 10 fényévre levs csillag fényereje egységnyi nagysagunak latszik. Mi a H-bdl a szemiinkbe
érkez6 fény mennyiségének varhato értéke, szordsnégyzete?

Sugas: osszuk H-t koncentrikus, infinitezimalis vastagsagu karélyokra...

Miért nem vildgos az éjszakai égbolt? Alkossunk matematikai modellt a vildgegyetemben 1év§ csillagok
helyzetére és az éjszakai égbolt latvanyara. (Kiilonos tekintettel a Tejutra ... )

3. Folytonos idejii Markov lancok

Legyen G egy véges allapottert, irreducibilis, folytonos ideji Markov lanc infiniteziméalis generatora. Ek-
kor a G matrix atlos elemei negativak, nem-atlos elemei nem-negativak és sordsszegei nullék.

(a) Legyen a olyan pozitiv szdm, amely (szigortan) nagyobb a G matrix minden atlos elemének abszolut
értékénél. Legyen P := a~'G + I. Mutassuk meg, hogy P ugyanazon véges allapottér feletti irreducibilis
és aperiodikus diszkrét idejii Markov lanc 4tmenet valoszintiségeinek matrixa.

(b) A (a)-beli eredmény felhasznalasaval bizonyitsuk be, hogy a G matrixnak 0 egyszeres sajatértéke,
melyhez tartozo baloldali sajatvektor (sorvektor) valoszintiségi eloszlas az allapottéren és G minden to-
vabbi sajatértékének negativ a valos része.

Legyen N, egy A\ paraméterti Poisson-folyamat és X,, egy diszkrét ideji Markov lanc az S véges allapotté-
ren, aminek atmenetvalészintség-méatrixa Q, azaz @Q; ; = P(X,41 = j | X, = ¢). Tekintsiik az ¥; = Xy,
folytonos idejii Markov lancot.

(a) Legyen 4,j € S-re P}; =P(Y; = j | Yo =1i). Fejezze ki a P* matrixot Q és t fiiggvényeként.

(b) Legyen S = {1,2}, A =2, Q11 = %7Q172 = %7Q271 = %,ng = 2. Hatarozza meg azoknak a A

3
paramétereknek a halmazat, amikhez van olyan @ &tmenetmatrix, hogy az Y; = X N, folytonos ideji

Markov lanc P!, = P(Y; = j | Yo = i) atmenetvaloszintiség-matrixaira P* = P! teljesiil minden
t > 0-ra!

Legyen X; folytonos ideji Markov lanc a {1,2} allapottéren, melynek ugrasi ratai: A(1 — 2) = 1, illetve
AM2—1)=4

(a) Trjuk fel az a&tmenet valoszintiségek P! félcsoportjat.

(b) Ha X, = 1, akkor mi X; eloszlasa? Koriilbeliil mekkora legyen ¢, hogy X; eloszlasa 10 tizedesjegyig
egyezzen a stacionarius eloszlassal?
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3.126.

3.127.

3.128.

3.129.

3.130.

3.131.

3.132.

Egy tizemben 5 gép és 5 szerel6 van. A gépek hibatlan iizemelésének ideje 1 paraméterd exponencialis
eloszlasa. Ha egy gép elromlik, akkor egy szerel§ azonnal elkezdi javitani a gépet. A szerelés ideje
exponencialis eloszlasi 2 paraméterrel. A miikodési és szerelési idsk fliggetlenek egymastol, eredetileg
minden gép miikodik. Hatarozza meg a t id6pontban mitikddésben levs gépek szdmanak eloszlasat, azaz
annak a valészintiségét, hogy t-kor pontosan k gép iizemel, £ =0,...,5.

Legyen X, irreducibilis folytonos ideji Markov lanc egy véges vagy megszamlalhato S allapottéren. Bi-
zonyitsuk be, hogy barmely «, 8 € S és t > 0 esetén P(X; = | Xo = a) > 0.

Legyen X; folytonos ideji Markov lanc az S = {1, 2,3, 4} allapottéren, melynek infinitezimalis generatora
-3 1 1 1
0 -3 2 1
G = 1 2 —4 1
0 0 1 -1

(a) Irjuk fel az X; Markov lanc stacionérius (invarians) eloszlasat.

(b) Tegyiik fel, hogy a Markov lanc az 1 allapotbél indul. Mennyi az els6 ugrasig eltelt id varhato értéke?
(c) Ujbél tegyiik fel, hogy a Markov lanc az 1 allapotbél indul. Mennyi a 4 allapot elsé elérési idejének
varhato értéke?

Egy lizemben 3 gép és 2 szerel§ van. A gépek hibatlan lizemelésének ideje A paraméterd exponencialis
eloszlasi. Ha egy gép elromlik, és van legalabb egy szabad szerels, akkor egy szerel§ azonnal elkezdi
javitani a gépet. Ha nincs szabad szereld, akkor varni kell addig, ameddig valamelyik szerel§ felszabadul. A
szerelés ideje exponenciélis eloszlast 2\ paraméterrel. A miikdési és szerelési idk fliggetlenek egyméstol.
Legyen X () a t -kor mikods gépek szama (¢ > 0).

(a) Adja meg ennek a folyamatnak az infinitezimalis generatorat!

(b) Nagy id§ eltelte utan kb. mennyi a valoszintisége annak, hogy egy adott pillanatban pontosan k gép
tizemel (k=0,1,2,3) ?

Egy pénzvalto irodédhoz 3 -paraméterti homogén Poisson folyamat szerint érkeznek az tigyfelek. Az iro-
daban egyetlen kiszolgédlo dolgozik, és egy-egy ligyfél kiszolgalasanak az idGtartama 5 -paramétertd expo-
nencialis eloszlast kovet. Az iroda olyan kicsi, hogy egyidejiileg csak 2 tigyfél lehet az iroddban. Ha az
iroda tele van, akkor az ujabb iigyfelek a konkurens céghez mennek. Az iroda nyitasatol szamitva sok idé
eltelte utan érek oda.

(a) Mi a (kozelits) valoszintisége annak, hogy az irodaban van hely a szamomra?

(b) Tegyiik fel, hogy bejutok az irodaba. Emellett a feltétel mellett az irodaban eltoltott idémnek mennyi
a varhato6 értéke, és

(¢) mi az idGtartam eloszlasanak a strtiségfiiggvénye?

Egy boltba A -paraméterti homogén Poisson folyamat szerint érkeznek a vasarlok. A boltban egyetlen
elad6 dolgozik. Egy-egy tigyfél kiszolgaldsanak az idGtartama p-paraméteri exponencialis eloszlast kovet,
u > X Sok id§ eltelte utan betoppanok én és beallok a sorba. Mi az eloszldsa annak az idStartamnak,
amit a boltban t6ltok? Lasd 2.110. feladat.

A Yule-folyamat

Egy petricsészében t = 0-kor van egy améba. Egy améba EX P(1) id§ elteltével kettéosztodik, és lesz
bel6le két ugyanolyan amdéba, mint az eredeti. Léssa be, hogy a t idépontban a petricsészében 1évs
amébak X (t) szama GEO(e™ ") eloszlast (az a fajta geometriai, amikor nemcsak a kudarcokat szamoljuk,
hanem beleszamitjuk a sikeres probalkozast is).

(a) Elgszor lassa be oly modon, hogy felirja az X (t) folyamat infinitezimalis generatorat, és leellendrzi,
hogy az amdbak eloszlasanak idgbeli fejlédésére felirhato differencidlegyenlet-rendszert és a ux(0) =
k.1 kezdeti feltételt valoban kielégétik a ug(t) = (1 — e *)*~Le~! fiiggvények.

(b) Majd annak a felhasznalasaval, hogy ha Uy, ..., U, fliggetlen és EX P(1) eloszlasa valoszintiségi val-
tozok, akkor max{Ui,...,U,} ugyanolyan eloszlasi, mint a Vi + --- + V,, fiiggetlen Gsszeg, ahol
Vi ~ EXP(i).
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3.133.

3.134.

3.135.

3.136.

3.137.

3.138.

4.139.

Legyen X; folytonos idejii sziiletési/haldlozasi folyamat, melynek sziiletési ratai A, = 1+ (n + 1)},
halalozési ratai u, = 1. Tranziens-, null rekurrens- vagy pozitiv rekurrens-e ez a folyamat? Es ha
Ap=1—(n+2)"1?

Az X; € N Markov folyamat egy populacié méretének idébeli fejlsdését modellezi. A populacié minden
egyes egyede a tobbiektdl fliggetlenil A rataval sziil egy Gj egyedet és p rataval elhal. Azaz: X; sziileté-
si/halalozasi folyamat, melynek sziiletési ratai A,, = nA, halalozasi ratai p, = nu.

(a) Mely X és p paraméter értékek mellett hal ki egy valoszintiséggel a populacio?
(b) Legyen f:N — R. Lassa be, hogy

i %E(f(XHh) —f(X) [ Xe = k) = (fk+1) = f(R)) - k- A+ (F(k = 1) = f(k)) - k- p

(c) Legyen u = A = 1, legyen Xy = 1. Lassa be, hogy ha G(t, z) := E(z**), akkor G(t,z) megoldja az
alabbi elsérendd homogén linearis parcialis differencidlegyenletet:

0:G(t,2) = (2 — 1)20.G(t, 2)

Segitség: alkalmazza az el6z6 részfeladat gondolatmenetét az f(x) = 2* fliggvényre.

(d) Oldja meg az egyenletet a G(0,2) = z kezdeti feltétellel. Segitség: ha 3(t) = — (2(t) — 1)?, akkor
%G(t, z(t)) = 0. Ennek segitségével lassa be, hogy Xo, X1, Xa, ... az egy kritikus Galton-Watson-féle
elagaz6 folyamat, melynek utédeloszlasa GEO(3)!

Modositsuk az elgbbi populécié modellt tgy, hogy a populacié egyedeinek sziiletése és elhalasa mellett
v rataval egy bevandorlo érkezik kiviilrsl. Igy olyan sziiletési/halalozasi folyamatot kapunk, melynek
sziiletési ratai A, = n\ + v, halalozasi ratai pedig valtozatlanul p,, = nu. Mely A\, p, v paraméter értékek
mellett lesz a folyamat tranziens, null rekurrens, illetve pozitiv rekurrens?

Tekintstink egy sziiletési/haldlozasi folyamatot, melynek sziiletési ratai A\, = 1/(n + 1), halalozasi ratai
pedig p, = 1. Mutassuk meg, hogy a folyamat pozitiv rekurrens és talaljuk meg a stacionarius (invarians)
eloszlasat.

Jeloljon X, egy folytonos idejd, irreducibilis, stacionarius Markov lancot a véges S allapottéren. Jeldlje
G az infinitezimalis generatorat, m a stacionarius eloszlasat. Lassa be (a 1.78. feladat jeloléseivel), hogy

ha f: S5 — R, akkor . .
*<f7 Gf>ﬂ- = B lim EVar(f(XH_h) — f(Xf))

h—>0+

Egy parkolohelyen N auto6 szamara van féréhely. Tegyiik fel, hogy az egyes autdk parkolasi ideje egymastol
fliggetlen p paramétert exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozo. A parkolni szandékozo autok érkezési
ideje A paramétert Poisson folyamatot alkot, mely fliggetlen a parkoléasi idsktsl. Jeldlje P, a kovetkezs
val6szintiséget a stacionarius allapotban:

(1) ha 0 < n < N, P, = P(a parkolohelyen n auté parkol),

(2) han > N, P, = P(a parkolohely tele van és tovabbi n — N aut6 varakozik a bejutésra).

Hatarozzuk meg a P,,, n > 0 valdszintségeket a kovetkezd harom esetben:

(a) Ha egy autos olyankor érkezik a parkolohelyhez, amikor az tele van, addig varakozik, amig hely nem
irtl.

(b) Ha egy autos olyankor érkezik a parkolohelyhez, amikor az tele van, azonnal tévozik.

(¢) Ha egy autos olyankor érkezik a parkolohelyhez, amikor az tele van, maximum egy véletlen — v
paraméterd exponencialis eloszlast — ideig varakozik. Ha addig nem jut be a parkolohelyre, tavozik.

4. Martingalok

4.1. A feltételes varhato érték

Két kockaval dobunk. Legyen X az egyik kocka eredménye, Z pedig a kett§ Osszege. Szamoljak ki
E(X | Z)-t.
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4.140.

4.141.

4.142.

4.143.

4.144.

4.145.

4.146.

4.147.

4.148.

4.149.

4.150.

Legyen X egy N-értékd valoszintiségi valtozo, amire Vn € N-re P(X = n) > 0. Lassa be, hogy ha Y
ugyanazon a valoszintiségi mezén értelmezett véges varhato értékd valoszintségi valtozo, és F = o(X)
pedig az X altal generalt szigma-algebra, akkor

E(L[X =] Y)
P(X =n)

E(Y |F)=)

neN

-1[X = n)

Segitség: azt kell belatni, hogy az egyenlGségjel jobb oldalan levd valoszintiségi valtozo kielégiti a feltételes
varhatoérték absztrakt definiciojat.

Lassa be, hogy az X valoszintiségi valtozo altal generalt o(X) szigma-algebra szerint mérhetd Y valoszind-
ségi valtozok majdnem biztosan felirahatoak Y = ¢(X) alakban, ahol ¢ : R — R Borel-mérhets-fliggvény.

Segitség: legyen elszor Y olyan, hogy P(Y =0vagy Y =1) = 1.

Legyenek X és Y valoszintségi valtozok ugyanazon a valésziniiségi mezén értelmezve, és jelolje F az X
altal generalt o-algebrat. Bizonyitando, hogy X es Y akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha tetszéleges
¢ : R — R korlatos, mérhet§ fliggvényre

E(p(Y)|F) = E(¢(Y))
Legyen X és Y egyiittesen abszolut folytonos eloszlasu, legyen az egyiittes strtiségfiiggvényiik f(z,y).

Lassa be, hogy [y
_ JufX y)dy
J F(X,y)dy

Legyen Y meérhets a G szigma-algebra szerint. Bizonyitando, hogy

E(Y[X) = E(Y]|o(X))

E(X|G)>Y <= VAcG E(I4X)>E(14Y)

Minden konvex f : R — R fiiggvényhez és minden zy € R-hez van olyan a,b € R, hogy minden z-re
ar+b < f(x), és f(xo) = axo+ b (példaul b = limy, 0, w megteszi). Ennek segitségével lassa
be a feltételes varhatoérték Jensen-egyenlGtlenségét:

E(f(X) | F) = f(E(X | F))
Legyenek X1, Xo,..., X, fliggetlenck és azonos eloszlastiak. Legyen m < n esetén S, = Y ;- Xj.
Hatérozza meg E(S,,|S,) értékét!

A ketyeregyar n darab ketyerét gyartott, mindegyik 1 valoszintiséggel hibas. A mindségellenérzés minden
hibés ketyerérsl § valoszintséggel allapitja meg, hogy hibas. Jeldlje X a hibas ketyerék szamat, Y pedig
a mindgségellendrzés altal hibasnak nyilvanitottak szamét. Mutassa meg, hogy

nY(l1-106)+(1-9)Y
1— oy

E(X|Y) =

Legyen X;, X5,... homogén Markov lanc a véges S éallapottéren, aminek az dtmenetmétrixa P. Legyen
f:S—=R.
E(f(Xn)|U(X1, N 7Xn71)) =7

Tekintsiink egy homogén, A paraméterd Poisson folyamatot, és legyen X(a,b) az (a,b) intervallumban
1év6 pontok szama. Legyen az (a,b) intervallum a (¢, d) intervallum belsejében.

(a) Hatarozza meg az E(X (¢, d)|X(a,b)) feltételes varhato értéket!
(b) Hatarozza meg az E(X (a,b)|X(c,d)) feltételes varhato értéket!

Az A és B telefonokhoz a hivasok Xy, illetve Y; fliggetlen Poisson folyamatok szerint érkeznek, melyeknek
paraméterei A, illetve p. Legyen Z; := X, + Y; a két telefonhoz egyiittesen érkezd hivasok folyamata.
Legyen 0 < a < ¢ < b < d. Legyen X (a,b) = X — X,, stb.

(a) E(X(c,d)[X(a,b)) =7
(b) E(Z(c,d)|X(a,b)) =?
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4.151.

4.152.

4.153.

4.154.

4.155.

4.156.

4.157.

4.158.

4.159.

4.160.

(¢) E(X(c,d)|Z(a,b)) =7

A feltételes szorasnégyzet Pithagorasz-tétele
Legyen Var(X|G) := E((X — E(X]|G))?|G). Léssa be, hogy Var(X) = E(Var(X|G)) + Var(E(X|G)).

Legyen X es Y egylittes stirtiségfiiggvénye

exp(—x/y) exp(—y) 1|

flz,y) = )

0<z,0<y]
Szamitsa ki Var(X) értékét (minél kevesebb integralassal)! Segitség: egy m varhato értéki exponencidlis
eloszlast valoszintiségi véaltozo szorasnégyzete m?2.

Egy villamos elindulasi id6pontja egyenletes a [0, ¢] intervallumon. Az utasok egy A paraméterd Poisson-
folyamat szerint érkeznek. Szamitsa ki a villamosra felszallo utasok szamanak szorasnégyzetét!

Tekintstink egy A = p rataju X; Poisson-folyamatot és egy téle fliggetlen u = 1 — p rataju Y; Poisson-
folyamatot. A 2.107. feladatbol tudjuk, hogy ha Z-vel jeldljiik azt, ahdnyszor Y; ugrott X; els§ ugrasaig,
akkor Z ~ GEO(p). Szamitsa ki a geometriai eloszlas szorasnégyzetét 4.151. feladat felhasznalasaval.
Emlékeztets: Ha U Poisson eloszlast, akkor D?(U) = E(U), ha V exponencialis eloszlast, akkor D?(V) =
E(V)%

Legyenek X1, Xo, ... fliggetlenek és azonos eloszlasuak és v t6liik fiiggetlen N-értéki valoszintiségi valtozo.
Legyen Y = >, _, Xj. Fejezze ki Var(Y) értekét E(X,), E(v), Var(X;), Var(v) segitségével!

Tekintsiik a kévetkezd folytonos idében fejlédd véletlen grafot 4 csticson: minden él kikapcsolt vagy
bekapcsolt allapotban tud lenni minden idépontban. A kikapcsolt élek A rataval kapcsolodnak be, tovabba
minden csticsba egy-egy p rataju Poisson-folyamat szerint villamok csapnak, és ha egy csticsba belecsapott
egy villam, akkor a tiiz a bekapcsolt élek mentén terjed és elégeti azokat: a cstcs bekapcsolt Osszefiiggd
komponensének dsszes éle azonnal kikapcsolodik. Jeldlje Ci(t) a k nagysagi komponensek szdmat ¢-kor.
Ekkor az

X(t) 1= (C1(),Ca(),Co (1), Ca(1))
véletlen vektor idgbeli fejlédése dnmagaban is Markov lancot alkot (ezt nem kell belatni).

(a) Irja fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat (ami egy 5 x 5-6s matrix lesz).

(b) Tegyiik fel, hogy A = u = 1, és hogy X(0) = (2,1,0,0). Szamitsa ki a Markov lanc masodik
ugrasaig eltelt id6 szorasnégyzetét (elég egy olyan formuldig eljutni, amit mar egy négymiiveletes
szamologéppel is ki lehet szamolni)!

4.2. A martingal-tulajdonsag
Legyenek Xi,..., X, egyiittesen abszolut folytonos eloszlast valdszintiségi valtozok, legyen az egyiittes

stirtsegfiiggvényiik f(x1,...,2,) és Fr = o(X1,Xs,...,Xy) az altaluk generalt természetes filtracio.
Milyen feltételeknek kell teljesiilnie f-re hogy Xy, ..., X, martingalt alkosson?

Legyen My, Ms, ... martingal (}"n)zozl—re nézve. Legyen G, = o(My, My, ..., My) az altaluk generalt
természetes filtracié. Mutassa meg, hogy M,, martingal (Qn):f:l—re nézve is.

Lassa be, hogy ha X,, szupermartingal és C,, korlatos, nemnegativ, josolhato folyamat, akkor Y, =
Sor_y Cn - (Xi — Xj_1) is szupermartingal.

Legyenek X7, Xo, X3, ... fliggetlen és azonos eloszlast valoszintségi valtozok és Fr, = o(X1, Xo, ..., Xi) az
altaluk generalt természetes filtracio. Legyen m(v) := E(e7X?) e valoszintiségi valtozok (kozés) momentum
generalo fiiggvénye. Tegyiik fel, hogy valamely rogzitett v € R-re m(y) véges. Legyen Sp = 0 és S,, =
X1+ -+ X,,, han > 0. Ertelmezziik az

M, == m(y)"" exp(ySh)

valészintiségi valtozokat. Bizonyitando, hogy M,, martingdl az F,, természetes filtraciéra nézve.
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4.161.

4.162.

4.163.

4.164.

4.165.

4.166.

Legyen X;,i = 1,2, ... véges varhatoértéki valoszintiségi valtozok sorozata adaptalt az (.7-'71);:0:1 filtraciora
nézve, ahol Fy = {(), Q}. Bizonyitand, hogy a

My:=0,  M,:=Y (X; - B(X;|Fi_1))
i=1

val6szintiségi valtozo sorozat nulla varhatoértékd martingal.

Diszkrét ideji Doob-Meyer-dekompozicio

o

Egy Y1,Y5, ... sztochasztikus folyamatrol azt mondjuk, hogy josolhatd az (‘Fn)n:o filtraciora nézve, ha
Y, mérhets F,_i-re nézve (Fp legyen a trividlis szigma-algebra). Léssa be, hogy ha az X, Xs,... az
Fn-hez adaptalt sztochasztikus folyamatra teljesiil E(]X,,|) < +oo, akkor X, egyértelmten allithato eld
egy josolhat¢ Y,, folyamat és egy 0 varhato értéki M,, martingal Gsszegeként.

Legyen X, X7, Xo,... Markov lanc az S véges allapottéren, jeloljiikk P-vel az atmenetmétrixat. Legyen
Fn i=0(X1,Xo, ..., X,) asztochasztikus folyamat altal generalt természetes filtracio. Legyen f : S — R.
Mutassa meg ( a 4.161. és 4.148. feladatok segitségével), hogy az alabb definialt M,, martingél erre a

filtraciora nézve.
n—1

M, = f(Xn) + D> _((I = P)f)(Xx) — (P)(Xo)

k=1

(a) Lassa be a 4.151. feladat segitségével, hogy ha My, ..., M, martingal, akkor

Var(M,) = Var(My) + Y _ Var(M; — M)

k=1
(b) Legyen Xy, X1, Xs, ... irreducibilis, aperiodikus, stacionarius Markov lanc az S véges allapottéren,
jeloljiik P-vel az atmenetmatrixat, m-vel a stacionérius eloszlasat. Legyen F,, := (X1, Xs, ..., X,)

a sztochasztikus folyamat altal generalt természetes filtracio. Legyen f : S — R. Tegyiik fol, hogy
(1, f)r = 0. Léssa be, hogy van olyan g : S — R, hogy (1,¢9), = 0 és g — Pg = f. A 4.163.
feladat és az el6zo részfeladat segitségével lassa be a Green-Kubo-formulat (lasd 1.81. feladat), azaz
a kovetkezs két egyenlGséget:
. Sono J(Xn), ~ .
]\;I—I)noovar(T) - <gag>ﬂ' - <Pgapg>7r - 2<fa (I - P) f>‘n’ - <faf>7'r

Segitség: Bizonyitas kdzben jol jon a szords-haromszog-egyenlétlenég, és a beléle levezethetd

ID(X) —=D(Y)[ < D(X -Y)

m (1-t6l m -ig szamozott) golyot helyeziink el k (1-t6] k-ig szamozott) urnaban. Diszkrét idGegységenként
véletlenszerten (egyenletes eloszlassal) kivalasztunk egy golyot, kiemeljiik a helyérdl és athelyezziik egy
masik urnaba, melyet véletlenszertien (egyenletes eloszlassal) valasztunk ki. Legyen X,, az els6 urndban
1év6 golyok szama az n-edik lépés utan és F,, = o(X1, Xo, ..., X,)

(a) Hatarozzuk meg E(X,,4+1|Fy)-€t.

(b) Ertelmezziink Z,, valészintiségi valtozokat, melyek martingalt alkotnak J,,-re nézve.

Legyen Z,, n = 0,1,2... elagaz6 folyamat. Tegyiik fel, hogy egy sziil6 gyermekei szaménak p varhaté
értéke és o2 szorasnégyzete véges. Jeloljiik F,-nel a természetes filtraciot.
(a) Bizonyitando, hogy

Mn = ey

//[l/,
martingal.
(b) Bizonyitsék be, hogy
E(Z2+1 | Fo) = 122 + 0° Z,.

(¢) A (b) pontbeli eredmény felhasznalasaval bizonyitsak be, hogy

N, := M2 —



4.167.

4.168.

4.169.

4.170.

4.171.

4.172.

szintén martingal.

(d) Az el6z6 pont eredményének felhasznalasaval bizonyitsak be, hogy u > 1 esetén az M, martingal
egyenletesen korldtos L2-ben (azaz sup,, E(M?) < o0), mig u < 1 esetén E(M?2) — oo. A szuperkritikus
elagazo folyamatokbol szarmaztatott martingal L2-korlatossaga akkor jon jol, ha be akarjuk latni, hogy
az M, martingal majdnem biztosan konvergal egy M., valészintiségi valtozohoz.

Legyen X1, X, ... az Fi, Fa,... filtracidhoz adaptalt valoszintiségi valtozo sorozat és a,, b, valos szamok
sorozata. Tegyiik fel, hogy
E(Xn+1|Fn) = anXy + by.

Talaljunk A,,, B, valés szam sorozatot ugy, hogy 7, := A, X,, + B, martingél legyen.

A log-optimadlis portfélio

Az n-edik fogadas soran egységnyi fogadasi Gsszeg nyereménye &,, ahol (&,)nen filiggetlen és azonos
eloszlasi valoszintiségi valtozok, melyeknek kozos eloszlasa P(&, = +1) =p, P(§, = -1) =q,q+p =1,
p > 1/2. Magyarul: ¢ < 1/2 valoszintiséggel elveszitjiik a befizetett Osszeget és p =1 — ¢ > 1/2 valoszind-
séggel a duplajat nyerjiik vissza. Az n-edik fogadas soran C,, Osszegre fogadunk. Yy a kezdeti vagyonunk
és Y,,-el jeloljiik az n-edik fogadéas eredményhirdetése uténi teljes vagyonunkat. Nyilvan: 0 < C,, <Y, _1,
n > 0. Célunk: rogzitett N szamu fogadas soran maximalizalni az E(logYn — logYy) vdrhatd nyereség
ratdnkat. F,, = 0(&1,...,&,) a folyamat természetes filtracioja.

(a) Bizonyitando, hogy tetszéleges josolhats C,, fogadasi stratégia mellett Z,, := logV,, — na szuper-
martingal, ahol o = plogp + ¢log g + log 2. Ebbdl kovetkezik, hogy E(log Y — logYy) < Na.

(b) Am létezik olyan fogadasi stratégia, amely mellett a fenti Z,, martingal. Tehat a varhaté nyereség
rata fenti optimalis fels6 korlatja megfeleld stratégia valasztéassal elérhets.

A Pdlya féle urna modell

Egy urnaban piros és kék golyok vannak. Kezdetben egy-egy mindkét szinbél. Minden egyes n € N
diszkrét idSpontban kihtizunk egy véletlenszertien (egyenletes eloszlassal) kivalasztott golyot az urnabol,
majd visszatessziik a kihtizottat és még egy ezzel azonos szini golyot is betesziink az urnaba. Igy az n-edik
menet utdn n+2 golyod lesz az urnaban. Jeloljiik p,-nel, illetve 3,-nel az els§ n htuzés soran kihizott piros,
illetve kék golyok szamat. (pg = By = 0 és pp, + B = n. Az n-edik huzas utan p, + 1, illetve 5, + 1 piros,
illetve kék goly6 van az urnaban.) A folyamat természetes filtracioja F,,. Legyen M, := (8, +1)/(n+2)
az urnaban 1év6 kék golyok arédnya az n-edik menet utéan.

(a) Bizonyitsuk be, hogy M,, martingal.

(b) Bizonyitsuk be, hogy P(8, = k) =1/(n+1), k=0,1,...,n. Azaz a piros/kék golyok szama minden
egyes 1épés utan egyenletes eloszldsii.

(¢) Hamarosan belatjuk az u.n. martingal konvergencia tételt, amelybol kovetkezik, hogy lim,, oo M, =:
M, egy valoszintséggel létezik. Ezt feltéve, milyen eloszlast M..7

SZAMITOGEPES SZIMULACIO. Irjanak egy szimulalé programot a Polya féle urnamodell szimulalasé-
ra. Egy-egy kék és piros golyoval indulva végezzenek 1000 huzést és jegyezzék fel a kék golydk aranyét
az ezredik menet utan. E kisérletet végezzék el 2000-szer és végezzenek elemi statisztikai elemzést: az
esetek hanyad részében esik a kék golyok végss aranya a [0,0.1),[0.1,0.2), .. .,[0.9, 1] részintervallumokba?
Igazolja-e a kompjuteres vizsgalat az el6z6 feladat (d) pontjaban kapott eredményt?

(Polya-féle urnamodell, még egyszer.)
Az 5. feladat feltételeit és jelolését hasznaljuk. Legyen 6 € [0, 1] rogzitett paraméter. Bizonyitando, hogy

No(8) : (n+1)!

_ Bn(1 _ py—Bn

martingal.

Bayes urna — A [(-eloszlds

Ermedobast jatszunk a kovetkezé képpen: elészor valasztok egy © véletlen szamot egyenletes eloszlassal
a [0, 1] intervallumbol. A © szamot nem kiézolve adok maganak egy olyan hamis érmét, amely © valoszi-
niiséggel mutat fejet és (1 — O) valoszintiséggel mutat irast. Maga a © értéket nem ismeri, csak a fej-iras
sorozatot figyeli meg. Legyen [3,, az els6 n dobas soran megfigyelt ‘fej’-ek szama.
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4.173.

4.174.

4.175.

4.176.
4.177.

(a) Bizonyitando, hogy az itt leirt 3,, n = 1,2,... folyamat eloszlasa azonos az 4.169. feladatban szintén
Br-€l jelolt folyamatéval.

(b) Bizonyitandd, hogy a 4.171. feladatban bevezetett N,,(6) pontosan a © valészintségi valtozo feltételes

strtségfiiggvénye, 51, B2, ..., B, megligyelés mellett.
Kis statisztika
Egy érme 6 valoszintiséggel mutat FEJet és 1 — 0 valoszintiséggel mutat IRASt. A 6 € (0,1) értéket nem
ismerjiik. Legyen a,b € (0,1) és két lehetséges hipotézisiink:
A:={0=a}, B:={0=0b}
Legyen

P(X1, Xs,..., Xn|A)
P(X1,Xs,...,Xn|B)’

Ly o=

ahol P(x1,29,...,2,]A) (illetve P(zy,x0,...,2,|B)) az x1,29,...,2, FEJ-IRAS sorozat megjelenésé-
nek valoszintisége az A (illetve B) hipotézis mellett. Mutassuk meg, hogy a Z,, sorozat pontosan akkor
martingal, ha a B hipotézis igaz.

Tekintsiik az S véges allapottéren az irreducibilis, szubsztochasztikus P matrixot, és a hozza tartozo
Markov lancot (amit Ggy kapunk, hogy hozzavesziink az allapottérhez egy elnyels & allapotot, és a ma-
radék valoszintiségekkel mindenhonnan az elnyels allapotba lépiink). A Perron-Frobenius-tétel miatt P
legnagyobb abszolutértékid A sajatértéke 0 < A < 1, a sajatérték egyszeres, a hozza tartozé jobb oldali v
sajatvektor csupa pozitiv elembdl all, és a tobbi sajatartékhez tartozé sajatvektor nem ilyen. Lassa be,

hogy
YXo)yn < p(x, £4) <

Vmax Vmin

ahol v,,;, a v vektor legkisebb és v,,4, a legnagyobb elemét jeloli. Ez az 1.63. feladat "Koriilbeliil hany
nullaval kezddédik..." kérdésére adott preciz valasz és egyben a 1.20. feladatbeli lehets legjobb p.
A Wright-Fisher modell

Van m golyé egy dobozban, az n-edik lépésben X, darab piros és m — X,, darab kék. Az n + l-edik
golyb-leosztast igy kapjuk, hogy m-szer hiizunk visszatevéssel az n-edik dobozbdl, és olyan szinti golyokat
rakunk az 4j dobozba, amilyeneket kihtuztunk. Ekkor X, Markov lanc az S = {0, 1, ..., m} allapottéren.
(a) A Markov lancnak van két elnyels allapota: 0 és m. Fejezze ki X fiiggvényeként P(Ty < T,,) értékeét,
azaz annak a valoszintiségét, hogy el6bb éri el a csupa kék allapotot a folyamat, mint a csupa pirosat.

(b) Lassa be, hogy % martingal. A 4.174. feladat segitségével mondjon olyan n-et, hogy a 1000
piros és 1000 kék golgfn()t tartalmazo allapotbél inditott Markov lanc az n-edik 1épésben méar legalabb

% valoszintiséggel valamelyik egyszinti allapotban lesz és olyat is, amikor még legfeljebb % annak a

valosziniisége, hogy csupa egyforma szinii golyok vannak a dobozban.

4.3. A martingal-megallitasi tétel és alkalmazasai
Léassa be, hogy ha T} és Tb megallasi id6k az (.Fn)zozl filtraciora nézve, akkor T7 A Ts is megéallasi id6.

Legyenek X;, i =1,2,... fiiggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok, melyeknek kozos eloszlasa
PX,=1) =p,P(X;=-1)=¢ P(X; =0) =r,ahol p+qg+r =1¢és pqg > 0. Legyen S, :=
X1+ Xo+ -+ X,

a) Milyen C-re lesz M,, := C'5» martingal?
y g

(b) @ € N esetén jeldlje T, = min{n : S, = a} az a elérési idejét. A martingal-megallitasi tétel
segitségével szamolja ki a P(T_, < T}) valoszintiséget, ahol a,b > 0.

(¢) Mely C > 0 és A > 0 valasztasok mellett lesz
Zy, = C" A

martingal? Melyik korabbi feladat atfogalmazasa ez?
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4.178.

4.179.

4.180.

4.181.

4.182.

4.183.

Legyenek Xj, Xo,... fiiggetlen, azonos eloszlasi, véges p varhatoértékd valoszintiségi valtozok és v t6litk
fliggetlen, véges varhato értéki nemnegativ egész értékid valdszintiségi valtoz6. Legyen

-Fn :O—(leXQa"'aXn,V']]-[Vgn])

Lassa be, hogy M,, = S,, —nu martingal és v megallasi id6 az F,, filtraciora nézve, és hogy E(>") _, X,,) =
E(v)p.

Stugas: Az egyik 6ran tanult martingal-megéllitasi tétel sem jo ide, viszont ha P(X; > 0) = 1, akkor
a monoton konvergenciatétellel kijon, majd ezt és a dominalt konvergencia-tételt hasznélva az altalanos
eset is belathato.

Legyenek X;, X5,... fliggetlen, azonos eloszlasd, véges u varhatoértékid, pozitiv valoszintiségi valtozok,
T(n) = Y p_, Xi az n-edik felujitasi id6pont és N(t) = max{n : T'(n) < t} a (0,¢] intervallumba ess
felajitasok szama. Fy, := o(X1, Xo, ..., X,) =o(T(1),T(2),...,T(n)).

(a) Mutassa meg, hogy tetsz6leges t-re N(t) + 1 megallasi id6, és hogy
E(T(N(t)+1)) =E(N@{)+1)u
Segitség: Igaz, hogy semelyik 6ran tanult martingal-megallitasi tételt nem tudjuk itt alkalmazni, de

monoton kovergencia-tétellel belathato...
(b) Igaz-e, hogy E(T(N(t))) = E(N(t))u? Lasd 1.37. feladat.

Ez az 1.35. feladat folytatésa. Az ott bevezetett jeloléseket hasznélva azt kell belatni, hogy

T T
E( Z H{Xi:y}) =E (Z Z H{Xi—l—r}Pw,y>
i=1

i=1x€S

Segitség: > i, (Il{ Xi=y} — E(Il{ Xi:y}|.7:i,1)) korlatos névekményt martingal és T' véges varhato értékid
(lasd 1.20. feladat) megallasi idS a természetes filtraciéra nézve.

Egy szerencsejatékos minden fogadési menetben egyenld valoszintiséggel nyer vagy veszit 1 petakot. Azzal
a szilard elhatarozassal kezd el jatszani, hogy amikor n petdknyi nyereséget vagy m petdknyi veszteséget
ér el, abbahagyja a jatékot.

(a) Szamoljuk ki annak a valoszintiségét, hogy nyereséggel tavozik.
(b) Szamoljuk ki fogadasainak varhato szamat.

3 valoszintséggel 1ép balra, 2 valoszintséggel 1ép

(a) Tekintsiik azt a bolyongast, ami az origobol indul, g 5
jobbra és i val6szintiséggel marad helyben. Legyen T' az a véletlen idépont, amikor elGszor keriil az
origotol 100 tavolsagra a bolyongé. E(T) =?

(b) Tekintsiink egy négyzetracsot, amin egy kirdly bolyong (egyenletesen valaszt a lehetséges 8 lépés
koziil). A bolyongést az origobol kezdi. Adjon minél jobb also és fels§ becslést arra, hogy varhatoan
hany lépést tesz meg, amig atlépi az origd kozéppontt 100 sugart nyilt korlap hatarat (tehat azt a
lépést is beleszamitjuk, amikor atlépte).

Stgas: ha csak a kiraly vizszintes vagy fligg6leges elmozdulasat figyelnénk, akkor az el6z6 részfeladat-
beli "lusta" bolyongast kapnank. A becslés pontatlansdga abbdl szarmazik, hogy miutan a kiraly
atlépte a korlap hatarat, nem tudjuk egész pontosan megmondani az origdtol vett tavolsagat.

Jelolje P, az x € Z-bdl inditott egyszerd, szimmetrikus bolyongéas szerinti valészintiséget és Ty az y € Z
elérési idejét. A feladat célja a kovetkezs egyenl6tlenségek bizonyitasa:

11 1
——— < P(Ty>n)<2—
W2 n = 1(To>m) < Jn

(a) A felss becslés bizonyitasahoz sugés: Legyen y € N tetszSleges. Figyeljiik a bolyongast addig, amig
bele nem titkozik az y magas és n széles doboz falaba valahol. Lassa be, hogy

P (To > n) < P1(A doboz oldalaba vagy a tetejébe iitkozik) < Pi(To ATy > n) + P (T, < Tp)

majd alkalmazza a Markov-egyenlGtlenéget.
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(b) Az als6 becsléshez lassa be elGszor, hogy tetszdleges y € N-re
n

<

Segitség: alkalmazza martingal-megallitasi tételt az S,% — k martingalra, és legyen a megallasi id§
T=T,NT_y An.
(c) Az also becslés bizonyitasahoz: P1(Ty > n) > Py(To > n | T, < Tp)P1(Ty < Tp).
4.184. A "most piros" jaték szabalyai a kovetkezGek: a jatékvezeténél van egy jol megkevert franciakartya-pakli,
aminek a lapjait egyenként megmutatja a jatékosnak, akinek az utolsé lap megmutatasa el6tt valamikor

azt kell mondania, hogy "most piros", és ha a kdvetkez6 lap szine tényleg piros, akkor a jatékos nyert. Mi
a legjobb stratégiaja?

Segitség: Legyen X; = 1] az i-ediknek felmutatott lap piros ], ahol 1 < ¢ < 52. Elgszor lassa be, hogy
tetszé’leges 1 < ) < 52-ra E(Xl | X17 N 7Xi71) = E(X52 | X]_, . ,XZ',]_).
4.185. Legyen X,, diszkrét ideji sziiletési-halélozési folyamat, melynek atmenet valoszintiségei:
Piiv1 = pi, Pi1=1-p;=:q, po = 1.

Ertelmezziik a '
g:N—=Ry, g(k)::l—&—ZHﬁ

fliggvényt.
(a) Bizonyitando, hogy

martingal a természetes filtraciora nézve.
(b) Rogzitsiik a 0 < i < n szamokat. Szamoljuk ki annak a valoszintiségét, hogy az i allapotbdl inditott
folyamat el6bb éri el az n allapotot, mint a 0-t.

4.186. FElcserélt kalapok — turbo vdltozat.
n személy egy kupacba dobja a kalapjat és véletlenszertien kihiiznak a kupacbél egyet-egyet. Azok, akik a
véletleniil éppen a sajat kalapjukat huzték, boldogan hazamennek. A maradok ujbol egy kupacba dobjak
a naluk 1évs kalapokat és 1jbol véletlenszertien kihtznak egyet-egyet. Akik most véletleniil pont a sajat
kalapjukat huzzak, hazamennek. Ez folytatodik, mindaddig, amig mindenki meg nem talalja a sajat
kalapjat. Legyen R a menetek szama (pl. R = 1, ha az elsd htizdsnal mindenki éppen a sajat kalapjat
hazza). Szamoljuk ki E(R)-t.

4.187. Két (korrekt) kockaval dobunk és feljegyezziik az szamok 6sszegét. Mindaddig dobunk ameddiga 7,2,12, 7,2
eredménysorzat meg nem jelenik. Mennyi a dobasok szamanak varhatu értéke?

4.4. A martingal-konvergenciatétel

4.188. A 4.169. feladat feltételei mellett (Polya urna, kezdetben egy piros és egy kék golyd) Mutassuk meg, hogy
annak a valoszintsége, hogy a piros golyok aranya valaha is eléri a 3/4-et, kisebb mint 2/3.
4.189. Szubharmonikus fligguények és tranziencia II.

Ez a feladat a 1.77. feladat folytatésa, az ott bevezetett jel6léseket hasznaljuk.

(a) Legyen X, Markov lanc az S-en, melynek dtmenetméatrixa P, de tegylik a z allapotot elnyel6vé.
Lassa be, hogy f € A, esetén f(X,,) szupermartingal.

(b) Legyen M, = g.(X,). A martingal konvergenciatétel és a dominalt konvergenciatétel segitségével
lassa be, hogy g.(x) > §.(x).
(c) A fentiek segitségével lassuk be a kovetkezs tételt:
Tétel. Legyen egy S diszkrét allapottertd irreducibilis Markov lanc atmenet matrixa P. Ha létezik
egy z € S allapot és egy f : S — R fiiggvény, melyre igaz, hogy
(i) Vye S: 0< f(y) <1lés f(z) =1,
(ii) f szuperharmonikus az S\ {z} halmazon,
(iii) valamely y # z-re f(y) < 1.
Ekkor a Markov lanc tranziens.
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4.190.

4.191.

4.192.

4.193.

4.5. Azuma

Azuma-egyenlétlenség, avagy nagy eltérés-becslés martingdlokra
Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen valoszintségi valtozok. Legyen ¢ olyan n valtozods fiiggvény, hogy tetszd-
leges x1,...,xy-re és 1 < k < n-re és Ij-ra
o1y s Thy ooy Tn) — (@1, o By e n)] <1
Legyen YV := po(Xy,..., X,).
Bizonyitand6, hogy tetsz6leges a > 0-ra
P(Y-E(Y)>a)<e */?
P(Y-E(Y)<—a)<e @/
(a) Mutassa meg, hogy ha M, = E(p(Xy,...,X,)|F%), akkor
P(|My— M| <1)=1
(b) Gauss-dominancia
Legyen X olyan valoszintségi valtozo, amire E(X) = 0 és P(|X| < 1) = 1. Léssa be, hogy
2
E(Y) < e

Stugés: vegye mindkét oldal logaritmusat, és alkalmazza a logaritmikus momentumgeneralé fliggvény
els és mésodik derivaltjanak valoszintiségszamitasi jelentésérsl tanultakat.

Megj: Azért hivjak ezt Gauss-dominancidnak, mert az egyenlGtlenség jobb oldalan a standard nor-
malis eloszlas momentumgeneralofiiggvénye all.

(c) Lassa be, hogy ha M,, martingal, My =0, és P( | My — My—1] < 1) =1, akkor
2
E(eﬁM") < e%n

(d) Az el6z6 részfeladat feltevései mellett lassa be, hogy

a.2
P(max MkZa) <e 2n
1<k<n

Tekintsiik az {1,2,...,n} halmaz egy véletlen f leképezését 6nmagara, azaz f(1),..., f(n) fiiggetlenek és
egyenletes eloszlasuak {1,2,...,n}-en. Bizonyitando, hogy

(B2 (1- =202 ) < e

n n ~\n
n hossztt 0 — 1 sorozatok Hamming tavolsaga egyenld azon koordinaték szamaéaval, ahol a két sorozat
kiilonbozik:

px.y) =3 Joi —uil.
=1

Legyen A tetsz6leges részhalmaza az n hosszit 0 — 1 sorozatok {0,1}" halmazanak és X1, Xs,..., X,
fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok, melyeknek kozos eloszlasa P(X; = 0) =1/2 = P(X; =
1). Legyen
Dy :=mi X, x).
A = min p(X, x)

Tetszoleges a > O-ra talaljunk felsG korlatot a P (| D4 — E(D.)| > a) valoszintségre.

Vegylink egy valoszintiségi eloszlast a A,C,T,G (adenin, citozin, timin és guanin) betiik halmazéan, és
képezziink két n hosszu i.i.d. sorozatot (DNS-molekulat) ilyen eloszlasa betiikbdl. Jeloljiik a sorozatokat
U,y ..., Up-€l és v1,...,vp-el. Azt mondjuk, hogy a két sorozatban van m hossza k6z0s részsorozat, ha
van olyan i; < -+ <y és j1 < --- < fm, hogy u;;, = vj,,...,u;,, = v; . Jelolje M, a leghosszabb kozos
részsorozat hosszat.

(a) Lassa be, hogy a E(M,,) sorozatra teljesiil a E(M,,1,,) > E(M,) + E(M,,) egyenlétlenség, és ebbdl

vezesse le, hogy E(*=) konvergal sup,, E(¥x)-hez.
(b) Bizonyitsa be az alabbi becslést:

A2

P(|M, — E(M,)| = An) < 267
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5.194.

5.195.

5.196.

5.197.

5.198.

6.199.

6.200.

5. Sztochasztikus folyamatokroél altalaban

Legyen X : I x Q — S egy sztochasztikus folyamat. Bizonyitandd, hogy ha a t € 1 id6paraméter diszkrét
(azaz: I =N vagy [ = Z), akkor az X : I x Q — S leképezés mérhets (egyiittesen a két valtozéban).

Legyenek A,n,¢ : Q@ — R valoszintiségi valtozok. Tegyiik fel, hogy ¢ fuggetlen az (A,n) partol és
egyenletes eloszlasu a [0, 27 intervallumban. Bizonyitando, hogy az X; = Acos(nt + ¢) sztochasztikus
folyamat stacionérius.

Ellenérizzék, hogy a R'-beli Brown mozgas véges dimenzios eloszlasai eleget tesznek a kompatibilitasi
feltételnek és fiiggetlen- és stacionarius névekményt folyamatot hataroznak meg.
Tomoritett jeloléssel:
1 (a? E— T k71)2
(-

P, dry...dxy) = ——————eX
b (01 ) £l¢ﬁ@iﬂ:j 2tk — th1)

ahol: tj€R+,0:t0<t1<"'<tn,$j€R1éSI0:O.

) dxrq...dz,,

Ellenérizzék, hogy a Poisson folyamat véges dimenzids eloszlésai eleget tesznek a kompatibilitéasi feltétel-
nek és fiiggetlen- és stacionarius névekményi folyamatot hataroznak meg.
Tomoritett jeloléssel:

n

—A(tp— Mtp — tp_1))+—Tr1
P T1...Tn) = e~ AMtk—tk—1) (
b1yt (1 ) kl;[l "

)

aholtj€R+,0=t0<t1<---<tn,rj€Né50=r0<7“1<~-~<rn.

Legyen S diszkrét (véges vagy megszamlalhato) allapottér és I = N diszkrét idSparaméter. Ellendrizziik
a Markov tulajdonsag alabbi definicidinak ekvivalencijat.

(I) A jelen dllapot ismeretében, milt és jovd figgetlenek. Azaz: tetszbleges t € N, A € F<y, B € F>,
és a € S esetén
P(ANB|X; =a) =P(4|X; = a)P(B|X; = «).

(I1) A teljes mult ismerete nem tartalmaz tobb informdcidt a jovdre nézve, mint a jelen dllapot ismerete.
Azaz: tetszSleges t € N, B € F>; és aff € S™T! esetén

P(B|X} = ab) = P(B|X; = ).

6. Sztochasztikus félcsoportok

Legyenek A és B n x n méreti négyzetes (valos vagy komplex) matrixok.
(a) Bizonyitando, hogy ha A és B kommutélnak, akkor exp(A + B) = exp(A) exp(B).
(b) Bizonyitando, hogy a t — S(t) := exp(tA) matrix értéki fiiggvény kielégiti a

d

%S(t) =AS(t)=S(t)A
els6rendd (matrix-) differencialegyenletet, S(0) = I kezdeti feltétellel.
(¢) SZORGALMI. (Lie-Trotter formula. Ez nehezebb.)

Bizonyitando, hogy tetszdleges A és B n X n méretli négyzetes méatrixra

lim (exp(n_lA) exp(n_lB))n = exp(4 + B).

n— oo

Legyen t — P(t) sztochasztikus félesoport véges dllapottéren és G := limy,_,o h=1(P(h) — I) a félcsoport
infinitiziméalis generatora. A félcsoport tulajdonsag kihasznélasaval bizonyitando, hogy P(t) differencial-
hato barmely pozitiv ¢-ben, és

d

ZP(t) = GP(t) = P(1)G.
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6.201.

6.202.

6.203.

6.204.

(A Poisson folyamat félcsoportja.)
Legyen A\ > 0 rogzitett paraméter és ¢ — P(t) a kovetkezd modon értelmezve: P(t) := (P, (1))
ahol

m,n€ly’

O ha O S n < m,
Ppn(t) == e—/\tM ha 0<m<n.

(a) Bizonyitsuk be, hogy [0,00) > ¢ — P(t) sztochasztikus félcsoport a Z, megszamlalhat6 allapottér
felett.
(b) Bizonyitando, hogy a P(t) félcsoport infinitizimalis generatora a

Gm,n = )\(6m+1,n - 6m,n)7 m,n € Z+

matrix. (A differencialas méatrixelemenként értendd.)
(c) Ellendrizziik kozvetlen szamolassal a P(t) = exp(tG) azonossagot.

Adjunk példat olyan sztochasztikus magfiiggvényre egy metrikus téren, amely nem rendelkezik a Feller
tulajdonsaggal. (Feller tulajdonsag: a magfliggvény &ltal definialt integral operator korldtos folytonos
figguényeket korldtos folytonos fiigguényekbe képez).

Nevezetes folytonos ideji és allapotterii sztochasztikus félcsoportok:

(1) A Brown mozgas, mas néven Wiener folyamat félcsoportja. Allapottér: S = R. Rogzitett
parameéter: szoras vagy diszperzio: o > 0 (standard valasztas: o = 1).

1 (y—=)2

pe(x, A ::/ ——e 252 dy.
t( ) A V2mo?t Y

(2) A sodrédé (angolosan: driftes) Brown mozgas félcsoportja. Allapottér: S = R. Rogzitett para-
méterek: szoras: o > 0; sodrodasi egyiitthato (vagy drift): m € R.

1 _(yfmfnLt)Q

plad) = [ ey,
A

2mot

(3) Origoban tiikrézétt Brown mozgas félcsoportja. Allapottér: S = R,

1 (y—=)2 (y+z)2
pe(x, A ::/ _ (e 202t + e 202t > dy.
R AN

(4) A Cauchy folyamat félcsoportja (standard paraméter valasztassal). Allapottér: S = R.

1 t
A) = - dy.
Pi(e, 4) /Avrt2+<yfw)2dy

Ellenérizziik a fenti magfiiggvényekre a pyi (2, A) = [, s Ds(,dy)p:(y, A) félesoport tulajdonsagot.

Bizonyitsuk be a Csebisev-egyenl6tlenség felhasznalasaval, hogy a sodrédé Brown mozgés esetében minden
x € S-re és minden € > O-ra
pr(z, (x —e,x+¢)) =1—o(h),

vagy, ami ugyanaz
pr(z, S\ (x — e,z +¢€)) = o(h),

amint h — 0. Mi a helyzet a Cauchy folyamattal?
(A bizonyitas tiikkrozott Brown mozgas esetén is miikodik.)
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7.205.

7.206.

7.207.

7.208.

7.209.

7.210.

7. A Brown-mozgas

Konstrualjon (azaz adjon olyan algoritmust, ami megszdmlalhato sok fliggetlen standard normaélis el-
oszlasu valoszintségi valtozobol legyart) egy olyan végtelen binéris fat, aminek a 0-dik szintjén van egy
N(m = 0,02 = 1) eloszlast &s, az n-edik szinten 2" darab fiiggetlen N(m = 0,02 = 27") eloszlast le-
szarmazott, és minden cstcsra igaz, hogy az ott 1il6 valdszintiségi valtozo a két gyerekének az Gsszege. Ha
az n-edik szint megvan, akkor az afeletti részt trividlis megkonstruélni. Kicsivel nehezebb fentrdl lefelé.
Miért ekvivalens ez a Brown-mozgéas megkonstrualasaval?

Legyenek X', X7, ..., X" fiiggetlen, 0 varhato értékd és 1/n szorasnégyzetli normalis eloszlasa valoszi-
niiségi valtozok és
r =X+ Xy 4+ X, i=12,...,n.

i/n
(a) Szamoljuk ki a W;‘n 7 =1,2...,n, valésziniiségi valtozok varhato értékeit és kovarianciait.
(b) Mi lesz a W]”/n, j=1,2... n, valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasa?
(c) Legyen
M, = max{|X?| ) |X§‘ Yo |X7TLL|} :

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges £ > 0 esetén

lim P (M, >¢) =0.

n—oo

Ertelmezziik az eredményt.

Legyenek X7 X7 ... X fiiggetlen, 1/n varhato értéki Poisson eloszlast valoszintségi valtozok és
D= XU+ XS 4+ X ji=12,...,n.

(a) Szamoljuk ki az Y]’}n, j=1,2... n,valoszintiségi valtozok varhato értékeit és kovarianciait.

(b) Mi lesz a Y;}n, j=1,2...,n, valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasa?

(c) Legyen

M, = max {|X7],|X3],...,|X}|}.
Rogzitett £ € (0, 1) mellett szamoljuk ki a

lim P (M, >¢)

n— oo

hatarértéket. Ertelmezziik az eredményt.

(a) Legyenek Y1,Ys, ..., Y, nulla varhato értékd valoszintségi valtozok. Bizonyitando, hogy akkor és csak
akkor egyiittesen normalis eloszlastiak, ha léteznek X, Xo, ..., X, fiiggetlen N(0,1) (standard normalis)
eloszlasi valdszintiségi valtozok és a;j;, 7,7 = 1,2,...,n valos szamok, Ggy hogy

Yi=anX1+aipXo + -+ ainXnp.

(b) Legyen B(t) standard Brown mozgas as 0 < 1 < s9 < -+ < s,. Magyardzzuk meg, hogy miért
kovetkezik a Brown mozgas értelmezésébdl, hogy B(s1), B(sz2),. .., B(s,) egylittesen normalis eloszlasuak,
azaz adjuk meg azokat az a;; egyiitthatokat, amiknek a segitségével eldallithatoak fiiggetlen standard
normalisokbol.

(c) Hatarozzuk meg az B(s1), B(s2), ..., B(sy) valoszintségi valtozok kovariancia matrixat (Ha [A]; ; :=
aij, akkor C' = AAT).

A Brown mozgds skdla invariancidja.

Legyen X, standard Brown mozgas és Y; := a~'/2X,,, ahol a > 0 rogzitett konstans. Bizonyitando, hogy
Y; is standard Brown mozgés.

A Brown mozgds horizontdlis tikrozése

Legyen B(t) standard Brown mozgas a [0, 1] intervallumon és W (¢) := B(1 —t) — B(1), Bizonyitando,
hogy W is standard Brown mozgas.

35



7.211.

7.212.

7.213.

7.214.

7.215.

7.216.

7.217.

A Brown mozgds iddinverzidja.

Legyen X standard Brown mozgas és Y; := tX, ;. Bizonyitsa, hogy Y is standard Brown mozgas. Legyen
killonosen koriiltekits, amikor azt bizonyitja, hogy Y; folytonos a 0-ban. Erdemes a nagy szamok erds
torvényét kombinalni a 7.215. feladat becslésével.

Legyenek X; ésY; fiiggetlen standard egy dimenzidés Brown mozgasok. Bizonyitsak be, hogy Z; := X; —Y;
szintén egy dimenzios Brown mozgas. Mennyi a Z; Brown mozgas szoras (o) paramétere?

Legyen X; standard Brown mozgas. Hatarozzak meg — lehetéleg szenvedés nélkiil — a
P(X2 > O|X1 > 0)
feltételes valoszintiséget. Fiiggetlenek-e az {X; > 0} és {X3 > 0} események?

(a) Jelolje B a standard Brown-mozgast. Lassa be, hogy
Lo
M(t) =exp | AB(t) — §A t

martingal az F; := o(B(s) : 0 < s < t) természetes filtraciora nézve, azaz mutassa meg, hogy s < t
esetén E(M(t) | Fs) = M(s).

(b) Jeldlje T, azt a véletlen id6pontot, amikor a standard Brown-mozgas elGszor éri el az © magassagot.

Lassa be, hogy A > 0 esetén E (exp(—\T;)) = efmm, azaz hatarozza meg T, eloszlasanak Laplace-
transzformaltjat.
Segitség: Mutassa meg elGszor, hogy van olyan (A-tél és a-t6l fliges) C' konstans, hogy

PMitAT,)<C)=1
azaz korlatos a megallitott martingél, és P(T, < co) = 1, tehat teljesiilnek a martingal megallitasi

tétel feltételei.

(c) Jelolje F, a T, eloszlasat. Lassa be kétféleképp (az el6zs részfeladat alapjan, illetve a Brown-mozgas
tulajdonsagaibol levezetve), hogy
Fox By = Foyy

(d) Lassa be kétféleképp, hogy 2% - T7 ~ Ty.

7.1. Tukrozési elv

Jelolje ®(t) a standard normaélis eloszlas eloszlasfiiggvényét. Lassa be a tiikrozési elv segitségével, hogy a
standard Brown-mozgas [0, t] intervallumon vett maximuméanak, M;-nek az eloszlasfiiggvénye 2P (%) -1,
ha = > 0, tovabba azt is, hogy

2

x
P By <4 -
(mna, B.| > o) < dexp(~5)

Jelolje B a standard Brown-mozgast. Mutassa meg, hogy B(t) feltételes siirtiségfiiggvénye

T —LUQ

amellett a feltétel mellett, hogy B(s) > 0 minden 0 < s < t-re.

Segitség: A feltétel valoszintisége nulla, igy a tiikrozési elv segitségével lassa be elGszor, hogy x,e > 0

esetén : o
P(B(t)Zx—e| oglggtB(s)Z—e) _ @(\;;)(E;)( 1\/; )
<s< -

o

majd tartson e-nal 0-hoz.

Jelolje T, azt a véletlen id6pontot, amikor a standard Brown-mozgas elGszor éri el az x > 0 magassagot.

Hatérozza meg T, eloszlasfiiggvényét és lassa be, hogy P(T, > t) ~ \/g%, ha 1 < t.
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7.2. Gauss-folyamatok

7.218. Legyenek X, Y7,Ys,...,Y,, egylittesen normalis eloszlasiak. Legyen E(Y;) = E(X) = 0. Jelolje C € R**"
az Y1,...,Y, kovarianciamatrixat és a ¢ € R"™ oszlopvektor i-edik eleme legyen Cov(Y;, X). Legyen

0 < 02 = Var(X). Léssa be, hogy az Y7,...,Y,, egyiittes feltételes eloszlasa az X = 0 feltétel mellett

egyiittesen normalis, melynek varhato érték vektora azonosan nulla és kovarianciaméatrixa C — %CCT.

Segitség: Cholesky-felbontés: minden pozitiv szemidefinit szimmetrikus métrix felirhaté AAT alakban,
ahol A egy als6 haromszog matrix.
7.219. A Brown-hid ekvivalens jellemzései

Jelolje B(t) a standard Brown-mozgast a [0, 1] intervallumon. Mutassa meg, hogy az alabbi harom
sztochasztikus folyamat eloszlasa azonos:

(a) B(t) amellett a feltétel mellett, hogy B(1) = 0.

(b) B(t) —tB(1).

(©) (1- B/~ 1)),

7.220. Ha g folytonosan differencidlhato és f folytonos fiiggvény, akkor az fg f(s)dg(s) el6jeles Riemann-Stieltjes

integral megegyezik a fot f(s)g'(s)ds Riemann-integralal. Mivel a Wiener-folyamat derivaltja a fehér zaj,

otletét:

(a) Ha f =1, akkor a nyilvanvalo definicio fst f(u)dB(u) = B(t) — B(s). Ugyszintén nyilvanvalo elvaras,
hogy t; < ta-re f(? f(8)dB(s) = Otl f(8)dB(s) + f:f f(8)dB(s) teljesiiljon. Ennek segitségével
definialja fg f(s)dB(s) értékét lépesss fuggvényekre.

(b) Kozelitse f-et lépesss fliggvényekkel, és mutassa meg a szorasra vonatkozo haromszog-egyenlstlenség
segitségével, hogy a kozelits 1épcsss fiiggvények segitségével definialt valoszintiségi valtozo-sorozat az
L? norméra nézve Cauchy-sorozat!

(c) Lassa be, hogy X (t) = fot f(s)dB(s) Gauss-folyamat és hogy s < t-re Cov(X(s), X (t)) = [ f*(s)ds
7.221. A staciondrius Ornstein-Uhlenbeck-folyamat ekvivalens jellemzései

(a) Jelolje B(t),t > 0 a standard Brown-mozgast. Lassa be a Brown-mozgés énhasonlésaganak felhasz-
nalasaval, hogy B € R, esetén az X (t) := e #*B(e?5?),t € R folyamat egy stacionarius sztochasztikus
folyamat.

(b) Lassa be, hogy X (t) id6ben homogén Markov folyamat, és hatarozza meg az atmenenetmagfliggvényét,
azaz azt a p(z,y) fliggvényt, amire

P(X(s+1) € 4| X()=2) = [ mie.dy
(c¢) Legyen Y (0) ~ N(0,1), « € Ry ést > O-ra
Y(t) :=e Y (0) + efo‘t/o e**dB(s)

Lassa be, hogy Y (¢) stacionarius Gauss-folyamat, amihez elég belatni, hogy Cov(s,t) = Cov(0,t—s).
(d) Mely «, 8 értékek esetén azonos eloszlastak az X és Y sztochasztikus folyamatok?

7.222. A Cauchy-folyamat konstrukcidja

Legyenek X (t) és Y(t) fliggetlen standard Brown-mozgasok. = > 0 esetén jelolje T, azt a véletlen
idépontot, amikor X el6szor éri el x-et.

(a) Lassa be, hogy Y (T}) standard Cauchy eloszlasu.
(b) Lassa be, hogy Z(z) = Y (T,) standard Cauchy-folyamat.
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8. Megoldasok

1.12/b): Krumplikra bontjuk az eredeti allapotteret. Annak a feltetelnek kell teljesulnie, hogy egy tetszole-
ges krumpli barmelyik ket allapotabol ugyanakkora valoszinuseggel lepjunk akarmelyik masik krumpliba. Lasd
1.31. feladat.

1.16: A megforditott folyamatrol trivialisan latszik, hogy Markov!

1.18/a): p = % esetén Markov, amugy nem.

1.36: En nem talaltam ra konnyt megoldast.

1.49: Ossze kell tenni a 1.48. és a 1.35. feladatot az a) részhez. A b) részhez vegyiik észre, hogy A-bol
nézve B és C egyforma, és A-bol biztosan B-be vagy C-be 1ép a bolyongo.

1.58: Milyen értelemben voltak jok a tippek? Ha példaul a Markov lanc reverzibilis, és a masodik legnagyobb
sajatérték 1 — e, akkor ennek a sajatértéknek az F-el valo transzformaltja kabé 1 — F'(1)e.

1.60: Sugas: Azt kell belatni, hogy P spektruma tartalmazza P spektrumat.

1.75: Egy tartalyban részecskék vannak. Minden lépésben minden bent levs részecske elbomlik p valoszi-
nuseggel, és jon POI mennyiségii 4j részecske. Minden lépésben felirhaté a tartalyban levs részecskék szama
egy POI és téle fiiggetlen BIN eloszlast vava Gsszegeként.

1.87: A réka menekiil, és minden 1épésben 1 — \ valoszintiséggel talalja el a vadész.

2.95: Ez egy felajitasi folyamat, aminek a felajitasi idejének az eloszlasa két fiiggetlen exponencilis 6sszege.
Tehat tgy kaphato a pontfolyamat, hogy egy Poisson-folyamat minden mésodik pontjat elhagyjuk.

2.96: Elég egy bolhara megoldani, hiszen fiiggetleniil ugralnak, igy binomialis eloszlasa lesz a vizslan levé
bolhak szama. Konnyid kiszamolni annak a valdszintiségét, hogy egy bolha mekkora valészintiséggel ugrott
paros sokat: 1[k paros] = #

2.108: Az a) kérdésre a valasz: geometriai. A b) kérdésre a valasz: két a) kérdésbeli geometriai konvoltcidja
(hiszen a megérkezésem pillanataban a milt és a jovs fele nézve az utasok és metrok egyiittes folyamata pont
ugyanigy néz ki).

2.122: Paradox feladat: ha azt tennénk fel, hogy a csillagok 3D Poisson-folyamatot alkotnak, akkor fényes
lenne az éjszakai égbolt.

3.126: Ugyanaz az alapotlet kell, mint a 2.96. feladathoz.

4.184: Barmilyen stratégia mellett % a gy6zelem valoszintisége. A bizonyitas hasonlit a martingal megallitési
tételéhez.

4.188: Allitsuk meg az M, martingalt, ha % folé né. Legyen M, = Musr. A megallitott martingal
konvergal, és M, (w) > 3 ha T(w) < co. A dominalt konvergenciatétel miatt E(M) = :.

5.195: Legyen Z; = Ae("*+%) Ha Z, staci, akkor a valos része is az. Ha be akarjuk latni, hogy a Zy = YA
folyamat ugyanolyan eloszlast, mint Z;, akkor csak annyit kell belatni, hogy e*("5+%) egyenletes eloszlasu az
egységkoron és fiiggetlen (A, n)-tol.

7.205: Ha X ~ N(0,1) és még hozzasorsolunk egy téle fiiggetlen Y ~ N(0,1)-et, akkor U = % és
V==X EY is fiiggetlenek, valamint U + V = X. Igy kell megkonstrualni az apabol a két fiat. Azért ekvivalens
a Brown-mozgés konstrukciojaval, mert a fa n-edik szintjén a B((k + 1)27") — B(k2™™) névekmények allnak.
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