Sztochasztika hallgatoi szeminarium 208 :
Laplace-transzformacio, feldjitaselmélet és
alkalmazasok

2006. augusztus 26.

1. Bevezetés

A szeminéarium alatt feldolgozasra szant témakoroket imbriei Nem bontom még
fel elbadas hosszlsagu blokkokra, mert még lehet, hogy igy tulésokl kell dobni
belble. Igyekeztem leirni, hogy kabé hany percnyiadas szerintem 1-1 rész, de ahol
nem értettem meg jol a bizonyitast, ott csak tippeltem égi®ttem a becslés mellé.
Ink&bb a sorrend a fontos az alabbi listaban, mert egymasilaagé anyag.

A tananyagot a kovetkézkonyvektdl vettem:

William Feller: An introduction to probability theory antsiapplications Il., 1966

Samuel Karlin-Howard M. Taylor: Sztochasztikus folyaniatt985

Az évszamokat az oldalszamozéas miatt adtam meg. A Felboljon a feldjitdselmélet
egy része és a Laplace-trafds anyag (angolul), és a Kaajieil pedig magyarul tar-
talmazza a feldjitaselméletet és némelyik alkalmazastszBesok az atfedés, érdemes
mindketBt elolvasni.

Roviditések: Feller II. kotet helyett F2, Karlin-Taylorliett KT.

Azt is odairom, hogy a tananyag konny(, kdzepes vagy nehépl kbzepesen
nehéz valami, ha mas anyagra épul vagy kell némi 6nall6 mbokaa (pl. ilyenek a
konyvekldl vett fejezetvégi feladatok) és nehéz valami, ha hosszZompitasa €és mas
anyagra épil. Bar a leghosszab biz is max 3 oldalas, szénatiienehéz.

2. Atananyag

Fontos: nem kell mindent @dni, aminek az oldalszamat leirom, sok a redundan-
cial Ezek csak témakoérok, és hogy honnan lehet felkészéijnkr Mostantél ebben a
szOvegben ,témakdr” az ennek a fejezetnek az alfejezeteitj, pl: a 2.3 témakor az

a ,Felujitasi folyamatok, CHT” cim{ témakor (alfejezet).

2.1. Felujitasi folyamatok definicidja
KT: 173.0-176.0 teteje, konny, 30 perc



hatraled élettartam = residual waiting time

eddigi élettartam = spent waiting time

A KT konyv jeldléseit hasznéljuk a szeminariumon a KT 17&abtetejének fo-
galmaira, mert a F2-ben nincs ra kulon jeldlés.

2.2. Afelujitasi paradoxon

koénny, 40 perc
Hossztorzitdé mintavétel = size-biased sampling
KT: 178.0-180.0
F2: 10.0-13.0
F2: 185.0
Erdemes atismételni a F2 10.0 a Gamma-eloszlasokat isségiész ra.

2.3. Felujitasi folyamatok, CHT
KT:210.0-211.0

2.4. Feltjitaselm. alkalmazas: Il. tipust szamlalébereneizés-modell

KT: 182.0-185.0, kdnnyi, 20 perc, explicit POI-foly szd&m
konny feladat: hova konvergal a (3.11)-es képlet? Azaz:

jim MR _,

t—oo t

KT: 231.0/8.feladat, de mi a szemléletes jelentése?

2.5. Laplace-trafd, a folytonossagi tétel

F2: 407.0-414.0, kdzepes, 90 perc

Legyen a szeminariumon: 408.oldal/Thm 1., Thm2., de kefizhoemlékeztét
a mértékek gyenge konvergencigjarol és kompaktsagarobtareloszlastételek-ora
tananyaga), és arrol, hogy a folytonos fliggvények terénékgitere a mértékek tere és
hogy a polinomok siir(i halmazarél mar egyértelmiiendekjegy linearis funkcional.

Legyen: F2 410.0 teteje: translation principle

Legyen: F2: 411.0: multiplication rule, de ellenpélda: F2dbteteje és F2 98.0
aljan az 1. feladat.

Legyen: F2: 411.0 alja: Gamma-eloszlasok Laplace-trafdja

Legyen: F2 412. oldal teteje: a transaltion principle atkatasa

F2 412/ (2.8) formula kilondsen érdekedleg A — O esetén, mar ez is tulaj-
donképp egy Tauber-tétel (F2 418. oldal aljan elmondjartnié

Legyen: 412. o aljan: change of scale, NSZGyT kipottyan.

Legyenek a F2 413.0 (a) és (b) példai jol elmondva, mert netidiie sziikségink
lesz kédb: az (a) példara a 2.28 témakdrénél, és a (b) példara aé&rizkornél.

F2 414.0/ (c) egyszer(, de fontos, és hasznaljuk is majél g&&thakornél.

Nem kell a F2 414.0/(d) és a F2 415.0/(e)



2.6. Felujitasi figgvény, feltjitasi egyenlet

KT 185.0-186.0: felvjitasi fv 1étezik

A KT 186.0 aljan van egy *-os labjegyzet, a Feller Il. is ezaekonvencioval
él, mi a szeminariumon kétféle konydbdolgozunk, figyeljink, hogy épp melyiket
hasznaljuk!

KT: 186.0-188.0: felvjitasi gondolatmenet

KT: 188.0-191.0 : felljitasi egyenlet és alkalmazas: a Waldnossag egy spec
esete

Hol is van itt a martingal, megallasia®

2.7. Afelugjitasi egyenlet Laplace-transzformaltja

KT:238.0/27 feladat, kénny, 10 perc
F2: 441.0-443.0kbzepe, Persze itt még nem tudjuk a Taébeleket, az még most
nem kell.

2.8. Neéhany explicit szamolas a felujitasi egyenlettel, Zzpameétera
gamma-eloszlassal

KT: 231.0/4. feladat, 5.feladat, 6.feladat,7. feladatfdladat, kbzepes

Ezeknek a feladatoknak van kdzik egyméashoz, mert a 6. febdygkn, hogy egy
Poisson-folyamatbdl minden masodik pontot eldobjuk. &hklszemléletes jelentésb
kijon a 6. feladat? Laplace-transzforméltak segitségkij@h a 6. feladat? Es a 7.
feladat?

Megjegyzés: a KT 231/6. feladatbdl leolvashat6 erre a gfis@setre a felljitasi
tétel és a feldjitasi flggvény aszimptotikus sorfejtégsdla 2.11 témakort.

2.9. Laplace-traf6 alkalmazasa feltjitaselméletben: RKitott feldjitasi
folyamat atskalazva Poisson-folyamathoz konvergal

.change of scale”
KT: 234/19., 20., 21., 22. feladatok, kénny, 15 perc

2.10. Afelujitasi tétel kimondasa, ekvivalens alakjainalkkimondasa

kénny,

KT 193.0-196.0 teteje. F2 346.0-349.0

Tehéta F2 347.0/Thm 1. ekvivalens a F2 349.0/Thm 2.-velyergk a szeminari-
umon az ellenpéldak is a kdzvetlenil Riemann-integral@ga: 349.0/(a),(b),(c),(d)

Elemi feldjitasi tétel kovetkezik a felujitasi tétélb

Mit is jelent a feldjitasi tétel? (A KT-kényvbeli konvendibasznalva M(t)-re, lasd
2.6 ttémakor)

[

ia(t—sn)) ~ Ill/o a(x)dx

n

t
At) = a(t) +/0 a(t — x)dM(x) = E(



Mivel ez egy véletlen (Monte-Carlo) alappontokkal vettiRann-féle kozeltidsszeg,
ahol az alappontoﬁ strlien vannak.

2.11. Afelujitasi tétel alkalmazéasa: a hatraled élettartam hosszu
id6 utani eloszlasa

KT: 196.0-198.0:9(t),y(t),B(t) valvaltozok hosszu il utani eloszlasa, a felljitasi
paradoxon Ujabb jele, Schwartz-egy&ténséggel
KT:199.0-200.0: a felujitasi fuggvény aszimpotikus spiéfee, konnyebben is el
lehet intézni, mint ahogy ott le van irva, hisZB(y(t)) explicite szamolhaté.
Szemléletesen is kijon ugyanez (ha megsejtjik, hogy sesed sampling kell):

ool X—7Z 1 @
/Z ﬁ.x.f(x).(T)dX:---:ﬁ/z (1—F(y)dy

E(y(t))-nekis van szemléletes jelentése size-biased samplipgal& (y(t)) lehet
kisebb és nagyobb is, mifit(Xy(t))!

2.12. Kapcsolat Markov-lancokkal

KT 233.0/10.feladat

Ha feltesszik, hog¥ f.a.e. egészértékd, korlatos valvaltozok, ak&(n egész
idépontokban nézve egy véges allapotter(, irreducibiliskda-lancot alkot, ami ape-
riodikus akkor és csak akkor, ha a feltjitasi folyamat pduga 1. A Markov-lanc
egyeértelmi stacionarius eloszlashoz konvergdl. Vexeksihogy ez azonos azzal,
amita 2.11 témakdrben kaptudit) hosszu ié uténi eloszlasara, és vezessuk le@bb
erre a specialis esetre a felujitasi tételt, ami ebben aegmtben ekvivalens ezzel:

lim P(t-kor feldjitas torténik = pt

2.13. Felujitaselm. alkalmazas: Készletezéselmeélet

KT:219.0-220.0, kénny(, a hosszidtani eloszlas-tételeket kell alkalmazni

2.14. Késleltetett feldjitasi folyamat, a stacionarius figljitasi folya-
mat ekvivalens jellemzései
koénny, 25 perc
KT:200.0-203.0

F2: 353.0-355.0
Amir6l a Feller beszél a 355.0/(3.11) utan, arrél for széIni 8 26mnakor!

2.15. A felyjitasi tétel ekvivalens alakjainak ekvivalen@janak bi-
zonyitasa

kozepes (?)
F2 349.0 alja-350.0 kbzepe



2.16. A felujitasi tétel bizonyitasa

nehéz

F2 350.0 k6zepe-353.0 kozepe

Ha a bizonyitas utani apré betiinek hisziink, akkor martkayélergenciatétellel
bizonyithat6? Lelkes szeminariumiéeldé utanakereshetne, lasd F2 353.oldal 9-es
labjegyzet.

2.17. Felgjitaselm. alkalmazas: I. tipusu szamlalémodell

KT 182.0-183.0
Geiger-Muller-szamlalo: hosszu tavon mia beétkéz az észlelt részecskék részaranya?
Kozepes, kell hozzé feldjitési tétel
KT: 204.0-206.0

2.18. Felujitaselm. alkalmazéas: Az optimalis villanykdrecsere

Mondjuk olcsobb villanykortét cserélni, ha még nem égefpkiaz operaban a csillart
a legutébbi csere utan fél évvel automatikusan Ujra cserédéi ha kiég, akkor soron
kivul és surgsen kell munkai@n kivil kihivni a szerdit, és az dragabb)

KT 180.0-181.0, 206.0, 230.0/5.feladat

kozepes, kell hozza felujitasi tétel

2.19. Felujitasi egyenlet és fiiggvény és tétel még egy alkalzasa
KT: 237.0/26.feladat, kbzepes, 10 perc

2.20. N(t) szérasnégyzete

KT: 234.0/16., 17. feladatok., kbzepes-nehéz

Hova konvergal — o esetén a t-vel leosztott szérasnégyzet?

Lasd KT 231.0/3.feladat. Lasd 2.3 témakar.

Mi a kdze az inverzfiiggvény méasodik derivaltjahoz? (Lageaféle inverzio-tétel
és N(t) magasabb momentumai?).

Meghatarozhat6-e N(t) eloszlasanak Laplace-transzfigengfelljitasok kozt el-
telt id6 eloszlasanak Laplace-transzformaltjabol? nehéz?

2.21. Véget éo felujitasi folyamatok

terminating (transient) renewal processes.

Azért hivjak tranziensnek, mert a tranziens bolyongasatesési idpontjai alkot-
nak tranziens felujitasi folyamatot.

KT: 207.0-209.0

F2: 360.0-363.0

Hangsulyozzuk, hogy a translation principle-t alkalméZtasd F2 410. oldal).

Hasonl6 médszerrel bizonyithatd nagy-eltérés-szedl &ta, hogyt — o esetén
P(Sutolss > t) hogyan cseng le? Lasd F2 361.0/Thm 1.



2.22. Felgjitaselm. alkalmazéas: A tonkremenés-probléma &i-
zositdselméletben

nehéz (?)
tonkremenés-probléma = ruin problem
KT: 211.0-213.0
F2:179.0-181.0, 363.0-364.0, és haszndlja a 2.21 témagdmenyeit.
F2: 444.0/(b)-445.0

2.23. Elagazo folyamatok

KT:218.0-219.0
Malthus-féle aranyszam = Malthusian parameter

2.24. A Laplace-transzformaltak pontosan a teljesen monon fug-
gveények

F2: 415.0 kdzepe-418.0 kdzepe. Mehet az egész, 60 perc
A poén kedvéért itt még ne mondjuk el, hogy az inverzfiiggesrkeplet a F2
417.0 aljan hogy jon ki az elagazé folyamatokbol.

2.25. Elagaz6 folyamatok teljes populacié-nagysaganakoszlasa

kbzepes

F2 448.0-449.0, Busy periods

Erdemes lenne vizsgalioy fliggvényében $()\) értelmezési tartomanyat: szu-
perkritikus, kritikus, szubkritikus elagazo folyamat @mértelmezési tartomany negativ
A-kra is kiterjed, akkor exponencialisan cseng le a busyopdiossza)

Szamoljuk ki Poisson-folyamatos esetben is, ekkor expliglirhatd a3(A) fug-
gveény.

2.26. A Poisson-folyamat ekvivalens jellemzései

Ez nem tul érdekes témakor, ne foglalkozzunk vele til sok&igoél szél az egész,

hogy 0rokifj és ez az egyetlen olyan felljitasi folyamatj &ésleltetés nélkil is sta-

cionarius. Tehét pl az is jellemzi, hody(t) = :—1 eztis vegyuk be a jellemzések kozé.
Még egy jellemzés: KT: 237.0/25.feladat, kbzepes.

2.27. Felqjitasi folyamatok szuperpoziciéja

F2:355.0-366.0, kénny(

KT:222.0-227.0

Szerintem ez nem tul érdekes téma és elég azon a szintetzelirhogy a Feller-
koényvben van és nem kell részletesen. De azért van érdekdskdiyvben is: a
227.0/9.2 tétel a Poi-folyamat még egy ekvivalens jellesazé



2.28. Felujitaselm alkalmazas: waiting time for a large gapcover-
ing theorems

30 perc, nehéz

F2 186.0-187.0: bevezetés, feltjitasi egyenlet

\olt egy explicit szamolas a 2.5 témakdrben, azaz a F2 43 joéldajaban, egyen-
theorem-jeivel, esetleg, ha lelkes a szeminariugaed, akkor glbanyaszhatna a 28.0
labjegyzetében emlitett geometriai szemléleti bizaisyitvesse 0ssze a F2 216.0/ 12.
feladataval! A feladat megoldasa: F2 443.0-444.0

2.29. Tauber-tételek

Jé lenne, ha ez a nehéz témakdr lemenne 90 perc alatt.
F2: 418.0-423.0, ezt az egészet Ugy, ahogy van és kell m&g legy kevés a lassan
véltozo fuggvények elméletéb F2: 268.0-269.0

2.30. Kritikus elagazé folyamatok teljes populacio-nagyéganak lec-
sengése

kbzepes, 20 perc

Lasd a 2.25 témakort. He = 1, akkor ez egy kritikus elagazo folyamat. Ekkor
még 1 valdszinliséggel véget ér minden busy period, de awééhtéke mar végtelen.
Tauber-tétel segitségével hatarozzuk m@g?g 0 korili viselkedéséll a a busy pe-
riod hosszanak lecsengését. Erdemes a F2 418.0 legaljaid@eteje 6sszefiiggédsib
kiindulni.

Erdemes tekinteni a Galton-Watson-féle elagazo folyakéagyszeriibb) esetét
is, Dt, lehetne venni ére. Ekkor ha(z) jeldli az utédok eloszlasanak generatorfiig-
gvényét, akkor az 6sszes leszarmazottak szamanak ebosakdgeneratorfliggvénye
megegyezik aF(LZ) fliggveény inverzfiiggvényével. Hasznaljuk a F2 423.0/Theob.-
nek az (5.24)-es 6sszefliggését!

2.31. Tauber alkalmazas: Nemnegativ stabilis eloszlasok

Ezt csak akkor vegyulk be a szeminarium programjéba, ha méardd!
F2 424.0-425.0, 30 perc (?), kdzepes (?)

2.32. Tauber alkalmazas: felujitasi figgvény aszimptotikja

kbzepes, 10 perc

Lasd a 2.7 témakort.

Ha a feltjitasi idnek nincs varhatdértéke, akkor az elemi felljitdasi (&st KT
192.0-193.0, ott a biz, de azt nem fogjuk venni szeminarivnabba megy at, hogy a
felujitasi fuggvény t-vel osztva 0-hoz tart. Hasznaljuskiber-tételt!

Lasd F2 446.0./(3.3)



2.33. Hatareloszlas-tétele®(t)-re, y(t)-re heavy-tail feldjitasi id 0k
esetéen

F2 445.0 alja-447.0

Nehéz (?) témakor, 40 perc (?)

Olyanok ezek, mint Paul Lévy arcsin-tdrvényei. Specidistként ki is fog jonni
valamelyik. Lasd F2 413.0/(b): Ott a generatorfliggvénye@ygszerii bolyongasnal
az origbba valo efsvisszatérés idejének (konny( rekurzio, vezessik isdmsrriu-
mon). Hasznaljunk Taubert lecsengés kiszamolasara,, kiggyoa = %



