Komplex szamok
Komplex szamok bevezetése

A valos szamok korét a kovetkezdképpen épitettlik fel. EI6szor a természetes szamokat
vezettiik be. Itt két mdvelet volt, az 6sszeadds és a szorzas (ismételt dsszeadas)! Az
Osszeadas inverzeként értelmezett kivonds mar kivezetett a természetes szamok korébdl.
Az egész szamokat éppen ugy kaptuk, hogy a természetes szamokat Ugy bévitettik,
hogy az 6sszeadas invertalhaté legyen.

Hasonlo torekvés a szorzas esetében a racionalis szamokat eredményezi, ugyanis a
szorzas inverzének a keresése a tértekkel valé bévitéshez vezetett. Az osztas ,kivezetett”
az egész szamok korébdl. Igy jutunk a racionalis szamokhoz, melyek mindegyike
felirhatd két egész szam hanyadosaként. (ratio=arany, hanyados).

Mar az okorban is ismeretes volt azonban, hogy vannak olyan szamok, amelyek
megszerkeszthetOk, és igy ra lehet rajzolni 6ket a szamegyenesre, de nem tudtak Gket
mégsem definialni. Ilyen szam pl. a \/5 Ezt a szamot kdnnyen meg tudtak szerkeszteni,
hiszen ez az egységnyi oldalu négyzet atlojanak hossza. Tehat, ezeknek a szdmoknak
megvan a helye a szdmegyenesen, noha nem irhatdk fel két egész szam hanyadosaként.
Vagyis a gyokvonas mlivelete ,kivezet” a racionalis szamok korébdl, ezek az irracionalis
szamok.

Ha a szamkor bovitésének eddigi menetét nézzlik, a recept egyszer(: azokat az
objektumokat, ,valamiket”, amiket valamilyen m(ivelet (illetve ,inverz ” m(ivelet)
végrehajtasakor kapunk, azokat szamokként kezeljlk, és hozzavessziik a mar meglévd
szamainkhoz.

Az analizis fejlédésével kiderilt, hogy minden (irracionalis) szam értelmezhet6 valamely
sorozat hatarértékeként. Ennek egyik példaja az e szam, amely szintén irracionalis.
Bebizonyithatd az is, hogy nincs lres hely a szamegyenesen, a racionalis és irracionalis
szamok azt teljesen lefedik.

Ha azonban a gyokvonas ,mlveleténél” maradunk, e szamkoriink még mindig nem
teljes: negativ szamokbol nem tudunk négyzetgyokot vonni. Raadasul, a masodfoku
egyenlet gyokeinek keresésekor kiderllt, hogy van létjogosultsaga azoknak a
szamoknak, aminknek a négyzete negativ szam. De ha vannak ilyen szadmok, azok nem
lehetnek a fentiek értelmében a szamegyenesen.

Ezért a tovabbi bdvitéskor kilépiink az Un. szdmsikra, vagy masképpen az R? lineéris tér
geometriai interpretacidéjaba. Mivel ezen Uj szamkorben varhatéan a szamparoknak a
bevezetendd szorzas Gjszer(i volta miatt mas tulajdonsagai is lesznek, nem R2-vel,
hanem C-vel jeldljik és komplex (Complex) szamoknak nevezzik az Uj szamhalmazt.

Kiterjesztés
Ugy terjesztjiik ki a szdmfogalmunkat, hogy legyen az x? = —1 egyenletnek megoldésa.

Egy megoldast jeléljink i-vel. Vagyis i =+/—1

'E két m(ivelet asszociativ, kommutativ, de egységeleme csak a szorzasnak van, az 1, inverz elem pedig egyik
m(iveletre sem |étezik.



Komplex szam megadasa

A komplex szammez6 a € (sik 6sszes pontja) minden elemét megadhatjuk egy (x,y)
valds szamparral, melyhez a X+iy komplex szamot rendeljiik, ahol i a komplex egység
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Algebrai alak
A komplex szam algebrai (masképpen kanonikus) alakja

Z=X+1y, ahol x és y valés szamok.

x-t @ z szam valoés részének nevezzik és Re z - vel jeloljik, y-t a z szam immaginarius
részének nevezzik és Imz-vel jeloljik. Tehat:

Zz=Rez+i-Imz

A komplex szamok halmazan abszolutértéket is bevezetlink,

ha z = x + yi, akkor z abszolit értéke /X’ +y? , jelben |z|=/x* +y’

Az abrdzolds mar sugallja, hogy a komplex szamhoz helyvektort rendelhetiink. A vektor
koordinatai a komplex szam valds- és képzetes részei-

A vektor geometriai adatait konnyen felirhatjuk a komplex szadm algebrai alakjanak
segitségével, ha felhasznaljuk a Pitagorasz tételt.
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Komplex szam trigonometrikus alakja

A komplex szam algebrai alakja ( z=x+iy ) és a sik pontjainak megfeleltetésébdl adddik,
hogy egy komplex szdmnak van abszolutértéke!! és iranyszoge vagy arkusza, mely a
valds tengellyel bezart irdnyszoge.

Kénnyen lathatd, hogy ¥
PR e St
X=Trcosg .’ S
y=rsing K i '
:r "II
. - . . [l
Z=rcos@+rsing-i=r(cosp+i-sing) - L
:| If Il B
]
A komplex szam trigonometrikus alakja: /
'\\ llll‘l.l'
z=r(cosp+ising) s o
4 3
y >
arctg—,y>0
X
Q=1 >
7r+arctgl,y<0J
L X

és

r=x +y’

Nevezetes komplex szamok algebrai és trigonometrikus alakban

Az alabbi tablazat tartalmazza a nevezetes iranyszogli, egység hosszu komplex szamok
irdnyszogét, algebrai és trigonometrikus alakjat



Abszollt

Komplex szam

Komplex szam trigonometrikus

érték | ? fokban |? radidnban algebrai il
(r) alakban
1 0° 0 1 cosO+isin0
1 30° z £+li cos£+isin£
6 2 2 6 6
1 45° z _2+£i cosZ +sinZ
4 2 2 4 4
1 60° z l+£i cos£+sin£
3 2 2 3 3
1 90° z i cos£+isinZ
2 2 2
1 120° 2Z BRI | cos 2Z +sin ZEJ
3 2 2 3 3
1 135° 3£ _£+_2| cos 3£ +sin 3£j
4 2 2 4 4
PN I
T . T
1 150° 5Z _£+l| cos| 5— [+5in 5—]
6 2 6 . 6
1 180° T -1 coszw+isinz
£ (o
1 210° 7z _ﬁ_li COS ?—]+sjn ?—]
6 2 2 ] .6
{ '
1 225° 5% __2_£| oS Sfj+sm 5£]
4 2 2 4 . 4
' '
T T
1 240° 4= —l——3| cos 4—]+sm 4—]
3 2 2 3 3
T . T
1 270° 3Z -i cos[B—]H’sm 3—
2 2 2
7 3 Ty f
1 300° 5— — 7 cos| 5— [+s5in| 5—
3 2 2 3 3
4
1 315° 7£ £_£| c0s ?E +5in ?E
4 2 2 4 L 4
s
1 330° 11z ﬁ——| COS[HEJ+Siﬂ HEJ
6 2 2 & \
1 360° 2 1 cos| 2 +isin (25T




Miiveletek a komplex szamok korében

A komplex szamok kozotti miveleteket gy definiadljuk, hogy minden valés
szamokra érvényes miiveleti szabaly érvényben maradjon. 2

Minden a, b esetén 6sszegiik is komplex szam a+b=c

Az 0sszeadas asszociativ: (a+b)+c=a+(b+c)

Az 6sszeadas kommutativ: a+b=b+a

Minden a, b esetén egy és csak egy x van, amelyre a+x=b

Minden a, b esetén szorzatuk is komplex szam: a b=c

A szorzat asszociativ: (a b) c=a (b c)

A szorzas kommutativ: a b=b a

Minden a, b esetén, ha a+0 egy és csak egy x van, amelyre a x=b

Minden a, b és c esetén igaz a disztributivitas: a (b+c)=a b+a c

Komplex szamok dsszeadasa

A geometriai interpretacio - a sik pontjai és a komplex szamok megfeleltetése - alapjan a
komplex szamok 6sszeadasat a nekik megfeleld pontba mutatd helyvektorok 6sszege
alapjan definialjuk. Azaz ha:

=1,

akkor:

otz =intopitia toy i =i tr oteiog oy

% Absztrakt algebrai fogalommal szamtestet alkossanak.



Szorzas algebrai alakban

A szorzas definicioja algebrai alakban megadott komplex szamra

Azt szeretnénk, hogy a szorzas disztributiv legyen az 6sszeadasra nézve, ezért z;'z, -t
ugy definidljuk, ahogy az algebrai alakjukbdl, minden tagot minden taggal megszorozva
adodik. Felhasznaljuk még, hogy i?= -1

Legyen: z;= a+bi; z, = c+di;
Z3= 7212y ="?
z3 = (a+bi)(c+di) = ac + adi + (bi)c + bd(i*) = ac + (ad+bc)i+bd(-1)zy'z, =
z;z,-(ac-bd) + (ad+bc)i
Szorzas trigonometrikus alakban
Az abszolut értékek osszeszorzédnak, a szogek ossze adodnak

z, =1, (cosg +ising,)

z,=r,(cosg, +ising,)

2,2, =1, (cos g, +ising, )1, (cosp, +ising, )

2,2, =rl, (cos @, COS @, +1sin @, cos @, +cos @,i sin @, +sin ¢, sin ¢2(i)2)
2,2, =, ((cos @, cOos @, —sin ¢, sin @, )+ (Sin ¢, cos @, + cos ¢, sin q02)i)
Z,Z, =1, (COS(% +¢,)+sin(g, + %))

¢p=argz,z, =argZ, +argz, =@, +Q,

A szorzas geometriai jeIIentése

Re

Az abszolut érték tulajdonsagai

1. Minden z komplex szamra
|z|2[] [|z|=U¢>z=EI]
!
2. Minden z és w komplex szamra
[vo] =z |wl

3 Minden z és w komplex szamra



|Z * W| £ |Z| " |W| haromszdg egyenl6tlenség

(.

A komplex szam konjugaltja v
Definicié: z konjugaltja z = X —iy -

7= X—iy A z komplex szam konjugaltja is 4 L \
értelmezhetd geometriailag:

az eredeti komplex szam valods tengelyre —p '
vonatkozd tikorképe. . p

A konjugalt tulajdonsagai - ,
(z+w)=7+
lzw)=zw
(z F

w T

Z = Z akkor és csakis akkor, ha z valds

—_— - -

+w Tt x-y

) , ha w nem nulla

2 = 2|
|2|" = 2Z
_ z
haz#0, 1—_2

Az osztas definicidja
Definicio: Az osztast a szorzas inverzeként definialjuk.

z .y i ,

Azaz —L definicié szerint az a komplex szam, mellyel Z, -t megszorozva Z, - et kapunk.
Z2

Osztas algebrai alakban

Felhasznalva azt, hogy z és a konjugaltjanak a szorzata valds szam (az abszolut
értékének négyzete azaz: z-z =|Z|2) az algebrai alakban megadott komplex szamok



osztasat vissza lehet vezetni szorzasra. Ha mind a szamlalét, mind a nevez6t
megszorozzuk a nevezd konjugaltjaval, akkor a nevezében valds szam lesz.

z oz E, Iz E 1 . _

_1— 1._2= 1 2=_|z’.2'|
= Rt Mt
z, |

2l |z

z, z

Felhasznaltuk, hogy:

Bizonyitas:
fx+ivitix—wi= x o+ A - T —igyj = x* +;L.?2

Osztas trigonometrikus alakban
Az osztast a szorzas inverzeként vezettik be, kdnnyd latni, hogy

7 }
L cosf+1’sm E
7, # »

olyan szam, melyet -t z, -vel megszorozva Z, - et kapjuk.

Az osztads egyértelmlisége a szorzas egyértelmliségébdl kovetkezik, tehat:

4 hy - V4 ieind |
—=—lcosl@— @ +isili G-l
& h

Szavakban az "az abszolut értékeket osztjuk, a szogeket kivonjuk"

Az osztas geometriai jelentése

Im




Hatvanyozas algebrai alakban

Az algebrai alakban megadott komplex szam szorzasara vonatkozo tételt és a binomialis
tételt alkalmazva kapjuk:

o -
| x+3'y'|x =Z =" [I'Iy'l?é *
k=l k

Gyakorlatban a hasznalata nehézkes.

Hatvanyozas trigonometrikus alakban

A trigonometrikus alakban adott komplex szam szorzdsara szorzasra vonatkozo tételt
altalanositjuk tetsz6leges szamu szorzo6 tényezore.

EEE. I, T Ana R el @@ttt i tinm i@y tato @)
Bizonyitas teljes indukcioval:
n=1 re igaz az éllitas, hiszen z, =1, (cos ¢, +ising, )

Tegylk fel, hogy n=k ra is igaz:
2,-2,-2, =1 -1, (cos(g + @, +...+ @ ) +isin (¢, + @, +...+ ¢ ), és szorozzuk meg

mindkét oldalt z,, -el, ekkor
2,:2, 2, "7, =(r1 1,1 (cos(@ + @, +...+ @, ) +isin(g + @, +...+g0k)))- ., (COs @, +ising,,, )=

=r-r -, (cos(¢1 +.4+ ¢, )+isin(g, +..+¢k+1))
ami bizonyitando volt.

A fenti 6sszefliggést a z =12, =z, =...= Z, specialis esetre alkalmazva kapjuk a kdvetkez8

azonossagot (Moivre tétele):

z¥ =r*cosngtisinag)

z¥ =rtcosngtisinag)



Nevezetes azonossagok

Azonossag Bizonyitas
a, |Z|=0,:>Z=0 Jal+b’=0=a’+bh’=0=a=b=0=2=0
b || =22 |z|2:(\/a2+b2)2:a2+b2; z-z2=(a+hj)a-bj)=a’+b
| b e
) _ (z,-z,)=(a+Dbj)c+dj)=(ac—bd)+(ad +bc)j = (ac —bd ) (ad +bc)j
AR z,-2, =(a—bj)c—dj)=(ac—bd)+(-ad —bc)j = (ac —bd)—(ad +bc)j

2. 2,|=[2] [2,]

|21 'Zz|:\/(zl '22)(21 '22):\/21 "z, Z_lz :\/(Zl 'Z_IXZZ

b, illetve d, felhasznalasaval

)=z} 2

e, altalanosithato:

teljes indukcidval bizonyithatd

f,
2,22, 2| =7 |2, |2
g, |[z" :|Z|n f, alapjan, ha minden z; azonos (i=1,2,...,n)
z,| % Z) Z)
h, Z—‘—||Z—|;22¢0 P Zz— 2—'22=|21|
2 2 2 2 a jobboldalakbdl az allitds adddik
Im
b deeo
_ z argz =
i, | —argz=argz : -
& & ¢ ! > argz=—0
0 @ 18 Re
R A .




Definicio: A gyokvonas mliveletét a hatvanyozas inverzeként definialjuk. Az Q/E definicio
szerint olyan komplex szam, melynek az n-edik hatvanya z.

Gyokvonas trigonometrikus alakban

Legyen z=r(cos@+ising), mivel a szinusz és a koszinusz fiiggvények 27 szerint
periodikusak,

z=ricos(@+io 2m +ian(@e+ i 2T

ahol, keZ

és mivel a gyokvonast a hatvanyozas inverzeként vezettik be, konnyl latni, hogy a

+k- 2 .tk 2
Z = %’;[cos L+z’s1n L]
7 7 k=0,1,2,..n-1

n kiilonb6z6 komplex szam, melyek mindegyikének az n-edik hatvanya z.
Megvizsgalva a gyokoket latjuk, hogy mindegyikiik abszolut értéke azonos Q/F, és

egymassal bezart szégik 2—”t(‘jbbszijrt')se.
n

Ez azt jelenti, hogy a komplex szamsikon egy origd kézéppontu Q/F sugaru koron

egyenletesen helyezkednek el. Ha ezen pontokat 6sszekotjlk, akkor egy n oldald

szabalyos sokszoget kapunk. Pl: %/E

Az n-edik gyokvonas n értéki miivelet,



Kidolgozott feladatok

Adja meg algebrai alakban a kdvetkezé komplex szamokat!

4
4 (2 [cos4£+isin4£]
(143 | 4 4 T N
= Cof—+1 81 —

A

I-EDUE::?

. T T

[=cos—+isin—
2 2

A _ o [ED 08 Q + iR [EDDS "’—g

2@@% —502. 4. "g: 502 297

i = g (502 20T +isin (502 2771 = cos 0+ 5in 0
;P08 _
=2

i/I=31 cos0+isin0 =3/I coso+2ﬂ'k+isin0+2ﬂ.k , ahol k=0,1,2
3 3

k=0 =z =l(cosw+isinMJ

=1(cos0+isin0)=1(1+i-0)=1

0+27-1 . . 0+27-1 27 .2z} 1 A3
k=1 =1z,=1 COSTHSIHT =1 cos?ﬂsmT =——+1—

2 2
0+27-2 .. 0+27-2 4r . . Arx 1 .3
k=2 = z,=1| cos————+isin—— |=1| cos—+isin— |=———i—
3 3 3 3 2 2



Hazi feladatok

Hozzuk algebrai alakra az alibbi kifejezéseket!

(a) S(COSQTW—&—isin%ﬁ)

(b) 4(008 & +isin %)
(¢) (1+46¢) —e(—4+ bz)
(d) (1+4)(2—34)

(e) (1,11')2

) 7ty

frjuk fel a kivetkezd komplex szamok trigonometrikus alakjat:

(a) 1+v3
(b) v2+iv2
(c) 341

Végezziik el a kivetkezd hatvanyozasokat:

(a) (1+&v3)%
(b) (1%
(c) (144)5

Végezziik el a hatvanyozast gy is, hogy a hatvany alapjat trigonometrikus alakban irjuk fel.

Oldjuk meg a komplex szdmok halmazan a kivetkezd egyenleteket:

(a) 2% =141

(b) 2] —z2=1+2¢

(¢) |7 = —4dz;

(d) 2* =222 4+4=0;
(e) 28 +22342=0

Végezziik el a kivetkezd gyGkvonasokat:
(a) V1;

(b) /-16;

(€) V—4v2+id2.
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