Sajatérték probléma

xX=AX x#0

Legyen é egy kvadratikus matrix. Az é* ~ egyenlet megoldasat az é matrix

sajatvektoranak, a A skalart az 2 matrix sajatértékének nevezziik.

Az él =hx egyenlet atrendezhetd (4 7\']) x=0 alakba. Az egyenletnek akkor és csak akkor

L x#0 det(4—11)=0 . det(4—11)=0

megoldasa, ha . Tehat a sajatértékek a
(A4—2T)x

karakterisztikus egyenlet megoldasai. A sajatértékek ismeretében az =0 egyenletbdl a

sajatvektorok meghatarozhatok.
Valos, szimmetrikus matrixok tulajdonsagai:

. A o . A4, . .
Egy kvadratikus = matrix valos szimmetrikus, ha az = matrix transzponalt

konjugaltjat jelenti.

Tétel: Ha = egy valds szimmetrikus matrix, akkor minden sajatértéke valos.

Blzonyltas Vegyﬁk az élc =hx egyenlet mindkét oldalanak transzponalt konjugaltjat:

& A Xx . A feltétel miatt ebbél ~ A - }\‘* egyenlet adodik. Szorozzuk meg jobbrél az *

vektorral:

x Ax= kxx

- =
X

Masrészt az é& B k)j egyenletet balrol szorozva az = vektorral kapjuk, hogy

xAx Kxx

(i)~

Az (i) ¢s (ii) egyenleteket kivonva egymasbol : (7L B 7‘)E X = O.

Mivel X 7 0 , ezért A=A , azaz a sajatérték valds szam.

Tétel: Egy = valos szimmetrikus matrix kiilonb6z0 sajatértékeihez tartozo sajatvektorok
ortogonalisak.

Bizonyités: Legyen M €s Ay két kiilonb6z0 sajatérték, azaz M #hy . A megfeleld sajatvektorok X
és X2,

., Ax,=Ax, . Ax, =\, x } .
Tehat P =g =22 7 7222 Az els6 egyenlet transzponalt konjugaltjat szorozzuk meg

jobbrdl az Y2 vektorral és hasznaljuk fel, hogy é - é . Ekkor adddik, hogy

X, Ax, = A x, %2 A masodik egyenletet balrol szorozva X1 vektorral, kapjuk, hogy

(A, =2, )x,x, =0 A £,

*
x, Ax, = .
=1==2 . Mivel ™ ,

=hy X, X, . A két egyenlet kivonasaval adodik, hogy

x,x,=0 . tehat X1 g X2 ortogonalisak.

ezért
Megjegyzés (1): (bizonyitas nélkiil) Ha A a karakterisztikus egyenlet tobbszoros, mondjuk k-szoros
gyoke, akkor a hozzatartozo sajatvektorok egy k dimenzios alteret alkotnak, amelybdl kivalaszthato k&
darab paronként ortogonalis sajatvektor.

Megjegyzés (2): Az el6zd tételbdl és a hozza flizott megjegyzésbdl kovetkezik, hogy minden 72 X 11
tipust valos szimmetrikus matrixnak van n darab paronként ortogonalis vektorokbdl allo sajatvektor
rendszere.



Legyen az = " X7 tipusi valos szimmetrikus matrix paronként ortogonalis egységvektorokbol 4llo
. 0,hai#j
u,u; = ..
' lhai=j

Up,ly,...

sajatvektor rendszere: Ui Tehat

Jeldlje v az Hot2> - Un yekiorokbol alkotott métrixot: v =lupuy,....u,]

Tétel: ég N gé , ahol A a megfeleld sajatértékekbdl alkotott diagonalmatrix.
A O 0
A 0 A, 0
0 0 - 2,
1
Kovetkezmény: é B gég
u'=U"

s = = vagyis az = matrix inverze egyenld a transzponaltjaval.



