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º»ÄEÙj¼�½µº�¼�Ä%·�Ü�½�¸�³�¼j³ ºÃ¾»º»·dÇ�Á�°�¼�±�² ½µ°
µ0

Ê
� Ü.¸�ºÃÄ%·�ºÃÄÌ·u¯�°ØÜ ¯�¼�±µ°Ø±�Ü�¼�¶W°

X0

º»±,Å�º»Ù�°�ÄÈ³%Ç
(r, θ)

¿�Þ¯ °�½µ°
r ∈ R/(2π + 2`)Z

ºÃ±�·�¯ °ØÜ.¸�±�º�·uºÃ¸�ÄË¸�ÄÈ·u¯�°
³.¸�² Ä À ¼�½µÇ�¿8¼�Ä À

θ ∈ (−π/2, π/2)
º»±Æ·�¯ °,¼�Ä�Å�¾Ã°oÞº»·�¯Ý½�°W±�Ü.°�¶`·�·u¸�·u¯ °,Ä�¸�½�Á�¼�¾8·u¸�·u¯ º»±|³.¸�² Ä À ¼�½µÇ�¼j·

r
Ê®�¯ °

º»ÄEÙj¼�½µº�¼�Ä%·�Á�°�¼j±�² ½µ°
µ0

º»±�Å�º»Ù�°�Ä¬³EÇ

dµ0 =
cos θ dr dθ

2(2π + 2`)
.

�I°�Þº»¾Ã¾¼�±µ±�² Á�°�·�¯�¼j·
r = 0

¶W¸�½�½µ°�±µÜB¸�Ä�À ±K·u¸ß·u¯ °¬¾Ã¸ Þ�°�½�°�Ä À Ü.¸�º»ÄE·�¸�¹�·�¯ °Ý½µºÃÅ�¯%·�±�°WÁ�ºxìd¶�º»½�¶W¾Ã°�¿�¼�Ä À�·u¯�¼z·
·�¯ °@³B¸�²�Ä À�¼�½}ÇÈºÃ±�¸�½µºÃ°WÄE·�°�À ¶�¸�² Ä%·u°�½µ¶�¾»¸£¶Tò%ÞºÃ±µ°�Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿�·�¯ °@±�°�Á�ºÃ¶WºÃ½µ¶�¾Ã°W±,¶�¸�½�½�°W±�Ü.¸�Ä À ·u¸

0 6 r 6 π
¼�Ä À

π + ` 6 r 6 2π + `
Ê

êF°W·
f0 : X0 → R

³.°@¼�ý�þ�¾ÃÀ °W½�¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä8Ê �I°*ÞºÃ¾»¾�³.°ØºÃÄ%·�°�½�°W±µ·�°�À�ºÃÄÌ·u¯�°@¼�±µÇ(Á�Ü�·u¸�·�ºÃ¶�³B°W¯�¼�Ù£º»¸�½�¸�¹·u¯�°
ã�º»½�òE¯ ¸���±µ² Á�±Q¸�¹

f0

Ê¬®�¯�°*ÁK¼jÜ
T0

ºÃ±�±�¾»¸<Þ¾�ÇÉÁ�ºxÛ£ºÃÄ Å ¿�³%Ç âôóÝ¼j½uõ�özç�¼�Ä�Àîâô÷�ù8õ�ú<ç2û�º»·u±�¶�¸�½�½�°W¾�¼j·�ºÃ¸�Ä�±�À�°�¶�¼�Ç
è0¼j·�¾Ã°�¼j±µ·�é|¾»ºÃòj°

O((logn)2/n)
Ê�®�¯�ºÃ±o°�±}·uºÃÁ�¼j·�°�ºÃ±�Ä ¸�·�±µ² Á�Á�¼�³ ¾»°�¿8Þ¯ °WÄ ¶�°¡·u¯�°�²�±�²�¼�¾ �¸�½�À�ºÃÄ�Á�¼�½µ·�ºÃÄ Å%¼j¾Ã°

¼�½µÅ�² Á�°�Ä%·�·�¸�Å�°W·¼,¶W°�Ä%·u½�¼�¾8¾»ºÃÁ�º»·�·u¯ °W¸�½�°WÁ À ¸(°�±�Ä�¸�·¼�Ü Ü�¾»Ç�Ê �Ë°�Þº»¾Ã¾.ºÃÄ À °W°�ÀØÜ ½µ¸ Ù�°�·u¯�¼z·�·u¯ °�²�±�²�¼�¾B¶�°WÄE·�½u¼�¾
¾»ºÃÁ�º»·�·u¯ °W¸�½�°WÁ À ¸£°W±Ä ¸�·¯ ¸�¾»À8Ê
êF°W·

I =
1

2`

[∫

r∈[π,π+`]

f0(r, 0) dr +

∫

r∈[2π+`,2π+2`]

f0(r, 0) dr

]
.

è
�<é

�



®�¯ º»±Kº»±�·�¯ °Ý¼�Ù�°�½u¼jÅ�°�¸�¹
f0

¼�¾»¸�Ä ÅÉ·u¯ °¬·u½�¼<´µ°�¶`·u¸�½µºÃ°�±�³.¸�² Ä ¶WºÃÄ ÅIÜB°W½�Ü.°�Ä À º»¶�² ¾Ã¼�½�¾�ÇÌ·u¸ß·u¯ °�±�°WÅ�Á�°WÄ%·u±K¸j¹�·u¯ °
±}·T¼�À º»² Á¬Ê
ádÄ@·u¯ º»±¼�½µ·�ºÃ¶W¾Ã°�¿(Þ�°�Ü ½µ¸<Ù�°�·�¯ °�¹¢¸�¾Ã¾»¸ ÞºÃÄ Å�·�¯ °�¸�½�°�Á¬û
���������	��
 ������� Î`Ö

f0 : X0 → R � Î����zÑ��(Î��,ÓTÕ���Ö2×�����Õ����! "��Ï�Ö2×#�%$�Òz×��'& ∫
f0 dµ0 = 0

Ï(�)�
I 6= 0 *,+ Ô�Î��

∑n−1
k=0 f0 ◦ T k

0√
cn log n

→ N (0, 1),

ÍbÔ�Î��uÎ
c =

4 + 3 log 3

4 − 3 log 3
· `2I2

4(π + `)
.

- �'
/.0��12��435 ��¸j·u°�·�¯�¼j·�¯�°�½�°j¿�¼�Ä À�·�¯ ½�¸�²�Å�¯ ¸�²�·�·u¯ °�Ü�¼�Ü.°�½�¿3¾Ã¸�Å�Á�°�¼�Ä ±�¾»¸�Å%¼�½µº»·u¯�Á Þº»·�¯�½�°�±µÜB°W¶W·�·�¸*·u¯ °
Ä�¼z·u² ½�¼�¾8³�¼�±µ°

e
Ê	®�¯ ºÃ±�º»±�½�°�¾Ã¼j·u°WÀ*·u¸�·u¯�°�¹0¼�¶W·�·�¯�¼j·�¿ ¼j·�·u¯ °�¾»°WÙ�°�¾F¸�¹�¶�¸�Ä ¶�½µ°W·u°o¶�¼�¾Ã¶W² ¾�¼j·�ºÃ¸�Ä�±�¿

c
ºÃ±�¸�³�·T¼�º»Ä °�À@¼j±

¼¡±�² Á ·u¯�¼j·Æ¼jÜ Ü ½�¸�Û£ºÃÁ�¼j·�°�±�·u¯�°QñºÃ°WÁK¼jÄ ÄØºÃÄ%·u°WÅ�½u¼j¾8¸�¹�·u¯ °�¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä 1
x

¿�±�°�°&�£°W¶W·�ºÃ¸�Ä¬ö Ê
6 ���	�87�7%.9�;:<��4=5?> �)�(Î��,Ö¢Ô�Î¡Ï��!����@BA.Ö0×sÕ��0��ÕC$ + Ô�ÎTÕ��uÎ�@ED * D� �Ö¢Ô�ÎGFH� Ï(��Ö0×qÖ0Ò

n
∫
f0 · f0 ◦ T n

0

�(Õ Î!�I�3ÕzÖÖdÎ��)�
ÖdÕKJzÎ��uÕ *
LM�uÕ ÕC$ * �I°�¯ ¼ Ù�°

∫ [n−1∑

k=0

f0 ◦ T k
0

]2

= n

∫
f 2

0 + 2
n−1∑

i=1

(n− i)

∫
f0 · f0 ◦ T i.

á ¹ ∫
f0 · f0 ◦ T i = o(1/i)

¿�Þ�°�¸�³�·u¼�ºÃÄ ∫ [∑n−1
k=0 f0 ◦ T k

0

]2
= o(n logn)

Ê	ádÄ¬Ü ¼�½µ·�ºÃ¶�²�¾�¼�½W¿(·�¯ °�Ùj¼�½�ºÃ¼�Ä ¶�°�¸j¹�·�¯ °
½�¼�Ä À ¸�Á Ùj¼�½µº�¼�³�¾Ã° Pn−1

k=0 f0◦T k
0√

n log n

·�°�Ä À ±�·u¸¬í�°W½�¸ ÊØ®�¯ º»±Qº»Á�Ü�¾ÃºÃ°W±|·u¯ ¼j·Q·�¯ ºÃ±o½�¼�Ä À ¸�Á Ùj¼�½µº�¼�³�¾Ã°,·u°WÄ À ±�·u¸ÝíW°�½µ¸ÝºÃÄ
Ü ½µ¸�³�¼�³�ºÃ¾Ãº�·dÇ�¿(Þ¯ ºÃ¶T¯¬ºÃ±�º»Ä¬¶W¸�Ä%·u½�¼�À ºÃ¶`·uº»¸�Ä*Þº»·�¯¬®�¯�°�¸�½µ°�Á ��Ê���Ê

®�¯ º»±�¶�¸�½µ¸�¾Ã¾Ã¼�½µÇ�ºÃÄ�À ºÃ¶�¼j·u°W±�·u¯�¼z·�·u¯ °�² Ü�ÜB°W½Æ³.¸�² Ä�À
O((logn)2/n)

¸�ÄØ·u¯�°�À °�¶�¼ Ç@¸j¹!¶W¸�½�½µ°�¾Ã¼j·uº»¸�Ä ±�¿£Ü ½�¸ Ù�°�À¬³EÇ
óÝ¼j½�òz¼�½�ºÃ¼�Äß¼�Ä ÀÌ÷�¯ °�½µÄ ¸ ÙEì^ù3¯�¼�Ä Å�¿!º»±�¶W¾Ã¸�±µ°�·u¸¬¸�Ü�·uº»ÁK¼j¾è0º�·oÁK¼�Ç�Ü ½µ¸�³�¼�³�¾»Ç�³.°¡½�°�Ü�¾�¼�¶W°�ÀË³%Ç

O(1/n)
¿�±µºÃÄ ¶W°

·�¯ °
(log n)2 ±�°W°�Á�±·�¸�³.°�À ² °o·u¸�·�¯ °�·u°�¶T¯�Ä º��E² °�¸�¹!Ü ½�¸(¸�¹ué`Ê

�I°�¼�¾Ã±µ¸�¸�³�·T¼�º»Ä*·u¯ °�¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ�Å@è0°�¼�±�º»°�½Té�½µ°�±µ² ¾»·�û
���������	��
 ��ONP�� Î`Ö

f0 : X0 → R � ÎG���zÑ��(Î��@ÓTÕ���Ö0×�����Õ����! ���Ï�Ö2×#�%$�Òz×��'& ∫
f0 dµ0 = 0

Ï(�)�
I = 0 *Q+ Ô�Î��ÖqÔ�Î��uÎ�ÎSR�×#�`Ö%�

σ2 > 0
���;ÓTÔ¬ÖqÔ�Ï�Ö

∑n−1
k=0 f0 ◦ T k

0√
n

→ N (0, σ2).
è ( é

TßÕ��uÎTÕ�U�Î��! 
σ2 = 0

× $¬Ï(�)�ÈÕ���ÑhÒ�× $ØÖqÔ�Î��uÎÝÎSR�×#�`Ö��¬ÏV@KÎ�Ï����'�µÏ � ÑÃÎB$W�'�3Ó`Ö0×sÕ�� χ0 : X0 → R
����ÓTÔÈÖqÔ�Ï�Ö

f0 =
χ0 − χ0 ◦ T0

Ï�ÑX@KÕ;�`Ö�Î�U�Î���ÒzÍbÔ�Î��TÎ *
ýÆ°�Ä ¶W°�¿�Þ¯ °�Ä

I = 0
¿�·u¯�°Qã�ºÃ½�òE¯ ¸@��±�² Á�±¸�¹

f0

±�¼j·uº»±µ¹qÇ@¼�² ±µ²�¼�¾F¶W°�Ä%·u½�¼�¾�¾ÃºÃÁ�º»·�·u¯�°�¸�½µ°�Á¬Ê
ã�°`¹¢¸�½�°Å�¸�ºÃÄ ÅoºÃÄ%·�¸o·�¯ °À °W·u¼�ºÃ¾»±	¸�¹3·�¯ °Ü ½�¸(¸�¹.Þ�°Æ¶�¸�Ä ±�º»À °�½�¸�Ä °Ü�¼j½µ·uº»¶�² ¾Ã¼�½�¾�Ç�º»Ä%·u°�½µ°�±}·uºÃÄ�Å�¸�³ ±�°W½µÙj¼�³ ¾»°�ûb·�¯ °�¹¢½�°�°
Ü�¼z·u¯8Ê	�º»Ù�°�Ä

x = (r, θ)
¿�Þ�°KÀ °WÄ ¸�·u°

T0x = (r1, θ1)
¼�Ä�ÀËÀ °`Ú�Ä °

τ0(x)
¼�±o·u¯�°�Ü ¾Ã¼�Ä�¼�½oÀ º»±µ·u¼�Ä ¶�°�¸�¹

r
¼jÄ À

r1
Ê�ádÄÝ¸�·u¯ °W½ÆÞ�¸�½µÀ ±�¿

τ0(x)
º»±·�¯ °�¾»°�Ä Åj·u¯Ý¸j¹�·u¯ °o·u½�¼<´µ°�¶`·u¸�½}Ç¬±�°�Å�Á�°WÄE·�·u¯ °QÜB¸�ºÃÄ%·ÆÜ�¼�½µ·�ºÃ¶W¾Ã°�¹¢¸�¾Ã¾»¸ Þ±Æ²�ÄE·�ºÃ¾F·u¯�°

Ä °�Û(·�¶�¸�¾»¾Ãº»±�ºÃ¸�Ä8Ê�®!¸QºÃÄ%Ù�°W±µ·uº»Å%¼j·�°Æ·�¯ °|¾»ºÃÁ�º»·	³.°�¯�¼�Ù(ºÃ¸�½�¸�¹3·u¯ °¹¢½�°W°|Ü�¼j·�¯
τ0 : X0 → R

¿EÞ�°�¯�¼�Ù�°|·�¸�±�²�³�·u½�¼�¶W·�º»·u±
Á�°�¼�Ä

E(τ0) =
∫
τ0 dµ0

¿�·�¯(²�±Þ�°�À °WÚ�Ä�°
τ ∗0 (x) = τ0(x) − E(τ0)

Ê	®�¯�°�½�°�ºÃ±¼�½µ°�Á�¼�½�òz¼�³ ¾�ÇK±µºÃÁ�Ü ¾Ã°Æ¹¢¸�½�Á�² ¾�¼

ö



¹¢¸�½
E(τ0)

·u¯ ¼j·�¶�¼�ÄÌ³.°�¸�³�·T¼�º»Ä °�ÀI³%ÇI¶W¸�Á�Ü�¼�½�º»Ä Å@·u¯ °�ºÃÄ%Ùj¼�½�ºÃ¼�Ä%·QÁ�°�¼j±�² ½µ°�±Q¹¢¸�½o·�¯ °K³�ºÃ¾Ã¾»º�¼�½µÀ�ÁK¼jÜË¼�Ä�ÀË·u¯ °
³ º»¾Ã¾»º�¼�½µÀ ��¸ Þðè¢±�°W°Kâä÷�¯ °�æ�åjçqé�û

E(τ0) =
π(π + 2`)

2`+ 2π
.

è��%é
��ÄÉ·u¯ °¡¸�·�¯ °�½o¯�¼�Ä�À8¿�Þ�°�ÁK¼�Ç�°�¼�±�º»¾»ÇÝ¶�¼�¾»¶�² ¾Ã¼j·u°¬è��<é�¼�±�Þ�°�¯�¼�Ù�°

τ0(r, 0) = 2
Þ¯ °�Ä�°WÙ�°W½

r ∈ [π, π + `]
¸�½

r ∈ [2π + `, 2π + 2`]
¿;·�¯E² ±

Iτ0 = 2
¼�Ä�À

Iτ∗
0

= 2 − π(π+2`)
2`+2π

Ê�®�¯ º»±�Á�°�¼�Ä�±Æ·�¯ °�½µ°�ºÃ±�¼ %^³.°�±µ· '�±µ·u¼�À ºÃ²�Á�Þº»·u¯
` = `∗ = 4π−π2

2π−4
≈ 1.18

¹¢¸�½oÞ¯ ºÃ¶T¯
Iτ∗

0
= 0

¼�Ä ÀI¶�¸�Ä�±�°]�E² °WÄ%·u¾»Ç�¿	³%ÇI®�¯�°�¸�½µ°�Á ��Ê ö¬·�¯ °�è¢¶�°WÄE·�½u¼�¾»ºÃíW°�À;é�¹¢½�°W°
Ü�¼z·u¯É±u¼j·�ºÃ±}Ú�°�±|·�¯ °�² ±µ²�¼�¾�¶W°�Ä%·u½�¼�¾�¾Ãº»Á�º�··u¯ °W¸�½�°WÁ�Ê�ý�¸ Þ�°WÙ�°�½�¿FÞ¯ °WÄ °WÙ�°�½

` 6= `∗
¿3Þ�°�¯ ¼ Ù�°

Iτ∗
0
6= 0

¼�Ä À8¿3³EÇ
®�¯ °W¸�½�°WÁ ��Ê��Q¼¡±µ·�½�¸�Ä�Å�°�½�Ä ¸�½�Á�¼�¾Ãº»í�¼j·�ºÃ¸�Ä�ºÃ±�Ä °W°�À °WÀ8Ê
á ·�º»±,ºÃÄ%·�°�½�°W±µ·�ºÃÄ ÅÝ·�¸�òEÄ ¸ Þ Þ¯ °WÄÈ·u¯ °*¶W°�Ä%·u½�¼�¾�¾»ºÃÁ�º»·�·u¯�°�¸�½µ°�Á ¸j¹®�¯ °�¸�½µ°�Á ��Êäö�º»±�À °WÅ�°�Ä�°�½u¼z·u°�¿�º2Êä°jÊ»¿�Þ¯ °WÄ
σ = 0

Ê�®�¯ °�¶�¸�³B¸�²�Ä À�¼�½}Ç@¶�¸�Ä À�º»·uº»¸�Ä
f0 = χ0 − χ0 ◦ T0

º»±ÆÄ�¸�·Æ°�¼�±}Ç¬·�¸�Á�¼�Ä º»Ü ² ¾Ã¼j·u°j¿ ±�º»Ä ¶�°�º»·º»±Ùj¼�¾»ºÃÀ@¸�Ä ¾�Ç
¼�¾»Á�¸�±µ·�°WÙ�°�½}Ç(Þ¯�°�½�°j¿�³ ²�·�º»·�º»±�Ä °`Ù�°W½µ·u¯�°�¾Ã°W±�±8�E² º�·u°½�°W±µ·�½�ºÃ¶`·uº�Ù�°�¿(³%Ç�êFº»Ù���º»¶`ìd¾»ºÃòj°¼�½�Å�²�Á�°WÄE·�±�Ê ��¸�½�°�Û ¼jÁ�Ü ¾»°�¿%Þ�°
¶�¼�Ä�Ü�½�¸ Ù�°o·u¯ °�¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ�Å û
� �	��� �����	�
�%��� ���5�� �ÉÖqÔ�ÎK�`ÖsÏ ��×���@�Í	×qÖ¢Ô

` = `∗
 �Ö¢Ô�Î $W�TÎTÎ�A�Ï�ÖqÔ ��Ï�Ö0×#����Î!�¡Ï?�3Õ���� �(Î &(Î��3Î��µÏ�Ö^Î¡ÓTÎ���Ö��µÏ�ÑbÑh×�@�×qÖ

ÖqÔ�ÎTÕ��uÎ�@K �× * Î *  σ 6= 0 *
®�¯ º»±Ü ½�¸�Ü.¸�±µº»·uº»¸�Ä*ÞºÃ¾»¾3³.°oÜ ½�¸ Ù�°WÀÝº»Ä��£² ³ ±µ°�¶W·�ºÃ¸�ÄÝú£Ê(��Ê
��² ½�º»ÄE·�°�½µ°�±µ·º»Ä

τ0
º»±�¼�¾Ã±µ¸,½�°W¾�¼j·�°�À*·�¸¡·�¯ °|¹0¼�¶`·�·u¯�¼z·�·u¯ °�³�ºÃ¾Ã¾»º�¼�½µÀ#� ¸<Þ>Á�¼ Ç�³.°�¶�¸�Ä ±µºÃÀ °W½�°WÀ�¼j±¼,±�² ±µÜB°WÄ ±�º»¸�Ä

¼�³.¸ Ù�°�·u¯ °�³ ºÃ¾»¾Ãº�¼j½�À�Á�¼�ÜIÞº�·u¯É·u¯ °�½�¸(¸�¹�¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä
τ0(x)

Ê¬ã�Ç�âäó�®õ�ö�ç�±µ² ±�Ü.°�Ä ±µºÃ¸�Ä"��¸ Þ±,À ¸Ýº»Ä ¯ °W½�º»·o±µ¸�Á�°
±}·T¼j·�ºÃ±µ·�ºÃ¶�¼�¾;Ü ½�¸�Ü.°�½}·uº»°�±�¹¢½µ¸�Á ·u¯ °�³�¼�±�°�·u½u¼jÄ ±µ¹¢¸�½µÁK¼z·uºÃ¸�Ä8¿EºÃÄKÜ ¼�½µ·�ºÃ¶�²�¾�¼�½�¾Ãº»Á�º�·	·u¯ °W¸�½�°WÁ�±W¿�² Ä À�°�½8�E² º�·u°|Å�°�Ä °W½u¼�¾
¶W¸�Ä À º�·uºÃ¸�Ä ±�Ê�êF°W·²�±�À °WÄ ¸�·�°o·�¯ °o³ ºÃ¾»¾ÃºÃ¼�½�À#��¸ Þ ³%Ç

Xτ = {(x, u) | x ∈ X0, 0 ≤ u ≤ τ0(x)}/ ∼, (x, τ0(x)) ∼ (T0x, 0), St(x, u) = (x, u+t), µτ = µ0×
Leb

E(τ0)

Þ¯ °W½�°¬·u¯ °¬¼�¶`·uºÃ¸�Ä�¸j¹|·u¯�°���¸ Þ ºÃ±¡² Ä À °W½�±}·u¸(¸£À�Á�¸(À ² ¾»¸�ºÃÀ °WÄ%·uº»Ú ¶�¼j·�ºÃ¸�Ä ±WÊ�÷�¸�Ä ±�º»À °�½�¼ßý�þ�¾»À °�½�¸�³�±�°�½}Ùj¼�³ ¾Ã°
Φ : Xτ → R

±u¼z·uºÃ±}¹qÇ(ºÃÄ Å ∫
Φ dµτ = 0

¿�¼�Ä À¬À °`Ú�Ä °

ΦT (x) =

∫ T

0

Φ(Stx) dt; JΦ =
1

2`

[∫

r∈[π,π+`]∪[2π+`,2π+2`]

∫

t∈[0,2]

Φ(r, 0, t) dt dr

]
.

6 ���	�87�7%.9�;: ���5 D * � $
JΦ 6= 0

 �ÖqÔ�Î��

ΦT√
c

E(τ0)
T log T

→ N (0, 1).

��Î��uÎ
c
×#��ÖqÔ�Î,ÓTÕ��0�`ÖsÏ(��Ö)$W�uÕ�@ + Ô�ÎTÕ��uÎ�@ D * D� 	Í	×qÖ¢Ô I �uÎ A.Ñ�Ï(ÓTÎ � � Ò JΦ *

� * � $
JΦ = 0

 �ÖqÔ�Î��
ΦT√
T

→ N (0, σ2
Φ)

$�Õ�� � Õ�@KÎ
σ2

Φ > 0 *
LM�uÕ ÕC$ * 
|°`Ú�Ä °

f0 : X0 → R
¼�±
f0(x) =

∫ τ0(x)

0
Φ(St(x, 0)) dt

ÊØ®�¯ °�¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä
f0

ºÃ±Qý�þ�¾ÃÀ °W½�¿ ∫
f0 dµ0 =

E(τ0)
∫

Φ dµτ = 0
¼�Ä À

If0 = JΦ

Ê�ýÆ°�Ä ¶W°�¿(À °�Ü.°�Ä�À ºÃÄ ÅQ¸�Ä�·�¯ °Ù�¼j¾Ã² °Æ¸�¹
JΦ

¿(¸�Ä °|¸�¹3¸�² ½�·dÞ�¸QÁK¼jºÃÄ�·u¯ °W¸�½�°WÁ�±
¼�Ü�Ü ¾Ãº»°�±�Ê¡®�¸�±µ¯ ¸ Þ ·u¯ ¼j·

Φ
ºÃÄ�¯ °�½µº»·u±�·�¯ °¡¾Ãº»Á�º�·�³.°�¯�¼�Ù(ºÃ¸�½�¹¢½µ¸�Á

f0

¿�Þ�°�¼�Ü Ü ¾�ÇÝ·u¯�°#��¸ Þ Ù�°�½µ±�º»¸�ÄË¸�¹|â(o¸�² õ_�£¿

ú



®�¯ °W¸�½�°WÁ ����çb½�°W¶�¼�¾»¾Ã°�Àß¼�±�®�¯�°�¸�½µ°�Á ú£Ê��¡ºÃÄ�·�¯ ºÃ±�Ü ¼�ÜB°W½�è0±�°W°�¼�¾Ã±µ¸@ñÆ°WÁK¼�½µò�ú(Ê ( é�Ê&�I°¡¸�Ä ¾»Ç�Ä °W°�ÀÉ·u¸@¶T¯ °�¶Tò
·�¯�¼j·�·u¯�°*·u¯ ½µ°�°@¶�¸�Ä�À º»·�ºÃ¸�Ä ±�¸�¹·u¯ º»±,·u¯ °W¸�½�°WÁï¼�½�°Ø±�¼j·uº»±µÚ�°WÀ8ÊÌádÄ ¶�¼j±�°

JΦ 6= 0
è0¼�Ä À °WÙ�°�Ä�º»¹

JΦ = 0
¼jÄ À

` = `∗
é�¶�¸�Ä À�º»·uº»¸�Ä ±3�Q¼�Ä À���¼�½µ°Q±�¼j·uº»±µÚ�°WÀ�Þº»·�¯

b = 1
Ê�®�¯ °�ÄÝ¶�¸�Ä À�º»·uº»¸�Ä ( º»±ÆÁ�°�½µ°�¾�Ç*·u¯ °Qã�º»½�òE¯ ¸��É°W½�Å�¸(À ºÃ¶

·�¯ °�¸�½µ°�Á¬¿£·�¯(²�±�·u¯ °|Ú ½�±µ·�±µ·T¼z·u°�Á�°�Ä%·�º»±�°W±µ·T¼j³ ¾Ãº»±�¯ °WÀ8Ê�á ¹
JΦ = 0

¿(·u¯ °�¼jÜ Ü ½�¸�Ü ½�ºÃ¼j·u°�Ä ¸�½�Á�¼�¾»ºÃí�¼z·uºÃ¸�Ä,¹¢¸�½
τ0

ÁK¼�Ç
³.° √

n logn
¼j±|¸�Ü Ü.¸�±µ°�À�·u¸ √

n
Ä °W°�À °WÀÉ¹¢¸�½

f0

Ê�®�¯E² ±�¶�¸�Ä À º»·�ºÃ¸�Ä�±���¼�Ä�À �K¸�¹�®�¯ °W¸�½�°WÁ ú£Ê���¼�½µ°�±�¼j·uº»±µÚ�°WÀ
¹¢¸�½�¼�Ä%Ç

0 < b < 1
¿.³ ²�·�Ä�¸�·�¹¢¸�½

b = 1
Ê®�¯ ºÃ±�Á�°�¼�Ä ±Æ¶�¸�Ä À�º»·uº»¸�Ä ( ¯�¼�±Æ·u¸K³.°�°W±µ·u¼�³ ¾Ãº»±�¯ °WÀ�¹¢¸�½Æ±�¸�Á�°

b < 1
¿

³ ²£·Æ·�¯ ºÃ±�º»±�Á�°W½�°W¾»Ç*¸�² ½ÆñÆ°WÁK¼�½µòØú£Ê���Ê	®�¯ º»±¶�¸�Á�Ü ¾Ã°`·u°W±�·u¯ °oÜ ½µ¸£¸�¹�¸�¹�·u¯�°�±µ°�¶W¸�Ä ÀÝ±}·T¼j·�°�Á�°�Ä%·�Ê
�I°�Þº»¾Ã¾	±u¼�ÇÉ·u¯ ¼j·,¼�ý�þ�¾»À °�½�¶�¸�ÄE·�ºÃÄE² ¸�²�±Q¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä

f0 : X0 → R
Þº»·�¯IÙj¼�Ä º»±�¯ º»Ä Å¬ºÃÄ%·u°WÅ�½u¼�¾	±�¼j·uº»±µÚ�°W±

(P1)º�¹
I 6= 0

¼�Ä À
f0

Ùj¼�Ä�ºÃ±�¯�°�±�¸�ÄI·�¯ °�±µ°W·Q¸�¹�Ü.¸�º»ÄE·�±
x

±�² ¶T¯Ë·�¯�¼j·
x, T0(x)

¼�Ä À
T−1

0 (x)
³B°W¾Ã¸�Ä�Å¬·�¸¬·�¯ °�±�¼�Á�°

±µ°�Á�ºÃ¶�º»½�¶W¾Ã°�¿�¼�Ä À�·u¯�¼j·
f0

±u¼j·�ºÃ±}Ú�°�±
(P2)

º»¹
I = 0

Ê �I°¬Þº»¾Ã¾�ºÃÄ ¹0¼�¶`·KÜ ½µ¸ Ù�°Ý®�¯�°�¸�½µ°�Á ��Ê���¹¢¸�½�¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä ±
±�¼j·uº»±µ¹qÇ(ºÃÄ Å

(P1)
¿;¼�Ä À�®�¯ °�¸�½µ°�Á���Ê ö�¹¢¸�½�¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä ±Æ±u¼j·�ºÃ±}¹qÇ£º»Ä Å

(P2)
Ê�®�¯ º»±Þº»¾Ã¾Fº»Á�Ü ¾�Ç*®�¯ °W¸�½�°WÁ���Êl��ºÃÄ@¹¢² ¾»¾

Å�°WÄ °�½�¼�¾Ãº�·dÇ�ÊT�|¼�Á�°�¾�Ç�¿�º�¹
f0

ºÃ±	ýÆþ�¾ÃÀ�°�½�¶W¸�Ä%·uºÃÄE² ¸�² ±�¼�Ä À¡±u¼z·uºÃ±}Ú�°�±
I 6= 0

¿�·�¯ °�Ä�Þ�°ÁK¼�Ç�Þ½�º»·�°�º»·	¼�±
f0 = f1 +f2Þ¯ °W½�°

f1
±�¼j·uº»±µÚ�°W±

(P1)
¼�Ä À

f2
±�¼j·uº»±µÚ�°W±

(P2)
Ê	ã�Ç¡®�¯�°�¸�½µ°�Á ��Êäö�¿ Snf2√

n log n
→ 0

Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿�º»·�º»±�°��(²�º»Ùj¼�¾Ã°WÄ%·�·�¸
¯�¼�Ù�°�®�¯ °W¸�½�°WÁ ��Êl��¹¢¸�½

f0
¸�½
f1

Ê �I°oÞºÃ¾Ã¾B¶�¸�Á�Á�°�Ä%·Æ¸�Ä¬·�¯ °�·u°W¶T¯ Ä ºÃ¶�¼�¾F½�°�¼�±�¸�Ä�¹¢¸�½�º»ÄE·�½�¸(À ² ¶WºÃÄ Å�·u¯�°�¶W¾�¼�±µ±�°W±
è �G� é¼jÄ ÀIè � ( é�ºÃÄ¬ñ°�Á�¼�½�ò ( Êäö¡³.°�¾»¸<ÞoÊ
ádÄÉ·u¯ º»±oÜ�¼�Ü.°�½�¿

C
Þº»¾Ã¾bÀ�°�Ä ¸�·�°K¼ØÅ�°WÄ °�½µºÃ¶¡¶�¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·�¿�·u¯�¼j·o¶�¼�Äß¶T¯�¼�Ä Å�°¡¹¢½�¸�Á ¸�Ä °¡¸(¶�¶�²�½�½�°WÄ ¶�°¡·u¸Ø·�¯ °¡Ä °`Û(·�Ê

�£¸�Á�°�¶W¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·u±W¿!Þ¯ º»¶T¯ßÞº»¾Ã¾b³.°¡² ±�°WÀË¼z·oÀ ºl�B°�½µ°�Ä%·�Ü ¾�¼�¶W°�±oºÃÄ�·�¯ °¡Ü�¼�Ü.°�½�¿FÞº»¾Ã¾b³.°�À °WÄ ¸�·u°WÀË³%Ç
C1, C2, . . .¼�Ä�À¬Þº»¾Ã¾3¯ ¼ Ù�°�¼,Ú�Û£°WÀ�Ùj¼�¾Ã²�°�Ê

� ��� «�����§!¨Qª¬¥@© � � ¦ � §! � � ¨�¥ ¦
	 � � ¦ � ©@Wª�� �@ � �` � §b©

���� ���������������� "!#��$� %���'&(�)�*�,+-�,./�)0#�1�*+#�2�)�*3546��37&835+#!8�,.935+:�*+#!(;# %��!<��37&

®�¯ °�ÁK¼jÜ
T0

¯�¼j±�¼�¾»Á�¸�±µ·o°WÙ�°�½}Ç(Þ¯�°�½�°*·dÞ�¸ÝÄ�¸�Ä í�°W½�¸ÝêFÇ�¼�Ü ² Ä�¸<ÙI°`Û£Ü.¸�Ä °WÄE·�±�Ê@ýÆ¸<Þ�°WÙ�°�½W¿�·u¯ °�°`Û£Ü�¼�Ä�±�ºÃ¸�ÄËºÃÄ
·�¯ °�² Ä ±}·T¼�³ ¾»°,¶�¸�Ä °@è2¼jÄ À�·u¯ °�¶�¸�Ä%·u½�¼�¶W·�ºÃ¸�Ä�º»ÄÝ·u¯�°,±µ·u¼�³ ¾Ã°�¶�¸�Ä °�é|¼�½µ°,Ä ¸�·�²�Ä º»¹¢¸�½µÁ�ûÜ.¸�ºÃÄ%·�±|³.¸�² Ä ¶WºÃÄ Å*Á�¼�Ä%Ç
·�ºÃÁ�°�±�³.°W·dÞ�°�°�Ä�·u¯ °�±µ°�Å�Á�°�Ä%·u±W¿;¸�½�±�¾»ºÃÀ º»Ä Å¡¼�¾Ã¸�Ä Å,·u¯ °o¶WºÃ½�¶W¾Ã°W±�¿ ¯�¼�Ù�°�¼�Ä@°�Û�Ü ¼�Ä ±�º»¸�Ä�¼�½�³ º�·u½�¼�½�º»¾»Ç�¶�¾»¸�±�°�·�¸

1
Ê

®�¸�Å�°W·² Ä º�¹¢¸�½�Á °`Û£Ü�¼jÄ ±�º»¸�Ä8¿ Þ�°o¹¢¸�¾Ã¾Ã¸ Þ�âäóÝ¼�½�õ�ö�ç�¼�Ä�ÀIâä÷�ù8õ%úzç2Ê �bº»½�±µ·¾»°W·�²�±ÆÄ�¸�·u°�·�¯�¼j·�·u¯�°�Ü�¯�¼�±�°o±µÜ�¼�¶�°
X0

¿
À °`Ú�Ä °WÀË³%Ç�·dÞ�¸¬Ùj¼�½µº�¼�³ ¾»°�±W¿3·u¯ °¡Ü.°�½µºÃ¸(À ºÃ¶QÜB¸�±µº»·�ºÃ¸�Ä�¶W¸£¸�½µÀ ºÃÄ ¼j·u°

r
¿�¼�Ä À�·�¯ °�¼�Ä Å�² ¾Ã¼�½|Ù�°�¾Ã¸(¶�º�·dÇ�¶W¸£¸�½µÀ ºÃÄ ¼j·u°

θÞº�·u¯ØÙj¼�¾Ã² °W±�ºÃÄØ·u¯�°�º»Ä%·u°�½}Ùj¼�¾
(−π/2, π/2)

¿£¯�¼�±�·u¯�°�±µ¯�¼�Ü.°o¸�¹!¼�¶`Ç£¾»ºÃÄ À�°�½�Ê�êF°`·
X

³.°�·u¯ °�±µ°W·�¸�¹�ÜB¸�ºÃÄ%·u±
x

ºÃÄ
X0

±�² ¶T¯¬·u¯�¼j·
x

³B°W¾Ã¸�Ä�Å�±�·u¸�¼�±�°WÁ�º»¶�ºÃ½µ¶�¾»°�¼�Ä À
T−1(x)

À�¸£°W±�Ä ¸�·Æ³B°W¾Ã¸�Ä�Å,·u¸�·u¯ º»±�±�°WÁ�º»¶�ºÃ½µ¶�¾»°�Ê�á ·º»±�Ä ¸�·¯�¼�½µÀ
·�¸�¶T¯ °W¶TòØÅ�°�¸�Á�°`·u½�º»¶�¼�¾»¾»Ç¡·u¯ ¼j·

X =
⋃

r∈(0,π)

{r} × (−r/2, π/2 − r/2) ∪
⋃

r∈(0,π)

{r + π + `} × (−r/2, π/2 − r/2).

ádÄ¬Ü�¼�½}·uºÃ¶W² ¾�¼j½�¿

µ0(X) = 2

∫ π

r=0

∫ π/2−r/2

θ=−r/2

cos θ dr dθ

4π + 4`
=

2

π + `
.

è0öEé

|°`Ú�Ä °Q¼�Ä�°WÞ Ü�½�¸�³�¼j³ ºÃ¾»º»·dÇ�Á�°�¼�±�² ½µ°�¸�Ä

X
³%Ç

dµ =
cos θ dr dθ

8
.

��¸�½
x ∈ X

¿F¾»°W·
ϕ+(x) = inf{n > 1, T n

0 (x) ∈ X} ÊQ®�¯�ºÃ±�ºÃ±�·u¯ °�½µ°W·u²�½�Ä�·uº»Á�°Q¸�¹
x
Ê�êF°W·

T : X → X
³.°

·�¯ °�Ú�½µ±µ·�½�°`·u² ½µÄ*ÁK¼jÜ8¿EºÃÄ À ²�¶�°�ÀK³EÇ
T0

¸�Ä
X

¿(ºsÊ °�Ê�¿
T (x) = T

ϕ+(x)
0 (x)

Êb®�¯ ºÃ±�ÁK¼�Ü�Ü ½µ°�±�°W½µÙ�°�±�·u¯�°�Ü ½µ¸�³�¼�³�ºÃ¾Ãº�·dÇ
Á�°�¼�±µ² ½�°

µ
¸�Ä

X
Ê�ó�¸�½µ°�¸ Ù�°W½�¿;º»·º»±�² Ä º�¹¢¸�½�Á�¾»Ç�¯%Ç(ÜB°W½�³.¸�¾Ãº»¶�ºÃÄØ·u¯ °�¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ�Å�±�°WÄ ±�°jû

�



� �	��� �����	�
�%��� 35��� + Ô�Î��TÎÉÎSR�×#�`Ö���Ï ÓTÕ���Ö0×�����Õ�����$WÏ(@�×qÑhÒ�ÕC$�Ó`ÑÃÕ;� Î ��ÓTÕ��3Î!� Cu(x)
$�Õ��

x ∈ X
 ����ÓTÔ�Ö¢Ô�Ï�Ö

DT (x)(Cu(x)) ⊂ Cu(Tx) * TIÕ��uÎTÕ�U�Î��  	ÖqÔ�Î��uÎ�ÎSR�×#�`Ö�ÓTÕ��0�`ÖsÏ(��Ö%�
Λ > 1

Ï(�)�
C > 0

����ÓTÔØÖqÔ�Ï�Ö� �$�Õ��oÏ�ÑqÑ
x ∈ X

 
$�Õ��QÏ�ÑqÑ

v ∈ Cu(x)
 �$�Õ��QÏ�ÑqÑ

n ∈ N
���;ÓTÔ¬ÖqÔ�Ï�Ö

T n ×#�K�(Î�� �3Î �*Ï(�)� ��× ��Î��uÎ���Ö0×0Ï � ÑÃÎ�Ï�Ö
x
 

‖DT n(x)v‖ > CΛn ‖v‖ .
TßÕ��uÎTÕ�U�Î��! �ÖqÔ�Î!� Î�ÓTÕ��3Î!�,Ï(�uÎI�'��× $�Õ��W@�ÑhÒ � Õ��'�)�(Î �¬Ï�Í�Ï�Ò�$W�uÕ�@àÖqÔ�ÎQÔ�Õ���×�JzÕ���ÖsÏ�Ñ!Ï(�)�?U�Î���Ö0×sÓ�Ï�Ñ ��×��uÎTÓ`Ö0×sÕ��0��� × * Î *  
{dθ = 0} Ï(�)� {dr = 0} �(*
� ��ÖqÔ�Î,��Ï(@KÎKÍ�Ï�Ò; �ÖqÔ�Î��uÎ@ÎSR�×#�`Ö��`ÖsÏ � ÑÃÎ�ÓTÕ��3Î!� Cs(x)

 oÍbÔ(×sÓTÔ ��Ï�Ö0×#�%$�Ò�ÖqÔ�Î ��Ï(@KÎ�A)�uÕ!A�Î���Ö0×sÎ!� $�Õ��
T−1  �ÎSR£ÓTÎ A.Ö

ÖqÔ�Ï�Ö�ÖqÔ�Î`Ò*Ï(�uÎ �3ÕzÖ � Õ��'�)�(Î �*Ï�Í�Ï�Ò�$W�uÕ�@�ÖqÔ�Î�Ô�Õ���×�JzÕ���Ö Ï�Ñ ��×��TÎTÓ`Ö0×sÕ�� *
®�¯ º»±�Ü�½�¸�Ü.¸�±�º�·uº»¸�ÄÈ¶�¼�Ä�³B°Ø¹¢¸�²�Ä À�º»Ä âäóÝ¼�½�õ�öjç�¼�Ä�À âä÷�ù8õ%úzç2Ê ��¸�½�¹¢²�·�² ½�°¬½�°`¹¢°�½µ°�Ä ¶W°¬Þ�°Ý½µ°�¶�¼j¾Ã¾�±µ¸�Á�°@º»À °�¼�±
¹¢½µ¸�Á º»·�±QÜ ½µ¸£¸j¹^Ê*ádÄÌ³ º»¾Ã¾ÃºÃ¼�½�À�·�¯ °�¸�½µÇ�·u¯�°�½�°K¼�½�°�·dÞ�¸�À ºl�B°�½µ°�Ä%·�Þ�¼�Ç(±,¸�¹�Á�°�¼j±�² ½µºÃÄ Å¬·u¯ °�¾Ã°WÄ Å�·u¯I¸�¹¼¬±µ·T¼j³ ¾Ã°
¸�½Q¼�ÄI² Ä ±µ·u¼�³ ¾»°�Ù�°W¶W·�¸�½

v = (δr, δθ)
ÊØ®�¯ °�°�² ¶W¾Ãº»À °�¼�ÄIÁ�°`·u½µºÃ¶¡ºÃ±�À °WÚ Ä °�ÀÈ¼j± ‖v‖ =

√
|δr|2 + |δθ|2 Þ¯ º»¾Ã°

·�¯ °
p
ì Á�°`·u½�º»¶*¼�± ‖v‖p = |δr| cos θ

Ê��°�¸�Á�°W·�½�ºÃ¶�¼�¾Ã¾�Ç�¿�·u¯ °
p
ìdÁ�°W·u½µºÃ¶�Á�°�¼�±�² ½µ°�±�À º»±µ·u¼�Ä ¶�°W±¡¸�½µ·�¯ ¸�Å�¸�Ä ¼�¾Ã¾�Ç�·u¸

·�¯ °���¸ Þ À ºÃ½µ°�¶`·uºÃ¸�ÄÉ¼�¾Ã¸�Ä�Å*·u¯ °�Þ�¼ Ù�°W¹¢½µ¸�Ä%·Q·�¯�¼j·�±µ·u¼�½µ·�±�¸�²�·o¸�¹�·u¯ °¡¸�Ä °¡Ü�¼j½u¼�Á�°W·�°�½�¹0¼�Á�ºÃ¾�Ç�¸j¹�Ü ¯ ¼�±�°�ÜB¸�ºÃÄ%·u±
¶W¸�½�½µ°�±�Ü.¸�Ä À�ºÃÄ Å�·u¸,·�¯ °�·T¼jÄ Å�°�Ä%·�Ù�°�¶W·�¸�½

v
Ê �;²�½µ·u¯�°�½�Á�¸�½µ°�¿�À�°�±�Ü�º»·u°�¸j¹b³.°�º»Ä Å�À °WÅ�°�Ä °W½u¼j·�°�¸�ÄØ·u¯ °�¹¢²�¾Ã¾B·u¼�Ä Å�°WÄ%·

±µÜ�¼�¶�°j¿oº»·¬ºÃ±ØÞ�°�¾Ã¾xìdÀ °`Ú�Ä °WÀ ¸�Ä>³B¸�·�¯ ·�¯ °ß±µ·T¼j³ ¾Ã°I¼�Ä À ·u¯ °ß² Ä ±}·T¼�³ ¾»°I¶W¸�Ä °I¼�Ä À>º»·@±u¼z·uºÃ±}Ú�°�± ‖v‖p 6 ‖v‖ Ê��¶`·u²�¼�¾»¾»Ç�¿£·u¯�°�² Ä º�¹¢¸�½�Á °�Û�Ü ¼�Ä ±�º»¸�ÄØ¸�¹ �	½�¸�ÜB¸�±µº»·�ºÃ¸�Ä ( Êl�|ºÃ±�Ü ½µ¸ Ù�°�ÀØ¹¢¸�½�·u¯ °
p
ìdÁ�°W·�½�º»¶�º»Ä�âäóÝ¼�½uõjö�çF¼�Ä�À�âô÷�ù8õ�úzçsÊ

ýÆ¸<Þ�°WÙ�°�½W¿�º»·�ºÃ±Q°�¼�±}ÇË·u¸Ý¶T¯ °�¶TòÌ·�¯�¼j·�·�¯ °�½µ°Ø°`Û£ºÃ±}·u±
C > 0

±µ² ¶T¯È·u¯�¼j·�¿�¹¢¸�½,¼j¾Ã¾
x ∈ X

¿�¹¢¸�½,¼j¾Ã¾
v ∈ Cu(x)

¿
‖DT (x)v‖p > C ‖v‖ Ê|ý�°�Ä�¶�°�¿B·u¯ °,²�Ä º»¹¢¸�½µÁ °`Û£Ü�¼�Ä�±�ºÃ¸�Ä�ºÃÄ�·�¯ °

p
ìdÁ�°W·u½µºÃ¶oºÃÁ�Ü ¾»ºÃ°�±�·�¯ °�±�¼�Á�°Q±µ·u¼j·u°WÁ�°WÄE·|¹¢¸�½

·�¯ °o°�² ¶W¾ÃºÃÀ�°�¼�Ä@Á�°W·u½µºÃ¶j¿ ² Ü@·u¸�¼�¶�¸�Ä ±}·T¼�Ä%·
C
Ê

6 �����)��� �
�%� � 35435�� Ä ¾»°�±�±!¸�·u¯�°�½µÞº»±�°�±µ·T¼z·u°�À3¿�ºÃÄQ³ ºÃ¾»¾Ãº�¼j½�À�½µ°�¾�¼z·u°�ÀQ¶�¼�¾»¶�² ¾Ã¼j·uº»¸�Ä ±FÞ�°�² ±µ°�·u¯ °�°�²�¶�¾Ãº»À °�¼jÄ�Á�°W·u½µºÃ¶
·�¯ ½�¸�²�Å�¯ ¸�²�··�¯ °oÜ�¼�Ü.°�½�Ê
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¼�Ä�À
T−1x

¼�½�°Ø±µ¾Ãº»À ºÃÄ Å�Ü.¸�º»ÄE·�±,Þº»·�¯
ϕ+(Tx) > C
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n

¼�Ä�À
ϕ+(T−1x) > C

√
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� ¶W¸�Á�Ü�¼�¶W·�±�²�³ ±�°`·
R ⊂ X

º»±�¼ �TÎTÓ`ÖsÏ(�'&�ÑÃÎ|º»¹8·�¯ °�½µ°�°`Û£ºÃ±}·
x ∈ R

Þº»·�¯Ø¼�¾»¸£¶�¼�¾;±µ·T¼j³ ¾Ã°�ÁK¼�Ä�º»¹¢¸�¾»À
W s

loc(x)
¼jÄ À

¼K¾»¸£¶�¼�¾F² Ä ±}·T¼�³�¾Ã°�Á�¼�Ä º�¹¢¸�¾ÃÀ
W u

loc(x)
¿8¼�Ä�ÀÝ·dÞ�¸Ø÷�¼�Ä%·u¸�½�±�°W·�±

Cs ⊂ W s
loc(x)

¼�Ä À
Cu ⊂ W u

loc(x)
¿.±�² ¶T¯�·�¯�¼j·�¿

¹¢¸�½�¼�Ä%Ç
ys ∈ Cs ¼�Ä�À

yu ∈ Cu ¿E·�¯ °�Ä ys
¯�¼�±�¼�¾»¸£¶�¼�¾�² Ä ±}·T¼�³�¾Ã°ÆÁK¼�Ä�º»¹¢¸�¾»À

W u
loc(ys)

¼�Ä�À
yu

¯�¼�±�¼Q¾Ã¸(¶�¼j¾�±µ·T¼j³ ¾Ã°
Á�¼�Ä º�¹¢¸�¾ÃÀ

W s
loc(yu)
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T riº»±�¼*¯ ¸�Á�°�¸�Á�¸�½µÜ ¯ ºÃ±µÁÂ¸�Ä
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¿F¼jÄ À
T ri(Ri)
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R
Ê,ó¬¸�½�°W¸<Ù�°�½W¿�·�¯ °,·T¼jºÃ¾Ã±�¸�¹�·u¯ °Q·u¸ Þ�°W½

¼�½µ°o°`Û£ÜB¸�Ä °�Ä%·uºÃ¼�¾Ã¾�ÇK±µÁK¼j¾Ã¾sû�·u¯ °W½�°�°`Û£ºÃ±}·
ρ < 1

¼�Ä À
C > 0

±�²�¶T¯�·u¯ ¼j·

∀n ∈ N, µ

(
⋃

ri>n

Ri

)
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¼�±�·�¯ °¬À ºÃ±q´µ¸�ºÃÄ%·�² Ä º»¸�Ä ¸�¹�·u¯ °�±�°`·u±
T k(Ri)

¹¢¸�½
i ∈ N

¼jÄ À
k < ri

Ê�á ·|º»±°�Ä À ¸ Þ�°�À�Þº�·u¯�¼�Ä�¼j·�² ½u¼j¾�Ü�½�¸z´µ°W¶W·uº»¸�Ä
πX : ∆̄ → X

¼�Ä�À�¼�À£Ç£Ä ¼�Á�º»¶�±
Ū : ∆̄ → ∆̄

±�² ¶T¯�·u¯�¼j·
πX ◦ Ū = T ◦ πX

Ê
��¸�²�Ä ÅØ¯�¼�±�Ü ½µ¸ Ù�°�ÀÉº»Ä â ��¸�² æ	�zç!·u¯�¼j·�º»·�º»±�Ü.¸�±�±µºÃ³ ¾»°Q·u¸Ø¶W¸�Ä ±}·u½�²�¶W·o¸�Ä

∆̄
¼*Ü ½�¸�³ ¼�³ ºÃ¾»º»·dÇ@Á�°�¼�±µ² ½�°

µ∆̄

Þ¯ º»¶T¯
º»±�ºÃÄ%Ùj¼�½�ºÃ¼�Ä%·² Ä À °W½
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∆
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π∆ : ∆̄ → ∆
Ê��£º»Ä ¶W°Q·u¯�°�Á�¼�Ü

Ū
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±}·T¼�³ ¾»°�¾Ã°�¼ Ù�°�±W¿�º»·�Å�º»Ù�°W±½�ºÃ±µ°|·u¸¡¼�À�Ç(Ä�¼jÁ�º»¶�±
U : ∆ → ∆

¸�Ä*·u¯ ° �E² ¸j·uºÃ°WÄ%·�Ê�®�¯ °�Á�°�¼�±µ² ½�°
µ∆ := (π∆)∗(µ∆̄)º»±�ºÃÄ%Ùj¼�½�ºÃ¼�Ä%·�² Ä À °W½

U
Ê�®�¯ °WÄ

(∆, U, µ∆)
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α > 0
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y
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n
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ϕ+(x) = ϕ+(y) = n
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Ê ��Ä
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³.°W·µ·u°�½|¼�Ä À�³.°W·µ·u°W½|Ü ½µ°�¶�º»±�º»¸�Ä�¼�±
n

º»Ä ¶�½µ°�¼�±µ°�±�Ê�®�¯E² ±|·u¯�°Q¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä
f

ºÃ±Æ°]�E² º»Ùj¼�¾»°�Ä%·Æ·u¸
nI

¸�Ä
Xn

èqÞ¯ °�½µ°
Iº»±�À °WÚ�Ä�°�ÀÝº»ÄIè
�<éµé`Ê �£º»Ä ¶�°

I 6= 0
³EÇ¬¼j±�±�²�Á�Ü�·�ºÃ¸�Ä3¿£Þ�°Q¸�³£·T¼�º»Ä

µ{x | |f(x)| > n} ∼
∞∑

n/|I|

`2

4k3
∼ I2`2

8n2
.

è �%é

ýÆ°�Ä ¶W°�¿�·u¯ °ØÀ º»±µ·�½�ºÃ³�²�·uº»¸�ÄË¸�¹
f

ºÃ±,º»ÄË·u¯ °ØÄ�¸�Ä ±µ·u¼�Ä À�¼j½�ÀÈÀ ¸�Á�¼�º»ÄÌ¸�¹Æ¼j·µ·u½u¼j¶W·uº»¸�ÄÌ¸�¹�·�¯ °	o¼�² ±�±µº�¼�ÄÈ¾Ã¼�Þàè0±�°W°
�!¼�½u¼�Å�½u¼�Ü ¯���Ê��<é`Ê

|°`Ú�Ä °¬¼Ý¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä

f̄
¸�Ä

∆̄
³%Ç

f̄ = f ◦ πX

Êßá ·,Þ�¸�² ¾ÃÀÈ³.°Ø°�¼j±µÇË·�¸�Å�¸�Ú�Ä�¼j¾Ã¾»ÇÉ¹¢½µ¸�Á
∆̄

·u¸
∆

º»¹
f̄

Þ�°�½µ°
¶W¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·,¼j¾Ã¸�Ä Å*·�¯ °¡¾Ã¸(¶�¼�¾b±µ·T¼j³ ¾Ã°�¾»°�¼�Ù�°W±Qº»Ä

∆̄
è¢Þ¯ º»¶T¯ßÞ�¸�² ¾»ÀßÁ�°�¼jÄÉ·�¯�¼j·

f̄
Þ�¸�² ¾ÃÀßºÃÄ À�² ¶�°�¼*¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�ÄÉ¸�Ä

·�¯ ° �E² ¸�·uº»°�Ä%·
∆
é`Ê�®�¯ º»±�ºÃ±�º»ÄØÅ�°�Ä�°�½u¼j¾8Ä ¸�·�·�¯ °�¶�¼�±µ°�¿�³ ²£·�Þ�°�Þº»¾Ã¾3Ü�½�¸ Ù�°�·u¯ ¼j·

f̄
ºÃ±�¶�¸�¯ ¸�Á�¸�¾»¸�Å�¸�²�±�·u¸�±µ² ¶T¯�¼

¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä8¿ ²�±�ºÃÄ�Å�·�¯ °o² ±�²�¼j¾F¶�¸�¯ ¸�Á�¸�¾»¸�Å�Ç¡·u½µºÃ¶Tò;Ê
��¸�½@°WÙ�°�½}Ç>½µ°�¶`·T¼�Ä Å�¾Ã°�ºÃÄ

∆̄
¿�¶T¯ ¸(¸�±�°I¼ À °WÚ�Ä�º»·u°É² Ä�±µ·T¼j³ ¾Ã°ß¾Ã°�¼j¹^Ê 
|°WÚ�Ä�°Ë¼ Ü ½�¸<´µ°�¶W·�ºÃ¸�Ä

π : ∆̄ → ∆̄
³%Ç

±µ¾ÃºÃÀ�ºÃÄ Å�¼�¾»¸�Ä Å�±µ·T¼j³ ¾Ã°ÉÁ�¼�Ä º»¹¢¸�¾ÃÀ ±*·�¸�·�¯ ºÃ±¬±�Ü.°�¶Wº»Ú�¶I² Ä ±µ·u¼�³ ¾»°IÁ�¼�Ä º�¹¢¸�¾ÃÀ8Ê �I°ËÀ °`Ú�Ä °Ë¼�¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä
ū(x) =∑∞

k=0

[
f̄(Ūkx) − f̄(Ūkπx)

] Ê �Æ¸�·u°Ø·u¯ ¼j·�¿�À °�±µÜ º»·�°@¸�¹�·�¯ °Ø¹0¼�¶W·¡·�¯�¼j·
T

¶W¸�Ä%·u½�¼�¶W·�±�±}·T¼�³ ¾»°ØÁK¼jÄ º»¹¢¸�¾»À ±�²�Ä º�ì
¹¢¸�½µÁ�¾�Ç�¿�·u¯�°Q¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä

ū(x)
Á�¼�Ç�Ä�¸�·|±µ°�°WÁ�Þ�°�¾»¾�ìdÀ�°WÚ�Ä °WÀ�¼j·�Ú�½�±}·�±�º»Å�¯%·�¿B¼�±

f̄
¼�Ä À�º�·u±�ý�þ�¾»À °�½Æ¶�¸�Ä�±µ·T¼jÄ%·�¼�½µ°

² ÄE³.¸�² Ä À�°�À8Ê ��°`Ù�°W½µ·u¯�°�¾Ã°W±�±W¿£Þ¯ °WÄ °WÙ�°�½
f̄

ºÃ±�¾�¼�½µÅ�°�¿
T

¶�¸�Ä%·�½u¼�¶`·u±�±µ·T¼j³ ¾Ã°ÆÁK¼jÄ º»¹¢¸�¾»À ±�±}·u½�¸�Ä Å�¾»Ç�¿E¼�Ä À�·u¯ °�ý�þ�¾»À °�½
¶W¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·|¶�¼�Ä@³B°o½µ°�Å%¼�º»Ä °�À@³%Ç@Å�¸�º»Ä Å�À ¸ ÞÄ@·u¯ °�·u¸ Þ�°�½WÊ�®�¯ º»±�ºÃ±�·�¯ °o°�±�±µ°�Ä ¶W°�¸�¹�·u¯�°o¹¢¸�¾Ã¾Ã¸ Þº»Ä Å,¾Ã°WÁ�Á�¼�Ê
� �'
 
/.V35 �5 + Ô�Î $W���3Ó`Ö0×sÕ�� ū ×#��Í�Î`ÑqÑP�(Î�� �3Î �KÏ(�)� � Õ����)�(Î �ØÕ��

∆̄ *
LM�uÕ ÕC$ * ádÄ�·�¯ ºÃ±ÆÜ ½µ¸£¸�¹!·u¯ °QÜB¸�±�º»·�º»Ù�°�¶W¸�Ä ±}·T¼�Ä%·u±

C
À�¸KÀ °WÜB°WÄ À�¸�Ä¬·u¯ °Qý�þ�¾»À °�½Æ°`Û£Ü.¸�Ä °WÄE·

α
¿.³ ²�·Æ·u¯�ºÃ±Æ¯�¼�±ÆÄ ¸

±µºÃÅ�Ä º�Ú�¶�¼jÄ ¶�°jÊ�ê�°`·
K ∈ N

³.°�±�² ¶T¯@·u¯�¼z·
αK > 1

Ê�÷�¸�Ä ±�º»À °�½�Ú�½µ±µ·
x
Þ¯ ºÃ¶T¯@º»±�¼j·�¯ °WºÃÅ�¯%·

> K
º»ÄK·u¯ °�·�¸ Þ�°W½�Ê

êF°W·
y = πx

Ê�êF°W·
x′ = Ū−Kx

¼�Ä�À
y′ = Ū−Ky

Ê �I°oÞº»¾Ã¾8Ü�½�¸ Ù�°�·u¯ ¼j·

∀k ∈ N, |f̄(Ūkx) − f̄(Ūky)| 6 Cd(πX Ū
kx′, πXŪ

ky′)α.
èså�é

��¼�Á�°W¾»Ç�¿ º»¹
ϕ+(πX Ū

kx) = n
¿ ·u¯�°�Ä

|f̄(Ūkx) − f̄(Ūky)| 6 Cnd(πXŪ
kx, πX Ū

ky)α = Cnd(πXŪ
k+Kx′, πX Ū

k+Ky′)α è �%é
³%ÇÌèsú�éTÊ�á ¹

n = ϕ+(πX Ū
kx)

ºÃ±³B¸�² Ä À °WÀ8¿�·u¯ °�¶�¸�Ä�¶�¾Ã²�±�ºÃ¸�Ä¬º»±�·u½�º�Ù(º�¼�¾2Ê�á ¹
n

ºÃ±�¾Ã¼�½�Å�°o¼jÄ À
πX Ū

kx
º»±�¼�±µ¾ÃºÃÀ�ºÃÄ Å

Ü.¸�ºÃÄ%·�¿�·u¯ °o¶W¸�Ä ¶�¾»² ±�º»¸�Ä@ºÃ±¼�¾»±�¸�·u½µº»Ù(º�¼j¾B³%Ç
(P1)

Ê
ýÆ°�Ä ¶W°�¿;¼�±µ±�² Á�°|·u¯ ¼j·

n
º»±�¾Ã¼�½�Å�°�¼�Ä À*·�¯�¼j·

πXŪ
kx

ºÃ±�¼�³B¸�² Ä ¶�º»Ä Å,Ü.¸�ºÃÄ%·�Ê �	½�¸�Ü.¸�±�º�·uº»¸�Ä ( Ê(��º»Á�Ü ¾»ºÃ°W±�·�¯�¼j·�¿£¹¢¸�½
0 6 i < K

¿
ϕ+(πX Ū

k+ix′) > n/4K−i > n/4K Ê ��Ä�¶�°�¼�Å%¼�º»ÄØ³%Ç���½µ¸�Ü.¸�±�º�·uºÃ¸�Ä ( Ê(��¿ Þ�°oÅ�°`·

d(πX Ū
k+i+1x′, πXŪ

k+i+1y′) 6
C

n
d(πXŪ

k+ix′, πX Ū
k+iy′).

ýÆ°�Ä ¶W°�¿
d(πXŪ

k+Kx′, πXŪ
k+Ky′) 6

C

nK
d(πXŪ

kx′, πXŪ
ky′).

®�¸�Å�°`·u¯ °W½Þº�·u¯Ëè �%é�¼jÄ ÀØ·u¯ °oºÃÄ�°]�E²�¼�¾»º»·dÇ
Kα > 1

¿�·�¯ ºÃ±�º»Á�Ü ¾»ºÃ°W±�èså�é`Ê
�£º»Ä ¶�°

πXx
′ ¼�Ä À

πXy
′ ¼j½�°�¸�ÄÌ¼@¾Ã¸(¶�¼�¾	±}·T¼�³�¾Ã°�ÁK¼�Ä�º»¹¢¸�¾»À8¿

d(πXŪ
kx′, πXŪ

ky′)
Å�¸£°W±Q°�Û£ÜB¸�Ä�°�Ä%·uºÃ¼�¾Ã¾�Ç�¹0¼�±µ·�·u¸

íW°�½�¸�Ê�ýÆ°�Ä ¶W°�¿�·u¯�°�±µ°�½µºÃ°�± ∑ |f̄(Ūkx) − f̄(Ūky)| º»±�±�² Á�ÁK¼j³ ¾Ã°j¿ ¼�Ä À
ū(x)

º»±�Þ�°W¾Ã¾FÀ °`Ú�Ä °WÀ8Ê

æ



�£²�Ü ÜB¸�±�°,Ä ¸ Þ7·�¯�¼j·
x

º»±|¼z·|¯ °WºÃÅ�¯%·
< K

ÊÆêF°W·
y = πx

ÊW�|Ü Ü�¾»Ç(ºÃÄ Å¡·u¯�°,Ü ½�°`Ù(ºÃ¸�² ±|¼�½�Å�² Á�°WÄ%·�·�¸
x′ = x

¼jÄ À
y′ = y

¿�Þ�°ÆÅ�°W·�·�¯�¼j· ∑∞
k=K |f̄(Ūkx)− f̄ (Ūky)| º»±�³.¸�² Ä À °WÀ8Ê�ó�¸�½�°�¸ Ù�°�½�¿EÀ ²�½�ºÃÄ�Å�·u¯ °�Ú�½µ±µ·

K
º»·�°�½u¼z·u°�±W¿

x
¼jÄ À

y
½�°WÁK¼jºÃÄ�¼j·�¼Q³.¸�² Ä À °WÀ*¯ °WºÃÅ�¯%·�ºÃÄ�·u¯ °·u¸ Þ�°�½�¿(Þ¯ ºÃ¶T¯KºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±�·u¯ ¼j·

f̄(Ūkx)
¼�Ä À

f̄(Ūky)
½�°�Á�¼�º»Ä�² Ä�º»¹¢¸�½µÁ�¾�Ç

³.¸�² Ä À�°�À8Ê�®�¯ º»±Æ¶W¸�Ä ¶W¾Ã² À °W±Æ·�¯ °oÜ ½�¸(¸�¹^Ê
êF°W·

ḡ(x) = f̄(x) − ū(x) + ū(Ūx)
Ê�®�¯ °WÄ

ḡ(x) = f̄(πx) +
∞∑

k=0

[
f̄(Ūk(Ūπx)) − f̄(Ūk(πŪπx))

]
.

ýÆ°�Ä ¶W°�¿
ḡ(x)

À °�Ü.°�Ä À�±K¸�Ä ¾�ÇÈ¸�Ä
πx

¿�º2Êä°jÊ»¿
ḡ

º»±�¶�¸�Ä�±µ·T¼jÄE·K¼�¾»¸�Ä Å�·u¯ °@±}·T¼�³ ¾»°@ÁK¼�Ä�º»¹¢¸�¾»À ±,ºÃÄÈ·�¯ °�½µ°�¶`·T¼�Ä Å�¾Ã°�±WÊ
÷�¸�Ä�±�°]�E² °WÄ%·u¾»Ç�¿.·�¯ °�½µ°o°`Û£ºÃ±}·u±Æ¼¡¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä

g : ∆ → R
±�² ¶T¯¬·u¯�¼j·

ḡ = g ◦ π∆

Ê
á ·ØÞº»¾Ã¾|³.°�ºÃÁ�Ü.¸�½µ·u¼�Ä%·�·�¯�¼j·

g
ºÃ±*½µ°�Å�² ¾Ã¼�½*°WÄ ¸�² Å�¯ÿ¸�Ä

∆
¿Æ·u¸È² ±µ°É¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä�¼j¾�¼�Ä�¼j¾»ÇE·uº»¶�·u°W¶T¯ Ä ºl�(²�°�±�Ê ��¸�½

x1, x2 ∈ ∆
¿3¾Ã°W·

s(x1, x2)
³.°�·�¯ °�º»½�±�°WÜ�¼�½u¼z·uºÃ¸�ÄÝ·uº»Á�°j¿3ºsÊ °�Ê�¿B·�¯ °�ÄE² Á,³.°�½�¸j¹�½µ°W·�² ½�Ä ±�·�¸*·u¯ °�³�¼�±�º»±�³.°W¹¢¸�½µ°

x1¼�Ä�À
x2

Å�°W·�º»Ä%·u¸oÀ ºl�B°�½µ°�Ä%·�°�¾»°�Á�°�Ä%·u±�¸�¹.·u¯�°�Ü�¼�½µ·�º»·�ºÃ¸�Ä8Ê�®�¸�¸�³�·T¼�º»Ä,·u¯ °�¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ�Å�¾Ã°WÁ�Á�¼�¿jÞ�°�ÞºÃ¾»¾�² ±µ°�±µ°WÙ�°W½u¼�¾
·�ºÃÁ�°�±	·u¯ °±�¼�Á�°Æ¼�½µÅ�² Á�°�Ä%·�¼�±�ºÃÄ�êF°�Á�ÁK¼ ( Êôú£¿%³ ²�·�±�¸�Á�°`·uºÃÁ�°�±�¼j¾Ã¸�Ä Åo² Ä�±µ·T¼j³ ¾Ã°Á�¼�Ä º»¹¢¸�¾ÃÀ ±�º»Ä ±µ·�°�¼�À�¸�¹3±µ·T¼j³ ¾Ã°
¸�Ä�°�±�Ê
� �'
 
/. 3 �5 + Ô�Î��TÎÆÎSR�×#�`Ö

C > 0
Ï(�)�

τ < 1
����ÓTÔ,ÖqÔ�Ï�Ö% �$�Õ��Î�U�Î���Ò

x1, x2

×��KÖqÔ�ÎM��Ï(@KÎÆÎ`ÑÃÎ�@KÎ���Ö!ÕC$�A�Ï(�`Ö0×qÖ0×sÕ��
ÕC$

∆
 

|g(x1) − g(x2)| 6 Cτ s(x1,x2).

LM�uÕ ÕC$ * êF°W·² ±Ú�½µ±µ·ÆÜ ½�¸ Ù�°o·�¯�¼j·�¿�º»¹
x1, x2

³B°W¾Ã¸�Ä Å�·�¸¡·�¯ °o±u¼�Á�°�² Ä ±}·T¼�³�¾Ã°o¾Ã°�¼j¹�ºÃÄ¬¼�½�°�¶`·T¼�Ä�Å�¾Ã°o¸�¹
∆̄
¿ ·u¯ °WÄ

ḡ(x1) − ḡ(x2)
ºÃ±�² Ä�º»¹¢¸�½µÁ�¾�Ç�³.¸�² Ä�À °�À8Ê è2æ%é

®�¯ °�±u¼jÁ�°¡¼�½µÅ�² Á�°�Ä%·�¼�±�º»ÄÉ·�¯ °�Ü ½µ¸£¸�¹�¸�¹�êF°�Á�ÁK¼ ( Êôú*±�¯ ¸ Þ±�·u¯ ¼j· ∑∞
k=0

[
f̄(Ūk(Ūπx)) − f̄(Ūk(πŪπx))

]
º»±Q³.¸�² Ä À�°�À8ÊØýÆ°�Ä ¶W°�¿�º�·oºÃ±o±�²£ü�¶WºÃ°WÄE·Q·u¸¬Ü ½�¸ Ù�°�·u¯ ¼j·

f̄(πx1) − f̄(πx2)
º»±o³B¸�²�Ä À °�À3Ê@ê�°`·

K
³B°�¼�±�ºÃÄÉ·u¯ °

Ü ½µ¸£¸j¹�¸�¹�êF°�Á�ÁK¼ ( Ê�ú(Ê�á ¹
x1

è2¼�Ä À
x2

é�½�°`·u² ½µÄ�·u¸K·�¯ °,³�¼�±µºÃ±�¸�¹
∆̄

³.°W¹¢¸�½�°�·�ºÃÁ�°
K

¿.·u¯ °WÄ
ϕ+(x1) = ϕ+(x2)º»±�³.¸�² Ä�À °�À8¿�Þ¯ º»¶T¯ËºÃÁ�Ü ¾»ºÃ°�±Æ·u¯�¼z·

f̄(πx1)
¼�Ä�À

f̄(πx2)
¼�½�°¡³.¸�² Ä À�°�À8Ê�á ¹

x1

è2¼�Ä À
x2

é�¼�½�°¡±µ¾ÃºÃÀ�ºÃÄ ÅØÜ.¸�ºÃÄ%·�±�¿
·�¯ °�ÄÉ·u¯ °¡¶W¸�Ä ¶�¾»² ±�º»¸�ÄÉºÃ±o¼�¾»±�¸¬¼Ø¶�¸�Ä�±�°]�E² °WÄ ¶�°K¸�¹

(P1)
Ê~�|·�¯ °�½}ÞºÃ±�°j¿

x1

¼�Ä À
x2

¼j½�°�³.¸�² Ä ¶WºÃÄ Å@Ü.¸�ºÃÄ%·u±WÊ��Ë°
±µ¯ ¸ Þ ¼�±�º»Ä ·�¯ °ßÜ ½�¸(¸�¹,¸j¹�êF°�Á�ÁK¼ ( Êôú>è¢³ ²�·Ý¼�¾Ã¸�Ä ÅÈ·u¯ ° ���0�`ÖsÏ � ÑÃÎI¾Ã°�¼j¹,¶W¸�Ä%·T¼�º»Ä ºÃÄ Å

πx1

¼�Ä À
πx2

éK·u¯�¼j·
|f̄(πx1) − f̄(πx2)| 6 Cd(πX Ū

Kπx1, πX Ū
Kπx2)

α Ê �£º»Ä ¶�°�·�¯ ºÃ± �(² ¼�Ä%·uº»·dÇ ºÃ±*²�Ä º»¹¢¸�½µÁ�¾�Ç ³B¸�² Ä À °WÀ8¿�·�¯ ºÃ±
¶W¸�Ä ¶�¾»² À °W±Æ·�¯ °oÜ ½�¸(¸�¹�¸�¹�è0æ%é`Ê
®!¼�ò�°

x1, x2 ∈ ∆̄
¸�ÄØ·�¯ °o±u¼�Á�°o² Ä ±µ·u¼�³ ¾»°�¾Ã°�¼z¹^¿�¼�Ä À¬¾Ã°`·

s = s(π∆(x1), π∆(x2))
Ê �Ë°�ÞºÃ¾»¾3Ü ½µ¸ Ù�°o·u¯�¼j·

|ḡ(x1) − ḡ(x2)| 6 Cλαs/2 è�� õ%é
¹¢¸�½�±�¸�Á�°

C > 0
¿;Þ¯ °�½µ°

λ < 1
ºÃ±�¾�¼�½µÅ�°�½·u¯ ¼�Ä�·u¯ °Q¶�¸�Ä%·�½u¼�¶`·uºÃ¸�Ä�¶�¸(°Wü�¶�º»°�Ä%·�¸�¹

T
¼�¾»¸�Ä Å�±µ·T¼j³ ¾Ã°QÁK¼�Ä�º»¹¢¸�¾»À ±�¿

¼�Ä�À¬·�¯ °o¶�¸�Ä%·u½�¼�¶W·�ºÃ¸�Ä@¶W¸£°`ü�¶WºÃ°WÄE·Æ¸�¹
T−1 ¼j¾Ã¸�Ä Å�²�Ä ±µ·u¼�³ ¾Ã°�Á�¼�Ä º�¹¢¸�¾ÃÀ�±�Ê

ã�ÇËè0æ%é�¿ ·�¯ ºÃ±�º»±�·u½µº»Ù(º�¼�¾Bº»¹
s < 2K

Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿�Þ�°�¶�¼�Ä¬¼�±µ±�² Á�°
s > 2K

Ê�êF°`·
N =

⌊
s
2

⌋
> K

¿ ·u¯ °WÄ

ḡ(x1) − ḡ(x2) = f̄(πx1) − f̄(πx2)

+
N−1∑

k=0

[
f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(Ūπx2))

]
+

N−1∑

k=0

[
f̄(Ūk(πŪπx2)) − f̄(Ūk(πŪπx1))

]

+
∞∑

k=N

[
f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(πŪπx1))

]
+

∞∑

k=N

[
f̄(Ūk(πŪπx2)) − f̄(Ūk(Ūπx2))

]
.

è��_�<é

� õ



�£º»Ä ¶�°
N +K 6 s

¿�Þ�°Q¯ ¼ Ù�°�¹¢¸�½¼�Ä%Ç
k < N

∣∣f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(Ūπx2))
∣∣ 6 Cd(πXŪ

k+K(Ūπx1), πXŪ
k+K(Ūπx2))

α

6 Cλα(s−(k+K+1))d(πX Ū
sπx1, πXŪ

sπx2)
α

6 Cλα(s−k).

�£²�Á�Á�ºÃÄ Å�¸ Ù�°�½
k
¿ Þ�°Q¸�³�·T¼�º»Ä

∣∣∣∣∣

N−1∑

k=0

[
f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(Ūπx2))

]∣∣∣∣∣ 6 Cλα(s−N)
6 Cλαs/2.

®�¯ °�¸�·�¯ °�½�·�°�½�Á ¸�ÄØ·u¯ °o±�°W¶�¸�Ä�ÀÝ¾Ãº»Ä °�¸�¹oè
�_�<é�¶�¼�Ä@³B°o°W±µ·uº»ÁK¼z·u°�À@º»Ä*·u¯ °o±u¼jÁ�°�Þ�¼�Ç�¿.¼�±�Þ�°�¾Ã¾�¼j±·�¯ °�·u°W½�Á ¸�Ä
·�¯ °�Ú�½�±}·�¾»ºÃÄ °�¸j¹�è
�_� é�Ê
�£º»Ä ¶�°

N > K
¿ Þ�°�¼j¾Ã±�¸�¯ ¼ Ù�°�¹¢¸�½¼�Ä%Ç

k > N

∣∣f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(πŪπx1))
∣∣ 6 Cd(πX Ū

k−K(Ūπx1), πX Ū
k−K(πŪπx1))

α

6 Cλα(k−K)d(πX(Ūπx1), πX(πŪπx1))
α

6 Cλαk.

�£²�Á�Á�ºÃÄ Å�¸ Ù�°�½
k
¿ Þ�°Q¸�³�·T¼�º»Ä

∣∣∣∣∣

∞∑

k=N

[
f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(πŪπx1))

]∣∣∣∣∣ 6 CλαN
6 Cλαs/2.

®�¯ °�¸�·�¯ °�½�·�°�½�Á ¸�Ä¬·�¯ °�·u¯ º»½�À@¾Ãº»Ä °�¸�¹oè
�_�<é�º»±�¯�¼�Ä À�¾Ã°�À@º»Ä@·�¯ °o±u¼�Á�°�Þ�¼ Ç�Ê

� �  � `¦ ¦
	 � ¨�§ � � � W¥ � ¨Qª@¥�� ¦�¨�� � § �

� ��� � � ��$�;#42� 
 ����37���,+($)�5+835+#!�� ��+�	5� �

�7¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä
f : R∗

+ → R∗
+

º»±B�`ÑÃÕzÍ�ÑhÒGUzÏ(�`Òz×��'&*º»¹^¿(¹¢¸�½¼�¾Ã¾
λ > 0

¿
f(λx)/f(x)

·u°�Ä�À ±Æ·�¸
1
Þ¯�°�Ä

x→ ∞ Ê
ã�Ç�¶�¾Ã¼�±�±µºÃ¶�¼j¾£Ü ½µ¸�³�¼�³�ºÃ¾Ãº»±µ·�ºÃ¶�½�°W±�² ¾�·u±�¿E¼�½µ°�¼�¾£½u¼�Ä�À ¸�Á Ù�¼j½�º�¼j³ ¾Ã°

Z
ºÃ±�º»Ä�·u¯�°�Ä ¸�Ä ±}·T¼�Ä�À�¼�½�À¡À ¸�ÁK¼�º»Ä�¸�¹B¼j·µ·u½�¼�¶W·�ºÃ¸�Ä

¸�¹£·u¯ ° o¼�² ±µ±�º�¼jÄ�À�ºÃ±µ·�½�º»³ ²�·uº»¸�Ä N (0, 1)
º�¹ ¼�Ä�À�¸�Ä ¾»Ç�º�¹(º»·�±u¼z·uºÃ±}Ú�°�±�¸�Ä�°�¸j¹�·u¯�°�¹¢¸�¾Ã¾Ã¸ Þº»Ä Å�°]�E² º�Ùj¼�¾Ã°WÄE·�¶W¸�Ä À º�·uº»¸�Ä ±�û

• ®�¯ °�¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä
L(x) := E(Z21|Z|6x)

ºÃ±�² ÄE³.¸�² Ä À�°�À�¼jÄ À@±�¾Ã¸ Þ¾�ÇKÙj¼�½µÇ(º»Ä Å Ê

• P (|Z| > x) ∼ x−2l(x)
¹¢¸�½,±µ¸�Á�°*¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä

l
±�² ¶T¯ ·u¯�¼z·

L̃(x) := 2
∫ x

1
l(u)
u

du
º»±,² ÄE³B¸�² Ä À °WÀ ¼�Ä�À

±µ¾Ã¸ Þ¾»Ç�Ùj¼�½µÇ(ºÃÄ�Å Ê
- �'
/.0��1 =5 �� ádÄ¬·u¯ º»±�¶�¼�±�°j¿

L̃(x) ∼ L(x)
Þ¯ °WÄ

x → ∞ ¿.¼�Ä À
l(x) = o(L(x))

Ê�á ·�ºÃ±ÆÜB¸�±�±�º»³ ¾Ã°j¿;¯ ¸ Þ�°`Ù�°�½W¿
·�¯�¼j·

l
º»±�Ä ¸�·Æ±�¾»¸<Þ¾�ÇKÙj¼�½}Ç£º»Ä Å�¼�Ä ÀØ·u¯ ¼j··u¯ °W±�°o¶�¸�Ä�À º»·�ºÃ¸�Ä ±�¯�¸�¾ÃÀ¬¼�Ä%ÇEÞ�¼�Ç�Ê

�£²�¶T¯ ¼�½�¼�Ä À ¸�Á Ùj¼�½�ºÃ¼�³ ¾»°K³.°�¾Ã¸�Ä Å�±�·�¸
Lp ¹¢¸�½,¼�¾Ã¾

1 6 p < 2
¿	³ ²�·¡Ä�¸�·,·u¸

L2 Ê �I°*ÞºÃ¾»¾�±�¼ ÇI·u¯�¼z·
l
¼�Ä�À

L
¼�½µ°�·u¯ °@ÖsÏ�×qÑ9$W���3Ó`Ö0×sÕ��0��¸�¹

Z
Ê�®�¯�°WÇß¼�½µ°�À�°WÚ�Ä °WÀÌ² ÜÉ·u¸�¼�±µÇ(Á�Ü�·u¸j·uºÃ¶�°��E² º»Ùj¼�¾»°�Ä ¶W°�ÊK÷�¯ ¸£¸�±�°�¼¬±µ°]�E² °�Ä�¶�°

Bn → ∞ ±�² ¶T¯K·�¯�¼j· n
B2

n
L(Bn) → 1

Êb®�¯ °�Ä8¿(º»¹
Z0, Z1, . . .

ºÃ±�¼o±�°��(²�°�Ä ¶W°�¸�¹8º»Ä À °WÜB°WÄ À °�Ä%·�½u¼�Ä�À ¸�Á Ùj¼�½�ºÃ¼�³ ¾»°�±
À º»±µ·�½�ºÃ³�²�·u°WÀ�¼j±

Z
¿ ·u¯ °WÄ

Z0 + · · ·+ Zn−1 − nE(Z)

Bn

→ N (0, 1).

�_�



ó�¸�½�°oÅ�°�Ä�°�½u¼j¾Ã¾»Ç�¿ º»¹ n
B2

n
L(Bn) → C > 0

¿ ·�¯ °�Ä@·u¯�°�Ü�½�°WÙ(º»¸�² ±±�°��(²�°�Ä ¶W°�¶�¸�ÄEÙ�°�½µÅ�°�±Æ·u¸ N (0, C)
Ê

ádÄÿâq��
�õJ��çs¿t�|¼�½�¸�Ä ±�¸�ÄÌ¼�Ä À 
|°WÄ ò�°W½�¯�¼�Ù�°ØÜ ½µ¸<Ù�°�ÀÌ·�¯ °*±u¼jÁ�°�ò(º»Ä ÀÈ¸�¹�¾»ºÃÁ�º»·�·�¯ °�¸�½µ°�Á Þ¯ °�ÄÈ·�¯ °*±�°��E² °�Ä ¶W°
Z0, Z1, . . .

ºÃ±�Ä ¸�·�º»Ä À °�Ü.°�Ä�À °�Ä%·�ÊQó�¸�½�°,Ü ½µ°�¶WºÃ±�°W¾»Ç�¿8¶�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½
U

¼*Á�ºxÛ£ºÃÄ Å oº»³ ³ ±^ì}óÝ¼�½µò�¸ Ù�ÁK¼�ÜÈè2¼�±�À�°WÚ�Ä °WÀ
º»Äëâq��¼�½�æ%å<ç�é�¸�ÄË¼�±µÜ�¼�¶�°

∆
¿!Ü ½�°W±�°W½µÙ(ºÃÄ Å�¼ÝÜ ½�¸�³�¼�³ º»¾Ãº»·dÇÝÁ�°�¼�±�²�½�°

µ∆

¿	¼jÄ ÀË¾»°W·
g : ∆ → R

³.°*¼@¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä
Þ¯ º»¶T¯�ºÃ±�¾Ã¸(¶�¼�¾»¾»ÇØýÆþ�¾ÃÀ�°�½�¼jÄ ÀÝÞ¯ ¸�±µ°,À º»±µ·u½µºÃ³ ²£·uºÃ¸�Ä¬Þº�·u¯�½µ°�±�Ü.°�¶`·�·u¸

µ∆
º»±|ºÃÄ¬·u¯ °�Ä ¸�Ä ±}·T¼�Ä À ¼�½�À�À�¸�ÁK¼jºÃÄÝ¸j¹

¼j·µ·u½�¼�¶W·�ºÃ¸�ÄØ¸�¹ N (0, 1)
¼�±¼�³.¸ Ù�°jÊ�®�¯ °WÄ¬·�¯ °WÇ@Ü�½�¸ Ù�°�·u¯ ¼j·

g + g ◦ U + · · ·+ g ◦ Un−1 − n
∫
g

Bn
→ N (0, 1)

¼�±Æ¼�³.¸ Ù�°jÊ
®�¯ °�Ü ½µ¸£¸�¹�Å�¸(°�±o¼j±o¹¢¸�¾Ã¾Ã¸ Þ±Wû�¾Ã°`·

Û
³.°¡·�¯ °,·u½�¼�Ä ±}¹¢°�½o¸�Ü.°�½u¼z·u¸�½o¼�±µ±�¸(¶�ºÃ¼j·u°WÀÉ·�¸

U
¿!¼jÄ À

Ût

º»·�±�ÜB°W½µ·u²�½�³�¼j·�ºÃ¸�Ä
Å�º�Ù�°WÄ�³EÇ

Ûtu = Û(eitgu)
Ê�®�¯ °W±�°�¸�Ü.°�½�¼j·u¸�½�±�±�¼j·uº»±µ¹qÇÝ¼Øê�¼j±�¸�·u¼zì ��¸�½µò�°QºÃÄ °��(² ¼�¾Ãº�·dÇ�¸�Ä�·u¯ °,±µÜ�¼�¶W°�¸�¹�ý�þ�¾»À °�½

¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä ±W¿8¼�Ä À ∥∥Ût − Û
∥∥ = O(t)

Ê|ýÆ°�Ä ¶W°�¿3·�¯ °�°WºÃÅ�°WÄ%Ù�¼j¾Ã² °
λt

¸�¹
Ût

¶W¾Ã¸�±µ°�·�¸
1
±�¼j·uº»±µÚ�°W± |λt − 1| = O(t)

¿
¼�Ä�À@·�¯ °o¶�¸�½µ½�°W±�Ü.¸�Ä À º»Ä Å�°�º»Å�°�Ä�¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä

wt
è0Ä�¸�½�Á�¼�¾Ãº»í�°WÀ*±�¸�·u¯ ¼j· ∫

wt = 1
é�ºÃ±�±µ² ¶T¯¬·�¯�¼j· ‖wt − 1‖ = O(t)

Ê
®�¯ °WÄI·�¯ °WÇ�Ü�½�¸ Ù�°¡·u¯ °�¼�³�±µ·u½�¼�¶W·�¾»°�Á�ÁK¼K³.°�¾»¸ Þo¿�Þ¯�ºÃ¶T¯ß¯�¼�±oÄ ¸�·�¯ ºÃÄ Å*·�¸�À�¸@Þº�·u¯ÉÀ�Ç(Ä�¼�Á�ºÃ¶W±o¼�Ä Àß¶�¸�²�¾ÃÀÉ³B°
±}·T¼j·�°�À¬¸�ÄÝ¼jÄEÇ*Ü ½�¸�³ ¼�³ ºÃ¾»º»·dÇ�±�Ü�¼j¶�°�Þ¯ °�Ä�°WÙ�°W½

g
¯�¼�±�·u¯ °�¼�Ü�Ü ½�¸�Ü�½�º�¼z·u°�À�ºÃ±µ·�½�º»³ ²�·uº»¸�Ä8Ê

� �'
 
/.V=5#35�� Õ���Ï(��Ò � Õ����)�(Î �,@KÎ�Ï������µÏ � ÑÃÎ $W�'�3Ó`Ö2×sÕ�� w Õ��
∆
 

∫
(eitg − 1 − itg)w = − t

2

2

∫
1|g|61/|t|g

2w + ‖w‖∞ o(t2L(1/|t|)).
��Î��uÎ! �Ö¢Ô�Î

o(t2L(1/|t|)) ×#� �'��× $�Õ��W@ ×��
w *

��Ü Ü ¾»Ç(º»Ä Å�·u¯ º»±�¾Ã°�Á�Á�¼Q·u¸
wt

¿�¸�Ä °�Å�°W·u±

λt − 1 − it

∫
gwt =

∫
(eitg − 1 − itg)wt = −t

2

2

∫
1|g|61/|t|g

2wt + o(t2L(1/|t|))
èqÞ¯ °�½µ°�Þ�°Q¯ ¼ Ù�°o² ±�°WÀ�·u¯�°o¹0¼j¶W·�·u¯ ¼j·

wt

º»±�³B¸�²�Ä À °�À�é`Ê �£ºÃÄ�¶�° ‖wt − 1‖∞ = o(1)
¿

t2

2

∫
1|g|61/|t|g

2wt =
t2

2
L(1/|t|)(1 + o(1)).

ýÆ°�Ä ¶W°�¿
λt = 1 + it

∫
gwt −

t2

2
L(1/|t|)(1 + o(1)).

è�� ( é
�bº»Ä�¼�¾»¾»Ç�¿ ∫

gwt =
∫
g +O(t)

±�º»Ä ¶�° ‖wt − 1‖∞ = O(t)
Ê �£¸�Þ�°QÅ�°`·

λt = 1 + it

∫
g − t2

2
L(1/|t|)(1 + o(1)).

®�¯ º»±°`Û£Ü�¼�Ä ±µºÃ¸�Ä¬ºÃ±�±µ²�ü�¶�º»°�Ä%·�·�¸¡Å�°W·�·�¯ °o½�°]�E² º»½�°WÀ�¾»ºÃÁ�º»·�·u¯ °W¸�½�°WÁ�Ê

� �  � 0#� � ��$�;#42� �*+ � �5;(+�� �)��� � ��$

êF°W·
(∆, µ∆)

³.°¬¼ßÜ ½µ¸�³�¼�³�ºÃ¾Ãº�·dÇß±�Ü�¼�¶W°Ý¼jÄ À
U : ∆ → ∆

¼ÉÜ ½�¸�³ ¼�³ ºÃ¾»º»·dÇßÜ ½µ°�±�°W½µÙ(ºÃÄ�ÅËÁ�¼�Ü8Ê �I°¬±�¼�ÇÈ·u¯�¼j·
(∆, U)

ºÃ±�¼�Ä ÎSR A�Ï(�)��×��'& �BÕ��'�'&ÿÖdÕzÍ�Î��7è}â ��¸�²�æ�æzç�éÝº»¹�·�¯ °�½µ°È°`Û£ºÃ±}·ÉºÃÄ%·u°WÅ�°�½µ±
rp ∈ N∗ ¼�Ä�À ¼ëÜ�¼�½µ·�º»·�ºÃ¸�Ä

{∆k,p}p∈N,k∈{0,...,rp−1}
¸�¹

∆
±�² ¶T¯¬·u¯�¼j·

� (



��Ê��¸�½Æ¼�¾»¾
p
¼�Ä À

k < rp − 1
¿
U

ºÃ±Æ¼¡Á�°�¼�±�² ½�¼�³ ¾»°�º»±�¸�Á�¸�½µÜ ¯ ºÃ±µÁ ³.°W·dÞ�°�°WÄ
∆k,p

¼�Ä�À
∆k+1,p

¿;Ü ½µ°�±�°W½µÙ(ºÃÄ�Å
µ∆

Ê
( Ê��¸�½¼j¾Ã¾

p
¿
U

ºÃ±¼�Á�°�¼�±µ² ½u¼j³ ¾Ã°�º»±�¸�Á�¸�½�Ü�¯ ºÃ±µÁ ³.°W·dÞ�°�°WÄ
∆rp−1,p

¼jÄ À
∆0 :=

⋃
m ∆0,m

Ê
��ÊêF°`·

U0

³.°Æ·�¯ °Ú�½�±}·�½�°`·u² ½µÄKÁ�¼�Ü�ºÃÄ À ²�¶�°�À�³%Ç
U

¸�Ä
∆0

Ê ��¸�½
x, y ∈ ∆0

¿(À °WÚ Ä °�·�¯ °�º»½�±µ°�Ü�¼j½u¼j·�ºÃ¸�Ä�·uºÃÁ�°
s(x, y) = inf{n ∈ N | Un

0 (x)
¼�Ä À

Un
0 (y)

¼�½µ°�Ä ¸�·ÆºÃÄ*·�¯ °o±u¼�Á�°
∆0,p}

Ê&�I°�°`Û(·u°WÄ ÀÉ·u¯ º»±�±�°WÜ�¼�½u¼z·uºÃ¸�Ä
·�ºÃÁ�°�·u¸�·u¯ °oÞ¯ ¸�¾»°o·�¸ Þ�°W½|ºÃÄ@·u¯�°�¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ�Å,Þ�¼�Ç.û�º»¹

x, y
¼j½�°�Ä ¸�·ÆºÃÄ@·u¯ °�±u¼jÁ�°�°�¾»°�Á�°�Ä%·Æ¸�¹�Ü�¼j½µ·uº�·uº»¸�Ä8¿

±µ°W·
s(x, y) = 0

ÊW��·�¯ °�½}ÞºÃ±µ°�¿
x, y ∈ ∆k,p

ÊêF°W·
x′, y′ ∈ ∆0,p

³.°Q±µ² ¶T¯Ý·u¯ ¼j·
x = Ukx′

¼�Ä À
y = Uky′

¿
¼jÄ À�±µ°W·

s(x, y) = s(x′, y′)
Ê

��¸�½
x ∈ ∆

¿£¾Ã°W·
J(x)

³.°|·�¯ °|º»ÄEÙ�°�½µ±�°�¸�¹8·�¯ °�´�¼�¶W¸�³ ºÃ¼�ÄK¸�¹
U

¼j·
x
Ê �Ë°|¼�±�±µ² Á�°|·u¯�¼z·�·u¯�°�½�°�°`Û£ºÃ±}·

β < 1¼jÄ À
C > 0

±�² ¶T¯¬·u¯�¼z·�¿ ¹¢¸�½¼�¾»¾
x, y

ºÃÄØ·u¯�°�±�¼�Á�°�°�¾Ã°WÁ�°WÄ%·¸�¹bÜ ¼�½µ·�º»·uº»¸�Ä8¿
∣∣∣∣1 − J(x)

J(y)

∣∣∣∣ 6 Cβs(Ux,Uy) è��*�%é
- �'
/.0��1 =5#=5 ��¸j·u°�·u¯�¼z·�·�¯ °�À °WÚ�Ä�º»·uº»¸�ÄÉ¸�¹�±µ°�Ü�¼j½u¼j·�ºÃ¸�ÄÉ·uº»Á�°,º»Ä â ��¸�²�æ��jç�ºÃ±oºÃÄ�·�°�½�Á�±�¸�¹�·�¯ °�Ä(²�Á,³B°W½Q¸j¹
¼�¾»¾Fº»·�°�½u¼z·uºÃ¸�Ä ±�¸�¹

U
¿;Þ¯ ºÃ¾»°�Þ�°�¹¢¸�¾Ã¾»¸<Þ ·u¯�°Q¶W¸�Ä%Ù�°�Ä%·�ºÃ¸�Ä�¸j¹�â ��¸�²�æ�æjçFÞ¯�°�ÄÝÞ�°�À °`Ú�Ä °Q±�°�Ü ¼�½u¼j·�ºÃ¸�Ä¬ºÃÄ@·u°W½�Á�±�¸j¹

½µ°W·u²�½�Ä ±�·u¸*·�¯ °�³�¼�±µºÃ±WÊ,ý�°WÄ ¶�°j¿�¸�² ½�±µ°W·�·�ºÃÄ ÅØº»±�Á�¸�½�°,Å�°�Ä °W½u¼�¾b·�¯�¼�Ä�·u¯ ¼j·�¸�¹�â ��¸�²�æ	�jç2¿8³ ²£·oº»·�Þº»¾Ã¾�ÁK¼�òj°,·u¯ °
Ü ½µ¸£¸j¹b¸�¹�·u¯�°�±µÜB°W¶W·�½u¼�¾FÅ%¼jÜ�Á�¸�½�°|¶�¸�Á�Ü ¾Ãº»¶�¼j·�°�À8Ê
êF°W·

∆n =
⋃

∆n,p

Ê�®�¯�ºÃ±�º»±|·u¯ °�±�°W·o¸j¹�Ü.¸�º»ÄE·�±�¼j·�¯ °�º»Å�¯%·
n

ºÃÄ�·�¯ °�·�¸<Þ�°�½WÊ �I°�Þº»¾Ã¾�±u¼�ÇÝ·�¯�¼j·
(U,∆)

ºÃ±|¼�Ä
ÎSR A�Ï(�)��×��'& �BÕ��'�'&,Ö^ÕzÍ�Î���Í	×qÖ¢Ô@ÎSR A�Õ��3Î���Ö0×0Ï�ÑqÑhÒ ��@�Ï�ÑqÑ;ÖsÏ�×qÑ8º»¹B·u¯ °W½�°|°�Û£ºÃ±µ·�±

ρ < 1
±�² ¶T¯�·u¯�¼j·

µ∆(∆n) = O(ρn)
Ê

êF°W·
J (n) ³.°�·�¯ °�ºÃÄ%Ù�°W½�±�°Q¸�¹b·�¯ °�´�¼�¶�¸�³�º�¼�Ä@¸�¹

Un Ê�á ·�ºÃ±±µ·u¼�Ä À�¼�½µÀ�·�¯�¼j·�è
�*��é�º»Á�Ü�¾ÃºÃ°W±�·u¯ ¼j·�·�¯ °�À ºÃ±}·u¸�½}·uºÃ¸�Ä¬¸j¹
·�¯ °,º»·�°�½�¼j·u°W±�¸�¹

U
º»±�² Ä�º»¹¢¸�½µÁ�¾�ÇØ³B¸�² Ä À °WÀ8¿3º»Ä�·u¯�°Q¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ Å¡±µ°�Ä ±µ°�û·u¯ °W½�°�°�Û£ºÃ±µ·�±

C > 0
±�² ¶T¯�·�¯�¼j·�¿;¹¢¸�½�¼�¾Ã¾

Ü.¸�ºÃÄ%·�±
x, y

±µ² ¶T¯�·�¯�¼j·
Ukx

¼�Ä�À
Uky

½�°WÁK¼�º»ÄØºÃÄØ·u¯�°�±�¼�Á�°�°W¾Ã°WÁ�°WÄE·�±�¸�¹�·u¯ °oÜ�¼j½µ·uº�·uº»¸�Ä*¹¢¸�½
0 6 k < n

¿
∣∣∣∣1 − J (n)(x)

J (n)(y)

∣∣∣∣ 6 Cβs(Unx,Uny).
è���öEé

� ¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä
g : ∆ → R

ºÃ±�ÑÃÕ Ó�Ï�ÑqÑhÒ����zÑ��(Î���º»¹£·u¯ °W½�°�°`Û£ºÃ±}·
C > 0

¼�Ä À
τ < 1

±µ² ¶T¯Q·�¯�¼j· |g(x)−g(y)| 6 Cτ s(x,y)¹¢¸�½�¼�¾Ã¾
x, y

º»ÄK·u¯ °|±u¼�Á�°|°W¾Ã°�Á�°�Ä%·�¸j¹F·u¯ °�Ü�¼�½µ·�º»·�ºÃ¸�Ä8Ê!®�¯ ºÃ±�ºÃ±�°�Û�¼�¶W·�¾»Ç�·u¯ °Æ·dÇ£Ü.°�¸�¹F¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä ±�·u¯�¼j·�¼�½�º»±�°|¹¢½µ¸�Á
·�¯ °�±}·T¼�À�ºÃ² Á ³�ºÃ¾Ã¾»º�¼�½µÀ8¿	¶W¹^Ê�êF°WÁ�Á�¼ ( Ê �£Ê ��¸j·u°Ø·u¯�¼z·

g
¶�¼�Ä�Ù�°�½}Ç Þ�°W¾Ã¾�³.°�²�Ä(³.¸�² Ä�À °�À8Ê �ÿº»·u¯�¸�²�·�¾Ã¸�±µ±¡¸�¹

Å�°WÄ °�½�¼�¾Ãº�·dÇ�¿�Þ�°�¶�¼�Ä¬¼�±µ±�² Á�°
τ > β

Ê
êF°W·

ω(x)
³.°Q·u¯�°�¯ °WºÃÅ�¯%·�¸�¹�·u¯�°�Ü.¸�ºÃÄ%·

x
¿3º2Êä°jÊ»¿

ω(x) = n
º»¹
x ∈ ∆n

ÊÆê�°`·
π0 : ∆ → ∆0

³B°�·u¯ °QÜ ½�¸<´µ°�¶W·�ºÃ¸�Ä
·�¸�·�¯ °o³�¼�±�º»±�¿;¼�Ä�À�À °`Ú�Ä °Q¼,¹¢² Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä

G
¸�Ä

∆
³%Ç

G(x) =
∑ω(x)−1

k=0 g(Ukπ0x)
Ê�ádÄ@·u¯ º»±±�°W·µ·uº»Ä Å ¿�Þ�°QÅ�°W··u¯ °

¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ�Å,°`Û(·u°WÄ ±�º»¸�Ä¬¸�¹!·�¯ °�·u¯ °W¸�½�°WÁ Ü ½�¸ Ù�°�ÀÝ³%Ç �|¼�½�¸�Ä ±�¸�Ä�¼�Ä À�
|°WÄ ò�°W½�û
���������	��
 = ONP � Î`Ö

U : ∆ → ∆ � Î�Ï(� ÎSR A�Ï(�)��×��'& �BÕ��'�'&ØÖ^ÕzÍ�Î��QÍ	×qÖ¢ÔßÎSR A�Õ��3Î���Ö2×0Ï�ÑqÑhÒG��@�Ï�ÑqÑ�Ö Ï�×qÑ  Ï(�)�ØÑÃÎ`Ö
g : ∆ → R � Î�ÑÃÕ Ó�Ï�ÑqÑhÒ ���zÑ��(Î��¬ÓTÕ���Ö0×����;Õ�� � *�� �!���'@KÎ�Ö¢Ô�Ï�Ö|Ö¢Ô�Î?��×#�`Ö ��× � �(Ö2×sÕ��ëÕC$

g
×#�*×�� ÖqÔ�Î �3Õ��0�`ÖsÏ(�)�%Ï(�S�

�(Õ�@�Ï�×��ÿÕC$¬Ï�Ö2Ö��µÏ(Ó`Ö2×sÕ�� ÕC$ N (0, 1)
 �Í	×qÖqÔ ÖsÏ�×qÑ $W�'�3Ó`Ö2×sÕ��0�

l
Ï(�)�

L *�� �!����@KÎ?@KÕ��TÎTÕ�U�Î���Ö¢Ô�Ï�Ö
l
Ï(�)�

L
Ï(�uÎ

�`ÑÃÕzÍ�ÑhÒ UzÏ(��Òz×��'&� �Ï(�)�
l(x ln x)/l(x) → 1

 
L(x ln x)/L(x) → 1

ÍbÔ�Î��
x→ ∞ * � ×��.Ï�ÑqÑhÒ	 	Ï��!���'@KÎ�ÖqÔ�Ï�Ö	Ö¢Ô�Î��uÎ

ÎSR�×#�`Ö���Ï �uÎ�Ï�Ñ ����@ � Î�� a 6= −1/2
���;ÓTÔ¬ÖqÔ�Ï�Ö

∫
g(eitG − 1) = (a+ o(1))itL(1/|t|)) ÍbÔ�Î��

t→ 0.
è��<ú�é

�K��×qÖdÎ
L1(x) = (2a+ 1)L(x)

 �Ï(�)�@ÓTÔ�Õ Õ;� Î�ÏG� Î FH�;Î��3ÓTÎ
Bn → ∞ ���;ÓTÔØÖ¢Ô�Ï�Ö n

B2
n
L1(Bn) → 1 * + Ô�Î��

Sng − n
∫
g

Bn

→ N (0, 1).

�*�



®�¯ °�¼�À À º�·uºÃ¸�Ä�¼�¾;¼�±µ±�² Á�Ü�·uº»¸�ÄK¸�Ä
l
¼�Ä À

L
º»±�±�¼j·uº»±µÚ�°WÀ*ºÃÄ�Á�¸�±}·�Ä ¼j·u² ½�¼�¾;¶�¼�±µ°�±oèq¹¢¸�½�°`Û�¼�Á�Ü ¾Ã°ÆÞ¯ °�Ä

l = 1
¼jÄ À

L = ln
¿ Þ¯ ºÃ¶T¯@ÞºÃ¾»¾3³.°o·�¯ °o¶�¼�±µ°�¹¢¸�½�·u¯ °o±}·T¼�À º»² Á�³ º»¾Ã¾»º�¼�½µÀ;é`Ê

�ÿ¯ °WÄ
a = 0

¿EÞ�°�Å�°W·�·�¯ °|±�¼�Á�°|¼�±}Ç(Á�Ü�·�¸�·uº»¶�±�¼�±�º»Ä �|¼�½�¸�Ä�±�¸�Ä£ì!
|°�Ä�ò�°�½ �ä±�®�¯�°�¸�½µ°�Á¬Ê�ý�¸ Þ�°`Ù�°W½�¿�Þ¯ °WÄ
a 6= 0

¿
·�¯ °�Ä�·u¯�°�½�°�º»±�¼�ÄÉ¼jÀ À º»·�ºÃ¸�Ä ¼�¾�°��B°�¶W·oÀ�² °�·u¸*·�¯ °,Ü ½µ°�±µ°�Ä ¶W°�¸�¹	·�¯ °�·�¸<Þ�°�½WÊQ®�¯�°�¸�½µ°�Á �£ÊäöØÀ º»±�¶W² ±�±µ°�±�·u¯ °�¶�¼�±µ°
Þ¯ °WÄÈ·u¯ °K·dÞ�¸É°��B°�¶`·u±¡¼�½µ°*¸�¹�·u¯�°*±u¼�Á�°*¸�½µÀ °�½�¸�¹ÁK¼jÅ�Ä º»·�² À °jÊ�®�¯ °Ø¶�¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·

a
½�° � °�¶W·�±�·u¯ °*Ü�½�¸�Ü.¸�½µ·�ºÃ¸�Ä

¸�¹�·�¯ °K·dÞ�¸�°��B°�¶`·u±Wû�º�·u±QÙj¼�¾»² °Kº»±Qº»Ä%·u½�º»Ä ±�º»¶K¼jÄ ÀÌÀ ¸(°�±,Ä�¸�·,¶T¯�¼jÄ Å�°�¿�¹¢¸�½Q°�Û ¼jÁ�Ü ¾»°�¿bÞ¯�°�ÄÌ·u¯�°K¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä
g

ºÃ±
Á,²�¾»·uº»Ü ¾Ãº»°�ÀØ³%ÇÝ¼�¶�¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·|¹0¼�¶`·u¸�½WÊÆádÄÝÜ ½�º»Ä ¶�º»Ü ¾Ã°�¸�Ä�°�¶�¸�² ¾ÃÀ�ºÃÁ�¼�Å�ºÃÄ�°

a = −1/2
Þ¯ ºÃ¶T¯Ý¶�¸�² ¾»ÀÝ½µ°�±�²�¾»·�ºÃÄ�·�¯ °

·dÞ�¸�°��B°�¶`·u±Q¶�¼�Ä ¶W°�¾»¾ÃºÃÄ�Å¬¸�²�·�¿!¯ ¸ Þ�°`Ù�°�½W¿�¼¬Ä�°�Å%¼j·�º»Ù�°
a

º»±QÄ�¸�·QÙ�°�½}ÇI¾»ºÃòj°�¾»ÇÝ·u¸¬³B°�½�°�¼�¾Ãº»í�¼�³ ¾»°�ºÃÄI¼�À�Ç(Ä�¼jÁ�º»¶�¼�¾
±µº»·u² ¼j·uº»¸�Ä¡ø,·u¯ º»±�Þ�¸�² ¾ÃÀKÁ�°�¼�Ä�·�¯�¼j·�·�¯ °�Ùj¼�¾»² °|¸j¹

g
¯ ºÃÅ�¯*² Ü*º»Ä�·�¯ °�·�¸<Þ�°�½�¼�Ä À*º�·u±�±µ² Áð¹¢¸�½�·�¯ °|¾»°WÙ�°�¾Ã±�³B°W¾Ã¸ Þ

·�¯ °o¾Ã°WÙ�°�¾F¶W¸�Ä ±�º»À °�½µ°�ÀÝ¼�½�°�Ä °WÅ%¼j·�º»Ù�°W¾»ÇØ¶W¸�½�½µ°�¾Ã¼j·u°WÀ8Ê
®�¯ °�Ü�½�¸(¸�¹�ÞºÃ¾»¾F¹¢¸�¾Ã¾»¸<Þ ·u¯ °,±�¼�Á�°�¾Ãº»Ä °�±|¼�±N�|¼�½�¸�Ä ±�¸�Ä(ì�
|°WÄ ò�°W½�� ±�Ü�½�¸(¸�¹^ûº»·�ºÃ±|Ü.¸�±µ±�ºÃ³�¾Ã°Q·�¸*¶�¸�Ä ±µ·�½�² ¶`·o¼KÅ�¸(¸£À
±µÜ�¼�¶�°¬¸�Ä Þ¯ ºÃ¶T¯�·u¯ °Ø·�½u¼�Ä ±}¹¢°�½�¸�Ü.°�½u¼z·u¸�½

Û
¯�¼j±�¼É±�Ü.°�¶`·u½�¼�¾�Å%¼�Ü8Ê�®�¯ °¬ÜB°W½µ·�² ½�³.°�À�¸�ÜB°W½u¼j·�¸�½

Ût

¼�¾»±�¸É¯�¼�±
¼�±µÜB°W¶W·u½�¼�¾�Å%¼jÜ8¿	Þ¯ ºÃ¶T¯ Å�º�Ù�°�±,¼�Ä °�ºÃÅ�°�Ä%Ùj¼�¾Ã² °

λt
¼�Ä�À�¼jÄÈ°�ºÃÅ�°�Ä�¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä

wt
Êß®�¯ °ØÁ�¼�ºÃÄÌÜ�½�¸�³ ¾»°�Á ºÃ±�·u¯�¼j·

∥∥Ût − Û
∥∥ ¶�¼�Ä@Ä ¸�·³.°

O(t)
ºÃÄØÅ�°�Ä °W½u¼�¾2û	º»·�º»±�°�¼�±}Ç*·u¸¡¶W¸�Ä ±µ·�½�² ¶`·°`Û�¼�Á�Ü ¾Ã°W±�Þ¯ °�½µ°

t = o
(∥∥(Ût − Û)1

∥∥
L2

) ¿
Þ¯ °WÄ ¶�°

t = o
(∥∥Ût − Û

∥∥
) ¼j±Q±µ¸£¸�ÄÌ¼�±Q·�¯ °�Å�¸£¸(ÀË±µÜ�¼�¶�°�¯�¼�±�¼ÝÄ ¸�½µÁ ±µ·u½µ¸�Ä Å�°W½Q·�¯�¼�ÄI·�¯ °

L2 Ä ¸�½�Á¬¿b¼�Ä�À
¶W¸�Ä%·T¼�º»Ä ±�·u¯ °�¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä

1
Ê

� ±�ºÃÄ�Å�¼�³�±µ·u½�¼�¶W·�¼�½µÅ�² Á�°�Ä%·u±�³%Ç���°�¾Ã¾»°�½�¼�Ä�ÀKêFº»Ù�°�½�¼�Ä ºs¿�Þ�°|¶�¼�Ä�Ä °WÙ�°�½µ·�¯ °�¾»°�±µ±�Ü ½�¸ Ù�°Æ·�¯�¼j· |λt −1| = O(|t|1/10)¼�Ä�À ‖wt − 1‖L1 = O(|t|1/10)
Ê!®�¯ ºÃ±bºÃ±�è0°�±µ±�°WÄE·�º�¼�¾»¾»Ç�é�±µ²�ü�¶�º»°�Ä%·�·u¸�¼�Ü Ü ¾�Ç �|¼�½�¸�Ä ±�¸�Ä,¼�Ä À$
|°WÄ ò�°W½�� ±�¼j½�Å�² Á�°�Ä%·

¼�Ä�À¬Å�°W·
λt = 1 + it

∫
gwt − t2

2

∫
1|g|61/|t|g

2wt + o(t2L(1/|t|)) ¼�±�ºÃÄßè
� ( é�Ê	®�¯�°�ÁK¼�º»Ä*À º�ü�¶W² ¾»·dÇ�ºÃ±�·u¯ °WÄ@·�¸
Á�¼�ò�°�·u¯ °|¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä

wt
À�ºÃ±u¼jÜ ÜB°�¼�½�º»ÄK·u¯�ºÃ±�°�Û£Ü ½�°W±�±�º»¸�Ä8¿ ·�¸,Å�°W·�±�¸�Á�°W·�¯ ºÃÄ�Å,Á�¸�½�°�·�½u¼�¶`·T¼�³�¾Ã°�Ê �Ë°|Þº»¾Ã¾;Ä�¼�Á�°�¾�Ç

±µ¯ ¸ Þ ·u¯ ¼j· ∫
1|g|61/|t|g

2wt ∼ L(1/|t|) ¼�Ä À ∫
gwt =

∫
geitG +o(tL(1/|t|)) ¿�Þ¯ º»¶T¯¡Þº»¾Ã¾(¶�¸�Ä�¶�¾Ã²�À °�·u¯ °�Ü�½�¸(¸�¹^Ê

®�¸¡À ¸�·�¯ ºÃ±W¿£Þ�°QÄ�°�°�À@·u¸¡òEÄ ¸ Þ ·�¯�¼j·
wt − 1 = O(t)

ºÃÄ@±µ¸�Á�°�±µ°�Ä ±µ°�Ê�®!¸¡Ü ½µ¸ Ù�°o±�² ¶T¯Ý¼�Ä@°�±}·uºÃÁ�¼j·�°�¿£Þ�°o² ±�°Q¼
½µ¸�² Ä À�¼j³B¸�²£·�·u°W¶T¯ Ä º»¶�¼�¾B¼�½�Å�² Á�°WÄ%·�½µ°�¾»Ç(º»Ä ÅQ¸�Ä�·u¯�°�¹0¼�¶`·�·u¯ ¼j·�·�¯ °|º»Ä À ² ¶W°�À*Á�¼�Ü�¸�Ä�·�¯ °|³�¼j±�ºÃ±�¸�¹8·�¯ °�·�¸ Þ�°W½�ºÃ±
² Ä�º»¹¢¸�½µÁ�¾�Ç�°`Û£Ü�¼�Ä�À ºÃÄ Å�¿£·u¸�Ü ½�¸ Ù�°�·�¯�¼j· ‖1∆0(wt − 1)‖∞ = O(t)

¿�¼�Ä�ÀK·u¯ °WÄ*Þ�°�Ü�½�¸�Ü�¼jÅ%¼j·u°Æ·u¯ º»±�º»Ä�¹¢¸�½�Á�¼j·�ºÃ¸�Ä
² Ü�ºÃÄÌ·�¯ °Ø·u¸ Þ�°�½�¿�² ±µºÃÄ Å�·u¯�°¬º»Ä�¹¢¸�½µÁK¼j·�ºÃ¸�ÄÉÞ�°�¯�¼�Ù�°�¼j¾Ã½�°�¼�À�ÇËÜ ½�¸ Ù�°WÀ�¸�Ä

λt

ÊÌ®�¯ º»±�Ü ½�¸�Ü�¼�Å%¼j·�ºÃ¸�ÄÈ½µ°]�E² º»½�°�±
·�¯ °Øã�º»½�òE¯ ¸���±�² Á�±,¸�¹

g
·�¸�³B°�±�Á�¼�¾Ã¾�°WÄ ¸�² Å�¯3Ê�®!¸�°WÄ ±�²�½�°*·u¯�ºÃ±Q¸�Ä ¼Ý±�°`·�¸�¹¾Ã¼�½�Å�°�Á�°�¼�±µ² ½�°j¿�Þ�°*²�±�°*·u¯�°

º»Ä�¹¢¸�½�Á�¼j·�ºÃ¸�ÄØ¸�Ä¬·u¯ °o·T¼jºÃ¾Ã±�¸j¹
g
Ê�®�¯ º»±�º»±·�¯ °�¸�Ä ¾»ÇØÜ.¸�º»ÄE·Þ¯�°�½�°�·u¯ °Q¼�À À�º»·uº»¸�Ä�¼�¾3ºÃÄ�¹¢¸�½µÁK¼z·uºÃ¸�ÄØ¸�Ä

l
¼�Ä�À

L
ºÃ±

² ±µ°�À8Ê

� ��� � ��� �,.9�5. � 0#���7� � � � ���

�I°�ÞºÃ¾»¾8Ú�½�±}·�Ü ½µ¸<Ù�°,®�¯ °W¸�½�°WÁ ��Ê öØ¼�±µ±�² Á�ºÃÄ�Å�·u¯ ¼j· ∫
g = 0

Ê�ádÄ �b¼�½�¼�Å�½�¼�Ü ¯ ��Ê(��Êôú£¿;Þ�°�Þº»¾Ã¾�±�¯�¸<Þ ·�¯�¼j·�·u¯ º»±
º»Á�Ü ¾»ºÃ°W±�·u¯ °o·u¯ °W¸�½�°WÁÂºÃÄ�¹¢²�¾Ã¾FÅ�°WÄ °�½�¼�¾Ãº�·dÇ�Ê�ýÆ°�Ä ¶W°�¿"�'��Ö0×qÑ!ÖqÔ�Î¡Î��)�ÝÕC$�L�Ï(�µÏ;&(�µÏ�A�Ô�� * � *��  �Í�ÎQÍ	×qÑqÑ�Ï��!���'@KÎQÖ¢Ô�Ï�Ö
∫
g = 0

Ê

=54=5 � 6 ��� � �;�
	�� �
����� �� �	�P���	 ��� �
�����P.�7 � � .�� ���,.���� �;��� �;�	.�� �� ��� � � �'�	. � �)� �
�£º»Ä ¶�°Ø·�¯ °¬·u¼�ºÃ¾»±,¸�¹�·u¯ °Ø·u¸ Þ�°�½�¼�½�°@°�Û�Ü.¸�Ä °WÄ%·uº�¼j¾Ã¾»ÇË±�Á�¼�¾Ã¾�³EÇ�¼j±�±�²�Á�Ü�·�ºÃ¸�Ä3¿�·�¯ °�½µ°¬°�Û£ºÃ±µ·�±

ρ < 1
±�²�¶T¯�·u¯ ¼j·

µ∆(∆n) 6 Cρn Ê 
|°�Ä ¸j·u°|·�¯ °|½µ°W·u²�½�Ä*·uº»Á�°�·�¸�·u¯ °|³�¼�±�º»±�¹¢½µ¸�Á º»·�±�°�¾�¹F³%Ç
ϕ
Ê	®b¼�òj°

ε > 0
±µ² ¶T¯Ø·u¯�¼z·

e6ερ < 1
Ê

��¸�½
u : ∆ → C

¿ Þ½µº»·u°

‖u‖m = inf{C | ∀n ∈ N,
¹¢¸�½¼�¾»Á�¸�±}·�°`Ù�°�½}Ç

x ∈ ∆n, |u(x)| 6 Ceεn}
��ö



¼�Ä�À

‖u‖l = inf{C | ¹¢¸�½¼�¾ÃÁ�¸�±}·�°WÙ�°�½µÇ
x, y

ºÃÄØ·u¯�°�±�¼�Á�°�°�¾Ã°WÁ�°WÄ%·¸�¹!·�¯ °oÜ�¼�½}·uº»·�ºÃ¸�Ä@¼z·¯ °�º»Å�¯%·
n,

|u(x) − u(y)| 6 Ceεnτ s(x,y)}.


|°WÄ ¸�·�°,³%Ç H ·u¯ °Q±�Ü�¼�¶W°�¸�¹�Á�°�¼�±�² ½�¼�³ ¾»°�¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä ±
u

¸�Ä
∆

¹¢¸�½�Þ¯ º»¶T¯ ‖u‖ := ‖u‖m + ‖u‖l < +∞ Ê�á ·�ºÃ±
¼�ã�¼�Ä�¼j¶T¯�±µÜ�¼�¶�°oº»Ä ¶�¾»² À °�À@º»Ä

L1 è2¼�Ä�À�°`Ù�°�Ä�ºÃÄ
L6 ³.°�¶�¼�² ±µ°Q¸�¹�·u¯�°�¶�¸�Ä À�º»·uº»¸�Ä

e6ερ < 1
é`Ê	®�¯ º»±ºÃÄ ¶W¾Ã² ±µºÃ¸�ÄØº»±

¶W¸�Á�Ü ¼�¶W·�Ê
®�¯ °o¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ Å�Ü ½�¸�Ü.¸�±µº»·uº»¸�Ä*º»±�±�ºÃÁ�ºÃ¾Ã¼�½�·u¸�¼¡½µ°�±µ² ¾»·¸�¹���¸�² Ä�Å û
� �	��� �����	�
�%��� =5�  + Ô�Î��uÎ,ÎSR�×#�`Ö

C > 0
Ï(�)�

θ < 1
����ÓTÔ¬ÖqÔ�Ï�Ö% �$�Õ��QÏ(��Ò

u ∈ H  �$�Õ���Ï(��Ò
n ∈ N

 
∥∥Ûnu

∥∥ 6 Cθn ‖u‖ + C ‖u‖L1 .

�Æ¸�·u°�·�¯�¼j·|¸�² ½|À�°WÚ�Ä º�·uº»¸�ÄÝ¸�¹�±µ°�Ü�¼j½u¼j·�ºÃ¸�Ä¬·uºÃÁ�°�ºÃ±|Ä�¸�·|·�¯ °,±u¼jÁ�°�¼�±|º»ÄÈâ ��¸�²�æ	�jç2¿8¼�Ä�ÀÝ·u¯�¼z· ��¸�² Ä�Å*² ±�°W±�·u¯ °
¹0¼�¶`·�·u¯�¼z·�·u¯ °�½µ°W·u²�½�Ä@·u¸�·u¯ °�³ ¼�±�º»±�¸�Ä ¾»ÇK¸£¶W¶�² ½¼z¹q·u°�½¼,¾Ã¼�½�Å�°|·uº»Á�°

N
Ê�®�¯ ºÃ±�Å�º»Ù�°W±�¯ °�½Æ¼�±µ·�½�¸�Ä�Å�°�Û£Ü�¼�Ä ±µºÃ¸�Ä8¿

±µ²�ü�¶�ºÃ°WÄ%·K·u¸ÉÅ�°`·K½µºÃÀ ¸�¹|¶�¸�Ä ±}·T¼�Ä%·�±�°�¼�±�º»¾»Ç�Ê ®�¯ º»±�º»±�Ä ¸�·¡·u½µ² °¬ºÃÄ ¸�² ½¡±�°`·�·�ºÃÄ Å Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿�·u¯�°�Ü ½µ¸£¸j¹|¸�¹�·u¯ °
Ü ½µ¸�Ü.¸�±�º�·uºÃ¸�Ä*ÞºÃ¾Ã¾B³B°oÁ�¸�½�°�º»Ä%Ù�¸�¾�Ù�°�À@·u¯ ¼�Ä ��¸�² Ä Å � ±�Ê

LM�uÕ ÕC$ * ®!¼�ò�°
x ∈ ∆0

Ê ®�¯ °�Ä
Ûnu(x) =

∑
J (n)(xp)u(xp)

¿�Þ¯ °W½�°�·u¯�°ß±µ°W· {xp}p∈N

ºÃ±K·�¯ °É±�°`·�¸j¹�¼j¾Ã¾
Ü ½µ°�º»ÁK¼�Å�°�±�¸�¹

x
² Ä�À °�½

Un Ê�êF°W· Ap

¶W¸�Ä%·T¼�º»Ä ºÃÄ�Å
xp

³.°Æ±�² ¶T¯*·�¯�¼j·
Un : Ap → ∆0

ºÃ±�¼�Ä�ºÃ±�¸�Á�¸�½µÜ ¯ º»±�Á¬Ê!®�¯ °WÄ
J (n)(xp) 6 Cµ∆(Ap)

±�º»Ä ¶�°|·�¯ °�À º»±µ·�¸�½µ·�ºÃ¸�Ä�ºÃ±�³.¸�² Ä À�°�À8¿£³EÇÉè
��öEé�Ê�êF°W·
ωp

³.°|·u¯�°�¯ °�º»Å�¯%·�¸�¹F·�¯ °�±�°`·
Ap

¼�Ä�À
rp

·u¯�°�ÄE² Á�³B°W½Æ¸j¹b½µ°W·u²�½�Ä ±Æ¸�¹
Ap

·u¸�·u¯ °o³�¼j±�ºÃ±³.°W¹¢¸�½µ°�·uº»Á�°
n
Ê

��¸�½
y ∈ Ap

¿
s(xp, y) > rp

¿£Þ¯ °�Ä ¶W°

|u(xp) − u(y)| 6 τ rpeεωp ‖u‖l .

ýÆ°�Ä ¶W°�¿

|u(xp)| 6 τ rpeεωp ‖u‖l +
1

µ∆(Ap)

∫

Ap

|u|. è�� �%é

�I°oÅ�°W·

|Ûnu(x)| 6 C
∑

µ∆(Ap)τ
rpeεωp ‖u‖l + C

∫
|u|. è��<å�é

êF°W·
ω : ∆ → N

³.°,·u¯�°,¹¢² Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä %d¯ °�º»Å�¯%·�'u¿F¼�Ä ÀÉ¾Ã°`·
Ψn(x)

³B°,·�¯ °�ÄE² Á,³.°�½�¸�¹�½µ°W·u²�½�Ä ±o¸�¹
x

·�¸*·u¯ °�³ ¼�±�º»±
³.°W·dÞ�°�°WÄÝ·uº»Á�°

1
¼jÄ À

n
Ê�®�¯ °�ÄËè
�<å�é�ºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±�·�¯�¼j·

|Ûnu(x)| 6 C ‖u‖l

∫

U−n∆0

τΨneεω + C ‖u‖L1 .
è�� �%é

�I°�ÞºÃ¾Ã¾B² ±�°o·u¯�°o¹¢¸�¾Ã¾Ã¸ Þº»Ä Å�·u°W¶T¯ Ä º»¶�¼�¾F¾»°�Á�ÁK¼�¿EÞ¯ º»¶T¯¬Þº»¾Ã¾3³.°oÜ ½�¸ Ù�°�ÀÝº»ÄØ·u¯ °�¼�Ü Ü.°�Ä�À º�ÛBÊ
� �'
 
/.V=5 �5 + Ô�Î��TÎ�ÎSR�×#�`Ö

C > 0
Ï(�)�

θ < 1
����ÓTÔ¬Ö¢Ô�Ï�Ö� �$�Õ���Ï(��Ò

n ∈ N
 

∫

U−n∆0

τΨneεω
6 Cθn.

è�� æ%é

�<ú



ádÄ ¶W½�°�¼�±�º»Ä Å
θ
º�¹!Ä�°�¶�°W±�±�¼�½µÇ�¿.Þ�°Q¶�¼�Ä¬¼�±�±µ² Á�°o·�¯�¼j·

e−ε 6 θ
Ê

®�¯ º»±¾Ã°�Á�Á�¼�¿(·�¸�Å�°`·u¯ °W½Þº�·u¯Iè
� �%é`¿ º»Á�Ü�¾ÃºÃ°W±�·�¯�¼j·�¿ ¹¢¸�½¼�Ä%Ç
x ∈ ∆0

¿

|Ûnu(x)| 6 Cθn ‖u‖l + C ‖u‖L1 .
è ( õ%é

÷�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½ÆÄ ¸ Þ
x ∈ ∆

±�² ¶T¯Ý·�¯�¼j·
ω(x) = k < n

Ê�êF°W·
x′

³.°Qº�·u±Ü ½�¸<´µ°�¶W·�ºÃ¸�Ä¬ºÃÄ@·u¯�°Q³�¼j±�ºÃ±WÊ�®�¯ °WÄ
Ûnu(x) =

Ûn−ku(x′)
¿�Þ¯ °�Ä�¶�°

e−εk|Ûnu(x)| = e−εk|Ûn−ku(x′)| 6 e−εkCθn−k ‖u‖l + Ce−εk ‖u‖L1 6 Cθn ‖u‖l + C ‖u‖L1 .
è ( �<é

��±�±�²�Á�°oÚ�Ä�¼�¾»¾»Ç�·u¯�¼z·
ω(x) = k > n

Ê�êF°`·
x′ = U−n(x)

¿�º�·�±u¼z·uºÃ±}Ú�°�±
ω(x′) = k − n

Ê	®�¯�°�Ä

e−εk|Ûnu(x)| = e−εne−ε(k−n)|u(x′)| 6 e−εn ‖u‖m .
è (	( é

®�¯ °W±�°Q°]�E²�¼j·�ºÃ¸�Ä ±�Ü�½�¸ Ù�°o·u¯�¼z·
∥∥Ûnu

∥∥
m

6 Cθn ‖u‖ + C ‖u‖L1 .

�I°Q±}·uº»¾Ã¾F¯�¼�Ù�°o·u¸�¯�¼�Ä À�¾Ã°�·u¯ °Qý�þ�¾ÃÀ °W½ÆÄ�¸�½�Á¬Ê�÷�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½·dÞ�¸�ÜB¸�º»Ä%·u±
x, y

º»Ä¬·�¯ °Q±�¼�Á�°�°W¾Ã°WÁ�°WÄE·Æ¸�¹bÜ�¼�½}·uº»·�ºÃ¸�Ä
¸�¹�·u¯�°�³ ¼�±�º»±

∆0

Ê�êF°W·
xp

¼�Ä À
yp

³B°�·�¯ °�º»½�Ü ½�°WºÃÁ�¼�Å�°W±�¿ º»Ä¬±µ°W·�±
Ap

¼�±Æ¼�³.¸ Ù�°jÊ�®�¯�°�Ä

|Ûnu(x) − Ûnu(y)| 6
∑

|J (n)(xp)u(xp) − J (n)(yp)u(yp)|

6
∑

|J (n)(xp)||u(xp) − u(yp)| +
∑

|J (n)(xp)|
∣∣∣∣1 − J (n)(yp)

J (n)(xp)

∣∣∣∣ |u(yp)|.

ádÄ@·u¯ °�Ú�½µ±µ·Æ±�²�Á�¿ |J (n)(xp)| 6 Cµ∆(Ap)
¼jÄ À |u(xp) − u(yp)| 6 τ s(x,y)+rpeεωp ‖u‖l

Ê�ý�°�Ä�¶�°�¿

∑
|J (n)(xp)||u(xp) − u(yp)| 6 Cτ s(x,y) ‖u‖l

∫

U−n∆0

τΨneεω
6 Cθnτ s(x,y) ‖u‖l

³%Ç¬êF°�Á�ÁK¼��£Ê ��Ê
ádÄ�·�¯ °�±�°W¶�¸�Ä ÀÉ±µ² Á�¿ |J (n)(xp)| 6 Cµ∆(Ap)

¼�Ä�À ∣∣∣1 − J(n)(yp)

J(n)(xp)

∣∣∣ 6 Cτ s(x,y) ³%Ç�è���öEé�Ê�ó�¸�½�°W¸ Ù�°�½W¿ |u(yp)|
ºÃ±

³.¸�² Ä À�°�ÀÝ³%ÇIè�� �%é`Ê � ±�º»Ä Å�·u¯ °W±�°�ºÃÄ °��(² ¼�¾Ãº�·uºÃ°W±�¿(Þ�°oÅ�°`·

∑
|J (n)(xp)|

∣∣∣∣1 − J (n)(yp)

J (n)(xp)

∣∣∣∣ |u(yp)| 6
∑

Cµ∆(Ap)τ
s(x,y)

[
τ rpeεωp ‖u‖l +

1

µ∆(Ap)

∫

Ap

|u|
]

6 Cτ s(x,y) ‖u‖l

∫

U−n∆0

τΨneεω + Cτ s(x,y)

∫
|u|

6 Cθnτ s(x,y) ‖u‖l + Cτ s(x,y) ‖u‖L1

³%Ç¬êF°�Á�ÁK¼��£Ê ��Ê
®�¸�±µ² Á�² Ü3¿ Þ�°�¯�¼�Ù�°�Ü ½�¸ Ù�°�À�·�¯�¼j·�¿�Þ¯ °�Ä

x
¼�Ä�À

y
³B°W¾Ã¸�Ä�Å¡·�¸�·u¯ °o±u¼jÁ�°�Ü�¼j½µ·uº�·uº»¸�Ä*°�¾»°�Á�°�Ä%·Æ¸�¹�·u¯ °o³�¼�±µºÃ±W¿

|Ûnu(x) − Ûnu(y)|
τ s(x,y)

6 Cθn ‖u‖l + C ‖u‖L1 .

� �



êF°W·|Ä ¸ Þ
x

¼�Ä À
y
³B°W¾Ã¸�Ä Å¡·u¸�·u¯ °Q±u¼�Á�°�°�¾Ã°WÁ�°WÄ%·|¸�¹b·u¯ °QÜ�¼�½µ·�º»·�ºÃ¸�Ä8¿ Þº�·u¯

k = ω(x) < n
Ê�êF°`·

x′
¼�Ä À

y′
³B°

·�¯ °�º»½�Ü ½�¸z´µ°W¶W·�ºÃ¸�Ä ±º»Ä@·�¯ °o³�¼�±µºÃ±�Ê	®�¯�°�Ä

e−εk |Ûnu(x) − Ûnu(y)|
τ s(x,y)

= e−εk |Ûn−ku(x′) − Ûn−ku(y′)|
τ s(x′,y′)

6 e−εk
[
Cθn−k ‖u‖l + C ‖u‖L1

]

6 Cθn ‖u‖l + C ‖u‖L1 .

��±�±�²�Á�°oÚ�Ä�¼�¾»¾»Ç�·u¯�¼z·
k > n

Ê�ê�°`·
x′ = U−nx

¼�Ä�À
y′ = U−ny

Ê�®�¯ °WÄ

e−εk |Ûnu(x) − Ûnu(y)|
τ s(x,y)

= e−εne−ε(k−n) |u(x′) − u(y′)|
τ s(x′,y′)

6 θn ‖u‖l .

�£²�Á�Á�ºÃÄ Å�² Ü*·u¯ °W±�°o°]�E²�¼z·uºÃ¸�Ä ±�¿�Þ�°�Å�°`· ∥∥Ûnu
∥∥

l
6 Cθn ‖u‖l +C ‖u‖L1

Ê	®�¯ ºÃ±�¶�¸�Ä ¶W¾Ã² À�°�±�·u¯ °|Ü ½�¸(¸�¹�¸�¹�·u¯ °
Ü ½µ¸�Ü.¸�±�º�·uºÃ¸�Ä8Ê
êF°W·

g
³.°�·u¯ °�¾Ã¸(¶�¼j¾Ã¾»ÇKý�þ�¾ÃÀ °W½�¹¢² Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä@¹¢¸�½�Þ¯ º»¶T¯�Þ�°�Þ�¼�Ä%·Æ·u¸�Ü ½�¸ Ù�°�¼¡¾Ãº»Á�º�·�·u¯�°�¸�½µ°�Á¬Ê�á ·ÆºÃ±Ü.¸�±�±µºÃ³ ¾»°�·u¯�¼z·

g 6∈ H ¿�±�º»Ä ¶�° ‖g‖m

º»±�Ä ¸�·Ä °W¶�°�±µ±u¼�½µºÃ¾�Ç*Ú�Ä º�·u°�Ê

|°`Ú�Ä °Q¼�Ü.°�½}·u² ½µ³B°WÀ¬·�½u¼�Ä�±µ¹¢°�½¸�Ü.°�½�¼j·u¸�½�¿���¾�¼���¼�Å%¼�°`Ù.¿�³EÇ

Ût(u) = Û(eitgu)
Ê

� �	��� �����	�
�%���V=5��8 + Ô�Î��uÎ�ÎSR�×#�`Ö�ÓTÕ��0�`Ö Ï(��Ö��
C > 0

Ï(�)�
θ < 1

����ÓTÔ¡Ö¢Ô�Ï�Ö� '$�Õ���Ï�ÑqÑ
t ∈ [−1, 1]

 �$�Õ���Ï�ÑqÑ
u ∈ H  

$�Õ��QÏ�ÑqÑ
n ∈ N

 
∥∥Ûn

t u
∥∥ 6 Cθn ‖u‖ + C ‖u‖L1 .

®�¯ º»±Ü ½�¸�Ü.¸�±µº»·uº»¸�ÄØ¶�¸�ÄE·u¼�ºÃÄ�±��½µ¸�Ü.¸�±�º�·uºÃ¸�Ä ��Ê�ú�¼�±Æ¼�±�Ü.°�¶Wº�¼�¾3¶�¼�±µ°�¿�¹¢¸�½
t = 0

Ê
LM�uÕ ÕC$ * êF°W·

x ∈ ∆
Ê¡®�¯ °WÄ

Ûn
t u(x) =

∑
Uny=x e

itSng(y)J (n)(y)u(y)
¿3Þ¯ °WÄ ¶�° |Ûn

t u(x)| 6 Ûn|u|(x) Ê�®�¯ °
³.¸�² Ä À¬¸�Ä ∥∥Ûn|u|

∥∥
m

·u¯E² ±º»Á�Ü ¾»ºÃ°W±�·u¯�°�½µ°]�E² º»½�°�À¬³.¸�² Ä À¬¸�Ä ∥∥Ûn
t u
∥∥

m

Ê
��¸�½�·�¯ °@ý�þ�¾ÃÀ °W½�Ä ¸�½µÁ�¿�·u¼�ò�°

x
¼�Ä À

y
·dÞ�¸�ÜB¸�º»Ä%·u±,º»ÄÌ·u¯ °Ø±�¼�Á�°K°�¾Ã°WÁ�°WÄ%·�¸�¹ÆÜ�¼�½}·uº»·�ºÃ¸�Ä3Ê�®�¯ °�Ä3¿�Þº�·u¯Ì·u¯�°

Ä ¸j·T¼j·�ºÃ¸�Ä ±�¸j¹!·�¯ °oÜ ½�¸(¸�¹!¸�¹ �	½µ¸�ÜB¸�±�º»·�ºÃ¸�Ä ��Ê�ú(¿
∣∣∣Ûn

t u(x) − Ûn
t u(y)

∣∣∣ =
∣∣∣
∑

eitSng(xp)J (n)(xp)u(xp) − eitSng(yp)J (n)(yp)u(yp)
∣∣∣

6
∑

|J (n)(xp)u(xp) − J (n)(yp)u(yp)| +
∑

|eitSng(xp) − eitSng(yp)|J (n)(xp)|u(xp)|.
®�¯ °�Ú�½µ±µ·@±µ² Á ¯�¼j±@¼�¾Ã½µ°�¼�À�Ç�³.°�°�Ä °�±}·uº»ÁK¼j·�°�Àîº»Ä ·u¯ °ÉÜ ½µ¸£¸j¹o¸�¹&��½µ¸�Ü.¸�±�º�·uºÃ¸�Ä���Êôú£Ê ��¸�½�·u¯ °�±µ°�¶�¸�Ä À>¸�Ä °�¿
|eitSng(xp) − eitSng(yp)| 6 nCτ s(x,y) Ê�ýÆ°�Ä ¶W°�¿ �	½�¸�Ü.¸�±�º�·uº»¸�Ä ��Êôú¡º»Á�Ü�¾ÃºÃ°W±�·�¯�¼j·

∥∥Ûn
t u
∥∥ 6 C(n+ 1)θn ‖u‖ + C(n+ 1) ‖u‖L1 .

÷�¯ ¸(¸�±µ°
N > 0

±�²�¶T¯ß·�¯�¼j·
θ̄ := C(N + 1)θN < 1

Ê�á ·u°W½u¼j·�ºÃÄ Å�·u¯ °¡°]�E²�¼z·uºÃ¸�Ä ∥∥ÛN
t u
∥∥ 6 θ̄ ‖u‖ + C ‖u‖L1è0¼�Ä À¬² ±�º»Ä Å�·u¯ °�¹0¼�¶`·�·u¯�¼j· ∥∥ÛN

t u
∥∥

L1 6 ‖u‖L1

é`¿ Þ�°oÅ�°W·

∥∥ÛnN
t u

∥∥ 6 θ̄n ‖u‖ +
C

1 − θ̄
‖u‖L1 .

®�¯ º»±ºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±�·�¯ °o¶�¸�Ä�¶�¾Ã²�±�ºÃ¸�Ä¬¸j¹!·�¯ °oÜ ½�¸�Ü.¸�±µº»·uº»¸�Ä8¿(¹¢¸�½�·u¯ °o¶W¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·
θ̄1/N < 1

Ê
� �'
 
/.V=5��5 �*Ô�Î��

t→ 0
 ‖Ût − Û‖H→L3 = O(|t|1/6) *

�<å



LM�uÕ ÕC$ * ��¸�½ u ∈ H ¿
(Ût − Û)u = Û((eitg − 1)u)

Ê	®�¯ °�·u½u¼jÄ ±µ¹¢°W½Æ¸�ÜB°W½u¼j·�¸�½
Û

ºÃ±Æ¼�¶�¸�Ä%·u½�¼�¶W·�ºÃ¸�Ä@º»Ä¬°`Ù�°W½µÇ
Lp±µÜ�¼�¶�°j¿.¼�Ä À¬ºÃÄØÜ�¼�½}·uº»¶�² ¾Ã¼�½�ºÃÄ

L3 Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿
∥∥(Ût − Û)u

∥∥
L3 6

∥∥(eitg − 1)u
∥∥

L3 6
∥∥eitg − 1

∥∥
L6 ‖u‖L6 .

�Æ¸�·u°�·�¯�¼j· ‖u‖L6 6 C ‖u‖ Ê�ýÆ°�Ä ¶W°�¿ ‖Ût−Û‖H→L3 = O(‖eitg − 1‖L6)
Ê!®!¸�°W±µ·�ºÃÁ�¼j·u°�·u¯ º»± �E²�¼�Ä%·uº�·dÇ�¿�¶T¯ ¸(¸�±µ°

C > 0
±µ² ¶T¯I·�¯�¼j·�¿8¹¢¸�½�¼�¾»¾

x ∈ R
¿ |eix − 1| 6 C|x|1/6 Ê�®�¯ °�Ä ∫ |eitg − 1|6 6 C

∫
|tg| = O(|t|) Ê,ý�°WÄ ¶�°j¿

‖eitg − 1‖L6 = O(|t|1/6)
Ê

=54=5#3 � ��� � �	�
�%��� � 
λt �

�"� � �,��� �
��
/. �;���
ã�Ç �	½µ¸�ÜB¸�±�º»·�ºÃ¸�Ä ��ÊôúI¼jÄ À ýÆ°�Ä Ä�ºÃ¸�Ä�� ±�®�¯ °�¸�½µ°�Á â ý�°�Ä æ_�jç2¿�·u¯ °¬¸�Ü.°�½�¼j·u¸�½

Û : H → H ºÃ± �E²�¼�±�º»¶�¸�Á�Ü�¼�¶`·�û
¸�²£·u±�º»À °�¸j¹�·u¯ °QÀ ºÃ±µò {|z| 6 θ} ¿.º»·�±�±µÜB°W¶W·�½�² Á�ºÃ±Æ¶�¸�Á�Ü.¸�±�°WÀ�¸�¹	À�ºÃ±�¶W½�°`·u°�°WºÃÅ�°WÄ%Ù�¼j¾Ã² °W±|¸�¹�Ú Ä º»·�°QÁ,²�¾»·uº»Ü ¾Ãº»¶�º�·dÇ�Ê
ádÄÈÜ�¼j½µ·uº»¶�² ¾Ã¼�½�¿�³%Çß°�½�Å�¸£À º»¶�º�·dÇ�¿

1
ºÃ±Q¼Ý±�º»Á�Ü�¾Ã°¡ºÃ±µ¸�¾�¼j·�°�ÀI°�ºÃÅ�°�Ä%Ùj¼�¾Ã² °�¸�¹

Û
¿bÞº»·�¯ËÁ,²�¾»·uº»Ü ¾Ãº»¶�º�·dÇ�¸�Ä °�è2¼�Ä�ÀË·u¯ °

¶W¸�½�½µ°�±�Ü.¸�Ä À�ºÃÄ Å�°�º»Å�°�Ä�¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�ÄØº»±�·u¯ °o¶�¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·�¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä
1
é�Ê

êF°�Á�Á�¼ ��Ê���º»±��3ÕzÖÆ¼�¶W¸�Ä%·uº»Ä(²�º»·dÇ¬±µ·u¼j·u°WÁ�°WÄE·|ºÃÄ H Ê|ýÆ¸<Þ�°WÙ�°�½W¿3·u¯ °Q¸�Ü.°�½u¼z·u¸�½µ±
Û

¼�Ä À
Ût

±�¼j·uº»±µ¹qÇ�¼�²�Ä º»¹¢¸�½µÁ
ê�¼�±µ¸�·T¼zì ��¸�½�òj°,ºÃÄ�°]�E²�¼�¾»º»·dÇ¬³B°`·dÞ�°W°�Ä H ¼jÄ À

L3 ¿8³%Ç �	½�¸�Ü.¸�±µº»·uº»¸�Ä��£Ê�å�è0¼�Ä À�·u¯�°,¹0¼�¶W·�·�¯�¼j· ‖u‖L1 6 ‖u‖L3

é`Ê
ýÆ°�Ä ¶W°�¿;Þ�°�¶�¼�Ä�¼�Ü Ü�¾»Ç*·�¯ °�¼j³ ±µ·�½u¼�¶`·�½µ°�±µ² ¾»·�±�¸�¹�â ��ê�æ�æ£¿.÷�¸�½�¸�¾»¾�¼�½}Ç �Wç�è¢¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ Å�ºÃÀ °�¼�±¸�¹�â ã �oæ��jçqé�Ê �I°oÅ�°W·
·�¯ °�¹¢¸�¾Ã¾»¸<Þº»Ä Å û
��¸�½�±�Á�¼�¾Ã¾b°�Ä ¸�²�Å�¯

t
¿
Ût

¯ ¼�±�¼¬² Ä ºl�(²�°�°WºÃÅ�°WÄEÙj¼�¾»² °
λt

¶�¾Ã¸�±�°¡·u¸
1
¿�¼�Ä�ÀËº»·�±�¼j·uº»±µÚ�°W± |λt − 1| = O(|t|1/10)

Ê
êF°W·

Pt

³.°�·u¯�°*¶�¸�½µ½�°W±�Ü.¸�Ä À º»Ä Å�°�º»Å�°�Ä�Ü ½�¸z´µ°W¶W·�ºÃ¸�Ä8Ê�®�¯ °�Ä ‖Pt‖H→H
ºÃ±�³B¸�² Ä À °WÀÌÞ¯ °�Ä

t → 0
ÊÉó¬¸�½�°W¸<Ù�°�½W¿

‖Pt − P0‖H→L3 = O(|t|1/10)
Ê

- �'
/.0��1 = ��5 ý�°�½µ°�¿
1/10

¶W¸�² ¾»À�³B°�½µ°�Ü ¾Ã¼�¶�°WÀ�³%Ç�¼�Ä%Ç,°�Û£ÜB¸�Ä�°�Ä%·
< 1/6

¿�³�²�·�¼�Ä%Ç,Ü.¸�±µº»·uº�Ù�°�°`Û£ÜB¸�Ä °�Ä%·	Þ�¸�² ¾ÃÀ
³.°o±�²�ü�¶�º»°�Ä%·Æ¹¢¸�½�¸�² ½�Ü ²�½�Ü.¸�±�°W±�Ê

êF°W·
w̄t := Pt1

¿;¼�Ä ÀØÞ½�º�·u°
wt = w̄t

R

w̄t

Ê�®�¯ °WÄ
wt

ºÃ±�³.¸�² Ä À�°�ÀÝº»Ä H ¼�Ä�À

‖wt − 1‖L3 = O(|t|1/10).
è ( �%é

� �'
 
/.V=5 ���  �KÔ�Î��
t→ 0

 

λt = 1 − t2

2

∫
1|g|61/|t|g

2wt + it

∫
gwt + o(t2L(1/|t|)). è ( ö%é

LM�uÕ ÕC$ * ã�ÇØÀ�°WÚ�Ä º�·uº»¸�Ä8¿
Ût(wt) = λtwt

Ê	ádÄE·�°�Å�½�¼j·uº»Ä Å ¿�Þ�°oÅ�°W·

λt =

∫
eitgwt.

è ( ú�é

�I°�Þ�¼�Ä%·Æ·u¸�² ±�°QêF°�Á�ÁK¼���Ê ( ·u¸�°�±µ·�ºÃÁ�¼j·u°�·�¯ ºÃ±º»ÄE·�°�Å�½�¼�¾sÊ�ýÆ¸<Þ�°WÙ�°�½W¿.·�¯ ºÃ±¾Ã°WÁ�Á�¼�¼�Ü Ü�¾ÃºÃ°W±�¸�Ä ¾�Ç*·u¸�³B¸�² Ä À °WÀ
¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä ±WÊ�ýÆ°�Ä ¶W°�¿�Þ�°oÞº»¾Ã¾B¯�¼�Ù�°o·u¸¡Á�¸(À º�¹qÇ

wt

Ê
®!¼�ò�°

x ∈ ∆
Þº»·u¯

ω(x) > 0
¿,¼jÄ À7¾Ã°`·

x′ = U−1(x)
Ê�®�¯ °È°��E²�¼j·uº»¸�Ä

Ûtwt = λtwt

º»Á�Ü�¾ÃºÃ°W±Ø·u¯�¼j·
eitg(x′)wt(x

′) = λtwt(x)
Ê ý�°�Ä�¶�°�¿ |wt(x)| = |λt|−1|wt(x

′)| Ê �£º»Ä ¶�°
wt

º»±*² Ä º�¹¢¸�½�Á�¾»Ç ³.¸�² Ä À�°�Àÿ¸�Äî·u¯ °
³�¼j±�ºÃ±¸�¹�·u¯�°o·�¸ Þ�°W½�è¢±�º»Ä ¶�°oº»·º»±�³B¸�² Ä À °WÀ�º»Ä H é�¿�Þ�°QÅ�°`·

|wt(x)| 6 C|λt|−ω(x).
è ( �%é

� �




|°`Ú�Ä °¡¼¡¹¢² Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä
w′

t

³%Ç
w′

t(x) = wt(x)
º�¹
ω(x) 6 |t|−1/10 ¼jÄ À

w′
t(x) = 0

¸�·u¯�°�½µÞº»±�°jÊ|á ·�³.°�¾»¸�Ä Å�±Æ·u¸ H ¿
Þº�·u¯ ‖w′

t‖ 6 ‖wt‖
Ê �£ºÃÄ ¶W°

λt = 1 +O(|t|1/10)
¿�è ( �%é�º»Á�Ü ¾»ºÃ°W±�·u¯ ¼j·

‖w′
t‖∞ 6 C(1 + C|t|1/10)|t|

−1/10

6 C ′.

êF°�Á�Á�¼���Ê ( ¼�Ü Ü�¾ÃºÃ°WÀ*·u¸
w′

t

Å�º»Ù�°�±
∫

(eitg − 1 − itg)w′
t = −t

2

2

∫
1|g|61/|t|g

2w′
t + o(t2L(1/|t|)). è ( å�é

êF°W·Æ² ±±µ¯ ¸ Þ ·u¯�¼z·�·u¯ º»±�°]�E²�¼j·�ºÃ¸�Ä¬ºÃ±¼�¾»±�¸�±�¼j·uº»±µÚ�°WÀ�³%Ç
w′′

t := wt − w′
t

Ê �bº»½�±}·�¿

∣∣∣∣
∫

(eitg − 1)w′′
t

∣∣∣∣ 6 2

∫

ω>|t|−1/10

|wt| 6 2

∫

ω>|t|−1/10

(1 + C|t|1/10)ω
6 C

∞∑

n=|t|−1/10

ρn(1 + C|t|1/10)n.

�ÿ¯ °WÄ
t
ºÃ±3±�Á�¼�¾Ã¾j°�Ä ¸�²�Å�¯8¿

ρ(1+C|t|1/10) <
√
ρ < 1

Ê!ý�°WÄ ¶�°j¿ | ∫ (eitg−1)w′′
t | 6 Cρ|t|

−1/10/2 = o(t2L(1/|t|)) ÊádÄÝ·�¯ °�±u¼�Á�°QÞ�¼�Ç�¿ ∣∣∫ gw′′
t

∣∣ 6 ‖g‖L3/2 ‖w′′
t ‖L3

¼�Ä À ‖w′′
t ‖L3

À�°�¶�¼�Ç(±�±}·u½�°`·u¶T¯ °WÀ�°`Û£Ü.¸�Ä °�Ä%·�º�¼�¾»¾»Ç�¿�Þ¯ °WÄ ¶�°�º»·ÆºÃ±
o(t2L(1/|t|)) Ê �bºÃÄ ¼�¾Ã¾�Ç�¿

∣∣∣∣
∫

1|g|61/|t|g
2w′′

t

∣∣∣∣ 6
1

|t|2
∫

|w′′
t | = O(ρ|t|

−1/10/2/t2) = o(t2L(1/|t|)).

ýÆ°�Ä ¶W°�¿!è ( å�é�¯ ¸�¾ÃÀ�±¼�¾Ã±µ¸¡¹¢¸�½
w′′

t

Ê �Ë°oÅ�°`·
∫

(eitg − 1 − itg)wt = −t
2

2

∫
1|g|61/|t|g

2wt + o(t2L(1/|t|)).

�£º»Ä ¶�° ∫
eitgwt = λt

¼�Ä À ∫
wt = 1

¿£·u¯ º»±�Å�º»Ù�°�±�·u¯ °o¶W¸�Ä ¶�¾»² ±�º»¸�Ä@¸�¹�·u¯ °o¾Ã°WÁ�Á�¼�Ê
6 ���	�87�7%.9�;: =5����� ��Î�Ô�Ï(U�Î

λt = 1 +O(|t|11/10) *
LM�uÕ ÕC$ * ádÄ>·�¯ °ÉÜ ½�¸(¸�¹�¸�¹�·�¯ °IÜ�½�°WÙ(º»¸�² ±¬¾Ã°�Á�Á�¼�¿ÆÞ�°Ë¯ ¼ Ù�°ËÜ ½µ¸ Ù�°�À>·u¯�¼j· ∫

ω>|t|−1/10 1|g|61/|t|g
2wt = O(t)

Ê
ó�¸�½�°�¸ Ù�°�½�¿B¸�Ä {ω 6 |t|−1/10} ¿ ·u¯ °o¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä

wt

ºÃ±² Ä º�¹¢¸�½�Á�¾»ÇK³B¸�²�Ä À °�À3Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿ ∫
ω6|t|−1/10 1|g|61/|t|g

2wt 6

C
∫

1|g|61/|t|g
2 ∼ CL(1/|t|) Ê	ý�°WÄ ¶�°j¿

∫
1|g|61/|t|g

2wt = O(L(1/|t|)).

ó�¸�½�°�¸ Ù�°�½�¿;³%ÇËè ( ��é�¼�Ä À¬¸�² ½¼�±µ±�² Á�Ü�·uº»¸�Ä ∫
g = 0

¿
∣∣∣∣
∫
gwt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫
g(wt − 1)

∣∣∣∣ 6 ‖g‖L3/2 ‖wt − 1‖L3 = O(|t|1/10).

®�¯ º»±Ü ½�¸ Ù�°W±Æ·�¯�¼j·�¿�ºÃÄßè ( öEé`¿�·�¯ °o½�º»Å�¯%·±�ºÃÀ�°�º»±
1 +O(|t|11/10)

Ê

� æ



=54=5#= � � �
��
/. �;���K��� �	�P����.���� �
®�¸,Ü ½µ¸£¶W°�°�À3¿�Þ�°�ÞºÃ¾Ã¾�Ä�°�°�À*·�¸,òEÄ ¸ Þÿ·u¯�¼j·

wt

ºÃ±�¶�¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·�¸�ÄK·�¯ °|³�¼j±�ºÃ±�² ÜK·�¸
O(t)

Ê �I°�¼j¾Ã½�°�¼�À�Ç¡òEÄ ¸ Þÿ·u¯�¼z·
‖wt − 1‖L3 = O(|t|1/10)

¿�³ ²£·�·u¯�ºÃ±�º»±�Ä�¸�·�±�²£ü�¶WºÃ°WÄE·�·u¸,°W±µ·uº»ÁK¼z·u°ÆÜ ½�°W¶�ºÃ±µ°�¾�Ç�·�¯ °|·�°�½�Á�±�º»Ä�è ( öEé`Êb®!¸�Å�°`·�±µ² ¶T¯
¼�Ä�°�±}·uº»ÁK¼j·�°�¿�Þ�°ÆÞº»¾Ã¾ Ä�°�°�À�½�°�¼�¾�¶�¸�Ä%·�ºÃÄE² º»·dÇ�¿(¼�Ä À�Ä ¸�·�¸�Ä ¾�Ç,·u¯ °�Þ�°�¼�ò�¶W¸�Ä%·uº»Ä(²�º»·dÇ�Å�º�Ù�°WÄK³%Ç���°�¾Ã¾»°�½^ì^êFº»Ù�°�½u¼jÄ º � ±
·�¯ °�¸�½µ°�Á¬Ê�®�¯ ºÃ±�Þº»¾Ã¾b³.°�¼�¶T¯ º»°WÙ�°WÀË³%Ç�Þ�¸�½�òEº»Ä Å�À�ºÃ½�°W¶W·�¾»Ç�¸�Äß·�¯ °¡³�¼�±µºÃ±�Ê�®�¯�°�Å�¸�¼�¾b¸�¹�·u¯�ºÃ±oÜ�¼�½�¼�Å�½u¼jÜ ¯ÉºÃ±�·u¸
Ü ½µ¸ Ù�°Qê�°WÁ�Á�¼���Ê��<ú£Ê
êF°W·

U0

³B°�·�¯ °oÁK¼�ÜØº»Ä À ² ¶W°�À¬³%Ç
U

¸�ÄØ·u¯�°�³ ¼�±�º»±
∆0

¸�¹�·u¯�°o·�¸ Þ�°W½�Ê 
|°�Ä�¸�·u°�³%Ç
ϕ

·u¯ °�Ú�½µ±µ·Æ½�°`·u² ½µÄ¬·�ºÃÁ�°|·u¸
·�¯ °o³�¼�±�º»±�¿�±µ¸�·�¯�¼j·

U0(x) = Uϕ(x)(x)
Ê

êF°W·o²�±�¶�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½�·u¯�°�±�Ü�¼�¶W° H0

¸�¹�ý�þ�¾ÃÀ °W½|¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä ±
u : ∆0 → C

¸�Ä�·u¯�°,³�¼�±µºÃ±�¿8¼�Ä ÀÉÀ °WÚ Ä °¡¼�Ä�¸�Ü.°�½�¼j·u¸�½
Rn : H0 → H0

³%Ç
Rnu(x) =

∑
J (n)(y)u(y)

¿£Þ¯ °W½�°o·u¯ °o±�²�Á ºÃ±�½�°W±µ·�½�ºÃ¶`·u°WÀ¬·�¸�·�¯ ¸�±�°
y ∈ ∆0

Þº�·u¯¬½�°`·u² ½µÄ
·�ºÃÁ�°

ϕ(y) = n
¿�¼�Ä�À

Un(y) = x
Ê �£°W·�¼�¾»±�¸

Rn(t)(u) = Rn(eitSngu)
Ê

� �'
 
/. =5��'35 + Ô�Î��uÎ¡ÎSR�×#�`Ö
C > 0

Ï(�)�
θ < 1

����ÓTÔ�Ö¢Ô�Ï�Ö� 8$�Õ��,Ï�ÑqÑ
n ∈ N

Ï(�)�ØÏ�ÑqÑ
t ∈ [−1, 1]

 ‖Rn(t)‖ 6

Cθn Ï(�)� ‖Rn(t) −Rn‖ 6 Cθn|t| *
LM�uÕ ÕC$ * ®�¯ °ßÁK¼jÜ

U0

º»±��ºÃ³�³ ±}ì^óÝ¼�½�òj¸ Ùÿ¸�Ä
∆0

Ê ýÆ°�Ä ¶W°�¿�â(o¸�² õ�ö�¿oêF°�Á�Á�¼ �£Ê ( çoÜ�½�¸ Ù�°W±�·u¯ ¼j· ‖Rn‖ 6

Cµ∆(ϕ = n)
¼�Ä ÀÉâ(o¸�² õ�ö�¿�êF°WÁ�Á�¼���ÊôúzçBÇ£º»°�¾»À ± ‖Rn(t) −Rn‖ 6 C|t|nµ∆(ϕ = n) +C

∫
{ϕ=n} |eitSng − 1| Ê

�£º»Ä ¶�°
µ∆(ϕ = n) = O(ρn)

¿�Þ�°�Å�°W·ÆºÃÄ@Ü�¼j½µ·uº»¶�² ¾Ã¼�½ ‖Rn‖ 6 Cρn ¿ Þ¯�ºÃ¶T¯¬À °�¶�¼ Ç(±�°`Û£ÜB¸�Ä °�Ä%·uºÃ¼�¾Ã¾�Ç�Ê�ó�¸�½�°�¸ Ù�°�½�¿
¸�Ä {ϕ = n} ¿ |Sng|3/2 6 n1/2

∑n−1
k=0 |g ◦ Uk|3/2 ¿�Þ¯�°�Ä ¶W° ∫

{ϕ=n} |Sng|3/2 6 n1/2
∫
∆
|g|3/2 = O(n1/2)

Ê
÷�¸�Ä�±�°]�E² °WÄ%·u¾»Ç�¿

‖Rn(t) − Rn‖ 6 C|t|nρn + C

∫
1ϕ=n|t||Sng| 6 C|t|nρn + C|t| ‖1ϕ=nSng‖L3/2 ‖1ϕ=n‖L3 ,

Þ¯ º»¶T¯�À�°�¶�¼�Ç(±�¼j¾Ã±�¸�°�Û£ÜB¸�Ä�°�Ä%·uºÃ¼�¾Ã¾�Ç�Ê

��¸�½ |z| < θ−1 ¿(º»·�ºÃ±�Ü.¸�±�±µºÃ³ ¾»°�·u¸�À�°WÚ�Ä °
R(z, t) :=

∑
znRn(t)

Ê�®�¯�°|¸�Ü.°�½�¼j·u¸�½
R(1, 0)

º»±	·u¯ °Æ·u½u¼jÄ ±µ¹¢°W½�¸�Ü.°�½^ì
¼j·�¸�½Æ¼�±�±µ¸£¶Wº�¼j·�°�À¬·u¸

U0
Ê�á ·|¯�¼j±|¼¡±�º»Á�Ü ¾»°�ºÃ±µ¸�¾�¼j·�°�À@°�º»Å�°�Ä%Ùj¼�¾»² °�¼z·

1
¿.¼�Ä À@·u¯ °Q¶�¸�½µ½�°�±µÜB¸�Ä À ºÃÄ�Å�°WºÃÅ�°WÄ�¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä

º»±o·�¯ °�¶�¸�Ä ±}·T¼�Ä%·�¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä
1
Ê*ýÆ°�Ä ¶W°�¿!¹¢¸�½

(z, t)
¶W¾Ã¸�±µ°�°WÄ ¸�² Å�¯I·u¸

(1, 0)
¿
R(z, t)

¯�¼j±Q¼@² Ä ºl�E² °�°WºÃÅ�°WÄ%Ù�¼j¾Ã² °
λ(z, t)

¶�¾Ã¸�±�°�·u¸
1
Ê

� �'
 
/. =5���=5 + Ô�Î��uÎ�ÎSR�×#�`Ö%�
C > 0

���;ÓTÔ�Ö¢Ô�Ï�Ö� 5$�Õ���Ï�ÑqÑ
z ∈ C

Í	×qÖqÔ |z| 6 θ−1/2 Ï(�)�¬Ï�ÑqÑ
t ∈ [−1, 1]

 Í�Î
Ô�Ï(U�Î ‖R(z, t) − R(1, 0)‖ 6 C(|t| + |z − 1|) *
LM�uÕ ÕC$ * �I°�¯�¼�Ù�°

R(z, t) − R(1, t) =
∑

(zn − 1)Rn(t)
Ê�ó¬¸�½�°W¸<Ù�°�½W¿�º�¹ |z| 6 θ−1/2 ¿ |zn − 1| 6 |z −

1|∑n−1
k=0 |z|k 6 C|z − 1|θ−n/2 Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿

‖R(z, t) −R(1, t)‖ 6

∞∑

n=0

|zn − 1| ‖Rn(t)‖ 6 C|z − 1|
∞∑

n=0

θ−n/2θn
6

C

1 − θ1/2
|z − 1|.

ó�¸�½�°�¸ Ù�°�½�¿

‖R(1, t) − R(1, 0)‖ 6

∞∑

n=0

‖Rn(t) − Rn‖ 6

∞∑

n=0

C|t|θn
6

C

1 − θ
|t|.

� �'
 
/.V=5 � NP � Õ��B��@�Ï�ÑqÑ!Î��3Õ��(&zÔ
t
 
R(λ−1

t , t)(1∆0wt) = 1∆0wt *
( õ



LM�uÕ ÕC$ * êF°W·
x ∈ ∆0

¿�¾Ã°W· {xp}
³.°¡·�¯ °�±�°W·�¸�¹�º»·�±�Ü ½�°WºÃÁ�¼�Å�°�±�²�Ä À °�½

U
¿b¼z·Q½µ°�±µÜB°W¶W·uº�Ù�°�¯ °�º»Å�¯%·u±

ωp

¿!¼jÄ ÀI¾»°W·
x′p

³B°�·u¯�°�Ü�½�¸z´µ°W¶W·uº»¸�Ä@¸�¹
xp

ºÃÄ*·�¯ °o³�¼�±µºÃ±�Ê �£º»Ä ¶�°
Ûtwt = λtwt

¿�Þ�°Q¯�¼�Ù�°
λtwt(x) =

∑
eitg(xp)J(xp)wt(xp)

Ê
ó�¸�½�°�¸ Ù�°�½�¿B¹¢¸�½|¼jÄEÇ

y ∈ ∆
Þº�·u¯

ω(y) > 0
¿;Þ�°�¯�¼�Ù�°

λtwt(y) = eitg(U−1y)wt(U
−1y)

Ê�ýÆ°�Ä ¶W°�¿
λ

ωp

t wt(xp) =
eitSωpg(x′

p)wt(x
′
p)
Ê �I°oÅ�°W·

wt(x) =
∑

λ
−ωp−1
t J (ωp+1)(x′p)e

itSωp+1g(x′
p)wt(x

′
p).

è ( �%é
®�¯ °�ÜB¸�º»Ä%·u±

x′p
¼�½�°Q°`Û�¼�¶W·�¾»Ç@·u¯�°�Ü ½µ°�ºÃÁ�¼�Å�°W±�¸j¹

x
² Ä À °W½

U0

¿3¼jÄ ÀÝ·u¯�°�¶�¸�½�½�°W±�Ü.¸�Ä À º»Ä Å*½µ°W·u²�½�ÄÝ·�ºÃÁ�°o¹¢¸�½
U

ºÃ±
ωp + 1

Ê�ýÆ°�Ä ¶W°�¿!è ( �%é�Å�º»Ù�°�±�·u¯�°�¶W¸�Ä ¶W¾Ã² ±µºÃ¸�Ä@¸�¹�·u¯ °o¾»°�Á�ÁK¼�Ê
�I°o¯�¼�Ù�°Q¼�¾Ã¾3·�¯ °oÄ °�¶W°�±µ±u¼�½}ÇØ·u¸(¸�¾Ã±�·�¸�Ü�½�¸ Ù�°o·u¯ °oÁ�¼�ºÃÄK½�°�±µ² ¾»·Æ¸�¹�·u¯�ºÃ±�Ü�¼�½�¼�Å�½�¼�Ü ¯8û

� �'
 
/./= ����5 � Õ��
t ∈ [−1, 1]

 �ÖqÔ�Î��TÎ�ÎSR�×#�`Ö��
c(t) ∈ C

���;ÓTÔØÖ¢Ô�Ï�Ö ‖1∆0(wt − c(t))‖∞ = O(t) * TIÕ��uÎTÕ�U�Î��  
c(t) → 1

ÍbÔ�Î��
t→ 0 *

LM�uÕ ÕC$ * êF°�Á�ÁK¼z��Ê���ößÜ ½�¸ Ù�°�±K·�¯�¼j·�¿�¹¢¸�½�±�Á�¼�¾Ã¾�°WÄ ¸�² Å�¯
t
¿
λ(λ−1

t , t) = 1
¿�¼jÄ À�·�¯ °�¶W¸�½�½µ°�±µÜB¸�Ä�À ºÃÄ ÅI°�º»Å�°�Ä£ì

¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä�ºÃ±
1∆0wt

Êoê�°`·
Qt

³.°,·u¯�°,°�º»Å�°�Ä Ü�½�¸z´µ°W¶W·uº»¸�Ä�¸�¹
R(λ−1

t , t)
¶�¸�½µ½�°W±�Ü.¸�Ä À º»Ä ÅK·u¸*·�¯ °,°WºÃÅ�°WÄEÙj¼�¾»² °

1
Ê�á ·

±�¼j·uº»±µÚ�°W±
‖Qt −Q0‖ = O(

∥∥R(λ−1
t , t) − R(1, 0)

∥∥) = O(|λ−1
t − 1| + |t|) = O(|t|)

³%ÇÝê�°WÁ�Á�¼ ��Êl�k��¼�Ä�ÀÉ÷�¸�½�¸�¾Ã¾�¼j½µÇ �£Êl�_��Ê�êF°`·
bt = Qt1∆0

ÊG�|±
b0 = 1∆0

¿
bt

±u¼z·uºÃ±}Ú�°�± ‖bt − 1∆0‖ = O(t)
Ê�ádÄ

Ü�¼j½µ·uº»¶�² ¾Ã¼�½�¿
bt → 1∆0

ºÃÄ
L1 Ê

®�¯ °�¹¢² Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä
bt

ºÃ±�Ü ½�¸�Ü.¸�½}·uºÃ¸�Ä�¼�¾�·u¸
wt

¸�ÄË·�¯ °K³ ¼�±�º»±
∆0

Ê�ý�°�Ä�¶�°�¿�·�¯ °�½µ°K°�Û�º»±µ·�±,¼Ý±µ¶�¼�¾Ã¼�½
c(t)

±µ² ¶T¯È·u¯�¼j·
1∆0wt = c(t)bt

Ê �£ºÃÄ�¶�°
wt

Å�¸£°W±�·u¸
1
ºÃÄ
L1 Þ¯ °WÄ

t→ 0
¿ Þ�°oÅ�°`·

c(t) =

∫
1∆0wt∫
bt

→ µ∆(∆0)∫
b0

= 1.

�bº»Ä�¼�¾»¾»Ç�¿
‖1∆0(wt − c(t))‖∞ = |c(t)| ‖bt − b0‖∞ = O(t).

=54=5�N � �	�5�  �  ���������	�'
 =5ON�� �P� � ∫
g = 0

êF°W··�¯ °�¹¢² Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä
G

³B°oÅ�º�Ù�°�Ä¬³%Ç
G(x) =

∑ω(x)−1
k=0 g(Ukπ0x)

¿;¼j±Æº»Ä@®�¯ °�¸�½µ°�Á �£Êäö Ê
� �'
 
/.V=5 ���5 �KÔ�Î��

t→ 0
 

λt = 1 − (1 + o(1))
t2

2

∫
1|g|61/|t|g

2eitG + it(1 + o(1))

∫
geitG + o(t2L(1/|t|)). è ( æ�é

LM�uÕ ÕC$ * �I°oÞº»¾Ã¾B±µ·T¼j½µ·�¹¢½�¸�Á è ( ö%é�¼�Ä À@±�¯ ¸ Þ ·�¯�¼j·�Þ�°Q¶�¼�Ä@½�°WÜ ¾�¼�¶W°
wt

³%Ç
eitG Ê

�I°o¯�¼�Ù�°
wt(x) = λ

−ω(x)
t eitG(x)wt(π0x)

Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿;³EÇ�÷�¸�½�¸�¾»¾�¼�½}Ç �£Êl�_��¼�Ä�ÀÝêF°�Á�Á�¼���Êl� ú

|wt(x) − c(t)eitG(x)| = |λ−ω(x)
t wt(π0x) − c(t)| 6 |λ−ω(x)

t − 1||wt(π0x)| + |wt(π0x) − c(t)|
6
[
(1 + C|t|11/10)ω(x) − 1

]
C + C|t| 6 ω(x)C|t|11/10(1 + C|t|11/10)ω(x) + C|t|.

�bºxÛ
b > 0

¾�¼�½µÅ�°�°WÄ ¸�² Å�¯8Ê ��¸�½
ω(x) 6 b log(1/|t|) ¿BÞ�°¡¸�³�·u¼�ºÃÄ |wt(x) − c(t)eitG(x)| 6 C|t| Ê ��¸�½

ω(x) >

b log(1/|t|) ¼�Ä À¬±�Á�¼�¾Ã¾B°�Ä ¸�²�Å�¯
t
¿ Þ�°�¼�¾Ã±µ¸¡Å�°W· |wt(x) − c(t)eitG(x)| 6 ρ−ω(x)/4 Ê

( �



ýÆ°�Ä ¶W°�¿
∫

ω>b log(1/|t|)
1|g|61/|t|g

2|wt − c(t)eitG| 6

∫

ω>b log(1/|t|)

1

|t|2ρ
−ω(x)/4

6
1

|t|2C
∞∑

n=b log(1/|t|)
ρnρ−n/4 = o(1)

º�¹
b
º»±�¾�¼�½µÅ�°�°WÄ ¸�² Å�¯3Ê�ó¬¸�½�°W¸<Ù�°�½W¿

∫

ω6b log(1/|t|)
1|g|61/|t|g

2|wt − c(t)eitG| 6 C|t|
∫

1|g|61/|t|g
2 = C|t|L(1/|t|).

ýÆ°�Ä ¶W°�¿
∫

1|g|61/|t|g
2wt = c(t)

∫
1|g|61/|t|g

2eitG + o(1) = (1 + o(1))

∫
1|g|61/|t|g

2eitG + o(1).
è���õ�é

ádÄ@·u¯ °o±�¼�Á�°�Þ�¼�Ç�¿
∫

ω>b log(1/|t|)
|g||wt − c(t)eitG| 6 ‖g‖3/2

∥∥1ω>b log(1/|t|)|wt − c(t)eitG|
∥∥

L3 = O(t)

º�¹
b
º»±�¾�¼�½µÅ�°�°WÄ ¸�² Å�¯3Ê�ó¬¸�½�°W¸<Ù�°�½W¿

∫

ω6b log(1/|t|)
|g||wt − c(t)eitG| 6

∫
|g|C|t| = O(t).

�I°oÅ�°W·
∫
gwt = c(t)

∫
geitG +O(t) = (1 + o(1))

∫
geitG +O(t).

è�� � é
�t�E²�¼j·�ºÃ¸�Ä ±Qè&��õ%é�¼�Ä ÀËè��J�<é�·u¸�Å�°W·�¯ °�½�Þº»·�¯Iè ( öEé�º»Á�Ü�¾»ÇÉè ( æ%é�Ê
- �'
/.0��1 =5�� �8 ®�¯ °�Ü ½µ¸£¸j¹�¸�¹�·�¯ °Ý¾»°�Á�ÁK¼ß¼�¾Ã±µ¸Ë±µ¯ ¸ Þ±K·u¯�¼z·�¿�ºÃÄ è ( æ�é�¿�º�·Kº»±�±µ²�ü�¶�ºÃ°WÄ%·*·u¸IºÃÄ%·u°WÅ�½u¼j·�°�¸�Ä
{ω(x) 6 b log(1/|t|)} º�¹

b
ºÃ±�¾Ã¼�½�Å�°�°�Ä ¸�²�Å�¯8¿�±�º»Ä ¶�°�·�¯ °o½�°�Á�¼�º»Ä ºÃÄ Å�Ü�¼�½µ·º»±�ºÃÄ

o(t2L(1/|t|)) Ê

®�¯ °¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ Å|¾Ã°�Á�Á�¼�ÞºÃ¾»¾ ² ±�°�·�¯ °|¼jÀ À º»·�ºÃ¸�Ä ¼�¾�¼j±�±�²�Á�Ü�·�ºÃ¸�Ä�±�·�¯�¼j·
l
º»±	±�¾»¸<Þ¾�Ç,Ùj¼�½µÇ(º»Ä Å�¼�Ä À

l(x ln x) ∼ l(x)
¿

L(x ln x) ∼ L(x)
Ê

� �'
 
/.V=5 � �5 ��Î�Ô�Ï(U�Î
∫

1|g|61/|t|g
2eitG = L(1/|t|)(1 + o(1)).

è�� ( é

LM�uÕ ÕC$ * á ·ºÃ±�±µ²�ü�¶�º»°�Ä%·�·�¸¡Ü ½�¸ Ù�°Kè�� ( é�¸�Ä {ω 6 b log(1/|t|)} ¿ ±�º»Ä ¶�°�·u¯�°�½µ°�Á�¼�ºÃÄ�ºÃÄ Å,Ü ¼�½µ·¶�¼�Ä�³.°oºÃÅ�Ä�¸�½�°WÀ8Ê
®!¼�ò�°�±�¸�Á�°

ε > 0
¿ Þ�°�ÞºÃ¾Ã¾BÜ ½�¸ Ù�°�·�¯�¼j·

∫

ω6b log(1/|t|)
1|g|61/|t|g

2|eitG − 1| 6 2εL(1/|t|) è&�_�%é

Þ¯ °WÄ
t
ºÃ±�±�Á�¼�¾»¾3°�Ä�¸�² Å�¯8Ê�®�¯ º»±�ÞºÃ¾Ã¾B³B°�±µ²�ü�¶�º»°�Ä%·�·�¸¡¶�¸�Ä ¶W¾Ã² À�°o·�¯ °oÜ ½�¸(¸�¹^Ê

êF°W·
At := {x | ω(x) 6 b log(1/|t|), |G(x)| > ε/|t|} Êbá ¹ x ∈ At

¿E·u¯ °W½�°�°`Û£ºÃ±}·u±
y
³.°�¾»¸ Þ

x
ºÃÄ�·u¯ °Æ·u¸ Þ�°�½�±µ² ¶T¯

·�¯�¼j· |g(y)| > ε
|t|b log(1/|t|)

Ê�êF°W·
B = {x | |g(x)| >

ε
|t|b log(1/|t|)}

¿�Þ�°�Å�°W·
µ∆(At) 6 b log(1/|t|)µ∆(B)

Ê

(	(



êF°W·
Z

³.°Q¼�½�¼�Ä À ¸�Á Ù�¼j½�º�¼j³ ¾Ã°�¸�Ä
R

Þº»·u¯Ø·�¯ °oÀ ºÃ±}·u½�º»³ ²�·�ºÃ¸�Ä*¸j¹
g
Ê	®�¯ °WÄ

P

(
1

|t| log(1/|t|)2
6 |Z| 6 1/|t|

)
= |t|2 log(1/|t|)4l

(
1

|t| log(1/|t|)2

)
− |t|2l(1/|t|)

= |t|2 log(1/|t|)4l(1/|t|)(1 + o(1))
¼�Ä�À

b log(1/|t|)P
(
|Z| >

ε

|t|b log(1/|t|)

)
= b log(1/|t|) |t|

2b2 log(1/|t|)2

ε2
l

(
ε

|t|b log(1/|t|)

)

=
|t|2b3 log(1/|t|)3

ε2
l(1/|t|)(1 + o(1)).

ýÆ°�Ä ¶W°�¿;º»¹
t
º»±�±�Á�¼�¾Ã¾3°�Ä ¸�²�Å�¯8¿

µ∆(At) 6 P
(

1
|t| log(1/|t|)2 6 |Z| 6 1/|t|

) Ê
�I°�Þ�¸�²�¾ÃÀ¬¾ÃºÃòj°�·u¸¡°�±}·uº»ÁK¼j·�° ∫

At
1|g|61/|t|g

2 Ê.��¸ Þ
∫

At

1|g|61/|t|g
2 =

∫

At

1 1
|t| log(1/|t|)2

<|g|61/|t|g
2 +

∫

At

1|g|6 1
|t| log(1/|t|)2

g2.

��Ä@·u¯ °o¸�Ä °o¯�¼jÄ À
∫

At

1 1
|t| log(1/|t|)2

<|g|61/|t|g
2
6

∫ 1/|t|

1
|t| log(1/|t|)2

x2 dP (x),

¼�Ä�À�¸�ÄØ·�¯ °o¸�·u¯ °W½¯�¼�Ä À8¿�³%Ç@¼jÜ Ü ¾»Ç(º»Ä Å�·u¯ °�¼�³.¸ Ù�°o³B¸�² Ä À ±�Þ�°QÅ�°`·
∫

At

1|g|6 1
|t| log(1/|t|)2

g2
6

1

|t|2 log(1/|t|)4
µ∆(At)

6
1

|t|2 log(1/|t|)4
P

(
1

|t| log(1/|t|)2
6 |Z| 6 1/|t|

)

6

∫ 1/|t|

1
|t| log(1/|t|)2

x2 dP (x).

®�¯E² ±Þ�°�Ä °W°�À�·�¸¡À °�¼�¾8Þº�·u¯Ø·u¯�°�º»Ä%·u°�Å�½u¼�¾
∫ 1/|t|

1
|t| log(1/|t|)2

x2 dP (x),

Þ¯ º»¶T¯�º»±�°]�E²�¼�¾F·�¸

L(1/|t|) − L

(
1

|t| log(1/|t|)2

)
= L(1/|t|) − L(1/|t|)(1 + o(1)) = o(L(1/|t|)).

ýÆ°�Ä ¶W°�¿�¹¢¸�½�±�Á�¼�¾»¾3°�Ä�¸�² Å�¯
t
¿ Þ�°�Å�°`·

∫

At

1|g|61/|t|g
2|eitG − 1| 6 εL(1/|t|).

��Ä
Bt := {x | ω(x) 6 b log(1/|t|), x 6∈ At}

¿�Þ�°Q¯�¼�Ù�° |eitG(x) − 1| 6 |t||G(x)| 6 ε
Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿

∫

Bt

1|g|61/|t|g
2|eitG − 1| 6 ε

∫
1|g|61/|t|g

2 = εL(1/|t|).
®�¯ °W±�°�·dÞ�¸�°]�E²�¼j·�ºÃ¸�Ä�±Æº»Á�Ü�¾»ÇÉè&�_�%éTÊ	®�¯ ºÃ±¶W¸�Ä ¶�¾»² À °W±·�¯ °oÜ ½�¸(¸�¹^Ê

( �



�£º»Ä ¶�° ∫
g = 0

¿�êF°�Á�ÁK¼���Ê�� ��Å�º�Ù�°�±

λt = 1 − t2

2
L(1/|t|)(1 + o(1)) + (1 + o(1))it

∫
geitG

= 1 − t2

2
L(1/|t|)(1 + o(1)) + (1 + o(1))it

∫
g(eitG − 1)

= 1 − t2

2
L1(1/|t|)(1 + o(1)),

±µºÃÄ ¶W° ∫
g(eitG − 1) = i(a + o(1))tL(1/|t|) ³%Ç¬¼�±�±µ² Á�Ü£·uºÃ¸�Ä8Ê

®�¯ º»±Æ¼�±µÇ(Á�Ü�·u¸�·�ºÃ¶�°�Û�Ü ¼�Ä ±�º»¸�Ä¬½�°�¼jÀ ºÃ¾�ÇKº»Á�Ü ¾»ºÃ°W±�·u¯�°�¶W¸�Ä ¶W¾Ã² ±µºÃ¸�Ä@¸�¹!®�¯ °�¸�½�°�Á �£Êäö ¿£¹¢¸�½
g
±µ² ¶T¯�·�¯�¼j· ∫

g = 0
Ê

=54=5 � � �	�5�  �  ���������	�'
 =5ON � � �	�P�����������	.�7 � . �H�
êF°W·

g : ∆ → R
³.°�¾Ã¸�Ä ÅË·u¸

Lp(∆)
¹¢¸�½*¼jÄEÇ

p < 2
è¢·u¯�ºÃ±Kº»±Kº»ÄëÜ�¼�½}·uºÃ¶W² ¾�¼j½¡·�¯ °�¶�¼�±�°�º�¹

g
±u¼j·�ºÃ±}Ú�°�±K·�¯ °

¼�±µ±�² Á�Ü�·�ºÃ¸�Ä ±¸�¹!®�¯ °W¸�½�°WÁ ��Ê öEé`Ê �£°`·
G(x) =

∑ω(x)−1
k=0 g(Ukπ0x)

Ê
� �'
 
/.V=5 � �5 � Õ���Ï(��Ò

p < 2
 �ÖqÔ�Î $W�'�3Ó`Ö2×sÕ��

G � Î`ÑÃÕ��'&���ÖdÕ
Lp(∆) *

LM�uÕ ÕC$ * ��¸�½ x ∈ ∆
¿.¾Ã°W·

ϕ(x)
³.°Qº�·u±Æ½�°`·u² ½µÄÝ·uº»Á�°�·u¸�·u¯ °�³�¼�±µºÃ±WÊ��(°W·�¼j¾Ã±�¸

ψ(x) = ϕ(π0x)
¿.Þ¯�°�½�°

π0

ºÃ±·u¯ °
Ü ½µ¸z´µ°�¶`·uº»¸�Ä�¸�Ä@·�¯ °o³�¼�±µºÃ±�¸�¹!·u¯ °�·u¸ Þ�°�½WÊ
�I°o¯�¼�Ù�°

|G(x)|p =

∣∣∣∣∣∣

ω(x)−1∑

k=0

g(Ukπ0x)

∣∣∣∣∣∣

p

6 ω(x)p−1

ω(x)−1∑

k=0

|g(Ukπ0x)|p.

÷�¯�¼jÄ Å�ºÃÄ�Å¡Ùj¼�½µº�¼�³�¾Ã°�±W¿£Þ�°QÅ�°W·

∫
|G(x)|p 6

∫
|g(y)|p

ϕ(y)−1∑

k=1

ω(Uky)p−1
6

∫
|g(y)|pψ(y)p.

�£º»Ä ¶�°o·u¯�°�·�¸<Þ�°�½Æ¯�¼�±�¼�Ä¬°`Û£Ü.¸�Ä °�Ä%·�º�¼�¾»¾»Ç*±µÁK¼j¾Ã¾3·u¼�ºÃ¾2¿�·u¯ °o¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä
ψ

³.°�¾»¸�Ä Å�±�·�¸
Lq ¹¢¸�½Æ¼�Ä%Ç

q < ∞ Ê � ±�ºÃÄ�Å
·�¯ °�ý�þ�¾»À °�½�º»Ä °]�E²�¼�¾»º»·dÇ�Þº»·u¯¬¼�±�²£ü�¶WºÃ°WÄE·�¾»ÇØ¾Ã¼�½�Å�°

q
¿�Þ�°�¸�³�·T¼jºÃÄ ∫ |G(x)|p <∞ Ê

êF°W·
g′

³.°Q¼jÄ ¸�·u¯�°�½�¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä@¸�Ä
∆
Ê 
|°`Ú�Ä °Q¼�¾Ã±µ¸

G′(x) =
∑ω(x)−1

k=0 g′(Ukπ0x)
Ê

� �'
 
/.V=5#3 �  × $
g − g′

×#� � Õ��'�)�(Î �� �ÖqÔ�Î��
∫
g(eitG − 1) =

∫
g′(eitG′ − 1) +O(t)

ÍbÔ�Î��
t→ 0 *

LM�uÕ ÕC$ * �I°�¯ ¼ Ù�°
∫
g(eitG − 1) −

∫
g′(eitG′ − 1) =

∫
(g − g′)(eitG′ − 1) +

∫
g(eitG − eitG′

).

( ö



�£º»Ä ¶�°
g − g′

ºÃ±�³.¸�² Ä À °WÀ8¿�·u¯ °�Ú ½�±µ·Æº»ÄE·�°�Å�½�¼�¾8±�¼j·uº»±µÚ�°W±
∣∣∣∣
∫

(g − g′)(eitG′ − 1)

∣∣∣∣ 6 C|t|
∫

|G′|,
Þ¯ º»¶T¯�º»±

O(t)
±�ºÃÄ�¶�°

G′ º»±�º»Ä%·u°�Å�½u¼�³ ¾»°�³%Ç�êF°�Á�ÁK¼ ��Ê�� æ�Ê ��¸�½�·u¯ °±µ°�¶�¸�Ä ÀKº»ÄE·�°�Å�½�¼�¾s¿ |G(x)−G′(x)| 6 Cω(x)
Ê

ýÆ°�Ä ¶W°�¿
∣∣∣∣
∫
g(eitG − eitG′

)

∣∣∣∣ 6
∫

|g|C|t|ω 6 C|t| ‖g‖L3/2 ‖ω‖L3 = O(t).

LM�uÕ ÕC$,ÕC$ + Ô�ÎTÕ��uÎ�@ � *��)* êF°`·
g
±�¼j·uº»±µ¹qÇÝ·�¯ °¡¼�±µ±�² Á�Ü�·uº»¸�Ä ±�¸j¹�®�¯�°�¸�½µ°�Á �£Êäö Ê �I½�º»·�°

g′ = g −
∫
g
ÊQ®�¯ °WÄ

g′º»±�±}·uº»¾Ã¾�º»Äß·�¯ °�Ä�¸�Ä ±µ·u¼�Ä À�¼j½�ÀËÀ�¸�ÁK¼jºÃÄ�¸�¹�¼j·�·�½u¼�¶`·uºÃ¸�Äß¸j¹�·u¯�°�Ä ¸�½�Á�¼�¾�¾�¼�Þo¿�¼�Ä ÀIº»·�±o·u¼�ºÃ¾!¹¢² Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä�±
l′

¼�Ä À
L′±�¼j·uº»±µ¹qÇ

l′ ∼ l
¼�Ä�À

L′ ∼ L
Ê�ó¬¸�½�°W¸<Ù�°�½W¿

∫
g′(eitG′ − 1) = (a+ o(1))itL(1/|t|)),

±µºÃÄ ¶W°
g
±u¼j·�ºÃ±}Ú�°�±�·u¯�°�±�¼�Á�°�°W±µ·�ºÃÁ�¼j·u°�¼jÄ ÀÝêF°WÁ�Á�¼���Ê ( õ¡¼�Ü Ü ¾»ºÃ°�±WÊ

�I°Ø¯�¼�Ù�°@¼�¾»½�°�¼�À�ÇßÜ ½�¸ Ù�°�À�®�¯ °�¸�½µ°�Á ��Êäö�¹¢¸�½�¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä ±,¸�¹íW°�½µ¸�ºÃÄ%·u°WÅ�½u¼�¾2Ê�®�¯ º»±¡¼�Ü Ü ¾»ºÃ°�±�·u¸
g′
¿�¼�Ä ÀÈÅ�º�Ù�°�±

Sng′

Bn
→ N (0, 1)

Ê �£º»Ä ¶�°
Sng

′ = Sng − n
∫
g
¿�·u¯�ºÃ±�¶�¸�Ä ¶�¾»² À °�±·u¯�°�Ü�½�¸(¸�¹^Ê

- �'
/.0��1 =543P�� êF°�Á�ÁK¼j±T��Ê�� æÆ¼�Ä À��£Ê ( õÆÀ ¸|Ä�¸�·bº»Ä%Ù�¸�¾�Ù�°�·�¯ °�À�Ç(Ä�¼�Á�ºÃ¶�±�¸�¹ ·�¯ °�½µ°W·�² ½�Ä ±�·u¸Æ·u¯ °�³�¼�±�º»±�Êbý�°�Ä�¶�°�¿
·�¯ °WÇ¬¼�¾»±�¸�¯ ¸�¾ÃÀ@ºÃÄ@¯%Ç(ÜB°W½�³.¸�¾Ãº»¶���¸�² Ä Å�·u¸ Þ�°�½µ±�Ê
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êF°W·²�±·�² ½�Ä@³�¼j¶TòK·u¸,·�¯ °o±µ·u²�À�ÇØ¸�¹�·u¯�°�±}·T¼�À�ºÃ² Á¬Ê �I°�ÞºÃ¾Ã¾.² ±µ°o·�¯ °oÄ ¸�·u¼j·uº»¸�Ä ±�¸j¹!·�¯ °�Ú�½�±}··dÞ�¸¡±�°W¶W·�ºÃ¸�Ä ±WÊ�ádÄ
Ü�¼j½µ·uº»¶�² ¾Ã¼�½�¿�±}·T¼�½}·uº»Ä Å�¹¢½µ¸�ÁÂ¼�Ú�Û£°WÀ�¹¢² Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä

f0 : X0 → R
±�¼j·uº»±µ¹qÇ(ºÃÄ�Å

(P1)
¿�Þ�°Q¯�¼�Ù�°,¸�³£·T¼�º»Ä °�ÀÝ¼�¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä

g : ∆ → R
ÊN��¶�¶�¸�½�À º»Ä Å*·u¸*®�¯�°�¸�½µ°�Á ��Êäö�¿3º»¹bÞ�°�Þ�¼�Ä%·�·u¸K¸�³�·T¼jºÃÄ�¼�¾ÃºÃÁ�º»·�·�¯ °�¸�½�°�ÁÂ¹¢¸�½

g
¿.·�¯ ° �E²�¼�Ä%·uº�·dÇ�·�¸

³.°o°�±µ·�ºÃÁ�¼j·u°WÀ@ºÃ± ∫
g(eitG − 1)

Ê	®�¯�°�Á�¼�º»ÄØ½�°�±µ² ¾»·Æ¸�¹�·u¯�ºÃ±�±�°W¶W·�ºÃ¸�Ä¬ºÃ±�·�¯ °�¹¢¸�¾Ã¾»¸<Þº»Ä Å�Ü�½�¸�Ü.¸�±�º�·uº»¸�Ä8Ê
� �	��� �����	�
�%��� NP��� � Î`Ö

y = 1
1− 3

4
log 3

 �Ï(�)� �uÎTÓ�Ï�ÑqÑFÖ¢Ô�ÎK�(Î�� ��×qÖ0×sÕ��ßÕC$
I
$W�uÕ�@�è
�<é * ��Î�Ô�Ï(U�Î

∫

∆

g(eitG − 1) dµ∆ = i
I2(y − 1)`2

4
t log(1/|t|) + o(t log(1/|t|)).

��² ½�Ü�½�¸(¸�¹�¼�Ü Ü ½µ¸�Û�º»ÁK¼z·u°�±�·u¯ °|¾Ã°W¹q·�¯�¼�Ä�ÀØ±�ºÃÀ�°|Þº»·�¯Ø¼�Ä*º»ÄE·�°�Å�½�¼�¾.°`Û£Ü ¾Ãº»¶�º�·u¾»Ç¡Å�º»Ù�°WÄØºÃÄK·�¯ °�Ü ¯ ¼�±�°�±µÜ�¼�¶W°�¸�¹F·u¯ °
±}·T¼�À º»² Á¬Ê!®�¯ º»±b¾Ã¼j·u°W½!º»ÄE·�°�Å�½�¼�¾E¶�¼�Ä�³B°�°W±µ·�ºÃÁ�¼j·u°WÀQÞº»·�¯�±µ²�ü�¶�ºÃ°WÄ%·	Ü ½�°W¶�º»±�ºÃ¸�Ä�À ² °�·u¸�·�¯ °�Å�°W¸�Á�°W·u½µºÃ¶�Ü ½µ¸�ÜB°W½µ·�ºÃ°�±
¸�¹�·u¯�°�³�ºÃ¾Ã¾»º�¼�½µÀKÁ�¼�Ü8Ê

� ��� � ����4������*+#37�� ��$ �)����3��)��$

�bº»½�±}·�Þ�°�±µ¯ ¸ Þ ·�¯�¼j·�·�¯ °�½�°W¾Ã°`Ù�¼jÄE·�°`Û£Ü ½�°W±�±µºÃ¸�Äß¶�¼�Ä�³.°�Ü ² ¾»¾Ã°WÀ�³�¼�¶Tò¬·u¸*·u¯�°�¯EÇ(Ü.°�½µ³B¸�¾»ºÃ¶ ��¸�² Ä Å*·�¸<Þ�°�½WÊ,êF°W·
ω(x)

³.°¡·u¯ °�¯ °�º»Å�¯%·�¸�¹�·u¯�°�Ü.¸�ºÃÄ%·
x

º»Ä
∆̄
¿b¼jÄ ÀË¾»°W·

π̄0 : ∆̄ → ∆̄0

³B°¡·u¯�°KÜ ½µ¸z´µ°�¶`·uºÃ¸�ÄI¸�Äß·u¯ °�³�¼�±µºÃ±WÊ �Ë°
À °`Ú�Ä °o·dÞ�¸¡¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä ±

F̄
¼�Ä À

Ḡ
¸�Ä

∆̄
³%Ç

F̄ (x) =
∑ω(x)−1

k=0 f̄(Ūkπ̄0x)
¼�Ä À

Ḡ(x) =
∑ω(x)−1

k=0 ḡ(Ūkπ̄0x)
Ê

� �'
 
/. NP#35 ��Î�Ô�Ï(U�Î
∫

∆

g(eitG − 1) =

∫

∆̄

f̄(eitF̄ − 1) +O(t).

( ú



LM�uÕ ÕC$ * �|±
(π∆)∗(µ∆̄) = µ∆

¿ ∫
∆
g(eitG − 1) =

∫
∆̄
ḡ(eitḠ − 1)

¼�²£·u¸�Á�¼j·uº»¶�¼�¾»¾»Ç�Ê �|±
ḡ − f̄

º»±�³B¸�² Ä À °WÀß³%Ç
êF°�Á�Á�¼ ( Ê�ú(¿;ê�°WÁ�Á�¼���Ê ( õ�ºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±�·u¯ °o±µ·u¼j·u°WÁ�°WÄ%·�Ê

�Æ¸�·u°�·u¯�¼j·
F̄

ºÃ±Æ°�±�±µ°�Ä%·uºÃ¼�¾Ã¾�Ç¬¼*ã�º»½�òE¯ ¸��ß±�²�Áà¸�¹
f

¹¢¸�½·u¯�°*×���U�Î�� � Î�@�Ï�A
T−1 ÊÆ®�¯E² ±�¿Bº»¹�Þ�°,±µÞº�·u¶T¯Ý¹¢½µ¸�Á

T·�¸
T−1 ¿�Þ�°�ÁK¼�Ç*º»Ä%Ù�°�±}·uº»Å%¼j·u°o¸�²�½�ºÃÄ%·u°WÅ�½u¼�¾3³EÇ*À�Ç(Ä�¼�Á�ºÃ¶�¼j¾3·u¸(¸�¾Ã±WÊ

��¸�½¬¼�¾»¾
x ∈ X

¿�¾»°W·
h(x) = f(T−1x)

Ê ádÄ%·u½µ¸£À�² ¶�°
h̄ = h ◦ πX

Ê ��¸�½
x ∈ ∆̄

Þº�·u¯
ω(x) > 0

¿�¾Ã°`·
H̄(x) =

∑ω(x)−1
k=1 h̄(Ū−kx)

¿�¸�½�°��E² º»Ùj¼�¾»°�Ä%·u¾�Ç�¿
H̄(x) = F̄ (Ū−1x)

Ê �I°�Ú�Û
H̄(x) = 0

¸�Ä
∆0

Ê

� �'
 
/. NP#=5 ��Î�Ô�Ï(U�Î
∫
f̄(eitF̄ − 1) =

∫
h̄(eitH̄ − 1) +O(t).

LM�uÕ ÕC$ * �I°�¯ ¼ Ù�°
h̄ ◦ Ū = f̄

¿;¼�Ä�À8¿;¼�Ü�¼�½}·�¹¢½�¸�Á
Ū−1(∆̄0)

¿
H̄ ◦ Ū = F̄

Ê�®�¯E² ±�¿

∫
h̄(eitH̄ − 1) −

∫
f̄(eitF̄ − 1) =

∫
h̄ ◦ Ū(eitH̄◦Ū − 1) −

∫
f̄(eitF̄ − 1)

=

∫

Ū−1(∆̄0)

[
h̄ ◦ Ū(eitH̄◦Ū − 1) − f̄(eitF̄ − 1)

]
.

��±
ϕ+

ºÃ±�³.¸�² Ä À�°�À¡¸�Ä�·u¯ °�½µ°�¶`·T¼�Ä Å�¾Ã°
R

·u¯�¼z·	À °WÚ Ä °�±�·u¯ °�³ ¼�±�º»±�¸�¹;·u¯�°·�¸ Þ�°W½�¿�·u¯�°�¹¢² Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä�±
h̄◦ Ū ¼�Ä À

f̄
¼�½�°

³.¸�² Ä À�°�ÀÝ¸�Ä
Ū−1(∆̄0)

Ê�ã�Ç@êF°�Á�Á�¼���Êl��æ
F̄

¼�Ä À
H̄

¼j½�°�³.¸�·u¯¬ºÃÄ%·u°WÅ�½u¼j³ ¾Ã°jÊ�®�¯ ºÃ±¶W¸�Á�Ü�¾Ã°W·�°�±�·�¯ °oÜ ½�¸(¸�¹^Ê

�I°�ÞºÃ¾Ã¾!¶�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½
T−1 ¼j±o·�¯ °�Ú�½�±}·�½�°W·�² ½�ÄßÁ�¼�Ü�¸�¹

T−1
0

·u¸Ø·�¯ °¡±�² ³ ±µÜ�¼�¶W°
X

Ê�®�¯�°�½µ°W·u²�½�Ä�·uº»Á�°,º»±
ϕ− =

ϕ+ ◦ T−1 Ê

� �  ���������������� &#���7& � �����*��$ �5.
T−1 �*+ ��0(��� �* ��*+(�'� �8�5. �2��$ $��*+��5;#4*37� �2�)�*��$

®�¯ °�³B°W¯�¼�Ù£º»¸�½|¸j¹ ∫
h̄(eitH̄ − 1)

ºÃ±|Å�¸<Ù�°�½µÄ °�À�³%ÇÝ·�¯ °�À£Ç£Ä ¼�Á�º»¶�¼�¾�Ü ½µ¸�Ü.°�½µ·�ºÃ°W±|¸�¹
T−1 ¼j·�·u¯ ¸�±µ°,Ü�¼�½}·u±�¸�¹	·u¯ °

Ü ¯ ¼�±�°¡±�Ü ¼�¶�°�Þ¯ °W½�°¡º»·|ºÃ±�°��(²�º»Ùj¼�¾Ã°WÄ%·�·u¸@¼Ø¾Ã¸�Ä�Å*±�°W½�ºÃ°W±�¸�¹�³B¸�² Ä ¶�°W±o³B°`·dÞ�°W°�ÄI·�¯ °�Ü�¼�½�¼�¾Ã¾»°�¾�±�°WÅ�Á�°WÄ%·u±o¸�¹�·u¯ °
³.¸�² Ä À ¼�½µÇ�Ê�®�¯ °W±�°¡±�°`·u±�¯�¼�Ù�°�·�¯ °,¹¢¸�¾Ã¾»¸ ÞºÃÄ Å�±µ·�½�² ¶`·u² ½µ°�û�·u¯�°,ÜB¸�ºÃÄ%·u±|¹¢¸�½|Þ¯ ºÃ¶T¯

T−1 ¼�¶W·�±�¼�±
n

¶W¸�Ä ±�°W¶�²�·�º»Ù�°
³.¸�² Ä ¶W°�±�¸�Ä�·u¯�°|±�°WÅ�Á�°�Ä%·u±�¹¢¸�½�Á ·dÞ�¸,±µ·�½�ºÃÜ.°�±�¸�¹F±µ¾Ã¸�Ü.°�¼�Ü Ü ½µ¸ Û£º»ÁK¼j·�°�¾�Ç −1

Ê
T−1 ÁK¼jÜ ±�·�¯ °�±µ°|·dÞ�¸,¶�°W¾Ã¾Ã±�¸�Ä%·�¸

·dÞ�¸K±}·u½�º»ÜB°W±�¸�¹!ÜB¸�±µº»·�º»Ù�°�±µ¾Ã¸�Ü.°�Ê
®�¯ °�Ú�Å�² ½�°�³.°�¾»¸ Þ À °W±�¶W½�ºÃ³.°�±�·�¯ ºÃ±bÅ�°�¸�Á�°W·�½�º»¶�¼�¾(±�º�·u²�¼j·�ºÃ¸�Ä3Ê ��Ä,·u¯�ºÃ±bÚ�Å�² ½�°�·�¯ °�½�°W¾Ã°WÙj¼�Ä%·	Ü ¼�½µ·	¸j¹.·�¯ °�¶WÇ(¾»ºÃÄ À °W½}ì
±µ¯�¼�Ü.°�À�Ü ¯�¼j±�°,±µÜ�¼�¶�°

X0

ºÃ±ÆÁK¼�Å�Ä º»Ú�°WÀ8û�·�¯ °�¯ ¸�½�ºÃíW¸�Ä%·T¼�¾�¶W¸£¸�½µÀ ºÃÄ ¼j·u°�ºÃ±·u¯ °�ÜB¸�±µº»·�ºÃ¸�Ä
r
¿8¼�Ä À¬·u¯ °QÙ�°�½}·uº»¶�¼�¾�ºÃ±

·�¯ °�¼�Ä Å�¾Ã°
θ
Ê7ñ°�¶�¼�¾Ã¾�·u¯ ¼j·

X
º»±�·�¯ °Ý² Ä�ºÃ¸�Äë¸j¹�·dÞ�¸ÈÜ�¼j½u¼�¾»¾Ã°�¾»¸�Å�½�¼�Á�±�ºÃÄ

X0

Ê>®�¯ °�¸�½µºÃÅ�º»Ä�¸�Ä�·u¯ °ÝÚ Å�² ½�°
¶W¸�½�½µ°�±�Ü.¸�Ä À�±�·�¸Q¼�¶W¸�½�Ä °W½�¸�¹3¸�Ä °�¸�¹.·u¯ °W±�°ÆÜ�¼�½u¼j¾Ã¾Ã°W¾Ã¸�Å�½u¼�Á�±�ûF¼�Ü ¯ ¼�±�°Ü.¸�ºÃÄ%·	Þº»·�¯�ÜB¸�±�º»·�ºÃ¸�Ä�¸�Ä¡·�¯ °b´µ² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä�¸j¹
·�¯ °|±µ°�Å�Á�°�Ä%·�¼jÄ ÀK·u¯�°|±�°WÁ�ºxìd¶WºÃ½�¶W¾Ã°j¿%¼�Ä ÀKÞº�·u¯�Ù�°�¾»¸£¶Wº»·dÇ¡Ü.°�½µÜB°WÄ À ºÃ¶W² ¾�¼j½�·�¸Q·u¯�°�Þ�¼�¾Ã¾!è

θ = 0
é`Êb®�¯ °�Ä °WÅ%¼j·uº�Ù�°W¾»Ç

±µ¾Ã¸�Ü.°�À�±µ·u½µºÃÜ.°�±¡·u°W½�Á�ºÃÄ�¼j·�ºÃÄ Å�¸�Ä�·u¯�°�·dÞ�¸Ë±�º»À °�±�¸�¹|·�¯ °ÝÜ ¼�½u¼�¾»¾Ã°W¾Ã¸�Å�½�¼�Á ·u¯�¼j·�Á�°�°`·*¼j·�·u¯�°�¸�½µºÃÅ�º»Ä�¼�½�°@·u¯ °
½µ°�Å�º»¸�Ä ±Þ¯ °�½µ°Q¸�Ä�°�¼�Ü�Ü ¾Ãº»¶�¼j·�ºÃ¸�Ä@¸�¹

T−1 ¶�¸�Ä�±�ºÃ±}·u±Æ¸�¹
n

¼�Ü Ü�¾ÃºÃ¶�¼j·uº»¸�Ä ±�¸�¹
T−1

0

Ê ��¼�¶T¯�¸�¹!·u¯ °W±�°QºÃ±ÁK¼jÜ ÜB°WÀ�³%Ç
T−1 ¸�ÄE·�¸�·dÞ�¸*Ü.¸�±�º�·uº»Ù�°�¾�ÇØ±�¾»¸�ÜB°WÀ�±}·u½µºÃÜ.°�±�Êã�¸�·u¯�±µ·u½µ² ¶W·�² ½�°W±�¼�¶W¶�² Á�² ¾�¼j·�°�Þº�·u¯¬ºÃÄ ¶W½�°�¼�±�º»Ä Å

n
¼j·Æ·u¯ °�¸�½µºÃÅ�º»Ä8¿

¼�±�·�¯ ºÃ±�º»±�·u¯ °oÜ ¯�¼j±�°�ÜB¸�º»Ä%·�ºÃÄ
X

·u¯�¼z·�¶W¸�½�½µ°�±µÜB¸�Ä�À ±Æ·�¸¡ºÃÄ�Ú�Ä�º»·u°W¾»Ç�¾Ã¸�Ä�Å�³B¸�²�Ä ¶�º»Ä Å¡³B°`·dÞ�°W°�ÄÝ·�¯ °o±�°�Å�Á�°WÄE·�±�Ê

( �
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��¶`·u²�¼�¾»¾»Ç�¿�·u¯ º»±bÚ�Å�²�½�°�¼�Ü�ÜB°�¼�½�±�¹¢¸�²�½b·uº»Á�°W±bºÃÄ
X

è¢·dÞºÃ¶W°�ºÃÄ,³.¸�·�¯�¸�¹;·u¯ °�Ü�¼j½u¼�¾»¾Ã°�¾»¸�Å�½�¼�Á�±8·�¯�¼j·	À�°WÚ�Ä °
X

é`Êb®�¯�°
·�½u¼�Ä ±}¹¢¸�½�Á�¼j·�ºÃ¸�Ä

T−1 ´µ² Á�Ü ±�¹¢½�¸�Á ¸�Ä °�±µ² ¶T¯Ý½µ°�Å�º»¸�Ä*·u¸�¼�Ä�¸�·u¯ °W½�¿ ¯�¸<Þ�°WÙ�°�½W¿.·�¯ °WÇØÜ�¾�¼�ÇK·�¯ °�±u¼�Á�°�À�Ç(Ä�¼�Á�ºÃ¶�¼�¾
½µ¸�¾Ã°jÊ	®�¯(²�±�¿�·u¸¡±�º»Á�Ü�¾Ãº»¹qÇ�Á�¼j·�·�°�½µ±�¿�Þ�°QÜ�½�°W·�°�Ä ÀÝ¼�±�º»¹�Þ�°�¯ ¼�À�¸�Ä ¾»ÇK¸�Ä °o¸�¹�·u¯ °WÁ�Ê
6 �����)��� �
�%� � NP�NP oº�Ù�°WÄ@·�¯ ºÃ±�Å�°�¸�Á�°W·�½µÇ�¿�Þ�°�Þº»¾Ã¾.½�°W¹¢°W½�·u¸�·u¯�°�±�°o½µ°�Å�º»¸�Ä ±�¼�±��sÓTÕ��W�3Î�� ��ÕC$MA�Ï(��Ï�ÑqÑÃÎ`ÑÃÕ &(�µÏ(@K���^Ê
ã�°W±�º»À °�±�·�¯ °*¼j³B¸ Ù�°KÀ °�±µ¶�½�º»³B°WÀÌ¹¢¸�² ½W¿!·u¯�°�½�°*¼�½�°¡¹¢¸�² ½�¹¢² ½µ·�¯ °�½Q¶�¸�½µÄ °�½µ±,¸�¹�·�¯ °�·dÞ�¸�Ü�¼�½�¼�¾Ã¾»°�¾Ã¸�Å�½u¼�Á�±�ÊK®�¯ °�±µ°
¹¢² ½}·u¯ °W½Ø¶�¸�½µÄ °�½µ±@¼�½�°�·u¯ °É¼�¶W¶�² Á�² ¾�¼j·�ºÃ¸�Ä�ÜB¸�ºÃÄ%·u±K¹¢¸�½�·u¯�°�¸�·u¯ °W½K·dÇ(ÜB°�¸j¹Q±µºÃÄ Å�² ¾�¼�½µº»·�ºÃ°�±W¿�¶�¸�½�½�°W±�Ü.¸�Ä À º»Ä ÅÌ·u¸
·�½u¼<´µ°W¶W·u¸�½�ºÃ°W±�±µ¾ÃºÃÀ�ºÃÄ ÅQ¼�¾Ã¸�Ä ÅQ·�¯ °�±�°WÁ�ºxìd¶WºÃ½�¶W¾Ã°W±�Ê��Ë°�±µ¯�¼�¾»¾B±µ°�°�¾Ã¼j·u°W½�¸�Ä�·u¯�¼j·�·u¯ °`ÇKÀ�¸,Ä ¸�·�Ü ¾�¼�Ç�¼�Ä%Ç�½�¸�¾»°|ºÃÄ�·u¯ °
¾»°�¼�À º»Ä Å,·u°W½�Á�³.°�¯ ¼ Ù(º»¸�½�¸�¹ ∫

h̄(eitH̄ − 1)
Ê

- �'
/.0��1QNP�  �I°¡Ä °�°WÀI·u¸¬±µ·�² À�Ç�·�¯ °¡ÁK¼�Ü
T−1 ¼�Ä ÀßÄ ¸�·

T
Ê�®�¯�°�±�°¡·dÞ�¸�¼�½µ°�Ä�¸�·�ºÃ±�¸�Á�¸�½µÜ ¯ º»¶�¿F¼�±

X
ºÃ±

·�¯ °*±�°`·�¸�¹ÆÜ.¸�ºÃÄ%·u±Q¸�ÄÈ¼Ý±µ°�Á�º�ì ¶�ºÃ½µ¶�¾»°�¹¢¸�½�Þ¯ ºÃ¶T¯Ì·�¯ °,A)�uÎ�U ×sÕ�� �@¶�¸�¾Ã¾Ãº»±�º»¸�ÄÉºÃ±�Ä�¸�·,¸�ÄÌ·�¯�¼j·�±�°�Á�º�ì ¶�º»½�¶�¾»°�Ê¬®�¯ ºÃ±
À °`Ú�Ä º�·uºÃ¸�Ä*ºÃÄ%·u½µ¸£À�² ¶�°W±�¼�Ä@¼�±}Ç£Á�Á�°W·u½}ÇK¸j¹�Ü�¼�±µ·Æ¼jÄ À*¹¢²�·u²�½�°�Ê	®�¯�°�ÁK¼�Ü

T−1 º»±�¿£¯ ¸ Þ�°`Ù�°�½W¿�ºÃ±µ¸�Á�¸�½�Ü ¯ º»¶Æ·�¸,·u¯ °
Á�¼�Ü,º»Ä À ² ¶W°�À,¸�ÄQ·u¯ °�±µ°W·	¸j¹�ÜB¸�ºÃÄ%·u±!¸�Ä�¼|±µ°�Á�º�ìd¶WºÃ½µ¶�¾Ã°	¹¢¸�½�Þ¯ º»¶T¯,·u¯ ° �3ÎSR�Ö!¶W¸�¾Ã¾»ºÃ±�º»¸�ÄoºÃ±�¸�Ä�¼�Ä�¸�·u¯ °W½b±µ°�Á�º�ìd¶WºÃ½µ¶�¾Ã°jÊ
®�¯ º»±	¾�¼j·�°�½!ºÃÄ À ²�¶�°�À�Á�¼�Ü�¯�¼j±�³B°W°�Ä¡±µ·�² À º»°�À¡³%Ç¡óÝ¼�½µòz¼�½�ºÃ¼�Ä�º»Ä@âôóÝ¼j½uõ�ö�ç2¿�Þ¯ °W½�°�¯ °j¿%ºÃÄ�Ü�¼j½µ·uº»¶�² ¾Ã¼�½�¿z¯�¼�±	±µ¯ ¸ ÞÄ
·�¯�¼j·Æº»·�±�¼j·uº»±µÚ�°W±�÷�¯ °�½µÄ ¸ Ù � ±�¼<Û�º»¸�Á�±�¹¢½�¸�Á âô÷�¯ °�æ�æjç2Ê
�I°�Ú�Û@±�¸�Á�°�¹¢² ½}·u¯ °W½Æ¶W¸�Ä%Ù�°WÄE·�ºÃ¸�Ä�±�¿�·u¸¡³.°�²�±�°�À@·u¯�½�¸�² Å�¯ ¸�²�·��£² ³�±�°�¶`·uº»¸�Ä�ö�Ê ( Ê
6 �����)��� �
�%� �VN��5 ñ°�¶�¼�¾Ã¾�·�¯�¼j·
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Mn

±}·T¼�Ä�À�¹¢¸�½·u¯ °�±µ·�½�º»ÜB°
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T−1(C)
¯�¼�±½�°`·u² ½µÄ�·uº»Á�°o¼z·�¾»°�¼�±}·

n/3 − C1
¼�Ä�À�¼j·

Á�¸�±µ·
3n + C1

¹¢¸�½±�¸�Á�°�¶�¸�Ä ±}·T¼�Ä%·
C1
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)
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0
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n
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i ∈ [n/3 + C2, 3n− C2]
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(1 − εn)
3n

8i2
6

Leb{x ∈ C | ϕ−(T−1(x)) = i}
Leb(C)
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n

·u¸
i
¼�±}Ç(Á�Ü�·�¸�·uº»¶�¼�¾»¾»Ç�Þº»·u¯
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8i2

è¢Ä ¸�·u°�·�¯�¼j· ∑3n−C2
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Á�¼�ÇØÀ °�Ü.°�Ä�À�¸�Ä@·u¯�°�Ü.¸�º»ÄE·�¸�¹ C Þ�°Q¼�½�°�¶W¸�Ä ±�º»À °�½µºÃÄ Å�Ê	®�¯ ºÃ±ºÃ±�¹¢¸�½�Á,² ¾Ã¼j·u°WÀØºÃÄØ·u¯�°o¹¢¸�¾Ã¾Ã¸ Þº»Ä Å�À °`Ú�Ä º�·uºÃ¸�Ä8Ê
�?��� � �	�
�����QN���'=5 � Î`Ö C � Î¡Ï &(Õ ÕH��Ó����WU�ÎKÕC$K�uÎ`Ö �'�W�ÌÖ2×�@KÎ

n * � Î`Ö $W����ÖqÔ�Î��W@KÕ��TÎ
A � Î¡Ï?��� � � Î`Ö|ÕC$ C Ï(�)�

τ : C\A→ N * + Ô�Î�� (A, τ)
×#��ÏØ±µ·�¸�Ü Ü º»Ä Å�·uºÃÁ�°*Õ�� C × $

• + Ô�Î��TÎ¡ÎSR�×#�`Ö��
p ∈ N

����ÓTÔÝÖ¢Ô�Ï�Ö
3p+1 < n0

 �Í	×qÖ¢ÔÝÖ¢Ô�ÎM$�ÕzÑqÑÃÕzÍ	×��'&�A)�uÕ!A�Î���Ö2Ò
�
Ï�ÑqÑ�Ö¢Ô�Î�ÓTÕ����3ÎTÓ`ÖdÎ �¬ÓTÕ�@BA�Õ �

�3Î���Ö���ÕC$ C\A Ï(�uÎ�ÕC$�Ö¢Ô�Î"$�Õ���@ Cn0,...,nk

 	ÍbÔ�Î��uÎ
n0 = n

 �ÖqÔ�Î � Î FH��Î��3ÓTÎ
n0, . . . , nk

×#�oÏ �(@�×#�!�`× � ÑÃÎ! �Ï(�)�
nk ∈ [3p, 3p+1 − 1] * � ����ÖqÔ�Î���@KÕ��uÎ! 

τ
×#������× $�Õ��W@�ÑhÒ*Î FH��Ï�ÑFÖ^Õ

k
Õ�� ���;ÓTÔÝÏØÓTÕ�@BA�Õ��3Î���Ö *

• ��Î�Ô�Ï(U�Î
Leb(A)/Leb(C) 6 1/2 *

ýÆ°�½�°�·dÇ(Ü ºÃ¶�¼�¾Ã¾�Ç
3p � n

¿!·u¯E² ±�Þ�°�±µ·�¸�ÜÌ¼j·�·u¯�°�Ú�½µ±µ·Q¸£¶W¶�¼�±µºÃ¸�ÄßÞ¯ °�ÄI·u¯ °�½�°`·u² ½µÄI·uº»Á�°¡À °W¶�½µ°�¼�±µ°�±,³.°�¾»¸<Þ ¼
¶W°�½µ·u¼�ºÃÄ@¾»°WÙ�°W¾sÊ
- �'
/.0��1 NP�� N� á ¹

(A, τ)
ºÃ±¼¡±µ·�¸�Ü Ü º»Ä Å�·uºÃÁ�°�¸�Ä C ¿ ·u¯ °WÄ

1

2
6

Leb(C\A)

Leb(C)
6 1.

®�¯E² ±�º»Ä�¸�² ½�°�±µ·�ºÃÁ�¼j·u°W±
Leb(C\A)

¼�Ä�À
Leb(C)

Á�¼ Ç,³B°Æ½�°WÜ ¾�¼�¶W°�À�Þº»·u¯�°�¼�¶T¯�¸�·u¯�°�½�Ê �I°ÞºÃ¾Ã¾�¸�¹q·u°WÄK² ±µ°�·u¯�ºÃ±
Þº�·u¯ ¸�²£·Å�º»Ù(ºÃÄ�Å,¹¢² ½µ·�¯ °�½À °`·T¼�º»¾Ã±�Ê

êF°W·�² ±�À�°WÚ�Ä °j¿�º»Ä�Ü�¼j½µ·uº»¶�² ¾Ã¼�½�¿%·�¯ ° �`ÖsÏ(�)�%Ï(�S�I�`ÖdÕ!A A.×��'&,Ö2×�@KÎÆ¹¢¸�½�¼QÅ�¸£¸(À�¶W² ½µÙ�° C ¸�¹F½µ°W·u²�½�ÄK·�ºÃÁ�°
n
Ê	êF°W·

p
³.°

·�¯ °�ºÃÄ%·u°WÅ�°�½�¹¢¸�½|Þ¯ º»¶T¯
3p 6 n1/4 < 3p+1 Ê �I°,Ü�¼j½µ·uº�·uº»¸�Ä C ¿Fº»·�°�½u¼z·u° T−1 ¼�Ä À�·�¯ ½�¸ Þ ¼�Þ�¼�Ç�·�¯ °,Ä °WÅ�¾Ãº»Å�ºÃ³ ¾»°

Ü�¼j½µ·u±�¼�¶W¶�¸�½µÀ ºÃÄ�Å@·�¸Ø·u¯ °¡Ü ½µ¸£¶W°�±�±oÀ °W±�¶W½�ºÃ³.°�ÀË¼�³.¸<Ù�°�Ê��I°�Å�¸¬¸�Äßº�·u°W½u¼j·�ºÃÄ Å*²�ÄE·�ºÃ¾	°Wº»·u¯�°�½�·u¯�°�½µ°W·�² ½�ÄÉ·uº»Á�°,¸j¹
·�¯ °oºÃÁ�¼�Å�°|³.°�¾»¸�Ä Å�±�·�¸,·u¯ °oº»ÄE·�°�½}Ù�¼j¾

[3p, 3p+1 − 1]
¿�¸�½�·u¯ °�ÄE² Á�³B°W½�¸�¹bº�·u°W½u¼j·�°�±�°`Û£¶W°�°�À�±

K log n
è¢¯ °�½µ°

K
º»±

·�¯ °,¶�¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·�¹¢½�¸�Áà÷�¸�Ä%Ù�°�Ä%·uº»¸�ÄÉö Ê�å�é`Ê|®�¯E² ±�Þ�°,Ü ²£·�ºÃÄ%·u¸
A
¿B¸�Ä�·u¯ °Q¸�Ä °,¯ ¼�Ä À8¿.·u¯ °,Ü.¸�º»ÄE·�±�·�¯ ½�¸ ÞÄÉ¼�Þ�¼ Ç

À ²�½�ºÃÄ�ÅK·u¯ º»±|Ü ½µ¸£¶W°�±µ±�¿F¼�Ä�À8¿3¸�Ä�·u¯ °,¸j·u¯ °W½|¯�¼�Ä�À8¿B·�¯ °,ºÃÄ%·�°�½µÙj¼�¾»±Æ¹¢¸�½�Þ¯ º»¶T¯�·u¯ °Q½�°W·�² ½�Ä�·�ºÃÁ�°QÀ�¸£°W±|Ä ¸�·|½�°�¼�¶T¯
[3p, 3p+1 − 1]

³.°W¹¢¸�½µ°
K log n

º�·u°�½�¼j·uº»¸�Ä ±WÊ ��Ä�¼�¾»¾F¸�·u¯�°�½ÆºÃÄ%·u°W½µÙj¼�¾Ã±�Þ�°�À °`Ú�Ä °
τ

¼�±·u¯�°�Ú�½µ±µ·|¸£¶W¶�¼�±µºÃ¸�Ä@Þ¯ °�Ä
·�¯ °o½�°W·�² ½�Ä@·uº»Á�°|³B°W¾Ã¸�Ä Å�±�·u¸

[3p, 3p+1 − 1]
Ê

� �	��� �����	�
�%��� N�����5 + Ô�Î �`ÖsÏ(�)�%Ï(� � �`ÖdÕ!A A.×��'&KÖ2×�@KÎ
(A, τ)

�(Î�� �3Î �KÖ¢Ô(×#�QÍ�Ï�Ò�×#��×��)�(ÎTÎ �@Ï �`ÖdÕ!A A.×��'&KÖ2×�@KÎ�× $
n

×#��Ñ�Ï(� &(Î�Î��3Õ�� &zÔ * � �'�`ÖqÔ�Î��W@KÕ��uÎ! 
Leb(A)/Leb(C) 6 n−1/5 *

LM�uÕ ÕC$ * ®�¯ °o¸�Ä ¾�Ç*Ä ¸�Ä£ì ·�½�º»Ù(ºÃ¼�¾3¶W¸�Ä À º�·uºÃ¸�Ä*·u¸¡³B°�Ù�°�½�º�Ú�°�À¬ºÃ±
Leb(A)/Leb(C) 6 n−1/5 Ê

êF°W·�² ±�Ú�½µ±µ·�°�±µ·�ºÃÁ�¼j·u°*·�¯ °@Á�°�¼�±�²�½�°@¸�¹�Ü.¸�º»ÄE·�±�·u¯ ½µ¸<ÞÄ�¼�Þ�¼�Ç À ²�½�ºÃÄ�Åß·�¯ °@½�°WÚ Ä °�Á�°�Ä%·�Ü ½�¸(¶�°W±�±�Ê �Ë°@ÞºÃ¾»¾
À °WÄ ¸�·�°�·�¯ ºÃ±�±µ°W·Æ³%Ç

A0(⊂ A ⊂ C)
Ê

( æ



�Æ¸�ÁK¼j·µ·u°W½�Þ¯ º»¶T¯�Ü ¯�¼�±µ°�¸�¹�·�¯ °�º»·�°�½�¼j·uº»¸�ÄQÞ�°�¶�¸�Ä ±�º»À °�½W¿�·u¯ °�½�°W·�² ½�Ä,·�ºÃÁ�°�º»±
> n1/4 ¿�·u¯E² ±W¿E¼�¶�¶W¸�½�À º»Ä Å|·�¸¡è���ö%é�¿

·�¯ °�ÜB¸�ºÃÄ%·u±|·�¯ ½�¸ ÞÄß¼�Þ�¼�ÇÝ¸£¶W¶�² Ü%Ç�¼z·�Á�¸�±µ·o¼
Cn−1/4 Ü ½µ¸�ÜB¸�½µ·uº»¸�Ä�¸�¹	·�¯ °�¶�¸�Ä ±�º»À °�½µ°�ÀÉºÃÄ%·u°W½µÙj¼�¾2Êoý�°�Ä�¶�°�¿F³%Ç

³.¸�² Ä À�°�ÀÝÀ�ºÃ±µ·�¸�½µ·�ºÃ¸�Ä3¿(·�¯ °oÜ ½�¸�Ü.¸�½}·uºÃ¸�ÄØ¸�¹
A0

º»Ä C ºÃ±¼j·Á�¸�±µ·
Cn−1/4K log n 6 n−1/5 ¹¢¸�½

n
¾�¼j½�Å�°�°WÄ ¸�² Å�¯3Ê

á ·�½�°WÁK¼jºÃÄ ±b·�¸o³B°�±µ¯ ¸ ÞÄ�·u¯ ¼j·	·u¯ °¸ Ù�°W½u¼�¾»¾ Á�°�¼�±µ² ½�°¸�¹;·u¯�°Æº»Ä%·u°�½}Ùj¼�¾Ã±b·�¯�¼j·�À ¸oÄ ¸�·�½µ°�¼�¶T¯
[3p, 3p+1−1]

³.°W¹¢¸�½µ°
K log n

º�·u°W½u¼j·�ºÃ¸�Ä ±|ºÃ±�±�Á�¼�¾»¾sÊ&�I°¡¯�¼�Ù�° C = A0 ∪
⋃ Ci

¿FÞ¯ °W½�°�°�¼�¶T¯ Ci

º»±�¸�¹�·u¯ °�¹¢¸�½µÁ Cn0,...,nk

¹¢¸�½�±µ¸�Á�°
¼�À�Á�º»±�±�º»³ ¾Ã°Q±�°��(²�°�Ä ¶W°

n0, . . . , nk

¿8Þº»·u¯
k 6 K log n

¿�¼�Ä À
nk < 3p+1 Þ¯�°�Ä °`Ù�°�½

k < bK log nc Ê�®�¯(²�±�º�·
º»±�°�Ä ¸�²�Å�¯�·u¸Ø°�±}·uº»ÁK¼j·�°�·u¯�°�Á�°�¼�±�² ½µ°�¸�¹ Ci

ìd±|Þº�·u¯
τCi

= k = bK log nc Ê,êF°W· C ′ ³B°�¸�Ä °�¸�¹�¸�² ½K�`ÖsÏ(�)�%Ï(�S�
¶W² ½µÙ�°�±�¸�¹Æ½�°W·�² ½�ÄÈ·�ºÃÁ�°

n
Ê �I°@¼�Ü Ü ¾�ÇI·�¯ °Ø±u¼�Á�°*¶W¸�Ä ±µ·�½�² ¶`·uº»¸�ÄÈ·u¸ C ′ ¿�¼�Ä ÀÈÅ�°`·�¼�±�ºÃÁ�ºÃ¾Ã¼�½oÀ °�¶W¸�Á�ÜB¸�±µº»·�ºÃ¸�Ä

C ′ = A′
0 ∪
⋃ C ′

i

Ê �;²�½µ·u¯�°�½�Á�¸�½µ°�¿ ³%Ç@êF°�Á�Á�¼,ö Êl� ( ¿ Leb Ci

Leb C′
i
6 C

Ê
ñ°�¶�¼�¾Ã¾3·�¯�¼j··u¯�°�±}·T¼�Ä�À�¼�½�À¬¶�²�½µÙ�°W±|¸�¹!½�°`·u² ½µÄ�·�ºÃÁ�°

n
¹¢¸�¾ÃºÃ¼j·u°|·�¯ °oÁK¼ ´µ¸�½�Ü�¼�½}·

M ′
n

¸�¹�·u¯ °�±µ·�½�ºÃÜ.°
Mn

èqÞ¯ °�½µ°
µ(M ′

n)/µ(Mn) = 1 + O(1/n)
é`Ê ��¸�½�¼KÚ£Û�°WÀ

i = (n0, . . . , nk)
¶�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½

Bi

·�¯ °,±µ² ³ ±�°`·o¸�¹�·u¯ °�±µ·u½µºÃÜ.°
Mn·�¯�¼j·�¶�¸�½�½�°W±�Ü.¸�Ä À ±	·�¸o·�¯ °�² Ä º»¸�Ä¡¸�¹.±�² ¶T¯ C ′

i

ìd±�¹¢¸�½	¼j¾Ã¾£·�¯ °±µ·u¼�Ä À�¼�½µÀ¡¶�² ½}Ù�°�±�¸�¹B½�°`·u² ½µÄ¡·�ºÃÁ�°
n
Êi�|±	·u¯�°�À °�Ä ±µº»·dÇ

¸�¹
µ

¸�Ä
Mn

º»±�³.¸�² Ä À °WÀß¼ Þ�¼�Ç�¹¢½�¸�Á
0
¿BÞ�°¡Å�°`· Leb(Ci)

Leb(C)
6 C µ(Bi)

µ(M ′
n)

Ê �bº�Û
B

¼�±�·u¯�°�² Ä ºÃ¸�Ä�¸�¹�¼�¾Ã¾
Bi

ì ±�Þº»·u¯
τi = bK log nc Ê �ÿ¯ °�ÄÉÜ ² ¾»¾Ã°WÀ�³�¼�¶TòÝ·�¸*·u¯ ° ��¸�²�Ä ÅØ·u¸ Þ�°W½�¿8·�¯ °�Ü ½µ°�ºÃÁ�¼�Å�°W±�¸�¹�·u¯�°�ÜB¸�º»Ä%·u±�¸�¹

B
¼�½µ°¡¼�¾Ã¾b¼j·

¯ °WºÃÅ�¯%·�¼j·¾»°�¼�±}·
K log n

Ê.�|±
π∗

X(µ∆̄) = µ
¿ Þ�°�Å�°W·

µ(B) 6 CρK log n = O(1/n4)
³%Ç@¸�² ½�¶T¯ ¸�ºÃ¶�°o¸�¹

K
è¢±�°W°

÷�¸�Ä%Ù�°�Ä%·uº»¸�ÄÝö Êôå�é�Êt�|±
µ(M ′

n) ∼ C/n3 ¿�Þ�°QÁ�¼�Ç*Ü ²�·�¼�¾»¾B·�¯ °�±µ°Q°W±µ·uº»ÁK¼z·u°�±�·�¸�Å�°`·u¯ °W½·�¸¡¶�¸�Ä ¶W¾Ã² À�°o·�¯�¼j·
∑

τi=bK log nc Leb(Ci)

Leb(C)
= O(1/n).

®�¯ º»±¶�¸�Á�Ü ¾Ã°`·u°W±�·u¯ °oÜ ½µ¸£¸�¹!¸�¹�·u¯ °oÜ ½µ¸�Ü.¸�±�º�·uºÃ¸�Ä8Ê

ádÄ,·�¯ °�Ä °�Û(·	Ü ½�¸�ÜB¸�±µº»·�ºÃ¸�ÄoÞ�°�¶�¸�Ä ±µºÃÀ °W½�±µ·u¼�Ä À�¼j½�À,¶W² ½µÙ�°�± C ¼�Ä À�² ±µ°�·u¯ °�Ä ¸�·u¼j·uº»¸�Ä
(AC, τC)

¹¢¸�½�·u¯ °WºÃ½!±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀ
±}·u¸�Ü Ü�ºÃÄ Å¬·uºÃÁ�°�±WÊ �Ë°�À °WÚ�Ä�°Ø¼�±µ² ³ ±�°`·�¸�¹�·�¯ °KÜ ¯ ¼�±�°�±�Ü�¼�¶W°�¿�¼¬±�² º�·T¼�³ ¾»°�²�Ä ºÃ¸�ÄI¸�¹�±µ² ³B¶W² ½µÙ�°�±�¸�¹�±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀ
¶W² ½µÙ�°�±�¿£¼�±

Y =
⋃

C(C\AC)
Ê �Ë°�¼�¾Ã±µ¸�¶�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½b·�¯ °ã�ºÃ½µòE¯ ¸���±�² Á ¸�¹

h
Þº�·u¯,½µ°�±�Ü.°�¶`·	·u¸

T−1 ² Ü,·�¸�±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀ
±}·u¸�Ü Ü�ºÃÄ Å�·uº»Á�°j¿ ºsÊ °�Ê�¿�Þ�°�Ú�Û

H(x) =
∑τC(x)−1

k=1 h(T−kx)
¹¢¸�½

x ∈ Y
Ê

- �'
/.0��1 NP ���5 ��·�Ú�½�±}·�±µºÃÅ�¯%·o·u¯ °¡Á�°�¼�±µ² ½u¼j³ ºÃ¾»º»·dÇ�¸j¹�·�¯ °�±µ°W·
Y

Á�¼�Ç�±�°W°�Á �E² °W±µ·uº»¸�Ä�¼�³�¾Ã°�ÊKêF°W·�² ±�±�¯ ¸ Þ
·�¯�¼j·�¿ ¹¢¸�½

n
Ú£Û�°WÀ8¿�·u¯ °o±µ°W·

Y ∩Mn

º»±�Á�°�¼�±�² ½�¼�³ ¾»°�Ê�÷�¸�Ä ±µºÃÀ °W½�·u¯ °o±µ·u¼�Ä À�¼j½�À¬¶�² ½}Ù�°�±�ºÃÄ
Mn

¿;¼�¾Ã¾B¯�¼�Ù(ºÃÄ Å¡·u¯ °
±�¼�Á�°�½µ°W·�² ½�ÄÉ·uº»Á�°

n
Ê �ÿ¯ °`·u¯ °W½�¼@Ü.¸�º»ÄE·�¸�¹�±µ² ¶T¯I¼@¶W² ½µÙ�°�¹0¼j¾Ã¾Ã±�ºÃÄ%·u¸*·�¯ °,·u¯�½�¸ ÞÄË¼�Þ�¼�Ç�±�°`·QÀ�°�Ü.°�Ä À ±�¸�Ä ¾�Ç

¸�Ä º�·u±,Ü�¼j±µ·¡¯ º»±µ·u¸�½µÇI² ÜÈ·u¸�·u¯�°*Ú�½�±}·
K log n

³�¼�¶Tò%Þ�¼�½�À�º»·�°�½�¼j·uº»¸�Ä ±�ÊÉ®�¯ °@±µºÃÄ Å�²�¾�¼�½µº»·dÇßÁK¼jÄ º»¹¢¸�¾»À ±o¹¢¸�½�·u¯�°
Ú�½µ±µ·

K logn
¼�Ü Ü ¾»ºÃ¶�¼z·uºÃ¸�Ä ±�¸j¹

T−1 Å�º�Ù�°o¼QÚ Ä º»·�°�Á�°�¼�±�²�½u¼�³ ¾»°�Ü�¼�½}·uº�·uºÃ¸�ÄK¸�¹
Mn

Ê�ã�Ç�·u¯ °o¼�³.¸ Ù�°�¸�³�±�°�½}Ùj¼j·uº»¸�Ä8¿
Y ∩Mn

ºÃ±¼�² Ä º»¸�Ä@¸�¹!¹¢²�¾Ã¾8°W¾Ã°�Á�°�Ä%·�±Æ¸j¹!·�¯ ºÃ±�Ü�¼j½µ·uº�·uº»¸�Ä8¿�º»Ä%·u°�½µ±�°W¶W·u°WÀ�Þº�·u¯
M ′

n

Ê�ý�°�Ä�¶�°�¿;º�·ºÃ±�Á�°�¼�±µ² ½u¼�³�¾Ã°�Ê
� �	��� �����	�
�%��� NP�� �8 ��Î�Ô�Ï(U�Î

∫

∆̄

h̄(eitH̄ − 1) =

∫

Y

h(eitH − 1) +O(t).

®�¯ º»±�Ü ½µ¸�ÜB¸�±�º»·�ºÃ¸�ÄQÜ ¾�¼�Ç(±�¼�¶W°�Ä%·u½�¼�¾�½µ¸�¾Ã°�¼�±bº�·	¼�¾»¾Ã¸ Þ±�² ±�·u¸�º»Ä%Ù�°�±}·uº»Å%¼j·u°j¿�ºÃÄ�±µ·u°�¼�À,¸�¹ ∫
∆̄
h̄(eitH̄ −1)

è2¼ �E²�¼jÄE·�º»·dÇ
·�¯�¼j·!À °�Ü.°�Ä À�±�Ï A)�`×sÕ���×8¸�Ä�·�¯ °�¶T¯ ¸�ºÃ¶�°�¸�¹£·u¯ ° ��¸�² Ä Å·u¸ Þ�°�½Té�¿%¼�ÄQ°`Û£Ü ½�°W±�±µºÃ¸�Ä�Þ¯�ºÃ¶T¯�º»±!Á�² ¶T¯�°�¼�±�º»°�½�·u¸Æ¯�¼�Ä À ¾»°�¿
¼�±º�·ºÃ±�¶�¸�Á�Ü ¾»°W·�°�¾»Ç�°`Û£Ü ¾»ºÃ¶Wº»·u¾�ÇKÅ�º»Ù�°WÄ@ºÃÄØ·u°W½�Á�±Æ¸j¹!·�¯ °oÜ ¯�¼�±µ°�±µÜ�¼�¶W°QÅ�°W¸�Á�°W·u½}Ç�Ê

LM�uÕ ÕC$ * êF°W·² ±Æ±�¯�¸<Þ>Ú�½�±}··u¯�¼j·
∫

∆̄

h̄(eitH̄ − 1) =

∫

π−1
X (Y )

h̄(eitH̄ − 1) +O(t).
è����%é

��õ



÷�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½
A = X\Y Ê®�¯ °Q±�°`·

A
¶W¸�Ä ±µºÃ±µ·�±|¸�¹b·dÞ�¸*Ü ¼�½µ·�±�Êá ·|¶W¸�Ä%·T¼�º»Ä ±�¿.¸�Ä¬·u¯ °Q¸�Ä °�¯ ¼�Ä À8¿;·u¯ °QÜB¸�ºÃÄ%·u±�·u¯ ¼j·

¼�½µ°|Ä ¸j·�¶W¸<Ù�°�½µ°�À@³%Ç�±}·T¼�Ä�À�¼�½�ÀK¶�² ½}Ù�°�±¼jÄ À8¿(¸�ÄK·u¯�°|¸�·�¯ °�½�¯�¼�Ä À3¿£·u¯�¸�±�°�¶�¸�Ä%·T¼jºÃÄ °WÀ*ºÃÄ
AC

¹¢¸�½�±�¸�Á�°�±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀ
¶W² ½µÙ�° C Ê�®�¯ °�±µ°�·dÞ�¸K±µ°W·u±�Þº»¾Ã¾8³.°�½�°`¹¢°�½�½µ°�À¬·u¸�¼�±

A1
¼�Ä À

A2
¿ ½µ°�±µÜB°W¶W·uº�Ù�°W¾»Ç�Ê

�I°�¶�¸ Ù�°W½�·u¯ °�±µ°W·
A1 ∩ {ϕ− = n} ³%Ç�·dÞ�¸�¹¢² ½}·u¯ °W½�±�°`·u±WÊ�®�¯ °�Ú ½�±µ·�¸�Ä °�¶W¸�Ä%·T¼�º»Ä ±�Ü.¸�ºÃÄ%·u±�·u¯�¼j·�±�¾Ãº»À °�¼j¾Ã¸�Ä Å,¼

±µ°�Á�º�ìd¶WºÃ½µ¶�¾Ã°j¿£Þº�·u¯@½�°`·u² ½µÄ@·�ºÃÁ�°
n
Ê�®�¯ º»±�±�°`·|º»±�¸�¹!Á�°�¼�±�² ½µ°

O(1/n4)
¼j±

cos θ
¿ ·u¯�°�À�°�Ä ±µº»·dÇØ¸�¹�·u¯�°�º»Ä%Ù�¼j½�º�¼jÄE·

Á�°�¼�±µ² ½�°j¿�º»±
O(1/n)

¸�ÄQº�·�Ê�®�¯ °�¸�·u¯ °W½�¶�¸�Á�ÜB¸�Ä °�Ä%·�ºÃÄo·u¯ º»±�¶�¸ Ù�°W½!º»±�·�¯ °�Ü�¼�½µ·�¸j¹
Mn

Ä ¸�·�¶�¸ Ù�°W½�°WÀ,³%Ço±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀ
¶W² ½µÙ�°�±�¿;Þ¯ º»¶T¯�¯�¼j±ÆÁ�°�¼j±�² ½µ°

O(1/n4)
¼�±�Þ�°�¾»¾sÊt��¾»·u¸�Å�°W·�¯ °�½�Þ�°o¯�¼�Ù�°

µ(A1 ∩ {ϕ− = n}) = O(1/n4)
Ê

��¶W¶�¸�½µÀ ºÃÄ ÅÆ·u¸ �	½�¸�Ü.¸�±�º�·uº»¸�Äoö Êl� ú£¿zÞ�°�¯ ¼ Ù�°
Leb(AC)/Leb(C) 6 n−1/5 Þ¯ °WÄ °WÙ�°�½

n
¿j·�¯ °�½µ°W·�² ½�Ä�·uºÃÁ�°�¹¢¸�½ C ¿�ºÃ±¾Ã¼�½�Å�°	°WÄ ¸�² Å�¯8ÊbádÄ%·u°WÅ�½u¼z·uºÃÄ�Å�¸�Äo·u¯�°�½µ°�¾»°WÙj¼�Ä%·�±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀ�¶�²�½µÙ�°W±!Þ�°�¸�³�·T¼�º»Ä

µ(A2∩{ϕ− = n}) = O(1/n3+1/5)
Ê

��¾»·u¸�Å�°W·�¯ °�½�Þ�°Q¯ ¼ Ù�°
µ(A ∩ {ϕ− = n}) = O(1/n3+1/5).

è&�%å�é
��¸�½¼�Ä%Ç

1/p+ 1/q = 1
Þ�°o¯�¼�Ù�°

∣∣∣∣∣

∫

π−1
X (A)

h̄(eitH̄ − 1)

∣∣∣∣∣ 6
∫

1π−1
X (A)|h̄|t|H̄| 6 |t|

(∫
(1π−1

X (A)|h̄|)p

)1/p(∫
|H̄|q

)1/q

.

ñ°�¶�¼�¾Ã¾b¹¢½µ¸�Á êF°WÁ�Á�¼ ��Ê�� æ*·u¯�¼z·�·u¯ °,¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä
H̄

³B°W¾Ã¸�Ä Å�±|·u¸
Lq ¹¢¸�½�¼�Ä%Ç

q < 2
¿8Þ¯ ºÃ¾»°@è���å�é|ºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±·u¯�¼z·

∫
(1π−1

X (A)|h̄|)p ¿£³B°WºÃÄ Å,°��E²�¼�¾B·�¸ ∫
X

1A|h|p
¿£ºÃ±�Ú�Ä º»·�°�¹¢¸�½

p < 2 + 1/5
Ê �I°�¶�¼jÄ*·u¯E² ±�·u¼�ò�°

p = 2 + 1/10
¼�Ä À

q = (1 − 1/p)−1 ¿�·�¸�¸�³�·T¼�º»ÄIè��	�%éTÊ
�Æ¸<Þo¿�·�¸�¶W¸�Á�Ü ¾Ã°`·u°�·u¯�°�Ü ½�¸(¸�¹^¿�Þ�°QÄ�°�°�À@·u¸�±�¯�¸<Þ>·u¯�¼z·

∫

π−1
X (Y )

h̄(eitH̄ − 1) =

∫

π−1
X (Y )

h̄(eitH◦πX − 1) +O(t).
è����%é

÷�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½ Ci

¿F¼*¶�¸�Ä Ä °�¶`·u°WÀI¶W¸�Á�Ü.¸�Ä °WÄ%·�¸�¹ C\AC
¿3Þ¯ °�½µ° C ºÃ±�¼*±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀ�¶�² ½}Ù�°¡¸�¹�½�°`·u² ½µÄÉ·�ºÃÁ�°

n
ÊQ®�¯�°�Ä

·�¯ °*±µ·�¸�Ü Ü º»Ä ÅÝ·�ºÃÁ�°�¸�Ä Ci
º»±,¼�ÄÈº»Ä%·u°�Å�°�½

τi < K log n
±�² ¶T¯È·u¯ ¼j· Di = T−τi(Ci)

º»±,¼ÝÅ�¸£¸(ÀÌ¶�²�½µÙ�°j¿	Þº»·u¯
½µ°W·u²�½�ÄØ·uº»Á�°�ºÃÄ*·u¯�°�ºÃÄ%·u°W½µÙj¼�¾

[n1/4/3, 3n1/4]
Ê	ádÄØ·u¯�°�Ä °`Û(·�êF°�Á�ÁK¼�¿£¼�±�·�¯ ½�¸�²�Å�¯ ¸�²�·�·u¯ °�±µ² ³ ±�°W¶W·�ºÃ¸�Ä8¿ Þ�°�² ±µ°

·�¯ °o°`Û£Ü ½�°W±�±µºÃ¸�Ä %^½�°`·u² ½µÄ¬·�ºÃÁ�° '�ºÃÄØ·�¯ °o±�°�Ä�±�°�¸�¹	÷�¸�ÄEÙ�°�Ä%·uº»¸�ÄÝö�Ê ��Ê
� �'
 
/./NP�� �5 + Ô�Î��uÎ¡ÎSR�×#�`Ö%�,Ï¬ÓTÕ��0�`ÖsÏ(��Ö

C
����ÓTÔ�Ö¢Ô�Ï�Ö� 8$�Õ��,Ï(��Ò�Ñ�Ï(� &(Î�Î��3Õ��(&zÔ�×���Ö^Î &(Î��

n
 &�×�U�Î��ßÏ(��ÒI&(Õ ÕH�

Ó��'�WU�Î D ÕC$G�TÎ`Ö��'��� Ö0×�@KÎ ∈ [n1/4/3, 3n1/4]
 |ÖqÔ�Î�A�Õz×���Ö�� $�Õ��¡ÍbÔ(×sÓTÔßÖ¢Ô�Î �uÎ`Ö����W� Ö2×�@KÎ�×��3Ó��uÎ�Ï�� Î!��Ï � Õ�U�Î n1/2Í	×qÖqÔ(×��

K log n
×qÖ^Î��µÏ�Ö0×sÕ��0��ÕC$

T−1 Õ ÓTÓ��	A.Ò,�uÎ`Ñ�Ï�Ö2×�U�Î @KÎ�Ï����'�uÎoÑÃÎ!�!��ÖqÔ�Ï(�
Cn−1/4 ×�� D *

LM�uÕ ÕC$ * ®�¯ °�ÁK¼�Ü
T−1 ±�¼j·uº»±µÚ�°W±�÷�¯ °W½�Ä ¸ Ù �ä±¼<Û�º»¸�Á�±�¿%³%Ç�âôóÝ¼j½uõ�ö�ç2Ê�÷�¸�Ä ±µ°]�E² °WÄE·�¾»Ç�¿£Þ�°�¶�¼�Ä�² ±�°�âô÷�¯�°�æ�æ ¿(®�¯ °`ì

¸�½µ°�Á �£Êl��ç2¿�Þº�·u¯
δ = Z[D,D, 0]−1/σ/n1/σ Ê	®�¯ º»±·�¯ °�¸�½�°�Á ºÃ±�ºÃÄØ¹0¼�¶`·Æ±µ·T¼z·u°�À@¹¢¸�½�¾»¸£¶�¼�¾3² Ä�±µ·T¼j³ ¾Ã°oÁ�¼�Ä º»¹¢¸�¾ÃÀ ±W¿

³ ²£·�º�·u±	Ü ½µ¸£¸�¹B¶�¼jÄ�³.°±µ·u½�¼�ºÃÅ�¯E·µ¹¢¸�½µÞ�¼�½µÀ ¾»Ç,¼�À�¼�Ü�·�°�À¡·u¸�À °�¼j¾ Þº»·u¯�Á�¼�Ä º»¹¢¸�¾ÃÀ ±!¶�¾Ã¸�±�°�·u¸o·u¯ °² Ä�±µ·T¼j³ ¾Ã°À º»½�°�¶`·uº»¸�Ä8Ê
�I°|¸�³£·T¼�º»Ä*¼QÀ�°�¶�½µ°�¼�±µºÃÄ Å�±�°]�E² °WÄ ¶�°

W 1
0 ⊃ W 1

1 ⊃ · · · ⊃ W 1
bK log nc

¸�¹8±�² ³ ±µ°W·�±�¸�¹ D ±µ² ¶T¯*·u¯ ¼j·�¿(º»¹8Þ�°�À °WÄ ¸�·�°
³%Ç

Sing
·�¯ °o±�°W·Æ¸�¹!±�º»Ä Å�² ¾Ã¼�½�º�·uº»°�±�¸j¹

T−1 ¿

∀c > 0, ∀0 6 p 6 K logn, Leb{x ∈ W 1
p | dist(T−px, Sing) 6 cn−1} 6 Ccn−1 è&��æ%é

è¢³EÇ �t�E²�¼j·�ºÃ¸�ÄIè&��Ê���é�ºÃÄßâô÷�¯�°�æ�æjç�é`¿;¼jÄ À

∀0 6 p 6 K logn, Leb(W 1
p \W 1

p+1) 6
C

n
Leb(D)

è0ö%õ�é

è0ã�Çßè0º�Ù�é`¿�è&��Ê�ú�é�ºÃÄßâô÷�¯�°�æ�æ�ç�¼jÄ À�¸�² ½�¶T¯ ¸�º»¶�°o¸�¹
δ
é�Ê

� �



�Æ¸�·u°K·�¯�¼j·Q·u¯ °*½µ°�±µ² ¾»·�±,¸�¹�âä÷�¯ °�æ�æzç�ºÃÁ�Ü ¾�Ç�·u¯�¼z·@è���æ%é�¯ ¸�¾ÃÀ ±�¹¢¸�½Q·�¯ °*À º»±µ·T¼jÄ ¶�°�Á�°�¼�±�² ½µ°�ÀÈº»ÄË·u¯ °
p
ìdÁ�°W·�½�º»¶�Ê

ýÆ¸<Þ�°WÙ�°�½W¿3Þ�°�¼�½�°�ºÃÄÝ¼�½µ°�Å�º»¸�ÄÝ¸j¹
X

Þ¯�°�½�°
cos θ

º»±Æ³.¸�² Ä�À °�À�¼�Þ�¼�Ç¬¹¢½µ¸�Á
0
¿B¼�Ä À¬·u¯ °�±µ·u¼�³ ¾Ã°Q¼�Ä À�² Ä ±}·T¼�³ ¾»°

¶W¸�Ä °�±,¼�½�°�³B¸�² Ä À °WÀÈ¼�Þ�¼�Çß¹¢½�¸�Á ·�¯ °�Ù�°�½µ·�ºÃ¶�¼�¾�À ºÃ½µ°�¶W·�ºÃ¸�Äß³%Ç �	½µ¸�ÜB¸�±�º»·�ºÃ¸�Ä ( Ê���Ê¬ý�°WÄ ¶�°j¿�º»·QºÃ±�°]�E² º�Ùj¼�¾Ã°WÄE·�·u¸
¯�¼�Ù�°*è&��æ%é�¹¢¸�½�·�¯ °

p
ìdÀ�ºÃ±µ·u¼�Ä ¶W°�¸�½�¹¢¸�½�·u¯ °�²�±�²�¼�¾�À º»±µ·u¼�Ä ¶�°jÊ

á ¹
T−p(x)

¯�¼j±o¼@½µ°W·�² ½�Ä�·uº»Á�°
> n1/2 ¿8·�¯ °�Ä T−px

º»±�¼j·�¼*À º»±µ·u¼�Ä ¶�°�¼j·�Á�¸�±}·
Cn−1 ¸�¹

Sing
Ê�ý�°�Ä�¶�°�¿�·u¯�°

Ü.¸�ºÃÄ%·
x
³.°�¾Ã¸�Ä Å�±�·�¸�¸�Ä °�¸�¹�·u¯ °�±µ°W·�±Þ¯�¸�±�°oÁ�°�¼�±µ² ½�°�º»±�³B¸�² Ä À °WÀ¬º»Äßè���æ�é�¼�Ä ÀIè0ö�õ%é�Ê�®�¯ º»±�Å�º�Ù�°�±Æ¼,Á�°�¼�±µ² ½�°

¼j·ÆÁ�¸�±µ·
C log nn−1 Ê �£ºÃÄ�¶�° Leb(D) > Cn−1/2 ¿ ·�¯ ºÃ±�Ü�½�¸ Ù�°W±Æ·�¯ °o¾Ã°�Á�Á�¼�Ê

®�¯ º»±�¾»°�Á�ÁK¼�¼�Ü Ü ¾»ºÃ°W±�·�¸ Di

Ê�êF°W·�²�±�Þ½�º�·u° Ci = C1
i ∪C2

i

¿EÞ¯ °�½µ° C2
i

¶W¸�½�½µ°�±�Ü.¸�Ä À�±�·u¸,Ü.¸�º»ÄE·�±�Þ¯ º»¶T¯*Å�¸�·�¸ Di

¿
¼�Ä�ÀÝ·u¯ °WÄ�½�°�¼�¶T¯�¼K½µ°W·�² ½�ÄÝ·�ºÃÁ�°

> n1/2 ºÃÄ�¼�·uº»Á�°o±�¯�¸�½µ·�°�½�·�¯�¼�Ä
K log n

Êá ·�±�¼j·uº»±µÚ�°W±
Leb(C2

i )/Leb(Ci) 6

Cn−1/4 ³EÇØê�°WÁ�Á�¼,ö Ê�� ��Ê
êF°W·

Y1 =
⋃ C1

i

¼�Ä À
Y2 =

⋃ C2
i

è¢±�°�°�ñ°�Á�¼�½�ò�ö�Êl� ��¸�Äo·u¯�°�Á�°�¼j±�² ½�¼�³ ºÃ¾»º»·dÇ�¸�¹(·u¯ °W±�°�±µ°W·�±Té`Ê �£ºÃÄ�¶�°
µ(Y2∩{ϕ− =

n}) = O(1/n3+1/4)
¿�·u¯�°�Ü�½�¸(¸�¹b¸j¹�è��	��é�¼�Ü Ü ¾»ºÃ°�±�¼�Ä À¬Å�º»Ù�°�±
∫

π−1
X (Y2)

h̄(eitH̄ − 1) = O(t);

∫

π−1
X (Y2)

h̄(eitH◦πX − 1) = O(t).

- �'
/.0��1 NP � �5 ��¸�·�°�·�¯�¼j·
H ◦ πX

³.°�¾»¸�Ä Å�±�·u¸
Lq ¹¢¸�½Q¼�Ä%Ç

q < 2
¼�±�º�·oºÃ±�±�Á�¼�¾Ã¾»°�½�·�¯�¼�ÄÌ¼Ø¹¢² Ä ¶`·uº»¸�ÄI·�¸

Þ¯ º»¶T¯ÝêF°WÁ�Á�¼���Ê�� æ¡¼�Ü Ü ¾»ºÃ°�±WÊ
ýÆ°�Ä ¶W°�¿;º»·º»±�±�²�ü�¶�º»°�Ä%··u¸�Ü ½�¸ Ù�°Kè&�	�%é�¸�Ä

π−1
X (Y1)

Ê�êF°W·Æ² ±�Þ½�º�·u°
π−1

X (Y1) = Z1 ∪ Z2

Þ¯ °�½µ°

Z1 = {x ∈ π−1
X (Y1) | ω(x) < K log(ϕ−(πXx))}

¼�Ä�À
Z2 = π−1

X (Y1)\Z1

Ê ��¸�½
n > 0

¿

µ∆̄{x ∈ Z2 | ϕ−(πXx) = n} 6 µ∆̄{x ∈ ∆̄, ω(x) > K log n} = O(1/n4).
ýÆ°�Ä ¶W°�¿�Þ�°�Å�°`·¸�Ä ¶�°Q¼�Å%¼jºÃÄ ∫

Z2
h̄(eitH̄ − 1) = O(t)

¼jÄ À ∫
Z2
h̄(eitH◦πX − 1) = O(t)

Ê
��Ä

Z1∩{ϕ−◦πX = n} ¿ ·�¯ °�¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä ± H̄ ¼�Ä À
H◦πX

À º��3°W½F³%Ç�¼j·�Á�¸�±}· ‖f0‖∞K log nn1/2 è0¶W¸�½�½µ°�±µÜB¸�Ä�À ºÃÄ Å
·�¸K¼j·Á�¸�±}·

K log n
º»·�°�½u¼z·uºÃ¸�Ä ±�Þº»·�¯¬¼¡½µ°W·�² ½�Ä@·uº»Á�°

< n1/2 é`Ê�ýÆ°�Ä ¶W°�¿
∣∣∣∣
∫

Z1

h̄(eitH̄ − 1) − h̄(eitH◦πX − 1)

∣∣∣∣

6 |t|
∫

Z1

|h̄||H̄ −H ◦ πX | 6 C|t|
∑

n

µ{ϕ− = n}n log nn1/2
6 C|t|

±µºÃÄ ¶W°
µ{ϕ− = n} = O(1/n3)

Ê	®�¯ º»±Ü ½�¸ Ù�°W±,è&�	�%éT¿;¼�Ä À¬¶�¸�Ä�¶�¾Ã²�À °�±�·u¯�°�Ü�½�¸(¸�¹b¸j¹ �	½�¸�ÜB¸�±µº»·�ºÃ¸�Ä*ö�Êl�<å(Ê

� ��� ��+8;(&(& � � 
 �,;(+#! �5+
H

®�¯ °Q¼�º»Á ¸�¹�·u¯�ºÃ±�±�²�³ ±�°W¶W·uº»¸�ÄÝº»±�·u¸¡°�±}·uº»ÁK¼j·�°|·u¯�°Q¼�Ù�°�½u¼jÅ�°Q¸j¹!·�¯ °�¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä
H

¸�Ä�¼�Å�¸(¸£ÀØ¶W² ½µÙ�° C ¸�¹!½�°`·u² ½µÄ
·�ºÃÁ�°

n
Ê �I°�¸�³�·T¼�º»Ä*·u¯ °�¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ�Å,² Ü Ü.°�½³.¸�² Ä À8û

� �	��� �����	�
�%��� N�43 �  � Î`Ö
s ∈ [1, 2) * � Õ��0�`×��(Î��QÏ &(Õ ÕH��Ó��'�WU�Î C ÕC$��uÎ`Ö����W�ßÖ2×�@KÎ

n0

 Ï(�)�@Ï �`Ö^Õ!A A.×��'&*Ö0×�@KÎ
(A, τ)

Õ�� C * + Ô�Î�� ∫
C\A
∑τ(x)−1

k=0 |h(T−kx)|s

Leb(C\A)
6 C(s)ns

0,

ÍbÔ�Î��uÎoÖqÔ�Î�ÓTÕ��0�`Ö Ï(��Ö
C(s)

�(Î A�Î��)���,Õ���ÑhÒ@Õ��
s *

� (



êF°W·�² ±�Ú�ÛÈ±�¸�Á�°ØÄ ¸�·u¼j·uº»¸�ÄËÚ�½µ±µ·�Ê ®�¯ °W½�°@ºÃ±¡¼jÄ�º»Ä%·u°�Å�°�½
p0

±�² ¶T¯ ·u¯ ¼j·�·u¯ °@½µ°W·u²�½�Ä ·uºÃÁ�°
n0

¹¢¸�½�¸�² ½�Å�¸(¸£À
¶W² ½µÙ�° C ³.°�¾»¸�Ä Å�±·u¸

[3p0, 3p0+1 − 1]
Ê|ã�Ç�·�¯ °�À °`Ú�Ä º�·uºÃ¸�ÄÝ¸�¹	±}·u¸�Ü�Ü ºÃÄ Å�·uºÃÁ�°�±W¿�·u¯ °W½�°,°�Û�º»±µ·�±�¼�Ä ¸j·u¯ °W½|ºÃÄ%·�°�Å�°W½

p1 < p0
±�² ¶T¯�·�¯�¼j·�¿�¹¢¸�½�¼�Ä%Ç

x ∈ C\A ¿
ϕ−(T−τ(x)(x)) ∈ [3p1, 3p1+1 − 1]

ÊG�Æ¸<Þ ¶W¸�Ä ±µºÃÀ °W½|¼�ÄÝºÃÄ%·u°W½�Á�°�À ºÃ¼j·u°
p
¿
p1 < p ≤ p0

Ê�ádÄ�·�¯ °�¶W¸�² ½�±µ°,¸�¹�·�¯ °,Ü ½µ¸£¸j¹�Ú�½�±}·|Þ�°,ºÃÄ%Ù�°�±µ·�ºÃÅ%¼z·u°�¿BºÃÄÝ¼�±�°W½�º»°�±�¸�¹�¾Ã°�Á�Á�¼�±�¿�Þ¯�¼j·|¯�¼�Ü Ü.°�Ä�±
Þ¯ º»¾Ã°|·�¯ °�½µ°W·u²�½�ÄØ·uº»Á�°�À °�±µ¶�°�Ä�À ±Æ¹¢½µ¸�Á

[3p, 3p+1 − 1]
·u¸

[3p−1, 3p − 1]
Ê	®�¯ °WÄ¬Þ�°�±�² Á ² ÜØ¹¢¸�½

p1 < p ≤ p0

Ê
ádÄK·�¯ °Ú�½�±}·�Ü�¼�½}·�¸j¹3·u¯�°|Ü ½µ¸£¸�¹B·u¯ °ÆÙj¼�¾Ã² °¸�¹

p
º»±�Ú�Û£°WÀØ¼�Ä À

n ≈ 3p ¿%Þ¯ º»¾Ã°ÆºÃÄ¡·u¯ °�±�°W¶�¸�Ä ÀKÜ�¼�½µ·
p
Ù�¼j½�ºÃ°W±�¹¢½µ¸�Á

p1

·u¸
p0

Ê	®�¯�°�Ùj¼�¾»² °�¸�¹
s ∈ [1, 2)

ºÃ±�Ú�Û£°WÀ�·u¯�½�¸�² Å�¯ ¸�²�·�·�¯ °o±�² ³ ±µ°�¶`·uºÃ¸�Ä8Ê
��¶W¶�¸�½µÀ ºÃÄ Å�·�¸¡·�¯ ºÃ±�Ü ¾�¼�Ä3¿ ¾Ã°`·�² ±�Ú�Û

p ∈ N
¾�¼�½µÅ�°�°WÄ ¸�² Å�¯3Ê �º»Ù�°�Ä

x ∈ X
¿�Þ�°oÀ °WÚ�Ä�°

τp(x)
¼�±�·�¯ °�Ú�½µ±µ··uº»Á�°

k > 1
¹¢¸�½�Þ¯ º»¶T¯

ϕ−(T−kx) < 3p ¿�¼�Ä À Φp(x) =
∑τp(x)−1

k=0 |ϕ−(T−kx)|s Ê �£ºÃÄ�¶�° |h| 6 Cϕ−
¿ º�·�ºÃ±�±µ²�ü�¶�ºÃ°WÄ%·

·�¸�Ü ½µ¸ Ù�° �	½�¸�Ü.¸�±�º�·uº»¸�ÄØö Ê ( õ,¹¢¸�½
h = ϕ−

·�¸�¶W¸�Ä ¶W¾Ã² À °jÊ

|°`Ú�Ä °

R ⊂ X
¼�±�·�¯ °o² Ä ºÃ¸�Ä¬¸j¹�¼�¾»¾8±µ·u¼�Ä À�¼j½�À¬¶�² ½}Ù�°�±Þº»·�¯@½�°W·�² ½�Ä@·uº»Á�°�¹¢½�¸�Á ·�¯ °oºÃÄ%·u°W½µÙj¼�¾

[3p/2, 3p − 1]
Ê

� �'
 
/. NP#3 �� + Ô�Î��uÎ,ÎSR�×#�`Ö���Ï@ÓTÕ��0�`ÖsÏ(��Ö
C
����ÓTÔ@Ö¢Ô�Ï�Ö

∫

R

Φp 6 Cµ(R)3ps.

LM�uÕ ÕC$ * êF°W·
R1 = {x ∈ R | ϕ−(T−1x) < 3p} ¼�Ä�À

R2 = {x ∈ R | ϕ−(T−1x) > 3p} Ê ��Ä
R1

Þ�°�¯�¼�Ù�°
Φp(x) = |ϕ−(x)|s ¿ ·�¯E² ± ∫

R1

Φp 6 Cµ(R1)3
ps.

êF°W·�² ±�À °WÚ Ä °
ϕ′(x) = ϕ−(x)

¹¢¸�½
x

Þº»·�¯
ϕ−(x) > 3p−1 ¼�Ä À

ϕ′(x) = 0
¸j·u¯ °W½µÞºÃ±µ°�Ê ��¸j·u°�·�¯�¼j·

Φp(x) =∑τp(x)−1
k=0 |ϕ′(T−kx)|s ¹¢¸�½

x ∈ R2
Ê

÷�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½
Z ⊂ X

¿
Z := {3p−1 − C1 6 ϕ− < 3p} ¿�¼�Ä À¬À °WÚ Ä °

τZ : Z → N
¼�±�·u¯ °�Ú�½µ±µ·Æ½�°`·u² ½µÄ¬·�ºÃÁ�°|·u¸

Z
Ê

ã�Ç ��¼j¶�� ±¹¢¸�½�Á,² ¾Ã¼�¿

∫

Z

τZ(x)−1∑

k=0

|ϕ′(T−kx)|s =

∫

X

|ϕ′|s 6 C
∑

k>3p−1

µ(ϕ− = k)|k|s 6 C
∑

k>3p−1

1

k3
ks

6 C
3ps

32p
.

�Æ¸<Þ
R2 ⊂ Z

¼jÄ À¬¹¢¸�½
x ∈ R2

Þ�°�¯�¼�Ù�°
τZ(x) = τp(x)

Ê�®�¯E² ±

∫

R2

Φp =

∫

R2

τZ(x)−1∑

k=0

|ϕ′(T−kx)|s 6

∫

Z

τZ(x)−1∑

k=0

|ϕ′(T−kx)|s.

ã�ÇØñÆ°WÁK¼�½µòKö Ê��_��¿ 1
32p = O(µ(R2))

Ê	®�¯ ºÃ±¶W¸�Á�Ü�¾Ã°W·�°�±�·�¯ °oÜ ½�¸(¸�¹^Ê
á ¹ C ºÃ±¡¼�Å�¸(¸£À ¶�²�½µÙ�°¬¸�¹�½�°`·u² ½µÄ�·�ºÃÁ�°

n ∈ [3p, 3p+2 − 1]
¿
τp

À�°WÚ�Ä °W±K¼�±}·u¸�Ü Ü�ºÃÄ Å�·uº»Á�°Ø¸�Ä C ¿�Þº�·u¯È·u¯�°
¶W¸�½�½µ°�±�Ü.¸�Ä À�ºÃÄ ÅØ·u¯�½�¸ ÞÄ£ì^¼�Þ�¼�Ç�±�°`·�·�¯�¼j·�Þ�°¡À °�Ä�¸�·u°¡³%Ç

Ap

Ê�®�¸¬±µ°�°�·u¯ ¼j·oº»·�º»±�ºÃÄ�À °�°WÀI¼*±}·u¸�Ü�Ü ºÃÄ ÅØ·�ºÃÁ�°QÞ�°
¸�Ä�¾»Ç¬Ä °�°WÀ�·u¸*±µ¯ ¸ Þ ·�¯�¼j·

Leb(Ap) 6 Leb(C)/2
Ê �Æ¸<Þ�¶W¸�Ä ±�º»À °�½�·u¯ °,±}·T¼�Ä�À�¼�½�À�±}·u¸�Ü�Ü ºÃÄ Å�·uºÃÁ�°

τC
Þº�·u¯�º�·u±

·�¯ ½�¸ ÞÄ�¼�Þ�¼�ÇØ±�°`·
AC

Ê	®�¯ °�Ä
Ap ⊂ AC

Þ¯�ºÃ¾Ã°
Leb(AC) 6 n−1/5 Leb(C)

³%Ç��	½�¸�Ü.¸�±�º�·uº»¸�ÄØö Ê��<ú£¿�Þ¯ º»¶T¯�Å�º»Ù�°W±
·�¯ °o¶�¾�¼jºÃÁ¬Ê
®�¯ °oÚ�½µ±µ·Æ±µ·�°�Ü¬ºÃÄØ·u¯ °oÜ ½µ¸£¸j¹b¸�¹ �	½�¸�Ü.¸�±µº»·uº»¸�Ä*ö Ê ( õ�ºÃ±�·�¯ °o°�±}·uºÃÁ�¼j·�°

∫
C\Ap

Φp

Leb(C\Ap)
6 C3ps.

è¢öI�<é

�_�



¹¢¸�½�¼�Å�¸(¸£À*¶W² ½µÙ�° C Þº�·u¯Ø½�°`·u² ½µÄ*·uº»Á�°
n ∈ [3p, 3p+1 − 1]

Ê	®�¸�±�¯ ¸ Þ ·u¯ º»±�¿£Þ�°�ÞºÃ¾»¾;½�°�¾Ã¼j·u°�·u¯ °�¼�Ù�°�½u¼jÅ�°�¸�¹
Φp¸�Ä C ·u¸¡º�·u±¼�Ù�°W½u¼�Å�°o¸�Ä

R
Ê

÷�¸�Ä�±�ºÃÀ�°�½
B =

⋃
(C\Ap)

¿3Þ¯ °�½µ°,·u¯ °�² Ä ºÃ¸�Ä�ºÃ±�·u¼�ò�°WÄÉ¸<Ù�°�½o¼�¾»¾!±}·T¼�Ä�À�¼�½�À�¶W² ½µÙ�°�±o¸�¹�½�°`·u² ½µÄ�·uº»Á�°�¹¢½�¸�ÁÂ·u¯ °
º»ÄE·�°�½}Ù�¼j¾

[3p, 3p+2 − 1]
Ê

� �'
 
/. NP43�3  + Ô�Î��uÎ�×#��Ï,ÓTÕ��0�`Ö Ï(��Ö
C
����ÓTÔ�ÖqÔ�Ï�Ö% �$�Õ��ÆÏ(��Ò�&(Õ ÕH�,Ó����WU�Î C ÕC$ �TÎ`Ö��'���KÖ2×�@KÎ

n ∈ [3p, 3p+1−1]
 

∫
C\Ap

Φp

Leb(C\Ap)
6 C

∫
B

Φp

µ(B)
+ C3ps.

è¢ö ( é

LM�uÕ ÕC$ * êF°W·
U = {x ∈ C | ϕ−(T−1x) > 3p} Ê ��Ä C ¿8Þ�°�¯�¼�Ù�°

Φp(x) = |ϕ−(x)|s + 1U(x)Φp(T
−1x)

Ê�®�¸
Ü ½µ¸ Ù�°Kè0ö ( éT¿�º»·º»±�°�Ä ¸�² Å�¯@·u¸¡±�¯ ¸ Þ

∫

U∩(C\Ap)

Φp ◦ T−1
6 C

∫
B

Φp

µ(B)
Leb(C\Ap).

ã�Ç*³B¸�²�Ä À °�À�À ºÃ±}·u¸�½}·uº»¸�Ä8¿£·�¯ ºÃ±�¶�¼�Ä¬³B°�¹¢² ½}·u¯ °W½½�°�À�² ¶�°WÀ�·u¸
∫

T−1(C\Ap)∩{ϕ−>3p} Φp

Leb(T−1(C\Ap) ∩ {ϕ− > 3p}) 6 C

∫
B

Φp

µ(B)
.

è¢ö �%é

êF°W·
q
³.°¡·u¯ °�ÁK¼zÛ£º»ÁK¼�¾	Ü.¸�±µ±�ºÃ³�¾Ã°�½�°W·�² ½�ÄI·uºÃÁ�°�·u¯ °�ÜB¸�ºÃÄ%·u±�¸�¹

T−1(C\Ap)
¯�¼�Ù�°jÊÝá ·�±u¼j·�ºÃ±µÚ °�±

3p+2 > q >

3p+1 − C2
Ê�ã�ÇØê�°WÁ�Á�¼�ö Ê�� (

∫
T−1(C\Ap)∩{ϕ−>3p} Φp

Leb(T−1(C\Ap) ∩ {ϕ− > 3p}) 6 C

∫
B∩{3p6ϕ−6q} Φp

µ(B ∩ {3p 6 ϕ− 6 q}) .

��±
q > 3p+1 −C2

¿E³EÇKñ°�Á�¼�½�ò,ö�Êl�_�
µ(B) 6 Cµ(B ∩{3p 6 ϕ− 6 q}) Ê�®�¯ ºÃ±�ºÃÁ�Ü ¾»ºÃ°�±Æè¢ö �%é	¼�Ä ÀK¶�¸�Á�Ü ¾Ã°`·u°W±

·�¯ °oÜ ½�¸(¸�¹^Ê
�Æ¸<Þ

B
º»±�Ä ¸�·Æ°`Û�¼�¶`·u¾»Ç

R
¿ Þ�°�Ä °W°�À�·�¸�% ÞºÃÀ °WÄ@² Ü '�·�¯ °Q°W±µ·�ºÃÁ�¼j·u°�¸�¹bêF°�Á�ÁK¼,ö�Ê ( �o¹¢½�¸�Á

R
·�¸
B

·�¸�¸�³�·T¼�º»Ä
è¢öI�<é`Ê
êF°W·

B1 = B∩{3p 6 ϕ− < 3p+1/2} ¿ B2 = B∩{3p+1/2 6 ϕ− < 3p+1} ¿ B3 = B∩{3p+1 6 ϕ− < 3p+2/2}¼�Ä�À
B4 = B ∩ {3p+2/2 6 ϕ− < 3p+2} Ê

� �'
 
/. NP#3�=5 + Ô�Î��TÎÈÎSR�×#�`Ö��ËÏ ÓTÕ��0�`ÖsÏ(��Ö
C

���;ÓTÔ>ÖqÔ�Ï�Ö% �$�Õ��ËÏ(��Ò/&(Õ ÕH� Ó����WU�Î C ÕC$ �uÎ`Ö����W� Ö2×�@KÎ
n ∈

[3p, 3p+1/2)
 

∫
B1

Φp

µ(B1)
6 C

∫
C\Ap

Φp

Leb(C\Ap)
.

LM�uÕ ÕC$ * ®�¯ °o¶�²�½µÙ�°
T−1(C)

¶�½µ¸�±�±µ°�±�¼�¾Ã¾B±µ·�½�ºÃÜ.°�±�¸j¹b½µ°W·u²�½�Ä@·uºÃÁ�°�³.°W·dÞ�°�°WÄ
3p ¼�Ä À

3p+1/2
Ê	®�¯ ºÃ±Æ¼�¾»¾Ã¸ Þ±�² ±�·�¸

¼�Ü�Ü ¾»Ç*·�¯ °o¼�½µÅ�² Á�°�Ä%·Æ¸�¹�êF°WÁ�Á�¼,ö Ê (	( Þº»·u¯@½µ°WÙ�°W½�±µ°�À�º»Ä °]�E²�¼�¾»º»·�ºÃ°�±WÊ
� �'
 
/. NP#39NP + Ô�Î��uÎ,ÎSR�×#�`Ö���Ï@ÓTÕ��0�`ÖsÏ(��Ö

C
����ÓTÔ@Ö¢Ô�Ï�Ö
∫

B1
Φp

µ(B1)
6 C3ps.

��ö



LM�uÕ ÕC$ * êF°W· C ³B°�¼@±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀË¶�²�½µÙ�°�¸�¹�½µ°W·�² ½�Äß·uºÃÁ�°
n ∈ [3p/2, 3p − 1]

Ê ��¸�½
i ∈ [3p, 3p+1/2)

¿�Ü ²�· Ci =
{x ∈ C, ϕ−(T−1x) = i} ¼jÄ À�¾Ã°`· Di

³B°,º�·u±�ºÃÁ�¼�Å�°�³EÇ
T−1 Ê�®�¯ ºÃ±|ºÃ±�¼�Å�¸£¸(À�¶W² ½µÙ�°�¸�¹�½�°W·�² ½�Ä�·�ºÃÁ�°

i
¼�Ä À8¿

³%Ç@³.¸�² Ä À °WÀ�À�ºÃ±µ·�¸�½µ·�ºÃ¸�Ä3¿
∫
Di

Φp

Leb(Di)
6 C

∫
Ci

Φp

Leb(Ci)
.

��² ½}·u¯ °W½�Á�¸�½�°j¿�¼�Ü Ü ¾�Ç(ºÃÄ Å¡êF°�Á�Á�¼¡ö�Ê ( ��·�¸ Di

¿ Þ�°�Å�°W·

Leb(Ci)

∫
B1

Φp

µ(B1)
6 C

∫

Ci

Φp.

��±Æ³%Ç¬ñ°�Á�¼�½�ò�ö Ê��_��·u¯ °oÅ�¸(¸£ÀØ¶W² ½µÙ�°�± Ci
¸(¶�¶�²�ÜEÇ¬¼,Ú�Û£°WÀÝÜ ½µ¸�ÜB¸�½µ·uº»¸�ÄØ¸�¹ C ¿ Þ�°oÁK¼�ÇK±�² Á ² Ü

Leb(C)

∫
B1

Φp

µ(B1)
6 C

∫

C
Φp.

ádÄ%·u°WÅ�½u¼z·uºÃÄ�Å�¸ Ù�°�½�¼�¾Ã¾B±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀ�¶W² ½µÙ�°�±|¸j¹b½µ°W·u²�½�Ä@·uºÃÁ�° ∈ [3p/2, 3p − 1]
¿�Þ�°Q¸�³�·T¼�º»Ä

µ(R)

∫
B1

Φp

µ(B1)
6 C

∫

R

Φp.

�I°oÁK¼�ÇØ¶W¸�Ä ¶�¾»² À °o³%Ç@êF°�Á�ÁK¼,ö�Ê ( ��Ê
� �'
 
/. NP#3 �5 + Ô�Î��uÎo×#��Ï¬ÓTÕ��0�`ÖsÏ(��Ö

C
����ÓTÔ@ÖqÔ�Ï�Ö8$�Õ���Ï(��Ò

l = 2, 3, 4
 

∫
Bl

Φp

µ(Bl)
6 C3ps.

LM�uÕ ÕC$ * �|±�·u¯ °�·u¯ ½µ°�°*¶�¼�±�°W±�¼�½�°K°�±�±µ°�Ä%·uºÃ¼�¾Ã¾�ÇÉºÃÀ °WÄ%·uºÃ¶�¼�¾�Þ�°*Å�º»Ù�°�·u¯ °*¼�½�Å�²�Á�°WÄE·Q¸�Ä ¾�ÇÉ¹¢¸�½�¸�Ä�°K¸�¹�·�¯ °�Á¬¿b¹¢¸�½
l = 3

¿;±�¼ Ç�Ê�®�¯ °�Ü ½�¸(¸�¹bºÃ±Æ¼�Ä�¼�¾»¸�Å�¸�²�±�·u¸¡·u¯�¼j·Æ¸�¹!·u¯ °�Ü ½µ°WÙ(ºÃ¸�²�±�¾»°�Á�ÁK¼�¿£Þ�°�¸�Ä ¾�ÇØÄ °�°WÀÝ·u¸�¼�Ü Ü�¾»Ç@¼¡³ º»·ÆÁ�¸�½�°
º�·u°�½�¼j·uº»¸�Ä ±WÊ	êF°W· C ³B°�¼,±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀØ¶�² ½}Ù�°�Þº»·�¯*½�°`·u² ½µÄ*·uº»Á�°¹¢½�¸�Á

[3p/2, 3p − 1]
Ê �º»Ù�°WÄ

i ∈ [3p, 3p+1/2)
¿£¾Ã°W·

Ci

³B°�·u¯�°�±µ°W·Æ¸�¹!ÜB¸�ºÃÄ%·u±�º»Ä C ·u¯ °oºÃÁ�¼�Å�°W±�¸�¹�Þ¯ ºÃ¶T¯¬¯�¼�Ù�°�½�°`·u² ½µÄ¬·�ºÃÁ�°
i
Ê ��¸�½

j ∈ [3p+1/2, 3p+1)
¿�¾Ã°`· Cij

³B°
·�¯ °|±µ°W·�¸�¹8ÜB¸�º»Ä%·u±�ºÃÄ Ci

·�¯ °
T−2 ì ºÃÁ�¼�Å�°W±�¸j¹8Þ¯ ºÃ¶T¯K¯�¼�Ù�°�½µ°W·u²�½�ÄK·�ºÃÁ�°

j
Ê �bº»Ä�¼�¾»¾»Ç�¿�¹¢¸�½

k ∈ [3p+1, 3p+2/2)
¿(Þ�°

À °`Ú�Ä ° Cijk
¼�Ä�¼j¾Ã¸�Å�¸�² ±�¾�Ç�Ê

ã�Ç�ñÆ°WÁK¼�½µò�ö�Êl�_��¿F¼j·o°�¼j¶T¯ß±}·u°WÜßÞ�°¡ò�°�°WÜË¼*Ú�Û£°WÀIÜ ½µ¸�Ü.¸�½µ·�ºÃ¸�Ä�¸j¹�·�¯ °�Ü ½�°`Ù(ºÃ¸�² ±�±µ°W·�Ê,®�¯E² ±�¿F·u¯�°�½�°¡°�Û�º»±µ·�±Q¼
¶W¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·

C
±�² ¶T¯¬·u¯�¼j·

Leb(C) 6 C
∑

i,j,k

Leb(Cijk).

��¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ Å�·u¯ °o¾»ºÃÄ °W±�¸�¹�·u¯ °�Ü ½µ¸£¸j¹!¸j¹�êF°�Á�Á�¼,ö Ê ( ��Þ�°oÁ�¼ ÇK±�¯ ¸ Þ>·u¯�¼j·Å�º»Ù�°WÄ¬¼�Ä%ÇØÅ�¸(¸£ÀØ¶W² ½µÙ�° D ¸�¹!½�°`·u² ½µÄ
·�ºÃÁ�°Ý¹¢½�¸�Á ·u¯ °ÉºÃÄ%·�°�½µÙj¼�¾

[3p+1, 3p+2/2)
¿�Þ�°É¯�¼�Ù�° R

B3
Φp

µ(B3)
6 C

R

D Φp

Leb(D)

Ê ®�¯ ºÃ±¬¼�Ü�Ü ¾Ãº»°�±�¿ÆºÃÄÿÜ�¼j½µ·uº»¶�² ¾Ã¼�½�¿·u¸
D = T−3(Cijk)

¼�Ä À¬Å�º�Ù�°�±
∫

B3
Φp

µ(B3)
6 C

∫
T−3Cijk

Φp

Leb(T−3Cijk)
6 C

∫
Cijk

Φp

Leb(Cijk)
,

³%Ç�³.¸�² Ä�À °�ÀÉÀ º»±µ·u¸�½µ·uº»¸�Ä8Ê �Ë°,Á�¼�Ç�¼jÜ Ü ¾»ÇÝêF°�Á�ÁK¼�ö Ê ( ��¿E´µ²�±µ·o¼�±�Þ�°�À º»À�ºÃÄ�·�¯ °,Ü ½µ¸£¸j¹�¸�¹�êF°�Á�ÁK¼Kö�Ê ( ö�¿B·u¸
Å�°`··u¯ °oÀ °W±�ºÃ½µ°�À¬¶�¸�Ä�¶�¾Ã²�±�ºÃ¸�Ä8Ê
êF°�Á�Á�¼�±�ö Ê ( ö ¿�ö Ê ( ú�¼�Ä À¬ö Ê (	( ¼�¾»·�¸�Å�°W·�¯ °�½�º»Á�Ü�¾»Ç�·u¯ °o³.¸�² Ä ÀÌè0öI�<é�¹¢¸�½¼�Ä%Ç@Å�¸£¸(À@¶�² ½}Ù�°�¸�¹!½�°W·�² ½�Ä¬·uº»Á�°

n ∈
[3p, 3p+1 − 1]

Ê �I°�¼�Ü Ü�¾»Ç�·u¯�ºÃ±�³B¸�²�Ä À*ºÃÄ¡·u¯�°|±�°W¶�¸�Ä�Àßè0Á,² ¶T¯K°�¼�±µºÃ°�½ué�±}·u°WÜ*¸�¹8·�¯ °|Ü ½µ¸£¸j¹8¸�¹��	½µ¸�ÜB¸�±�º»·�ºÃ¸�Ä�ö Ê ( õ�Ê

�%ú



LM�uÕ ÕC$,ÕC$BLM�uÕ!A�Õ;�`×qÖ2×sÕ�� �)* ��� * ñÆ°W¶�¼�¾»¾�·�¯ °KÄ�¸�·T¼j·�ºÃ¸�Ä�±Q¹¢½�¸�Á ·�¯ °K³.°�Å�ºÃÄ Ä º»Ä ÅÝ¸j¹�·u¯ °K±�² ³ ±µ°�¶`·uºÃ¸�Ä8û C ºÃ±�¼�Å�¸(¸(À
¶W² ½µÙ�°K¸�¹�½�°W·�² ½�Äß·uº»Á�°

n0 ∈ [3p0, 3p0+1 − 1]
¿F¹¢¸�½o±�¸�Á�°�¾Ã¼�½�Å�°

p0

¿b¼jÄ ÀI·�¯ °�±}·u¸�Ü�Ü ºÃÄ Å@·uº»Á�°
τ

ºÃ±o½µ°�¾�¼z·u°�ÀÉ·u¸
¼�Ä�¸�·u¯ °W½ºÃÄ%·u°WÅ�°�½

p1
è
p0 > p1

é`û
ϕ−(T−τ(x)(x)) ∈ [3p1, 3p1+1 − 1]

¹¢¸�½¼�¾»¾
x ∈ C\A Ê

®�¸�±µºÃÁ�Ü ¾Ãº�¹qÇ�Ä ¸�·T¼z·uºÃ¸�ÄØºÃÄØ·u¯ º»±�Ü ½�¸(¸�¹�Þ�°oÀ °`Ú�Ä °
τp0+1(x) = 0

¹¢¸�½
x ∈ C\A Ê ��¸�½

x ∈ C\A Þ�°Q¯�¼�Ù�°
τ(x)−1∑

k=0

|ϕ−(T−kx)|s =

p0∑

p=p1+1

Φp(T
−τp+1(x)x).

êF°W·
p1 + 1 6 p 6 p0

¼�Ä�À
x ∈ C\A Ê�®�¯ °WÄ�·u¯ °W½�°�ºÃ±|¼K±�²�³B¶W² ½µÙ�° Ci ⊂ C ·u¯�¼j·�¶�¸�Ä%·T¼jºÃÄ ±

x
¼�Ä�À�¹¢¸�½�Þ¯ º»¶T¯

T−τp+1(x)(Ci)
¿8·u¸Ø³.°�À °WÄ ¸�·u°WÀÉ³EÇ Di

¿FºÃ±�¼*Å�¸(¸(À�¶�² ½}Ù�°¡¸�¹�½�°`·u² ½µÄß·�ºÃÁ�°Q¹¢½�¸�Á
[3p, 3p+1 − 1]

ÊQã�Ç�³.¸�² Ä À °WÀ
À º»±µ·�¸�½µ·�ºÃ¸�Ä

∫
Ci\A Φp(T

−τp+1y)

Leb(Ci)
6 C

∫
T−τp+1(Ci\A)

Φp

Leb(Di)
6 C

∫
Di\Ap

Φp

Leb(Di)
.

�Æ¸<Þ ¼�¶W¶�¸�½µÀ ºÃÄ ÅI·u¸ÿè¢öI�<é¡·�¯ ºÃ±�Ú�Ä�¼�¾��E²�¼�Ä%·uº�·dÇ º»±K³.¸�² Ä À °WÀî¹¢½�¸�Á ¼�³.¸ Ù�°�³%Ç
C3ps Ê �£² Á�Á�º»Ä Åß² Üë¹¢¸�½*¼j¾Ã¾

º»ÄE·�°�½}Ù�¼j¾Ã± Ci

Þ�°�¸�³�·T¼jºÃÄ
∫

C\A
Φp(T

−τp+1(y)y) 6 C3ps Leb(C).

�£²�Á�Á�¼j·uº»¸�Ä*¸�Ä
p
¹¢½�¸�Á

p1 + 1
·u¸
p0

ºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±�·�¯ °o±µ·u¼j·u°WÁ�°WÄE·�Ê
6 ���	�87�7%.9�;: NP43 �  ��Î�Ô�Ï(U�Î

∫

Y

h(eitH − 1) = it

∫

Y

h1ϕ−61/|t|H + o(t log(1/|t|)).

LM�uÕ ÕC$ * �I°�¯ ¼ Ù�°
∣∣∣∣
∫

Y

h1ϕ−61/|t|(e
itH − 1 − itH)

∣∣∣∣ 6 C

∫

Y

|h|1ϕ−61/|t||t|3/2|H|3/2.

�I°oÁK¼�ÇØ°W±µ·uº»ÁK¼z·u° |H(x)|3/2 ¼�±

|H(x)|3/2
6




τ(x)−1∑

1

|h(T−kx)|




3/2

6 τ(x)1/2

τ(x)−1∑

0

|h(T−kx)|3/2.

�Æ¸<Þ Ü�²�·
Φ(x) =

∑τ(x)−1
0 |h(T−kx)|3/2 Ê�®�¯ °�Ä>¹¢¸�½

x ∈ Y
¸�¹�½�°`·u² ½µÄ>·�ºÃÁ�°

n
Þ�°IÅ�°W· |H(x)|3/2 6

(K log n)1/2Φ(x)
¿;¼j±·�¯ °o±µ·u¼�Ä À�¼�½µÀ�±}·u¸�Ü�Ü ºÃÄ Å�·�ºÃÁ�°�±u¼j·�ºÃ±}Ú�°�±

τ(x) 6 K logn
Ê

ã�Ç#�	½µ¸�ÜB¸�±�º»·�ºÃ¸�Ä¡ö Ê ( õ�·u¯ °�¼�Ù�°W½u¼�Å�°Æ¸�¹B·u¯ °¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä
Φ

¸�Ä
Y ∩{ϕ− = n} ºÃ±�¾Ã°W±�±	·u¯ ¼�Ä

Cn3/2 Ê �	²�·µ·uºÃÄ�Å�·�¯ °�±µ°
°W±µ·uº»ÁK¼z·u°�±�·�¸�Å�°`·u¯ °W½�¿

∫

Y

|h|1ϕ−61/|t||t|3/2|H|3/2
6 C|t|3/2

1/|t|∑

n=1

µ(ϕ− = n)n
√

log nn3/2

6 C|t|3/2
√

log(1/|t|)|t|−1/2 = o(|t| log(1/|t|)),
Þ¯ º»¾Ã°

∣∣∣∣
∫

Y

h1ϕ−>1/|t|(e
itH − 1)

∣∣∣∣ 6 C

∫
ϕ−1ϕ−>1/|t| 6 C

∑

n>1/|t|
µ(ϕ− = n)n = O(t)

¼�±
µ(ϕ− = n) = O(1/n3)

Ê

�	�



� ��� ��� 35 � 35$ � � &(�)���)�� %$ . �5�
H

ñ°�¶�¼�¾Ã¾;·u¯ °ÆÙj¼�¾Ã² °�¸�¹
I
¹¢½�¸�Á è��<é`¿£¼�Ä À*·�¯ °�¹0¼j¶W·�·�¯�¼j·�¸�Ä

Y ∩ {ϕ− = n} ·u¯�°�¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä
h
ºÃ±�°]�E² º»Ùj¼�¾»°�Ä%·�·u¸

nI
Ê

� �'
 
/. NP43 �8 � Î`Ö
y = 1

1− 3
4

log 3
* � Õ��oÏ(��Ò

ε > 0
ÖqÔ�Î��TÎ�ÎSR�×#�`Ö%�

N0 ∈ N
���;ÓTÔ@ÖqÔ�Ï�Ö� �$�Õ��oÏ�ÑqÑ

n > N0

 9$�Õ���Ï�ÑqÑ
&(Õ ÕH�@Ó��'�WU�Î C Í	×qÖqÔ �uÎ`Ö �'�W��Ö2×�@KÎ

n
 
∣∣∣∣∣

∫
C\AC

H

Leb(C\AC)
− n(y − 1)I

∣∣∣∣∣ 6 εn.

LM�uÕ ÕC$ * ñ°�¶�¼j¾Ã¾!·�¯ °�¼�±µÇ(Á�Ü�·u¸j·uºÃ¶�°�Û£Ü ½�°W±�±�º»¸�Ä ±o¹¢¸�½�·u¯�°¡·�½u¼�Ä�±�º»·�ºÃ¸�ÄÝÜ ½�¸�³ ¼�³ ºÃ¾»º»·�ºÃ°�±Æ¹¢½�¸�Á ñÆ°WÁK¼j½�òÝö�Êl�_��Ê�®�¯ °�±µ°
¼�¾»¾Ã¸ Þ�² ±	·u¸�½�°�Å�¼�½�À¡·u¯ °ÆÁ�¼�Ü

T−1 ¼�±�¼QóÝ¼�½�òj¸ Ù¡¶T¯�¼�ºÃÄ3Ê�®�¯ °�Ä�·u¯ °Æ±µ·u¼j·u°WÁ�°WÄ%·�¸j¹3·u¯�°Æ¾»°�Á�ÁK¼�¶�¼�Ä�³B°ÆÅ�² °W±�±�°WÀ
³%ÇØ·u¯�°�°�Û£ÜB°W¶W·T¼z·uºÃ¸�Ä@Ùj¼�¾»² °�Þº»·�¯@½�°�±µÜB°W¶W·Æ·u¸�·u¯�°�º»Ä%Ù�¼j½�º�¼jÄE·�À ºÃ±}·u½�º»³ ²�·�ºÃ¸�ÄØ¸�¹�·u¯�ºÃ±�¶T¯�¼�º»Ä8Ê
®�¯ °�½�º»Å�¸�½µ¸�² ±�Ü ½µ¸£¸�¹�ºÃ±�º»Ä À ² ¶`·uº»Ù�°�Ê ��¸�·�°�·�¯�¼j·�Ú�½µ±µ·�Þ�°¡Ú�Û

ε > 0
¿F·�¯�¼j·oÞºÃ¾»¾�¶�¸�½µ½�°W±�Ü.¸�Ä Àß·u¸Ø·u¯ °�½�°��E² ºÃ½µ°�À

Ü ½µ°�¶WºÃ±�º»¸�Ä�º»Ä�·u¯�°�¼�±µÇ(Á�Ü�·u¸j·uºÃ¶W±�¿3¼�Ä ÀÝ·�¯ °�Ä�Þ�°,Á�¼ Ç¬¶T¯ ¸(¸�±µ°
n

¼�½µ³ º»·�½u¼�½µºÃ¾»ÇK¾�¼�½µÅ�°�Ê|êF°W·
L ∈ N

³B°�¼�Ä�ºÃÄ%·�°�Å�°W½
¹¢¸�½�Þ¯ ºÃ¶T¯

(9/10)L 6 ε
Ê�®�¯ º»±�ºÃÄ%·u°WÅ�°�½

L
ºÃ±�·u¯ °�ÄE² Á,³.°�½�¸�¹�ºÃÄ À ²�¶W·uº�Ù�°�±}·u°WÜ ±Ä °�°WÀ °�À@·u¸�¸�³£·T¼�º»Ä

ε
ìdÜ ½µ°�¶WºÃ±�º»¸�Ä8Ê

ó�¸�½�°�Ü ½�°W¶�ºÃ±µ°�¾�Ç�¿zº»¹
n0, . . . , nL

ºÃ±�¼�ÄQ¼�À Á�ºÃ±�±µºÃ³ ¾»°�±�°��E² °�Ä ¶W°oè0¯�°�½�°
n0 = n

é`¿<·u¯ °WÄ
nL

º»±�·dÇ(Ü º»¶�¼�¾»¾»Ç|Á,² ¶T¯�±�Á�¼�¾Ã¾»°�½
·�¯�¼�Ä

n0

Ê�®�¯ °¡ã�º»½�òE¯ ¸��Ë±�² Áà¸�¹
h

¹¢¸�½|·u¯ °,·�ºÃÁ�°�±�³B°`·dÞ�°W°�Ä
nL

¼�Ä�À�·u¯ °�±}·u¸�Ü Ü�ºÃÄ Å*·�ºÃÁ�°�¶�¼jÄ�³B°�°W±µ·uº»ÁK¼z·u°�À
³%Ç*·�¯ °�² Ü Ü.°�½³.¸�² Ä À@¶�¸�Á�º»Ä Å�¹¢½�¸�Á�êF°�Á�ÁK¼Qö Ê ( õ�¿�Þ¯ º»¶T¯¬½µ¸�² Å�¯�¾»Ç�Á�°�¼�Ä ±�·u¯ ¼j·�Þ�°o¸�Ä�¾»Ç�Ä °�°WÀ¬·�¸,·T¼�òj°�¶�¼�½�°
¸�¹b·u¯ °�±�² Á ¹¢¸�½�·�¯ °�Ú ½�±µ·

L
±µ·�°�Ü ±WÊ®�¯ ºÃ±Æ°�±}·uºÃÁ�¼j·�°oÞº»¾Ã¾8³.°o·u¯ °Q±µ·T¼j½µ·uº»Ä Å¡ÜB¸�ºÃÄ%·Æ¸�¹	¸�² ½º»Ä À ² ¶`·uºÃ¸�Ä8Ê�®�¯ °WÄÝÞ�°

Ü ¾Ã¼�¶�°¡¸�²�½�±}·T¼�Ä�À�¼�½�ÀI¶�² ½}Ù�°�%^¯ º»Å�¯É°�Ä ¸�²�Å�¯ '�è¢ºsÊ °�Ê�¿�¶T¯�¸£¸�±µ°
n

¾�¼j½�Å�°�°WÄ ¸�² Å�¯�é�·�¸�°WÄ ±�² ½µ°�·�¯�¼j·o·u¯�°�·�½u¼�Ä ±µº»·�ºÃ¸�Ä
Ü ½µ¸�³�¼�³�ºÃ¾Ãº�·uº»°�±�¸�¹.ñÆ°WÁK¼j½�ò�ö Êl���¼�½�°�¼j¶�¶�²�½u¼j·�°�Þº»·�¯,Ù�°�½}Ç�Å�¸(¸£À�Ü ½�°W¶�ºÃ±µºÃ¸�Ä3Êb®�¯ °W±�°�·u½�¼�Ä ±�º�·uº»¸�Ä�Ü ½µ¸�³�¼�³�ºÃ¾Ãº�·uº»°�±�¼�½�°
½µ°�±�Ü.¸�Ä ±µºÃ³ ¾»°�¹¢¸�½|·�¯ °�¼�Ü�ÜB°�¼�½u¼�Ä�¶�°�¸�¹

y
¼�±|Þ�°�À °�¶W½�°�¼�±�°�·u¯�°,¾Ã°WÄ Å�·u¯�¸j¹	·u¯ °¡¼�À�Á�º»±�±�º»³ ¾Ã°�±�°��E² °�Ä ¶W°

n0, . . . , ni¹¢½µ¸�Á
i = L

·u¸
i = 0

ºÃÄØ·u¯�°�º»Ä À ² ¶`·uº»¸�Ä8Ê
êF°W· C ³B°�¼�±}·T¼�Ä�À�¼�½�ÀQ¶�² ½}Ù�°�¸�¹�½�°`·u² ½µÄQ·�ºÃÁ�°

n
Þº�·u¯Q·�¯ °�±µ·T¼jÄ À�¼�½µÀ�±µ·�¸�Ü Ü º»Ä Å·uºÃÁ�°

(AC, τC)
¸�Ä�º»·�Ê�á ¹

n0, . . . , niº»±�¼�À Á�ºÃ±µ±�ºÃ³�¾Ã°oÞº»·u¯
n0 = n

¼�Ä À
i 6 L

¿8·u¯ °,±µ°W· Cn0,...,ni

º»±|Ä ¸j·�°�Á�Ü�·dÇ�¿8¼�Ä À�Þ�°�Á�¼�Ç¬¶�¸�Ä ±µºÃÀ °W½ C ′
n0,...,ni

=
Cn0,...,ni

∩ (C\AC)
Ê ��¸�½ D = T−i(Cn0,...,ni

)
¿(À °WÚ Ä °

A = D\T−i(C ′
n0,...,ni

)
¼�Ä�À

τ(T−ix) = τC(x)− i
Ê�®�¯ °�Ä3¿

¹¢¸�½¾Ã¼�½�Å�°�°WÄ ¸�² Å�¯
n
¿
(A, τ)

ºÃ±Æ¼¡±µ·u¸�Ü Ü ºÃÄ�Å�·�ºÃÁ�°�¸�Ä D Ê�®�¸�±�°�°�·u¯ º»±�Þ�°�Ä ¸�·�°o·�¯�¼j·
Leb(A) 6 Leb(D)/2

¼�±
·�¯ °oÄ(²�Á,³B°W½¸�¹bº�·u°W½u¼j·�ºÃ¸�Ä ±�ºÃ±�³.¸�² Ä À °WÀ�¹¢½µ¸�Á�¼�³.¸ Ù�°o³%Ç

L
Þ¯ º»¾Ã°

Leb(AC)/Leb(C) → 0
¼j±
n→ +∞ Ê

ã�Ç�ºÃÄ�¶�½�°�¼�±�º»Ä Å
n

º»¹	Ä�°�¶�°W±�±�¼�½µÇ�¿8Þ�°,Á�¼�Ç�¼�±�±µ² Á�°Q·u¯�¼j·Æ¹¢¸�½|¼�Ä%Ç
p > n/3L ¿8¼jÄ ÀÝ¹¢¸�½|¼�Ä%Ç

x
Þº�·u¯

ϕ−(x) = pÞ�°Q¯ ¼ Ù�° |h(x) − pI| 6 p/(L3L)
Ê

®�¯E² ±¹¢¸�½
x ∈ C ′

n0,...,nL

Þ�°�¯�¼�Ù�°

|H(x) − (n1 + · · ·+ nL−1)I| 6

L−1∑

k=1

|h(T−kx) − nkI| +
τC(x)−1∑

k=L

|h(T−k(x)| è0ö�öEé

Þ¯ °W½�°o·u¯ °�Ú�½µ±µ··u°W½�Á�±�¼j·uº»±µÚ�°W±
L−1∑

k=1

|h(T−kx) − nkI| 6

L−1∑

k=1

nk/(L3L) 6 nL,

¼�±
nk 6 3LnL

Ê ��ÄI·�¯ °�¸j·u¯ °W½Q¯�¼jÄ ÀËº�¹�Þ�°Kº»ÄE·�°�Å�½�¼j·u°�·�¯ °�±µ°�¶W¸�Ä ÀË·�°�½�Á º»Äëè¢ö�öEé�¿�Þ�°KÁ�¼�Ç�² ±�°�·u¯ °�² Ü Ü.°�½
³.¸�² Ä À¬¸�¹bêF°�Á�ÁK¼,ö Ê ( õ�Ê �I°oÅ�°W·�¿ ¹¢¸�½�±�¸�Á�°�¶W¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·

C3
û

∣∣∣∣∣

∫
C′

n0,...,nL

H − (n1 + · · · + nL−1)I

Leb(C ′
n0,...,nL

)

∣∣∣∣∣ 6 C3nL.
è¢öEú�é

�%å



÷�¯ ¸(¸�±µ°
n

¾Ã¼�½�Å�°¬°WÄ ¸�² Å�¯�·u¸I°�Ä ±µ² ½�°�·u¯�¼j·�è0º�é�¼�¾Ã¾�·�¯ °
εp

¹¢½µ¸�Á ñ°�Á�¼�½�òÌö�Êl�_�Ý¼�½�°¬¾Ã°W±�±�·u¯�¼�Ä
ε

Þ¯ °�Ä�°WÙ�°W½
p > n/3L ¿;¼�Ä À@·u¯�¼j·Qè¢ºÃº�é�·u¯ °�À�ºÃ±µ·�¸�½µ·�ºÃ¸�ÄØ¸j¹�¼�Ä%Ç

T−i |Cn0,...,ni

¿
i ≤ L

¿�ºÃ±�³.¸�² Ä À�°�À�¹¢½µ¸�Á�¼j³B¸ Ù�°o³%Ç
ε
Ê

��±
y 3

4
log 3 − y + 1 = 0

Þ�°�¯�¼�Ù�°j¿;¹¢¸�½
n

¾�¼�½µÅ�°�°�Ä ¸�² Å�¯8¿
∣∣∣∣∣∣
y

3p−C2∑

p/3+C2

3

8k
− y + 1

∣∣∣∣∣∣
< ε

è0ö �%é

Þ¯ °WÄ °WÙ�°�½
p > n/3L Ê

®�¸Q±µºÃÁ�Ü ¾Ãº�¹qÇ�Ä ¸�·T¼z·uºÃ¸�Ä¡Þ�°ºÃÄ%·u½µ¸£À�² ¶�°
α = 9

10

¼�Ä À�¼�Ä ¸�·�¯ °�½�Ü.¸�±�º�·uº»Ù�°�ÄE² Á,³.°�½
β > 2 log 3

Þ¯ º»¶T¯Kº»±�¿%¯ ¸ Þ�°WÙ�°W½�¿
Ä ¸j·!·�¸£¸³ º»Å�±µ¸�·u¯ ¼j· 3

8
β < α

Êbã�Ç�¹¢² ½µ·�¯ °�½�ºÃÄ ¶W½�°�¼�±�º»Ä Å
n
¿jº�¹ Ä °W¶�°W±�±u¼j½µÇ�¿�Þ�°�ÁK¼�Ço¼�¾»±�¸�¼�±�±µ² Á�°�·�¯�¼j· ∑3p

p/3
1
k

6 βÞ¯ °WÄ °WÙ�°�½
p > n/3L Ê

�Æ¸<Þo¿;³%ÇØº»Ä À ² ¶`·uºÃ¸�ÄØ¸�Ä�À�°�¶�½µ°�¼�±µºÃÄ Å
i
Þ�°o±µ¯ ¸ Þ ·u¯ °�¹¢¸�¾»¾Ã¸ ÞºÃÄ�Å,³B¸�² Ä À8û

∣∣∣∣∣

∫
C′

n0,...,ni

H − (n1 + · · ·+ ni−1)I

ni Leb(C ′
n0,...,ni

)
− yI

∣∣∣∣∣ 6 αL−i(C3 + y|I|) + C4

L−1∑

k=i

εαk−i,
è¢öEå�é

Þ¯ °W½�°
C4

º»±�±�¸�Á�°�¶W¸�Ä ±}·T¼�Ä%·�Ê �Æ¸�·u°Æ·u¯�¼j·�¹¢¸�½
i = 0

¿£Þ¯ °WÄØ·u¯ °�±µ² Á
n1 + · · ·+ ni−1

ºÃ±�·u¸�³.°�ºÃÄ%·�°�½�Ü�½�°W·�°�À@¼�±
−n0

¿(·u¯ º»±�³B¸�² Ä À*º»Á�Ü ¾»ºÃ°W±�·�¯ °�±}·T¼j·�°�Á�°�Ä%·�¸�¹�êF°�Á�Á�¼Qö Ê ( å£Ê ��ÄK·�¯ °�¸�·�¯ °�½�¯ ¼�Ä À8¿(·u¯ °�¶�¼�±�°
i = L

º»±�¼�¾»½�°�¼�À�Ç
°W±µ·T¼j³ ¾Ãº»±�¯ °WÀ�º»ÄËè¢öEú�éTÊ �£¸�¾Ã°W·²�±�¼j±�±�²�Á�°�è0ö%å�é�¯ ¸�¾»À ±�¹¢¸�½

i
¿;¼jÄ À�±µ¯ ¸ Þ º�·�¹¢¸�½

i− 1
Ê �I°o¯�¼�Ù�°

∫
C′

n0 ,...,ni−1

H − (n1 + · · · + ni−2)I

ni−1 Leb(C ′
n0,...,ni−1

)
− yI

=

∫
C′

n0,...,ni−1

H − (n1 + · · ·+ ni−1)I

ni−1 Leb(C ′
n0,...,ni−1

)
− yI + I

=

3ni−1−C2∑

ni=ni−1/3+C2

∫
C′

n0 ,...,ni

H − (n1 + · · ·+ ni−1)I

ni−1 Leb(C ′
n0,...,ni−1

)
− yI + I

=

3ni−1−C2∑

ni=ni−1/3+C2

(∫
C′

n0 ,...,ni

H − (n1 + · · ·+ ni−1)I

ni Leb(C ′
n0,...,ni

)

ni Leb(C ′
n0,...,ni

)

ni−1 Leb(C ′
n0,...,ni−1

)
− 3

8ni

yI

)

+


y

3ni−1−C2∑

ni=ni−1/3+C2

3

8ni
− y + 1


 I.

�Æ¸�·u°�·u¯�¼j·b¼�±
n0, . . . , nL

ºÃ±!¼�À Á�ºÃ±�±µºÃ³ ¾»°�¿ C ′
n0,...,ni

¯�¼�±!ÜB¸�±�º»·�º»Ù�°�¾»°�Ä Å�·�¯�¹¢¸�½b¼�Ä%Ç
i ≤ L

¿j·�¯(²�±b·u¯ °�À °WÄ ¸�Á�ºÃÄ�¼j·�¸�½�±
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∣∣∣∣∣∣
y

3ni−1−C2∑

ni=ni−1/3+C2

3

8ni

− y + 1

∣∣∣∣∣∣
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¸£¶W¶�² Ü�ºÃ°�±�¼j·�¾Ã°�¼�±µ·
(1 − ε)
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¿£º�·¯ ¸�¾»À ±�¹¢¸�½

i− 1
Þº»·�¯¬·�¯ °o±u¼�Á�°�¶�¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·u±�Ê

®!¼�òEºÃÄ Å
i = 0

Þ�°QÅ�°W·
1

n

∣∣∣∣∣

∫
C\AC

H

Leb(C\AC)
− n(y − 1)I

∣∣∣∣∣ 6 CαL + Cε 6 Cε

³%Ç�·�¯ °¡¶T¯ ¸�ºÃ¶W°�¸�¹
L
Ê���¸�·�°,·u¯�¼z·�·u¯ °¡¶�¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·

C
À °WÜB°WÄ À ±�¸�Ä ¾»Ç�¸�Ä

I
¿8·u¯E² ±oº»·�¶�¼�ÄÉ³.°&%^±µÞ�¼�¾»¾Ã¸ Þ�°WÀ '�³%Ç

ε
Ê

®�¯ º»±¶�¸�Á�Ü ¾Ã°`·u°W±�·u¯ °oÜ ½µ¸£¸�¹!¸�¹�·u¯ °o¾»°�Á�ÁK¼�Ê
� �	��� �����	�
�%��� NP43 �5 ��Î�Ô�Ï(U�Î

∫

Y

h1ϕ−61/|t|H =

(
I2(y − 1)`2

4
+ o(1)

)
log(1/|t|).
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m
¸�Ä

Y
¿F¼jÄ À�ºÃÄ�è¢ö%æ%é

m(Y )
±µ¯ ¸�² ¾»ÀÉ³B°,½µ°�Ü ¾Ã¼�¶�°WÀ

Þº�·u¯
1/EY (ϕ)

Ê �bº»Ä�¼�¾»¾»Ç�¿<·u¯�°Æ±µ² Á�±Æè0ºÃÄ�·�¯ °�À °WÚ Ä º»·�ºÃ¸�Ä�¸�¹
fY

¿(¼�Ä À¡º»Ä,·u¯ °À °`Ú�Ä º»·�ºÃ¸�Ä�¸j¹.·�¯ °Æã�ºÃ½µòE¯ ¸��*±µ² Á�±�¸j¹
f
é�±�¯�¸�² ¾ÃÀÝ³B°�½�°WÜ ¾�¼�¶W°�ÀÝÞº�·u¯�ºÃÄ%·u°WÅ�½u¼j¾Ã±�¿.¼�Ä�ÀÝ¶�¸�½�½�°W±�Ü.¸�Ä À º»Ä Å�¾�Ç�¿;·u¯ °�Ä ¸�½µÁK¼�¾»ºÃíWºÃÄ Å�±µ°]�E² °�Ä�¶�°�±

Bn

è
B′

n

é�Þº»·u¯
¼�Ü�Ü ½�¸�Ü�½�º�¼z·u°�¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä ±

B(T )
è
B′(T )

é`¿
B : R+ → R+

Ê

����� � ��� �,.9�5. � 0#���7� � � �,��� . �7� . ;#+# �)���5+($ $�3����*$�. � �*+��
(P1)

êF°W·
f0 : X0 → R

³.°oý�þ�¾ÃÀ °W½�¶�¸�Ä%·uº»ÄE² ¸�² ±Æ¼�Ä À¬±u¼z·uºÃ±}¹qÇ
(P1)

Ê�ádÄ¬Ü�¼�½}·uºÃ¶W² ¾�¼j½�¿
I 6= 0

Ê 
|°WÚ�Ä�°�¼�±º»Ä��£°�¶`·uºÃ¸�Ä (

¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä ±
f, f̄ , ḡ

¼�Ä À
g
Ê �£º»Ä ¶�°

f
±�¼j·uº»±µÚ�°W±�è �%é�¼�Ä�À

ḡ − f̄
ºÃ±�³.¸�² Ä�À °�À8¿ Þ�°o¸�³�·u¼�ºÃÄ

µ∆(|g| > x) ∼ x−2l(x)
¿

Þ¯ °W½�°
l(x) =

I2`2

8
.

ã�Ç��b¼�½�¼�Å�½u¼jÜ ¯~��Ê���¿�·u¯ °�¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä
g
ºÃ±	º»Ä,·u¯ °�Ä ¸�Ä ±µ·u¼�Ä À�¼�½µÀ¡À ¸�Á�¼�ºÃÄ�¸�¹B¼j·�·�½u¼�¶`·uºÃ¸�Ä�¸�¹;·u¯ °�Ä ¸�½�Á�¼�¾�¾Ã¼ ÞoÊ�ó�¸�½µ°

Ü ½µ°�¶WºÃ±�°W¾»Ç�¿�±�°W·
L(x) =

I2`2

4
log(x) ∼ 2

∫ x

1

l(u)

u
.

®�¯ °o¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä ±
l
¼�Ä�À

L
¼j½�°�·u¯�°o·u¼�ºÃ¾.¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä ±¸�¹

g
¿ ¼�±À °WÚ�Ä�°�À¬ºÃÄ��b¼�½�¼�Å�½�¼�Ü ¯���Êl��Ê

�	½�¸�ÜB¸�±µº»·�ºÃ¸�ÄØö Ê��oÅ�º»Ù�°�±
∫
g(eitG − 1) = (y − 1)itL(1/|t|) + o(tL(1/|t|)),

Þ¯ °W½�°
y = 1

1− 3
4

log 3

Ê ó�¸�½µ°�¸ Ù�°W½�¿�·u¯�°ß¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä
g

º»±Ø¾Ã¸(¶�¼�¾»¾»Ç�ý�þ�¾»À °�½Ø¸�Ä
∆
¿|³EÇ è�� õ%é`ÊðýÆ°�Ä ¶W°�¿o¼�¾»¾|·u¯�°

¼�±µ±�² Á�Ü�·�ºÃ¸�Ä ±¸�¹!®�¯ °W¸�½�°WÁ ��Ê öK¼�½µ°�±u¼j·�ºÃ±}Ú�°�À8¿ ¹¢¸�½
a = y − 1 > 0

Ê�êF°`·

Bn =

√
n log n

(2y − 1)I2`2

8
,

öI�



º�·o±u¼j·�ºÃ±µÚ °�± n
B2

n
(2a + 1)L(Bn) → 1

Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿!³%ÇÉ®�¯ °W¸�½�°WÁ���Êäö�¿�Þ�°�¸�³�·T¼jºÃÄ�·u¯�¼z· Pn−1
k=0 g◦Uk

Bn
→ N (0, 1)

º»Ä
À º»±µ·�½�ºÃ³�²�·uº»¸�Ä,Þº»·�¯�½µ°�±µÜB°W¶W·�·u¸

µ∆

Êb®�¯ º»±�º»±	°]�E² º�Ù�¼j¾Ã°�Ä%·	·�¸o·�¯ °±u¼�Á�°�¶�¸�ÄEÙ�°�½µÅ�°�Ä ¶W°�¹¢¸�½
ḡ
¿�Þº»·u¯¡½µ°�±�Ü.°�¶`·�·�¸

µ∆̄

¿
±µºÃÄ ¶W°

ḡ = g ◦ π∆

¼�Ä À
µ∆ = (π∆)∗(µ∆̄)

Ê �£º»Ä ¶�°
f̄

ºÃ±|¶W¸�¯ ¸�Á�¸�¾»¸�Å�¸�² ±�·�¸
ḡ
¿3Þ�°,Å�°`·�·u¯ °Q±u¼�Á�°,¶W¸�Ä%Ù�°�½µÅ�°�Ä�¶�°

¹¢¸�½
f̄
Ê �bºÃÄ�¼j¾Ã¾»Ç�¿£±µºÃÄ ¶W°

f̄ = f ◦ πX

¼�Ä À
µ = (πX)∗(µ∆̄)

¿ Þ�°�Å�°W··u¯�¼z·
∑n−1

k=0 f ◦ T k

Bn
→ N (0, 1)

¸�Ä
X

¿�Þº�·u¯@½�°W±�Ü.°�¶`·�·�¸
µ
Ê

®�¯ °�±�¼�Á�°�¼�½�Å�² Á�°WÄ%·	¼�Ü Ü�¾ÃºÃ°W±!·�¸
ϕ+−

∫
ϕ+

¿%¼�Ä�À,Þ�°�Å�°`·�·u¯ ¼j· Pn−1
k=0 ϕ+◦T k−n

R

ϕ+

Bn

¶W¸�Ä%Ù�°W½�Å�°W±�º»Ä,À º»±µ·u½µºÃ³ ²£·uºÃ¸�Ä8Ê
ýÆ°�Ä ¶W°�¿;®�¯ °�¸�½�°�Á�ú(Êl��¼�Ü Ü�¾ÃºÃ°W±�¿�Þº�·u¯

b = 1
Ê

�£°`·
B′

n = Bbnµ0(X)c
Ê �£º»Ä ¶�°

µ0(X) = 2
π+`

³EÇËè¢öEé�¿ Þ�°oÅ�°W·

B′
n ∼

√
n log n

(2y − 1)I2`2

4(π + `)
.

®�¯ °W¸�½�°WÁ�ú£Ê��oÇ(º»°�¾ÃÀ�±
∑n−1

k=0 f0 ◦ T k
0

B′
n

→ N (0, 1).

®�¯ º»±¶�¸�Ä ¶W¾Ã² À�°�±�·u¯ °oÜ ½µ¸£¸j¹b¸�¹!®�¯ °W¸�½�°WÁ ��Êl��Ê

���  � ��� �,.9�5. � 0#���7� � � �,���

êF°W·
f0 : X0 → R

³.°¡ý�þ�¾»À °�½�¶W¸�Ä%·uº»Ä(²�¸�² ±�Þº»·�¯ ∫
f0 = 0

¼�Ä À
I = 0

Ê,ádÄÉ·u¯ º»±�¶�¼�±µ°�¿FÞ�°¡¶�¼�ÄIÄ�¸�·o² ±�°�·�¯ °
¶W¸�¯ ¸�Á�¸�¾Ã¸�Å�Ç@·u½�º»¶Tò�¼�Ä%ÇÝÁ�¸�½µ°�¿8±µºÃÄ ¶W°,·u¯ °�Ü�½�¸(¸�¹¢±�¸�¹�êF°�Á�ÁK¼j± ( Êôú*¼�Ä À ( Ê��*½�°�¾»ºÃ°WÀ�¯ °�¼�Ù(ºÃ¾�ÇÝ¸�Ä�·�¯ °�Ü ½�¸�ÜB°W½µ·dÇ
(P1)

Êb®�¯�°|¼�½µÅ�² Á�°�Ä%·	ÞºÃ¾»¾ ³.°·�¸oºÃÄ À ²�¶�°¸�Ä¡·u¯ °³�¼�±µºÃ±�¸�¹.·u¯ °�·�¸<Þ�°�½
∆̄
¿(Ü�½�¸ Ù�°�¼�¶�°�Ä%·�½u¼�¾;¾Ãº»Á�º�·!·�¯ °�¸�½�°�Á ¯�°�½�°

è¢² ±�º»Ä Å��¸�½�À�ºÃÄ�� ±�ÁK¼�½}·uº»Ä Å%¼�¾»°�¼�½�Å�² Á�°WÄ%·�é`¿(¼�Ä�À�·u¯�°�ÄKÅ�°W·�³�¼�¶Tò�·u¸o·u¯ °Æ¸�½µºÃÅ�º»Ä�¼�¾ ±µÜ�¼�¶�°�³%Ç¡² ±�º»Ä Å�®�¯ °W¸�½�°WÁ ú£Êl�
·dÞº»¶�°�Ê¡®�¯ °¡Á�¼�ºÃÄÝÀ ºl�B°�½µ°�Ä ¶W°�º»Ä�·u¯ °¡ºÃÄ�À ² ¶�º»Ä ÅØÜ ½µ¸£¶W°�±�±�Þº�·u¯�·u¯ °¡Ü ½µ°WÙ(ºÃ¸�² ±oÜ�¼�½u¼jÅ�½u¼�Ü�¯�ºÃ±�·u¯ ¼j·�Þ�°�¶�¼jÄßÄ�¸
Á�¸�½�°,¼�Ü Ü ¾�ÇÝ®�¯ °W¸�½�°WÁ ú£Ê��,Þº»·�¯

b = 1
ÊQý�°�Ä�¶�°�¿8Þ�°�ÞºÃ¾»¾!Ä °W°�À�·u¸ØÜ�½�¸ Ù�°,·�¯�¼j· 1

|n|b
∑n−1

k=0 f ◦ T k ¶�¸�Ä%Ù�°W½�Å�°W±
¼�¾»Á�¸�±µ·�°`Ù�°W½µÇEÞ¯ °�½µ°Q·�¸

0
¿�¹¢¸�½�±µ¸�Á�°

b < 1
Ê�ó�¼�Ä%ÇØ¼�½µÅ�² Á�°�Ä%·u±�¸�¹�·u¯�ºÃ±�Ü�¼j½u¼�Å�½�¼�Ü ¯¬¼�½µ°�±µ·u½µ¸�Ä Å�¾�ÇKº»Ä ±�Ü�ºÃ½�°WÀØ³%Ç

â ��¸�²�æ	�zçs¿(Þº»·u¯*¼�À À º�·uºÃ¸�Ä�¼�¾ ·u°W¶T¯ Ä º»¶�¼�¾B¶�¸�Á�Ü ¾Ãº»¶�¼j·�ºÃ¸�Ä�±�À�² °|·u¸Q·u¯ °|¹0¼j¶W·�·�¯�¼j·�¸�² ½�¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä ±�¼�½�°�Ä ¸�·�³.¸�² Ä�À °�À8Ê
êF°W·

∆̄0

³.°Q·�¯ °�³�¼�±µºÃ±|¸j¹	·u¯ °,·�¸<Þ�°�½
∆̄
¿3¼�Ä À�¾Ã°`·

Ū0

³.°�·u¯ °�ºÃÄ À ²�¶�°�À�Á�¼�Ü�¸�Ä
∆̄0

èqÞº»·�¯É¼K½�°`·u² ½µÄ�·uºÃÁ�°
ϕ
é`Ê


|°`Ú�Ä °Q¼�Ä�°WÞ ¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä
f̄0

¸�Ä
∆̄0

¿�³%Ç
f̄0(x) =

∑ϕ(x)−1
k=0 f̄(Ūkx)

Ê
� �'
 
/. �5#=5 + Ô�Î��TÎ�ÎSR�×#�`Ö%�

σ2
0 > 0

����ÓTÔ@ÖqÔ�Ï�Ö
∑n−1

k=0 f̄0 ◦ Ūk
0√

n
→ N (0, σ2

0).

LM�uÕ ÕC$ * �£º»Ä ¶�° I = 0
¿ º�·�ºÃ±�Ä�¸�·¯�¼�½µÀ@·�¸�¶T¯ °�¶TòØ·�¯�¼j·�·u¯�°�½�°�°�Û£ºÃ±µ·�±

α1 < 1
±�² ¶T¯@·u¯ ¼j· |f | 6 nα1

¸�Ä@·�¯ °o±�°`·�¸j¹
Ü.¸�ºÃÄ%·�±�³B¸�²�Ä ¶�º»Ä Å

n
·uº»Á�°W±�³.°W·dÞ�°�°�Ä¬·u¯ °�±µ°�Å�Á�°�Ä%·�±Æ¸j¹�·�¯ °�±µ·u¼�À º»² Á�Êb®�¯ ºÃ±�º»Á�Ü ¾»ºÃ°W±�·�¯�¼j·�·�¯ °�½µ°�°�Û£ºÃ±µ·�±

ε1 > 0±µ² ¶T¯¬·�¯�¼j·
f ∈ L2+ε1(X)

Ê�ý�°WÄ ¶�°j¿
f̄ ∈ L2+ε1(∆̄)

Ê �(ºÃÄ ¶W°�·u¯ °�½µ°W·u²�½�ÄØ·uº»Á�°
ϕ

³B°W¾Ã¸�Ä�Å�±�·u¸
Lp ¹¢¸�½�¼�¾»¾

p <∞ ¿
Þ�°QÅ�°W·

f̄0 ∈ L2+ε2(∆̄0)
¹¢¸�½�±�¸�Á�°

ε2 > 0
Ê

êF°W·
∆0

³.°�¸�³£·T¼�º»Ä °�À�³%Ç�º»À °�Ä%·�º»¹qÇ(ºÃÄ Å�·�¯ °|Ü.¸�ºÃÄ%·�±�¸�Ä�·u¯�°�±�¼�Á�°Æ±µ·u¼�³ ¾»°�¾»°�¼j¹^Ê!á ·�º»±�·�¯ °|³ ¼�±�º»±�¸j¹8·u¯ °Æ°`Û£Ü�¼jÄ À ºÃÄ�Å
��¸�²�Ä Å�·�¸ Þ�°W½

∆
Ê�êF°W·

π0 : ∆̄0 → ∆0

³B°�·�¯ °o¶�¼�Ä ¸�Ä ºÃ¶�¼�¾8Ü ½µ¸z´µ°�¶`·uºÃ¸�Ä8¿�¼�Ä À
U0

·�¯ °oÀ�Ç(Ä�¼�Á�ºÃ¶W±�ºÃÄ À ²�¶�°�À¬³%Ç
Ū0
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¸�Ä
∆0

Ê�êF°`· B0

³.°�·u¯�°
σ
ì^¼j¾ÃÅ�°W³ ½u¼o¸�Ä

∆̄0

¸�³�·u¼�ºÃÄ�°�ÀK³%Ç�Ü ² ¾»¾ÃºÃÄ�ÅQ³%Ç
π0

·u¯ °
σ
ì^¼�¾»Å�°�³�½u¼o¸�Ä

∆0

Êt� Á�°�¼�±µ² ½u¼j³ ¾Ã°
±µ² ³ ±�°`·

B
¸�¹

∆̄0

º»± B0

ì Á�°�¼�±�² ½�¼�³ ¾»°�º�¹^¿(¹¢¸�½�¼�¾»Á�¸�±}·�¼�¾Ã¾
x ∈ B

¿£·�¯ °|±}·T¼�³�¾Ã°|¾»°�¼j¹3·u¯ ½µ¸�² Å�¯
x
º»±�¶W¸�Ä%·T¼�º»Ä °�À*º»Ä

B
Ê

�I°�ÞºÃ¾Ã¾BÜ ½�¸ Ù�°
∑

n>0

∥∥E(f̄0 | Ūn
0 B0) − f̄0

∥∥
L2 <∞ èsú�õ%é

¼�Ä�À
∑

n>0

∥∥E(f̄0 | Ū−n
0 B0)

∥∥
L2 <∞.

èsúJ�<é

ã�Ç o¸�½µÀ ºÃÄ �ä±�®�¯ °W¸�½�°WÁ â��¸�½ ��æzç2¿�·u¯�ºÃ±�ÞºÃ¾»¾3ºÃÁ�Ü ¾�Ç�·�¯ °o¶�¸�Ä�¶�¾Ã²�±�ºÃ¸�Ä¬¸j¹!·�¯ °o¾Ã°�Á�Á�¼�Ê
®�¯ °Ø³ ¼�±�º»±

∆̄0

¶�¸�½µ½�°�±µÜB¸�Ä À ±,·u¸�¼�½�°�¶`·T¼�Ä�Å�¾Ã°
R

¹¢¸�½Q·u¯�°*À�Ç(Ä�¼�Á�ºÃ¶W±
T
¿�Þ¯ º»¶T¯ÈºÃ±�Ä ¼j·u² ½�¼�¾Ã¾�ÇÉÜ�¼�½}·uº»·�ºÃ¸�Ä�°�ÀÌ¼j±

R =
⋃
Ri

¿;Þ¯ °�½µ°
Ri

º»±|¼jÄ
s
ìd±µ² ³ ½�°W¶W·u¼�Ä Å�¾»°�¸�¹

R
Ê|êF°W·

∆̄0,i

³.°Q·u¯�°�¶�¸�½�½�°W±�Ü.¸�Ä À º»Ä Å*±µ² ³ ±�°`·�¸�¹
∆̄0

¿.±�¸�·u¯�¼j·
{∆̄0,i}

Å�º»Ù�°�±Q¼¬Ü ¼�½µ·�º»·uº»¸�ÄÉ¸�¹
∆̄0

Ê 
�°WÚ�Ä °K¼@¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä
A : ∆̄0 → R

³%Ç
A(x) =

∑ϕ(x)−1
k=0 ϕ+(πX Ū

kx)
Ê*á ·

º»±�¶W¸�Ä ±}·T¼�Ä%·Q¸�ÄI°�¼�¶T¯Ë±µ°W·
∆̄0,i

¿!¼�Ä Àß¶�¸�½µ½�°�±µÜB¸�Ä À ±o·u¸@·u¯ °�ÄE² Á,³.°�½o¸�¹�·�ºÃÁ�°�±�·�¯ °�¸�½�ºÃÅ�ºÃÄ�¼�¾!ÁK¼jÜ
T0

º»±�·u¸¬³B°
¼�Ü�Ü ¾Ãº»°�À,·u¸

Ri

±µ¸�·u¯�¼j·b·u¯ º»±
s
ì ±�² ³�½�°�¶`·T¼�Ä�Å�¾Ã°�Á�¼�òj°�±�¼|¹¢² ¾Ã¾8èsóÝ¼j½�ò�¸ Ù�é�½�°`·u² ½µÄ¡·�¸�·u¯ °�³�¼j±�°

R
Ê �(ºÃÄ ¶W°

ϕ
³.°�¾»¸�Ä Å�±

·�¸Ý°WÙ�°�½}Ç
Lp(∆̄0)

¹¢¸�½
p > 1

¼jÄ À
ϕ+ ∈ Lp(X)

¹¢¸�½
1 6 p < 2

¿�·u¯ °�¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä
A

³B°W¾Ã¸�Ä�Å�±�·�¸
Lp(∆̄0)

¹¢¸�½
1 6 p < 2

Ê	á ¹
x, y

¼j½�°�¸�Ä@·u¯ °o±�¼�Á�°�²�Ä ±µ·u¼�³ ¾Ã°o¾»°�¼j¹�ºÃÄ¬¼�½�°W¶W·u¼�Ä Å�¾»°
∆̄0,i

¿�Þ�°Q¯ ¼ Ù�°

|f̄0(x) − f̄0(y)| 6 CA(x)τ s(x,y) è2ú ( é
¹¢¸�½Æ±�¸�Á�°Q¶�¸�Ä ±}·T¼�Ä%·

C > 0
¼�Ä ÀÝ±�¸�Á�°�¶W¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·

τ < 1
Ê�ý�°W½�°j¿

s(x, y)
ºÃ±Æ·u¯ °Q±�°WÜ�¼�½u¼z·uºÃ¸�Ä�·uº»Á�°o¸�¹

x
¼�Ä À

y
Ê

ó�¸�½�°�¸ Ù�°�½�¿;º�¹
x, y

¼�½�°�¸�Ä¬·�¯ °o±u¼�Á�°�±µ·u¼�³ ¾Ã°�¾»°�¼j¹!ºÃÄ¬¼�½�°W¶W·u¼�Ä Å�¾»°
∆̄0,i

¿

|f̄0(x) − f̄0(y)| 6 CA(x)d(πXx, πXy)
α.

è2ú��%é
¹¢¸�½�±µ¸�Á�°

α > 0
Ê

�£º»Ä ¶�°�·�¯ °�±}·T¼�³ ¾»°�¾Ã°�¼�Ù�°�±¼j½�°�¶W¸�Ä%·u½u¼j¶W·u°WÀÝ¼z·�°�¼j¶T¯�º�·u°�½�¼j·uº»¸�ÄK³%Ç*¼j·�¾Ã°�¼�±µ·
λ < 1

¿�·u¯ °�¼j·u¸�Á�±�¸�¹F·�¯ °
σ
ìd¼�¾ÃÅ�°W³ ½u¼

Ūn
0 B0

¯�¼�Ù�°Q¼�À º�¼jÁ�°`·u°�½¼z·Á�¸�±}·
Cλn Ê�ã�ÇËèsú��%éT¿ Þ�°�Å�°W·
∣∣f̄0(x) − E(f̄0 | Ūn

0 B0)(x)
∣∣ 6 CA(x)λαn.

è2újöEé
� Ä�¹¢¸�½µ·�² Ä�¼j·�°�¾�Ç�¿

A
À ¸(°�±Ä ¸�·³.°�¾»¸�Ä Å�·u¸

L2 ¿ ±µ¸K¼,¹¢² ½}·u¯ °W½�¼j½�Å�² Á�°�Ä%·º»±�½�°]�E² º»½�°WÀ¬·�¸�Å�°`·Qèsú�õ�é�Ê�êF°W·
p > 0

³.°
±µ² ¶T¯�·�¯�¼j· 1

p
+ 1

2+ε2
= 1

2

Ê�ã�ÇËèsúzöEé�¿

1A6n2p

∣∣f̄0(x) − E(f̄0 | Ūn
0 B0)(x)

∣∣ 6 Cn2pλαn.
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L2 Ê�ó�¸�½�°W¸ Ù�°�½W¿

∥∥1A>n2p f̄0

∥∥
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|h̄(x) − h̄(y)| 6 CA(x)τ s(x.y).
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∥∥(Ûn
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∥∥
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σ2
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n log n
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Ū0
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0 =

∫
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f̄0 ◦ Ū2n

0 − E(f̄0 ◦ Ūn
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0

)
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Ū0
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0 (x)−E(f̄0◦Ūn

0 | B0)(x)| 6

CA(Ūn
0 x)λ

αn Ê�ýÆ°�Ä ¶W°�¿�·u¯ °o±µ°�¶�¸�Ä ÀÝº»ÄE·�°�Å�½�¼�¾8º»Äßèsú��%é�º»±¼j·Á�¸�±µ·
∫

|f̄0| · A ◦ Ū2n
0 λαn
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∥∥f̄0

∥∥
L2+ε2
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αn,

Þ¯ °W½�°
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ºÃ±�¶T¯ ¸�±�°�Ä�±�¸�·u¯ ¼j· 1
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+ 1
p

= 1
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0 · f̄0

¿ Þ¯ ºÃ¶T¯�ºÃ±°`Û£Ü.¸�Ä °WÄE·�º�¼�¾»¾»ÇK±�Á�¼�¾Ã¾2Ê	ý�°WÄ ¶�°j¿bâ �o¼�¶�æ	�£¿�®�¯ °�¸�½µ°�Á
� �zçF±µ·�ºÃ¾Ã¾8¼�Ü Ü ¾»ºÃ°�±�¼�Ä À¬Å�º»Ù�°�±�·u¯ °oÀ °W±�º»½�°�À¬½�°W±�² ¾�·�Ê
- �'
/.0��1 �5�5 ��±

µ0(X) > 0
¿�Þ�°ÁK¼�Ç�¼jÜ Ü ¾»Ç*âôó¬®õ�ö ¿EêF°�Á�ÁK¼ ( Êl�Qè2¼�é^çz´µ²�±µ·�¼�±�Þ�°ÆÀ�ºÃÀ¡ºÃÄ,·�¯ °�Ü ½�¸(¸�¹B¼�³.¸ Ù�°

·�¸�±µ°�°�·u¯�¼z·|êF°WÁ�Á�¼¡ú£Êôú�º»Á�Ü�¾ÃºÃ°W±
1

|n|b
n−1∑

k=0

f0 ◦ T k
0 → 0

¼�¾»Á�¸�±µ·�°`Ù�°�½}ÇEÞ¯ °�½µ°�Þ¯ °�Ä
n→ ±∞ ¿�¹¢¸�½¼�Ä%Ç

b > 1/2
Ê

LM�uÕ ÕC$,ÕC$ + Ô�ÎTÕ��uÎ�@ D *��)* ®�¯�°�¶�¸�ÄEÙ�°�½µÅ�°�Ä ¶W°�èsú���é�¿z·u¸�Å�°`·u¯ °W½�Þº�·u¯�ê�°WÁ�Á�¼Æú£Êôú�¼�Ä ÀQ®�¯ °�¸�½�°�Á ú£Ê���¿zºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±�è ( é�Ê
�I°±µ·uº»¾Ã¾£¯�¼�Ù�°·u¸oÜ ½�¸ Ù�°·�¯ °í�°W½�¸oÙ�¼j½�º�¼jÄ ¶�°�±}·T¼j·�°�Á�°�Ä%·�Ê�á ¹

f0 = χ−χ◦T0

¹¢¸�½b±�¸�Á�°Á�°�¼�±�² ½�¼�³ ¾»°�¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä
χ
¿

·�¯ °�Ä
Snf0/

√
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¸�Ä¡·�¯ °Æ³�¼�±�º»±
∆̄0
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ω(x)−1∑

k=0

f̄(Ūkπ̄0x),
è � �<é

Þ�°Q¯ ¼ Ù�°
f̄ = χ̄− χ̄ ◦ Ū Ê

�£º»Ä ¶�°�·�¯ °�¹¢²�Ä ¶W·�ºÃ¸�Ä
f̄ = f ◦ πX

º»±o¼¬¶W¸�³B¸�² Ä À�¼�½}Ç�¿�Å�°WÄ °�½�¼�¾�½�°�±µ² ¾»·�±o¸�ÄI¶W¸�³.¸�² Ä À�¼j½�ºÃ°W±�è0±µ°�°�°�Ê Å Ê�â��¸�²�õ�ú�¼£¿
®�¯ °W¸�½�°WÁ ��Ê ö�çqé�°WÄ ±�²�½�°@·u¯�¼j·

f
¼j¾Ã±�¸�º»±¡¼�¶�¸�³.¸�² Ä À ¼�½µÇÈ¸�Ä

X
¹¢¸�½

T
Ê �bº»Ä�¼�¾»¾»Ç�¿!·u¯ º»±�ºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±Q·�¯�¼j·

f0

ºÃ±¡¼
¶W¸�³B¸�² Ä À�¼�½}ÇØ¸�Ä

X0

¹¢¸�½
T0

¿�² ±µºÃÄ Å�¼,¹¢¸�½µÁ,² ¾�¼,±µºÃÁ�ºÃ¾Ã¼�½�·�¸�è � �<é�Ê

öEú
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�I°|Þ�¸�½�ò¡ºÃÄ�·u¯ °|±µ·T¼jÀ ºÃ² Á ³�ºÃ¾Ã¾»º�¼�½µÀ,Þº»·�¯
` = `∗

¿(¹¢¸�½�Þ¯ ºÃ¶T¯K·�¯ °|¹¢½µ°�° � ºÃÅ�¯%·
τ0

±�¼j·uº»±µÚ�°W±�¼�² ±µ²�¼�¾.¶�°WÄE·�½u¼�¾B¾Ãº»Á�º�·
·�¯ °�¸�½µ°�Á¬Ê 
|°`Ú�Ä °,¼�¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä

τ : X → R
³%Ç

τ(x) =
∑ϕ+(x)−1

k=0 τ ∗0 (T k
0 x)

Ê�£º»Ä ¶�°o·u¯ °o¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä
τ ∗0

À ¸(°�±ÆÄ ¸�·
±�¼j·uº»±µ¹qÇ

(P1)
¿�êF°�Á�Á�¼ ( Ê�úKÀ�¸£°W±KÏ A)�`×sÕ���×Ä ¸�·�¼jÜ Ü ¾»Ç�Ê���°`Ù�°W½µ·u¯�°�¾Ã°W±�±W¿bÀ ² °�·�¸*·u¯ °¡Å�°W¸�Á�°`·u½µºÃ¶,Ü ½µ¸�Ü.°�½µ·�ºÃ°W±�¸�¹

·�¯ °�¹¢½�°W° ��º»Å�¯%·�¿B·�¯ °�¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä
τ

±�¼j·uº»±µÚ�°W±|·u¯�°�¹¢¸�¾Ã¾»¸ ÞºÃÄ Å�ºÃÄ °��E²�¼�¾Ãº�·dÇ.ûÆº�¹
x, y ∈ X

¼�½�°�·dÞ�¸@Ü.¸�ºÃÄ%·�±|±�¾»ºÃÀ º»Ä Å
n·�ºÃÁ�°�±�¼�¾Ã¸�Ä�Å¡·�¯ °�±µ°�Á�ºÃ¶WºÃ½�¶W¾Ã°W±�¿ ·u¯�°�Ä |τ(x) − τ(y)| 6 C(d(x, y) + d(Tx, Ty))

Ê�®�¯ º»±�°W±µ·uº»ÁK¼z·u°oºÃ±Æ±�²�ü�¶WºÃ°�Ä%·
·�¸Ý¶�¼j½�½µÇß¸�²£·Q·�¯ °KÜ ½µ¸£¸j¹¢±Q¸�¹�ê�°WÁ�Á�¼�± ( Êôú�¼�Ä�À ( Ê���Ê¬ý�°WÄ ¶�°j¿b·u¯ °W½�°�°`Û£ºÃ±}·Q·dÞ�¸Ý¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä ±

ū : ∆̄ → R
¼jÄ À

g : ∆ → R
±µ² ¶T¯*·u¯ ¼j·

τ ◦πX = g ◦π∆ + ū− ū ◦ Ū ¸�Ä
∆̄
¿
ū
ºÃ±�³.¸�² Ä À °WÀK¸�Ä

∆̄
¼jÄ À

g
º»±�ý�þ�¾»À °�½�¶�¸�Ä%·�ºÃÄE² ¸�²�±

¸�Ä
∆
Ê�êF°W·

∆0
³.°�·u¯ °�³�¼�±µºÃ±¸�¹�·u¯ °o·u¸ Þ�°�½

∆
¿;¼�Ä ÀÝ¾»°W·

g0
³.°�·u¯ °o¹¢² Ä ¶`·uº»¸�Ä�º»Ä À ² ¶W°�À¬³%Ç

g
¸�Ä

∆0
è0Å�º»Ù�°WÄ�³%Ç

g0(x) =
∑ϕ0(x)−1

k=0 g(Ukx)
¿ Þ¯ °W½�°

ϕ0

ºÃ±�·u¯�°�½µ°W·�² ½�Ä@·uº»Á�°�¹¢½µ¸�Á
∆0

·u¸¡º»·�±�°�¾�¹Té�Ê
��±�±�²�Á�°Ø·u¯ ¼j·

σ = 0
ÊÌã�ÇÌ®�¯ °�¸�½µ°�Á ��Êäö ¿	·�¯ ºÃ±,º»Á�Ü�¾ÃºÃ°W±Q·�¯�¼j·

τ ∗0
ºÃ±¡¼�¶W¸�³.¸�² Ä À�¼j½µÇ�ÊËádÄ�·�² ½�Ä8¿�¼�½µÅ�² Á�°�Ä%·u±

±µºÃÁ�ºÃ¾�¼j½�·�¸�·u¯ °�°WÄ À¬¸�¹�·u¯ °�Ü�½�¸(¸�¹�¸�¹�®�¯ °�¸�½µ°�Á ��Êäö�±µ¯ ¸ Þ>·�¯�¼j·
g0

º»·u±µ°�¾�¹�ºÃ±�¼,¶W¸�³B¸�² Ä À�¼�½}Ç�Ê �£º»Ä ¶�°
g
ºÃ±�ý�þ�¾»À °�½

¶W¸�Ä%·uºÃÄE² ¸�² ±�¿
g0

±u¼j·�ºÃ±µÚ °�±o·u¯ °�¼�±�±µ² Á�Ü�·uº»¸�Ä ±�¸�¹�â(o¸�²�õ%új³B¿!®�¯ °W¸�½�°WÁ ��Êl�WçsÊ�®�¯ ºÃ±o·u¯ °W¸�½�°WÁ ºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±|·�¯�¼j·�·u¯ °
¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä

g0

ºÃ±�°W±�±µ°�Ä%·uºÃ¼�¾Ã¾�Ç*³.¸�² Ä À °WÀ8Ê
êF°W·�² ±�±�¯�¸<Þ ·�¯�¼j·|·�¯ ºÃ±�ºÃ±�Ä ¸�·|·�¯ °�¶�¼�±�°jÊ�®�¯ °�¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä

τ
ºÃ±|³.¸�² Ä�À °�À�¹¢½µ¸�Á�¼�³B¸ Ù�°�û±�º»Ä ¶�°

E(τ0) = 2
¿B·u¯�°

¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä
τ
ºÃ±
O(1)

¸�Ä�·u¯ °�±�°W·�¸�¹8Ü.¸�º»ÄE·�±�³.¸�² Ä�¶�ºÃÄ�Å
n
·uºÃÁ�°�±�³.°W·dÞ�°�°�Ä*·�¯ °|±µ°�Å�Á�°�Ä%·�±�Ê�ó�¸�½µ°�¸ Ù�°W½�¿ ¸�Ä�·u¯�°|±�°`·

¸�¹8ÜB¸�º»Ä%·u±�±�¾»ºÃÀ º»Ä Å
n
·�ºÃÁ�°�±�¼�¾»¸�Ä Å�·u¯ °Æ¶�º»½�¶W¾Ã°�±W¿%·u¯ °¹¢² Ä ¶`·uºÃ¸�Ä

τ
ºÃ±�°]�E²�¼j¾;·�¸ −2n+O(1)

Ê �£º»Ä ¶�°
ū
ºÃ±�³.¸�² Ä À�°�À8¿

·�¯ ºÃ±ÆºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±�·�¯�¼j·Æ·u¯ °W½�°�°`Û£ºÃ±}·u±|¼�¶W¸�Ä ±µ·u¼�Ä%·
C1

±�² ¶T¯Ý·�¯�¼j·
g 6 C1

¿3¼�Ä�À¬·�¯�¼j·
g = −2n + O(1)

¸�Ä�¼¡±�°`·�¸�¹
Á�°�¼�±µ² ½�°�¼j·¾»°�¼�±}·

C/n4 Ê
êF°W·

An ⊂ ∆
³.°Q·�¯ °�±µ°W·�¸j¹	ÜB¸�ºÃÄ%·u±�ºÃÄ�·�¯ °�·�¸<Þ�°�½ÆÞ¯ °�½µ°

ϕ0(π0x) 6 n/(2C1)
èqÞ¯ °�½µ°

π0 : ∆ → ∆0

ºÃ±Æ·u¯ °
Ü ½µ¸z´µ°�¶`·uº»¸�ÄÈ¸�ÄË·�¯ °*³�¼�±µºÃ±uéQ¼�Ä À

g 6 −n Ê �£ºÃÄ�¶�°
µ∆{ϕ0(π0x) > n/(2C1)}

ºÃ±Q°`Û£Ü.¸�Ä °�Ä%·�º�¼�¾»¾»ÇÉ±�Á�¼�¾»¾�º»Ä
n
¿

Þ¯ º»¾Ã°
µ∆{g 6 −n} > C/n4 ¿£·u¯ °o±�°`·

An

¯�¼�±Ä ¸�Ä í�°W½�¸�Á�°�¼�±�² ½µ°�¹¢¸�½
n

¾�¼�½µÅ�°�°�Ä�¸�² Å�¯8Ê
á ¹
y ∈ π0(An)

¿�·�¯ °�Ä
g0(y) 6 −n +

∑ϕ0(y)−1
k=0 C1 6 −n/2 Ê �(ºÃÄ ¶W°

π0(An)
¯�¼j±�ÜB¸�±µº»·�º»Ù�°�Á�°�¼�±�²�½�°�¿	·�¯ ºÃ±

±µ¯ ¸ Þ±Æ·�¯�¼j··u¯ °�¹¢² Ä�¶W·uº»¸�Ä
g0

º»±�Ä ¸�·Æ³B¸�² Ä À °WÀ¬¹¢½µ¸�Á ³.°�¾»¸<ÞoÊ�®�¯ º»±�¶�¸�Ä%·�½u¼�À º»¶W·�ºÃ¸�Ä@¶�¸�Ä ¶�¾»² À °�±�·�¯ °oÜ ½�¸(¸�¹^Ê

� «��K¥Ø¨�� � � ©�� � � � ¥�¦ �

�I°o¼�½�°�Á�² ¶T¯@Å�½u¼j·�°W¹¢² ¾.·u¸$
�Ê �£í ��±µí�¼�Ä À@®�Ê ��¼�½q´��*¹¢¸�½�² ±µ°W¹¢² ¾8À�ºÃ±�¶W² ±�±µºÃ¸�Ä�±�¼jÄ À*¹¢¸�½�·�¯ °�º»½�Ùj¼�¾Ã²�¼j³ ¾Ã°�½�°�Á�¼�½µò(±
¸�Ä¬°�¼j½�¾Ãº»°�½�Ù�°�½µ±�ºÃ¸�Ä ±¸�¹!·�¯ °oÁK¼jÄ(²�±�¶�½µºÃÜ�·�Ê	®�¯ ºÃ±�Ü ¼�ÜB°W½¯�¼�±Å�½�¸ ÞÄ@¸�²�·Æ¸�¹!À º»±�¶�²�±�±�º»¸�Ä ±�Þ�°�¯ ¼�ÀÝ¼z·�·u¯ °Q÷�á^ñ�ó
¶W¸�Ä�¹¢°�½µ°�Ä ¶W°@¸�Ä Á,² ¾»·�º�ì À ºÃÁ�°�Ä ±µºÃ¸�Ä ¼�¾�Ä ¸�Ä(ìd² Ä º�¹¢¸�½�Á�¾»ÇÉ¯%Ç(Ü.°�½�³.¸�¾»ºÃ¶*±}Ç£±}·u°WÁ�±¡ºÃÄ�ó�¼�½�±µ°�ºÃ¾»¾Ã°�ºÃÄ�óÝ¼�Ç ( õ�õ�ö ¿�¼�Ä�À
Þ¯ º»¾Ã°$�.ÊR�ÊBÙ(ºÃ±µº»·u°WÀ�·u¯ °�ádÄ ±µ·�º»·u²£·u°�¸�¹�óÝ¼j·�¯ °�Á�¼j·�ºÃ¶�±�¸�¹�·u¯ °¡ã � ® �>º»Äz��¶W·�¸�³B°W½ ( õ�õ�ö�Ê�®�¯ °�¯ ¸�±µÜ º»·u¼�¾Ãº�·dÇ�¸j¹
³.¸�·u¯�º»Ä ±µ·�º»·�²�·uº»¸�Ä ±�¿B¼�¾»¸�Ä ÅKÞº�·u¯Ý·�¯ °,Ú�Ä�¼�Ä�¶�º�¼j¾!±µ² Ü Ü.¸�½µ·�¸j¹�ýÆ² Ä Å%¼j½�º�¼jÄ �|¼j·�ºÃ¸�Ä ¼�¾ �;¸�² Ä À�¼j·�ºÃ¸�Ä�¹¢¸�½��£¶WºÃ°WÄE·�º»Ú�¶
ñ°�±µ°�¼�½µ¶T¯Èè,��® � ��é�¿�Å�½u¼jÄE·�±® ��õ�ö%õ%å�� æ�¿ ®õ�ö	� � �%å,¼�Ä�À�® ��õjö%æ	�_�%ú�º»±�·u¯�¼�Ä�òE¹¢²�¾Ã¾»ÇK¼�¶TòEÄ ¸ Þ¾Ã°WÀ Å�°WÀ8Ê

� � §b¨¡¨ �î¨�� � � � � � �����

êF°W·
U0

³.°�·u¯ °�Á�¼�Ü*º»Ä À ² ¶W°�À@³%Ç
U

¸�Ä*·�¯ °�³�¼�±µºÃ±
∆0

¸�¹�·u¯�°�·u¸ Þ�°W½�Ê 
|°WÄ ¸�·u°o³%Ç
ϕ

·�¯ °|Ú�½µ±µ·½�°`·u² ½µÄØ·uºÃÁ�°|¸�Ä
·�¯ °,³�¼�±µºÃ±W¿3±�¸�·u¯�¼j·

U0(x) = Uϕ(x)(x)
ÊN��¸�·�°Q·u¯ ¼j·

ϕ(x)
¶�¼�ÄÉ¼�¾Ã±µ¸K³.°�À °`Ú�Ä °WÀ�¹¢¸�½

x ∈ ∆ \ ∆0
¼�±Æ·u¯ °�Ú ½�±µ·

¯ º�·�·�ºÃÄ Å,·�ºÃÁ�°�¸�¹�·u¯ °o³�¼�±µºÃ±WÊ
êF°W·

F
³.°�¼,Ú�Ä º»·�°o±�² ³ ±µ°W·�¸�¹

N
Ê�êF°`·

(ni)i∈F

³.°oÜB¸�±�º»·�º»Ù�°�ºÃÄ%·u°WÅ�°�½µ±�Ê�êF°W·

K(F, ni) = {x ∈ ∆0 | ∀i ∈ F, ϕ(U i
0x) = ni}.

ö �
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/.�� ��� + Ô�Î��uÎ,ÎSR�×#�`Ö%��Ï¬ÓTÕ��0�`Ö Ï(��Ö
C
���;ÓTÔ¬ÖqÔ�Ï�Ö% �$�Õ��QÏ�ÑqÑ

F
Ï(�)�

ni

Ï���Ï � Õ�U�Î! 

µ∆(K(F, ni)) 6
∏

i∈F

(Cρni).

LM�uÕ ÕC$ * ®�¯ °�Ü�½�¸(¸�¹�ºÃ±�³%Ç º»Ä À ² ¶`·uº»¸�Ä ¸�Ä
maxF

¿¼�Ä À ·�¯ °Ý½µ°�±�²�¾»·*º»±�·�½�º»Ù(ºÃ¼�¾�Þ¯ °�Ä
F = ∅ Ê �I½�º»·�°

F ′ =
{i− 1 | i ∈ F, i > 1} ¼jÄ À8¿ ¹¢¸�½

i ∈ F ′ ¿�±µ°W· n′
i = ni+1

Ê
º�¹

0 6∈ F
¿
K(F, ni) = U−1

0 (K(F ′, n′
i))

Ê �£º»Ä ¶�°
U0

Ü ½�°W±�°W½µÙ�°W±
µ∆

¼�Ä À
maxF ′ < maxF

¿£Þ�°oÅ�°`·�·u¯ °�½µ°�±µ² ¾»·�Ê
�|·u¯�°�½µÞº»±�°j¿

0 ∈ F
Ê�®�¯ °WÄ

K(F, ni) = U−1
0 (K(F ′, n′

i)) ∩ {x ∈ ∆0, ϕ(x) = n0}
Ê�ã�Ç@³B¸�²�Ä À °�À�À ºÃ±}·u¸�½}·uº»¸�Ä8¿

Þ�°QÅ�°W·
µ∆(K(F, ni)) 6 Cµ∆(K(F ′, n′

i))µ∆{x ∈ ∆0, ϕ(x) = n0} 6 Cµ∆(K(F ′, n′
i))ρ

n0.

� �'
 
/.�� 43  + Ô�Î��uÎ,ÎSR�×#�`Ö
C > 0

Ï(�)�
θ < 1

����ÓTÔ@ÖqÔ�Ï�Ö% �$�Õ��QÏ�ÑqÑ
n ∈ N

 
∫

U−n∆0

τΨn 6 Cθn.

LM�uÕ ÕC$ * êF°W·
κ > 0

³B°�Ù�°W½µÇ@±µÁK¼�¾»¾	è¢¯ ¸ Þ ±�Á�¼�¾»¾BÞºÃ¾»¾8³.°�±�Ü.°�¶�º�Ú�°�À�¾�¼j·�°�½�º»ÄØ·u¯ °oÜ ½µ¸£¸�¹ué`Êb®�¯ °�Ä

U−n∆0 ⊂ {x ∈ ∆ | Ψn(x) > κn} ∪ {x ∈ ∆ | ϕ(x) > n/2} ∪ {x ∈ ∆ | ϕ(x) < n/2,Ψn(x) < κn}.
��Ä�·u¯ °�Ú ½�±µ·�¸j¹.·�¯ °�±µ°±�°W·�±�¿

τΨn 6 τκn ¿�Þ¯�°�Ä ¶W°Æ·�¯ °�ºÃÄ%·u°WÅ�½u¼j¾£¸�¹
τΨn

ºÃ±�°�Û£ÜB¸�Ä�°�Ä%·uºÃ¼�¾Ã¾�ÇQ±µÁK¼j¾Ã¾sÊ�®�¯ °�±µ°�¶�¸�Ä À�¸j¹
·�¯ °�±µ°|±�°`·u±�¯�¼�±�°`Û£Ü.¸�Ä °�Ä%·�º�¼�¾»¾»Ç�±µÁK¼�¾»¾ Á�°�¼�±µ² ½�°jÊ �bºÃÄ ¼�¾Ã¾�Ç�¿�·�¯ °�¾Ã¼�±µ·�¸j¹3·u¯�°�±�°�±�°`·u±�ºÃ±�¶�¸�Ä%·u¼�ºÃÄ °WÀKº»Ä ⋃n/2

i=0 U
−iΓn

¿
Þ¯ °W½�°

Γn = {x ∈ ∆0 |
∑

06i6κn

ϕ(U i
0x) > n/2}.

®�¸�¶W¸�Ä ¶W¾Ã² À °�·�¯ °oÜ ½�¸(¸�¹�¸�¹�·u¯ °o¾Ã°WÁ�Á�¼�¿£º»·�º»±�±�²�ü�¶�º»°�Ä%·Æ·u¸¡Ü ½�¸ Ù�°�·�¯�¼j·�·u¯�°�Á�°�¼j±�² ½µ°�¸j¹
Γn

º»±�°`Û£ÜB¸�Ä °�Ä%·uºÃ¼�¾Ã¾�Ç
±µÁK¼�¾»¾sÊ
®!¼�ò�°

L ∈ N
±�² ¶T¯Ì·�¯�¼j· ∀n > L, (Cρ)n 6 ρn/2 ¿!Þ¯�°�½�°

C
º»±�·u¯ °�¶�¸�Ä ±}·T¼�Ä%·�Å�º»Ù�°�ÄË³%ÇIêF°�Á�ÁK¼ ��Ê���Ê���¸�½

x ∈ Γn

¿�¾»°W·
F (x) := {0 6 i 6 κn | ϕ(U i

0x) > L} Ê	®�¯ °WÄ
∑

i∈F (x)

ϕ(U i
0x) >

n

2
−
∑

i6∈F (x)

L > (1/2 − Lκ)n.

®�¯ º»±ºÃÁ�Ü ¾Ãº»°�±�·�¯�¼j·
Γn ⊂

⋃

F⊂[0,bκnc]

⋃

ni>L
P

i∈F ni>(1/2−Lκ)n

K(F, ni).

ã�ÇØê�°WÁ�Á�¼ ��Ê���¿ Þ�°QÅ�°W·

µ∆(Γn) 6
∑

F⊂[0,bκnc]

∑

ni>L
P

i∈F ni>(1/2−Lκ)n

∏

i∈F

(Cρni) 6

bκnc∑

k=0

(bκnc
k

) ∑

n0,...,nk−1>L
P

ni>(1/2−Lκ)n

(Cρn0) . . . (Cρnk−1)

6 2κn
∑

06k6κn

∑

n0,...,nk−1>L
P

ni>(1/2−Lκ)n

ρ
P

ni/2
6 2κn

∑

06k6κn

∑

n0,...,nk−1∈N
P

ni>(1/2−Lκ)n

ρ
P

ni/2.

öEå



��¸�½
r ∈ N

¿

∑

n0+···+nk−1=r

ρ
P

ni/2 = ρr/2 Card{n0, . . . , nk−1 |
∑

ni = r} = ρr/2

(
r + k

k

)
6 ρr/2 (r + k)k

k!
.

ýÆ°�Ä ¶W°�¿

µ∆(Γn) 6 2κn
∑

06k6κn

∑

r>(1/2−Lκ)n

ρr/2 (r + k)k

k!
.

®�¯ °�±µ°]�E² °WÄ ¶�°
ur = ρr/2 (r+k)k

k!

±�¼j·uº»±µÚ�°W± ur+1

ur
6 ρ′ := ρ1/2e

κ
1/2−Lκ

¹¢¸�½|¼�¾Ã¾
r > (1/2 − Lκ)n

¼�Ä À
k 6 κn

Ê
º�¹
κ

ºÃ±�±�Á�¼�¾»¾8°�Ä ¸�² Å�¯8¿
ρ′ < 1

¿�¼�Ä À@Þ�°oÅ�°`·

µ∆(Γn) 6 2κn
∑

06k6κn
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