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5 rab il egy kerek asztal koriil. Mindegyikiik fején van egy fekete vagy egy fehér sapka. Senki sem
latja a sajat sapkajat, de latja mindenki masét. Meg kell tippelnitik a sajat sapkajuk szinét (min-
denki egyszerre tippel), és ha legalabb egy rab helyesen tippel, mindegyikiiket szabadon engedik.
Van-e olyan stratégia, amellyel biztosan kiszabadulnak?

Legyenek a és b egész szamok, és tegyiik fel, hogy x2 + ax + b végtelen sok egész x-re négyzetszam.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor a kifejezés egy els6foka polinom négyzete.

Legyen a,, nemnegativ elemti korlatos sorozat. Igazoljuk, hogy ha létezik egy Z nullstirtiségti halmaz,

hogy
lim a, =0,
n—oo,n¢L

akkor lim,, oo % > r_oar = 0. (Emlékeztets: Z nullstriiségii halmaz, ha lim, o M =0.)

Legyen G véges 6sszefiiggs graf, A a szomszédsagi matrixa. Adjunk kombinatorikai jelentést az A0
elemeinek!

Tekintsiitk R"*™-et, vagyis a valos elemii n x n-es méatrixok vektorterét. Bizonyitsuk be, hogy
az (A, B) := tr(AT B) Osszefiiggés skalarszorzatot definidl. Emlékeztetdiil: egy valés vektortéren
értelmezett kétvaltozos fliggvény pontosan akkor skalarszorzat, ha

e szimmetrikus: (A, B) = (B, A)

e mindkét valtozojaban linearis: («¢A+6B,C) = a(A,CY+8(B,C) és (A, BB+~C) = (A, B)+
7(4,C), ahol o, 8,7 € R
(A szimmetria miatt elég ezek koziil az egyiket feltenni.)

e pozitiv definit: (A4, A) > 0 és egyenldség csak akkor lehetséges, ha A = 0, a vektortér nulleleme.
Létezik-e olyan f : [0,1] — R fiiggvény, amely
e folytonos,

e monoton ndg,

e f majdnem mindenhol” derivalhatoé és a derivaltja 0 (azaz ha nézziik az olyan pontok halmazat,
ahol f derivalhato és a derivaltja 0, azoknak az Gsszhossza 1), és

e f(0)=0¢s f(1) =17
Beadando feladatok

n jatékos tournamentet jatszik, azaz mindenki mindenkivel jatszik pontosan egy mérkozést. Minden
egyes mérkozésnek egy gydztese van, dontetlen nincs. (Azaz a tournament egy teljes irdnyitott graf.)
Pszeudogy&ztesnek hivunk egy A jatékost, ha teljesiil, hogy minden egyes més B jatékosra vagy A
legy6zte B-t, vagy van olyan C, hogy A legyGzte C-t és C legyGste B-t (azaz A legfeljebb ketts
hosszt uton keresztiil megvert mindenkit).

Igazoljuk, hogy ha pontosan 1 pszeudogy&ztes van, akkor & abszolut gy6ztes. (3 pont)

Az A n x n-es szimmetrikus matrix minden sora az {1,2,...n} szdmok egy permutéacidja, és n
paratlan. Igazoljuk, hogy a {64tlo is az {1,2,...n} szamok egy permutacioja! (3 pont)

Bizonyitsuk be, hogy nem lehet kirakni egy egész éld kockat csupa kiilonb6z§ mérett, nala kisebb
egész 6l kockabol hézagmentesen. (5 pont)



