Szoveges szélsoérték-feladatok

1. Egy téglalap alakd, 1 x 2 méteres kartonpapirbol felill nyitott, téglalap alakd dobozt
hajtogatunk tgy, hogy a papir négy sarkabol négy egybevagd négyzetet vagunk ki, majd
felhajtjuk a doboz oldalait. Mekkora négyzeteket kell kivagnunk, hogy a doboz térfogata
maximélis legyen?

2. Egy épiil6 atlétikapalyan két parhuzamos egyenes szakaszbdl és az Oket 0Gsszekoto
félkorivekbol all a futopalya. Hogyan kell kialakitani a palya alakjat, hogy a futépalya hossza
400 méter legyen, és a leheto legnagyobb tertileti téglalap alaku focipélya férjen el a belsejében?

3. A Populista Part vezetéje tudja, hogy ha hatalomra keriilése esetére a bérek z-szeresére
valé novelését igéri meg, akkor a szavazék 30(z — 1)? szézaléka nem fog hinni neki, viszont a
maradék szavazok 50(x — 1) szdzaléka a partra fog szavazni. Hényszoros bérnévekedést kell
igérnie, hogy a lehet6 legtobb szavazatot kapja?

4. Egy derékszogli haromszog atfogdja 10 cm. Maximum mennyi lehet a tertilete?

5. Egy egyenes korkup alapkorének a sugara 2 méter, magassaga 5 méter. Hatarozzuk meg a
kupba irhaté maximalis térfogati henger adatait!

6" Magyarorszdgon a teljes lakossdg 1 év alatt dsszesen 10'3 forintnyi jovedelmet kap. Tudjuk,
hogy ha a keresetek (100y)%-ét kéne jovedelemaddként befizetni, akkor a lakossag a befizetend6
adé (100y)%-4t elcsalnd (nem fizetné be). Ilyen feltételek mellett mekkordra kéne az
adokulcsot allitani, hogy a lehet6 legtobb pénz folyjon be?

7" Egy egyenld szaru trapéz két szara és az alapja 1cm hosszii. Hogyan kell megvalasztani a
szaraknak az alappal bezart szogét, hogy a teriilete maximalis legyen?

8" Lenke elhatarozta, hogy feltolti a 10000 literes uszémedencéjét, melyhez a vizet a kozeli
kutrol fogja vodorrel hordani. Tetszolegesen nagy vodrot valaszthat a munkahoz, de tudja,
hogy ha egy forduléval [ liter vizet hoz, akkor a fordulé 64+ masodpercig fog tartani. Hogyan
valassza meg [ értékét, hogy a lehetd leggyorsabban végezzen?

9" Roland elhatarozza, hogy kifesti a szobajat. Persze ehhez elébb a butorokat tobbé-kevésbé
ossze kell tologatnia, hogy mindentitt hozzaférjen a falhoz. Roland tudja, hogy ha ¢ 6rat fordit
a butorok Osszetologatdsara, akkor a festéssel 10(1+ 1/t) éra alatt végez, viszont a festés utén
megint ¢ 6rat vesz igénybe a butorok eredeti helyzetbe valo allitdsa. Hogyan kell t értékét
megvalasztania, hogy a leheté leghamarabb legyen kész?

10" Egy hajé iizemeltetési koltségeit a flitOanyag-fogyasztas és egyéb kiadasok képezik. Az
éranként felhaszndlt flitéanyag A értéke fiigg a sebességtdl; az osszefiiggést az A = 0,03 - v3
képlet fejezi ki, ahol v (km/h) a sebesség; az egyéb kiadasok B forintot tesznek ki. Hatarozzuk
meg, milyen sebességgel haladjon a hajo, hogy a kilométerenkénti koltség a leheto legkisebb
legyen. (Vegyiik B-t pl. 480 Ft-nak.)

11" Két egymast merdlegesen metszd folyosd szélessége 2,4 m, illetve 1,6 m. Mekkora az a
leghosszabb létra, amelyet (vizszintes helyzetben) az egyik folyosérdl a masikra &t lehet vinni?

12" Egy hazra olyan ablakokat terveznek, amelyeknek also része téglalap alaku, felsé része pedig
a téglalapra ill6 félkor. Egy-egy ablak adott keriilete K. Hogyan kell megvalasztani az ablakok
méreteit, hogy minél tobb fényt engedjenek at?



Megoldasok

m 1. feladat

Jeldljex a kivagott négyzetek oldalat. Ekkor a doboz téatagV(x) = X(1-2X) (2—2X) =4X3 - 6X2 +2X,
ahol 0< x < —; AV figgvény maximumat keressuk.

V'(X)=12X°-12Xx+2=0& X1 = 3_2/; ~ 0.211 vagyx; = 3+;/; ~ 0.789. AV flggvénynekx;-ben

lehet maximumax, a feladat szévege miatt nem jéhet sz6ba.
V" (X) = 24x—126sV" (x;) = -4V 3 <0, tehat itt valéban maximum van.

n 2. feladat

Jelbljex az egyenes szakaszok hosszat &$élkorivek sugarat. Ekkor a futopalya hossza4@X + 2r x.

A focipalya terllete 2x. Az egyenletbl példaul x-et kifejezve, x = 200—r x, igy keressik a

T(r) =2r (200—r ) fuggvény maximumatT'(r) =400-4znr=0&r1 = %), itt lehet szélsérték.

T"(r) = -4r <0, tehat ez valbban maximum. A focipalya terllédeoa maximalis, ha a félkorivek sugara

r= %’ ~ 31, 83 m, az egyenes szakaszok hogszd 00 m.

m 3. feladat

Az f(x) = (100-30(x—1)?)-50(x—1)- 1—10c = —35+5x+45x2 - 15x3 fuggvény maximumat keressuk.

f'(X)=5+90x—45x2 =0 x = Si‘éﬁ. A lehetséges szélsrtékhely S 310

gyok nyilvan nem johet sz6ba. Kénnyen lathatd, hebipen a pontban a derivaltjelet valt (vagy a
masodik derivalt negativ), igy itt valoban maximuam. Tehat a bérek 2.05-szorésére emelésévebérhat
legtébb szavazat.

~ 2.05, mivel a negativ

m 4. feladat
1. megoldas: Jeldlja ésb a derékszdig haromszog befogoéit. Ekka? + b? = 100 és a terUIet@zﬁ’. Az

egyenletBl b-t kifejezve, keressuk &(a) = —; a+y 100-a? fliggvény maximumat, ahol®a < 10.

T'(@)=- a +\/m _ 50-a?
24/100-22 2 V10022

soérték. Konnyen ellefrizhe®ty, hogy ebben a pontban a derivaltjelet valt (azaz

T'(@) >0, haa< 5v2 ésT'(a) <0, haa> 5\/7), tehat a haromszdg teriilete akkor maximalis, ha

a=b=5v2 ~7,1cm.

=0, ahonnam = V50 =5v2 (mivela> 0), itt lehet szél-

2. megoldas: Felhasznalva a szamtani és mértagpk@&xonatkoz6 eqgysitlensé et,"=12+b2 >+ a2b?, azaz
g p gy g

2
1700 >ab=2T. Innen lathatd, hogy a haromszog terll&te: 25, és egyekég pontosan akkor teljesil, ha

a’=D? azaza=b=5+2.
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m 5, feladat

A kip magassagm = 5, alapkérének sugara= 2. Jeldljex a henger alapkodrének suganaia henger

magassagat as a kup alkotdjanak az alapkér sikjaval bezart skzdgkkor tga = r—r” = r—fx A henger

térfogata, amelynek a maximumat keresaiifk) = x>y = g X2(2—-X) = —57"3 +5x2, ahol 0< x < 2. Ekkor

V'(X) = —%"2 +10x =0, ahonnax = g (mivelx > 0). Ebben a pontban valéban maximum van, mert

V"(x) = —15x+ 10, igyV" (g) = —10 < 0. A maximalis térfogat(i henger sugara g, magassagy = g

m 6. feladat

A fizetends ad6 183 y forint lenne, de etih nem fizetnek be 18- y- y® forintot. A befizetett ad6 a keétt
kilonbsége, igy keressiik azf(y)=10"y(1-y?) fuggvény maximumat.
fr(yy=108(1-4y®) =0 y= —1 ~ 0.63, itt lehet szétg@rték. Ebben a pontban a masodik derivalt

i
negativ, tehat itt valdban maximum van, az adokilé8%-ra kell allitani, hogy a lehé&tlegtdb pénz
folyjon be.

m 7. feladat

Jeldljea a trapéz széarainak a fligggessel bezart szogét. Ekkor a trapéz magasséga kba a szarak
parhuzamosak, akkor a trapéz rombusz, igy terdlegter maximalis, ha négyzet (terlletecbsa, ami
a = 0-nal maximalis.)

Ha a szarak nem parhuzamosak, akkor a szemkoali lmbdsza + 2 sina, ha a szarak "befelé" hajlanak, és
1+ 2sina, ha a széarak "kifelé" hajlanak. Osszefoglalvaintietjilk gy, hogy a szemkozti oldal hossza
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1+ 2 sina, ahola negativ is lehety = —%-nél kapnank szabalyos haromszdget.

Keressuk al (o) = 1+d42510) o5y = (1+ sina) cosa fuggvény maximumat a% < a < Z intervallumon.

2 2
T(a) = cosa +—; sin2a, igy aT' (@) = —sina + cos 2o = 0 egyenletet kell megoldanunk. Felhasznalva,
hogy cos2r = cofa —sirfa = 1-2sirfa, sine-ra a-2sirfa—sina+1=0 méasodfoki egyenlet

T

adodik, ahonnan sim= —1 vagy sinx = —; Az értelmezeési tartomannyal 6sszevetve azt kapjodye = -

EREI
2 i)

nal lehet a fliiggvénynek maximuma. A masodik deriVdla) = —cosa — 2 sin 2a ésT" (%) =
tehat itt valoban maximum van. Ekkor a szaraknaksszabbik alappal bezart szé;ge

2sin(a)+1 1-2sin(a)

m 8. feladat

000
L

10000

Ha egy vodorbe. liter viz fér, akkor=— forduléra lesz szukseg, a

(64+L?) ideig tart. Tehat
keressiik az F(L)=10 OOO(6—L4 +L) fiuggvény  minimumat, ahol L > 0.

F'(L) = 10000(1- %) = 0, ahonnarh = 8 a lehetséges széstékhely. MivelF" (L) = 10000- & és
F"(8) > 0, ezértF-nek itt valéban minimuma van.

m 9, feladat

Az f(t)=2t+ 10(1+%) fliggvény minimumat keressiik, ahbb 0. f'(t) = 2—% =0, ahonnan

t =5 ~2.24, itt lehet szétg@rték. Mivel f " (t) = %) és igyf " (V5 ) > 0, ezért ebben a pontban valéban
minimuma van a flggvénynek.

m 10. feladat

Jelolje AB a létrat. Az abra épp a maximalis hoségi |étrat szemlélteti fordulas kézben. Az AB s&ak
ésy részex-val kifejezhed:
2,4 1,6

AB = f(a) = oca t o A széléérték  meghatarozasdhoz  derivaljukf (a)-t:
' _ 2/4sina l6cosr 0,8 .
F() = cofae  sifa  sirfacofa (3 SII'PCL/—ZCO§(L/).

f'(@) =0, ha 3sifa = 2coda, tga = /-g ~0.8736,0 ~41°. AB=3,2+2,4=5,6m.
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1,6m

o

24 m

m 11. feladat

A hajo 1 ora alatv kilomeétert tesz meg, ezalatt+ B forint a kiadas. A kilométerenkeénti koltség:
f(v) =22 = 0,032 +22, Szélgérték ott lehet, ahol

f'(v) =0, 06v— %) =0, azaa/ = 20.

f"(v)=0, 06+ %, igy f"(20) > 0, ezért itt valébban minimum van, a kilométerenké&odttségv = 20
km/h-s sebességnél a legkisebb.

m 12. feladat

Jeloljer a félkoér sugarat, ekkor a téglalap vizszinteslal@a. A téglalap fliggleges oldalat jeldljex. Az
ablak kerilletK = 2x+ 2r +r «, terlleteT = —; r’m+2r x. Az el egyenletbl 2 x-et kiefejezve, keressik
a T = —; Pr+r(K-2r—rn) = Kr——; (4+7)r2 fliggvény maximumat.
T'(H=K-@A+nm)r =0, ahonnam = 4—:T a lehetséges maximumhely. MiVEIl' (r) = —(4+ ) < 0, ezért
itt valbban maximum van, és ekkor 4—*;.



