Komplex szamok, megoldasok

Feladatsor: https://math.bme.hu/~tasnadi/merninf_anal_1/komplex.pdf

Segédanyag: https://math.bme.hu/bevmat/szogfuggvenyek.pdf

Feladatok

Z
1. Hatdrozza meg a jl komplex szam algebrai alakjat,haz; =3-2jész, =2 +1.
23
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Megoldas. — =

7, 337 2-i  2-i 2+i  4_p 4-(-1) 5 5 5
2. Hozza algebrai alakra az alabbi kifejezéseket:
27 27T 2+1]
a) 3(cos— +isin—) b)
3 3 i(1-4i)

LR IR BEWEL

Megoldés.a)3(cos—+isin— — === 4]
3 3 2 2 2 2
241 2+i 2+ 240 2+i 4-i 8-+4i-2i 8-(-1)+2i 9+2i 9 2
= = = 0t = = = =— 4+ —
i(1-4i) -4/ i-4(-1) 4+i 4+i 4-i 16 - /2 16 - (-1) 17 17 17

3. Irja fel a kdvetkezd szamok trigonometrikus alakjat:

a) V6 -iv2 b) -4i )8

Megoldas. irjuk fel a z=a + bi komplex szdmot z = r(cos ¢ + i sin @) alakban, ahol r = ya? + b2.

Készitslink abrat!

A)z=\6 -1 V2 = r=|z]=|(6) +(-¥2) = VB =242
= z=2 \/E[g—%l)

3 1 117
= azargumentum: cos p=—, sinp=-— = ¢=——o0
2 2 6

117t 11t
=7z=2 \/E(cos— +isin—)
6 6

3 3
b)z=—4i=4(0+(—1)-i)=4(cosT +isinT)

c)z=8=8(1+0/)=8(cos0+isin0)
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4. Végezze el a kdvetkezd gyokvonasokat:

a) 1 b) V-16 o i1+iv3

Megoldas.

a) iﬁ értékeit a 23 = 1 egyenlet megoldasabdl kapjuk.
irjuk fel az 1-et trigonometrikus alakban: 1=cos0+/sin0

O+k-27 O+k-27T
= 7, =COS +isin ,aholk=0,1, 2.
3 3

A gyokok:
Hak=0: zp=cos0+isin0=1+i-0=1

2 2m 1 43

Hak=1: z;=cos — +isin— =—— +| —
3 3 2 2
47T 47T 1 3
Ha k=2: zzzcos—+isin—=———i£
3 3 2 2

b) V-16 értékeitaz*=-16 egyenlet megoldasabdl kapjuk.
irjuk fel a —16-ot trigonometrikus alakban: —16 = 16 (cos 7t + i sin 17)

T+k-27mm T+ k-271
= 7= \j4 16 (cos +isin ), aholk=0,1, 2, 3.
4 4

A gyokok:

Ha k=0:

2 2
-2 fcos T rsn ) - z(—ni):«ﬁnﬁ
2
37T
Hak=1: =2 COS—+IS|n—)=2 -

4

51T

Ha k=2: 2(cos—+:sm—)=2 -
4

Ha k=3: (

Tt
cos— +/$|n—)=2
4

c) \3[ 1+i+3 értékeitaz®=1+i Y3 egyenlet megolddsabdl kapjuk.

7 . . . . . Tr . . 7T

Irjuk felaz 1 +i \/g-at trigonometrikus alakban: 1+ \/5 =2 (cos — +isin— )
3 3



JT JT
—+k-271T —+k-2m
= zx= i/? cos 3 3 +isin 3 3 ,aholk=0, 1, 2.

A gyokok:
3 Tt T .
Hak=0: z= 2 (cos — +isin —) % 1.18394 + 0.430918
9 9
3 Tt Tt .
Hak=1: z,= 32 (cos — +isin —) % -0.965156 + 0.809862 i
9 9
3 137 137 .
Hak=2: z,= 42 (cos = 4isin —) % -0.218783 - 1.24078 i
9 9

5. Végezze el a kdvetkez6 hatvanyozasokat:

a)(1+i «5)3 b) (1 +7)° o) (1-i)*

Megoldas.
JT JT
a)l+i \E:Z(cos— +isin—)
3 3

3T 3
= (1+i\/§)3=23(cos—+isin—)=8(cosrr+isin7'():8(—1+i-0)=—8
3 3

JT JT
b)l+i= «/E(cos—+isin—)
4 4

komplex-megoldas.nb | 3

87T 87T
— (1+i)8=(«/3)8(cos— +isin7)=16(cos2rr+isin2n)=16(1+i~0)=16

4

vagy:

Q+i)2=1+2i+i%=1+2i-1=2i

= (1+0)%=((1+0)?) = (2i)* = 16-(?)’ = 16-(-1)? = 16

Ol-i=+2 (cos(—I—T) +isin(-f))

4 4

— (1-i)*= ( «/5)4 (cos(—%-() + isin(-%")) = 4(cos(~77) +isin (-77)) =4 (-1 +/-0) = -4

vagy:
(1-)?=1-2i+7=1-2i-1=-2i
= (-0 =(1-)) =20’ =47 =4(-1)=-4

6. Oldja meg a komplex szamok halmazan a kévetkez6 egyenleteket:
a)Z2=1+i b) | z| -z=1+2i )z’ =7

JT

Megoldas. a) irjuk fel az 1 + i-t trigonometrikus alakban: 1+ = \/E (cos — +isin—

4

T T
—+k-27mT —+k-27T

=>zk=\j31+'=\3[\/5 cos4 3 +isin4 ,aholk=0, 1, 2.

3

)
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JT
Az argumentumok: k=0 = arg(z)=—
12

Tt 2 9 37T
k=1 = arg(z)=— +—=—=—

12 3 12 4

T4 1777
k=2 = arg(z2)=— +—=——

12 3 12
A gyokok:
6 T T .
Hak=0: z= 32 (cos(—) +isin( = )) ~1.08422 +0.290515
12 12
6 3T 3 .
Hak=1: z;= 12 (cos(—) +isin (—)) % -0.793701 +0.793701
4 4
6 177t 177 .
Hak=2: =132 (cos(— ) +isin (—)) % -0.290515 — 1.08422 i
12 12

6.b) |z]|-z=1+2i

Megoldas. b) Legyen z=x +yi,ahol x, y eR. Ekkor | z | = 4/x* +y?, igy az egyenlet:

| 2] -2=1+42i & \X°+y* —(x+yi)=1+2]

= (ﬂx2+y2 —x)—yi=l+2i

Két komplex szam pontosan akkor egyenld, ha a valds képzetes résziik is egyenld, igy a fenti egyenlet
a kovetkez6 egyenletrendszerrel ekvivalens:

(1) Yx*+y? -x=1
(2) -y=2

Inneny =-2,igy az elsé egyenletbdl Yx*+4 -x=1 = Yx*+4 =x+1.

Mivel Yx%2+4 20, ezért x + 120, azaz x = -1. Négyzetre emelve és rendezve:

3
x*+4=x>+2x+1 = 2x=3 = x=-, erre teljesiil az el6z6 feltétel.
2

3
Afeladat megoldésa: z= S 21,

6.c)2°=7Z

Megoldas. c) Legyen z=x + y i, ahol x, y € R. Ekkor
o Z=(x+yiy=x*+2xyi+y’P=(x*-y?)+2xyi
® Z=x-yi
igy az egyenlet:
=7 & (X -y))+2xyi=x-yi
= (X -y)+2xyi-x+yi=0
Egy komplex szam pontosan akkor 0, ha valds és képzetes része is 0, igy a fenti egyenlet a kdvetkezd
egyenletrendszerrel ekvivalens:
1) (*-y*)-x=0
(2) 2xy+y=0
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A (2) egyenletet alakitsuk szorzatta: y(x+1)=0

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezéje 0, igy két esetet vizsgalunk.
1. eset: ha y =0, akkor ezt az (1) egyenletbe helyettesitve:

(K*-y*)-x=0 = x’-x=x(x-1)=0

Innen x; =0 és x, = 1, igy ebben az esetben két komplex megoldast kapunk:
7;=0+0:i=08sz,=1+0-i=1.

1
2.eset: ha2x +1=0, akkorx =-—. Ezt az (1) egyenletbe helyettesitve:
2

1 1 3
(*-y?)-x=0 = —-y’+-=0 = y’=-

4 2 4
\3 .y ,
B igy ebben az esetben is két komplex megoldast kapunk:

A3, 143
+ITeS

Inneny;, ==

Z3=-— Zp=———1—.

N

1 3 1 3
Afeladat megoldédsa: 2, =0,2,=1,23 = —— +i£, Zy=—— —ii.
2 2 2 2

7. Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan! (Az eredményt algebrai alakban
adja meg.)

a)Z2+(1+i)Z+4i=0 b)2iz2=(1+1i)?®

Megoldas. a) Legyen z=x + y i, ahol x, y e R. Ekkor
o Z=(x+yiy=x*+2xyi+y??=(x*-y*)+2xyi
e (1+)Z=(1+)(Xx-yi)=x-yit+xi-yi=(x+y)+(x-y)i
igy az egyenlet:
Z+(1+0)Z+4i=0 & (X’ -y?)+2xyi+(x+y)+(x-y)i+4i=0

Egy komplex szam pontosan akkor 0, ha valds és képzetes része is 0, igy a fenti egyenlet a kdvetkezd
egyenletrendszerrel ekvivalens:

(1) (®-y*)+(x+y)=0

(2) 2xy+(x-y)+4=0
Az (1) egyenletet alakitsuk szorzatta: X=-y)(x+y)+(x+y)=0
x+y)x-y+1)=0

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezéje 0, igy két esetet vizsgalunk.

1. eset: ha x + y =0, akkor y = —x. Ezt a (2) egyenletbe helyettesitve:



6 | komplex-megoldas.nb

2xy+(x-y)+4=0 = 2x(-X)+(x+x)+4=0

22X +2x+4=0

x2-x-2=0

x-2)(x+1)=0
E masodfoku egyenlet gyokei x; =2 és x, = -1, ahonnan y, = -2 és y, = 1, igy
ebben az esetben két komplex megoldast kapunk: z; =2 -2/ ész, = -1 +i.

2. eset: hax-y+1=0,akkory=x+ 1. Ezt a (2) egyenletbe helyettesitve:

2xy+(x-y)+4=0 = 2x(x+1)+(x-(x+1))+4=0

2x2+2x-1+4=0

2x*+2x+3=0
E méasodfoki egyenlet diszkriminansa negativ: D =22 - 4-2-3=-20<0, igy az
egyenletnek nincs valds gyoke. Mivel x valos szam, ezért ebben az esetben nem
kapunk megoldast.

Afeladat megolddsa: z; =2 -2iész, = -1 +1.

7.b) 2i2=(1+i)®

Megoldas. b) Fejezziik ki Z3-t:
e (1+)?=1+2i+*=1+2i-1=2i =
o (L+i)=(1+iP) =i =2*1"=16(2)’=16(-1)’=16 =
1+ 16 8 i 8i 8i

.Z3_ = _—'-:—:—:—8i
2i 2i PP 2 -1
) . . . . 37T . . 37T
Irjuk fel a -8 /-t trigonometrikus alakban: —8/=8(cos— +isin—
2 2
3 3T
— +k27T —+k-27
=>zk=3—8i=2 cos 2 +isin 2 ,aholk=0,1, 2.
3 3
JT
Az argumentumok: k=0 = arg(z) = —
2
7T 21 I77
k=1= arg(z)=—+—=—
2 3 6
m o4 11w
k=2 = arg(z)=— +— =—
2 3 6

A gyokok:
TT T
Hak:O:zo=2(cos(—)+isin(—))=2(0+i-1)=2i
2 2

e ) o

6 6 2

Hak:1;22:2(cos(116")+,~sm(ﬂg))=z(£ +,-(-&)]= Gl

2 2
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8. Adja meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az 6sszes olyan komplex megoldasat, amelynek
a valods része pozitiv és a képzetes része negativ!

z4+8(\/§ +i)=0

Ti+3
7-3i

, 1i+3 Ti+3 7+3i 58i
Megoldas. = - = =
7-3i 7-3i 7+3i 58

= iz4+8(\/§ +i)=0
+i) P-

4 ‘8(‘/5 i 8(/’\/3—1) . 1 \/E 27 27
= 7'= == =8(—1+ \/EI)=8 — =16(cos(—)+isin(—))
i i -1 2 2 3 3
277 277
— + k27T — + k27T
= z,=2|cos SENNN +isin SENNN ,aholk=0,1, 2, 3.
4 4
277
— + k27T
3 moon .
Az argumentumok: ———— =— + k-—, ahol k egész.
4 6 2

Azokat a gyokoket kell meghataroznunk, amelyeknek a valds része pozitiv és képzetes része negativ,
azaz az argumentum a 4. siknegyedbe esik. A k értéke meghatarozhaté algebrai Gton:

371 0T 7T 3 1 1 4 k 11 8 11
— <—+k =<2 &= - <—-+k'—-<2 &= —-<—-<— & —-=267<k<— =3.67
2 6 2 2 6 2 3 2 6 3 3

. . i . 7T T ST
Mivel k egész, ezértinnen k = 3, az argumentum pedig — +3-— = —.
6 2 3

5 5 1 3
A megoldas: z3 =2 cos—+isin—)=2(——£iJ=l— \Ei.
3 3 2 2

Megjegyzés: a k értéke geometriai Gton is meghatarozhatd. A z, gyokok egy olyan négyzet

JT
cslcsai, melyben az egyik cstics argumentuma — (ha k = 0). Az alabbi abran lathato, hogy
6

az a cslcs esik a 4. siknegyedbe, ahol k = 3.
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1
9. Tegylik fel, hogy a z komplex szamra teljesiil, hogy a z képzetes része nem 0, de a z+ - komplex
V4

szam képzetes része 0. Hatdrozza meg z abszolutértékét, | z | -t!
Megoldas. Legyen z=x +yi,aholx, yeR, y*0.

1 x-yi

1 1
Z+—=(X+yi)+ =(X+yi)+
z X+Vyi X+yi x-=yi

e )
=(X+yi)+ =|x+ +ily -
X2+y2 X2+y2 2

x* +y?

1 X 1 y
Innen Re(z+—)=x+ ) Im(z+—)=y_ .
z X2+y2 z )(2+y2

y 1

X2 +y?

1
A feltételbdl Im(z+—)=y— =0 adddik,

]: 0. Mivel y 0, ezértinnen 1 -
z

=y(1_

X2+y2 X2+y2

igy z abszoldtértéke: | z | =x*+y*=1.

10. Adja meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az 6sszes olyan komplex megoldasat, amelynek
mind a valds, mind a képzetes része negativ!

2-30i
iz%=(T+0)?+
1-i
Megoldas:
o 2-30i 2-30i 1+i 2-30/7+2i-30/ 32-28i .
Fejezziik ki z°-t: ° = —_—= = =16-14]
1-i 1-i 1+ 1-72 2
o (7T+i)?=49+14j+*=48+14i
= i°=48+14i+16-14i=64
, 64 64i '
= Z’=—=—=-64]
iR
. s . . 3 3
[rjuk fel a —64 i-t trigonometrikus alakban: -64 /= 64 (cos — +isin—
2 2
37T 37T
— +k-2 —+k-2
— z4= Y647 =2|cos 22— 4isin—2=— | ahol k=0, 1, 2, 3, 4, 5.
6 6
3
—+k-2m
2 v T ,
Az argumentumok: ———— = — + k-—, ahol k egész.
6 4 3

Azokat a gyokoket kell meghataroznunk, amelyek valds és képzetes része is negativ, azaz az
argumentum a 3. siknegyedbe esik. A k értéke meghatarozhato6 algebrai tton:



by T3 1 1 3 3 k 5 9 15
M<—+k—<— S l<—+k—<- & -<—-<- & —-=225<k<—=3.75
4 3 2 4 3 2 4 3 4 4 4
. . . LT T ST
Mivel k egész, ezért innen k = 3, az argumentum pedig — +3-— = —.
4 3 4
, 5 5 .
A megoldas: z3=2 cos—+isin—)=2(———r—]:—\/?—/\/E.
4 4 2
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Megjegyzés: a k értéke geometriai Gton is meghatarozhato. A z, gyokok egy olyan szabalyos hatszog

JT
cslcsai, melyben az egyik cstics argumentuma " (ha k =0). Az alabbi abran lathatd, hogy az ezzel

szemkozti csucs esik a 3. siknegyedbe, ahonnan k = 3.

45°




