
11. feladatsorozat

1. Mutassuk meg, hogy egy egységelemes gyűrű feletti A négyzetes mátrixra
A−1 = AT akkor és csak akkor teljesül, ha A minden sorában az el-
emek négyzetösszege 1, különböző sorok azonos helyen álló elemeinek
szorzatösszege pedig 0!

2. Egy (R;X, ·) gyűrűt egy F test feletti algebrának nevezünk, ha (R; +)
vektortér F felett, és tetszőleges a, b ∈ R és tetszőleges α ∈ F esetén
(αa)b = a(αb) = α(ab) teljesl. Mutassuk meg, hogy ha (R; +, ·) egy n-
dimenziós nullosztómentes algbera valamely F test felett (n ∈ N+), akkor
R bármely {b1, . . . , bn} bázisa és tetszőleges 0 6= a ∈ R eleme esetén
{ab1, . . . , abn} és {b1a, . . . , bna} is bázis!

3. Mutassuk meg, hogy ha (R; +, ·) egy n-dimenziós nullosztómentes algebra
valamely F test felett (n ∈ N+), akkor (R; +, ·) ferdetest!

4. Mutassuk meg, hogy ha (R; +, ·) egy n-dimenzis nullosztómentes algebra
valamely F test felett (n ∈ N+), akkor R-nek van olyan bázisa, amely
tartalmazza az R egységelemét!

5. Mutassuk meg, hogy egy F test feletti n× n-t́ıpusú mátrixok gyűrűjében
a diagonális mátrixok egy egységelemes kommutat́ıv részgyűrűt alkotnak,
amelyben egy elemnek akkor és csak akkor van inverze, ha a főátlója nem
tartalmazza F nullelemét.

6. Mutassuk meg, hogy ha egy kommutat́ıv gyűrű feletti négyzetes mátrixban
két oszlopot (sort) felcserélünk, akkor a determináns értéke előjelet vált!

7. Oldjuk meg a következő egyenletet a komplex számok halmazán!∣∣∣∣∣∣
x 1 1
1 x 1
1 1 x

∣∣∣∣∣∣ = 0.

8. Gauss-módszerrel oldjuk meg a következő lineáris egyenletrendszert Z11-
ben és R-ben!

−x1 +2x2 +2x3 +x4 = 0
+x2 +3x3 −x4 = 2

x1 +2x2 +10x3 +6x4 = 3

9. Az elemi bázistranszformáció alkalmazásával oldjuk meg az előző feladat-
ban szereplő lineáris egyenletrendszert!

10. Mutassuk meg, hogy egy A x = b inhomogén lineáris egyenletrendszer
összes megoldását úgy is megkaphatjuk, hogy az A x = 0 homogén lineáris
egyenletrendszer összes megoldásához hozzáadjuk az inhomogén egyen-
letrendszer egy partikuláris megoldását!
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11. Mutassuk meg, hogy tetszőleges F test feletti V vektortér tetszőleges
a1, . . . , ak vektorai, tetszőleges α ∈ F skalár és tetszőleges i 6= j (pl. i < j),
i, j ∈ {1, . . . , k} indexek esetén

< a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , ak >=< a1, . . . , (ai + αaj), . . . , ak >!

12. Mutassuk meg, hogy ha egy F test feletti, m egyenletből álló, n ismeretlent
tartalmazó homogén lineáris egyenletrendszer mátrixának rangja r, akkor
az egyenletrendszer megoldáshalmaza az Fn vektortér egy n−r-dimenziós
altere!

13. Mutassuk meg, hogy minden négyzetes mátrix előáll egy szimmetrikus és
egy ferdénszimmetrikus mátrix össegeként!

14. Bontsuk fel az

A =

 1 2 −2
4 −2 −2
−4 −8 5

 ∈ R3×3

mátrixot egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus mátrix összegére!
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