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1. fejezet
BEVEZETES

Definicié 1.1 Valamely A4, ..., A, nem-ires halmazok Descartes szorzatan
az Ay x -+ x A, ={(a1,...,a,) : a1 € Ay,...,a, € A,} halmazt értjik.

Definicié 1.2 Legyen S tetszédleges nem-iures halmaz. Az S x --- x S n-
szeres Descartes szorzatnak az S halmazba vale egyértelmi leképezését az S
halmazon értelmezett n-valtozés miveletnek nevezzik.

Definicié 1.3 Algebrai stuktiran_olyan nem-tires A halmazt értink, ame-
lyen értelmezve van legaldbb egy miuvelet. “Ennek jelolése: (A;€Q), ahol 2
jeloli a miweletek halmazdt. Az A<t az algebrai struktira alaphalmazdanak is
szoktdak nevezni.

Megjegyzés 1.1 Példaul, ha az egész szamok halmazdra gy tekintink, mint
eqy algebrai stuktirdra (a szokdsos dsszeaddsra és szorzdsra nézve), akkor ezt
(Z;+, ) modongeloljik.

Megjegyzés 1.2 Ebben a jegyzetben miveleten mindig kétvaltozos miveletet
fogunk/érteni. Ha f jeldl egy kétvdltozos miveletet, akkor az (a,b) pdr f sze-
rinti képét a f. b-vel jeloljik. Ha a mivelet jele -, akkor a miveletet szorzdsnak
15 szoktuk nevezni; ekkor azt is szoktuk mondani, hogy multiplikativ irasmodot
hasznalunk:" Ilyenkor a ”-” jelet el is szoktuk hagyni, s az a és b elemek (ebben
a sorrendben vett) szorzatdat ab mddon jeloljik. Ha a mivelet jele +, akkor
a miveletet osszeadasnak is szoktuk nevezni; ekkor azt is szoktuk mondani,
hogy additiv irasmodot hasznalunk. Ha nincs sziikség a miwveletek jelolésére,
akkor az algebrai stukturdt csak az alaphalmazzal jelolyik. FEzek szerint, ha
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8 FEJEZET 1. BEVEZETES

eqy algebrai struktira alaphalmaza A, akkor A jelolhet eqy halmazt és eqy
algebrar stukturat is.

Megjegyzés 1.3 Egy miuveletet tablazatos formdban is megadhatunk. Példdul,
egy S = {a,b} alaphalmaz esetén a kivetkezd tablazatban

a b
a b b
b b a

az a-sor b-oszlopanak eleme az ab miveleti eredmény; jelen példdnkban ez

eqyenld b-vel. Eqy, a fentieknek megfeleloen konstrudlt tablizatot Cayley-féle
mivelettablanak nevezink.



2. fejezet

A félcsoport és csoport fogalma;
félcsoportelméleti alapfogalmak

Definicié 2.1 Egy egymiiveletes S algebrai struktirat félcsoportnak nevezink,
ha az S-en értelmezett mivelet asszociativ, azaz a(bc)= (ab)c teljesiil tetszdleges
S-beli a,b,c elemek esetén. Ha emellett még ab = ba is'teljesil tetszidleges
S-beli a,b elemekre, akkor azt mondjuk, hogy S kommutativ félcsoport.

Megjegyzés 2.1 Legyen S olyan véges félesoport, amelyen a mivelet egy
Cayley-féle miwelettablaval van definidlva. Az S valamely rogzitett a eleme
esetén S dsszes x,y elemére az (xa)y miveleti eredményeket beirhatjuk egy
tablazatban, amely tabldzat x-sora o Cayley-mivelettdbla xa-sordval eqyezik
meg. Az x(ay) miveleti eredményeket-ugyancsak beirhatjuk egy tdblazatban,
amely tdbldzat y-oszlopa' a Cayley-mivelettabla ay-oszlopdval egyezik meg.
Nyilvanvald,” hogy valamely x,y€ S elemek esetén (ra)y = x(ay) akkor és
csak akkor teljesily havaz elobb képezett két tablazat mindegyikében az x-sor
y-dik eleme ugyanaz. Az S-en értelmezett miwvelet pedig akkor és csak akkor
asszociativy'ha S tetszoleges a eleméhez az elézdekben definidlt két tabldzatban
az azonesshelyen dllo elemek egymdssal rendre megegyeznek. Az asszociati-
vitast lellenorzd, az elozoekben részletezett tesztet ”Light-féle asszociativitds-
tesztnek” nevezzik.

Tekintsiik példaként a kovetkezo Cayley-féle miivelettablat:

¥
T T

b
a
b



10FEJEZET 2. A FELCSOPORT ES CSOPORT FOGALMA; FELCSOPORTELMELETI A.

Az a elemhez tartozd, az (za)y elemeket tartalmazo tablazat:

a b
a b b
b b b

Az a elemhez tartozd, az x(ay) elemeket tartalmazoé tablézat:

a b
a a b
b b b

Mivel ebben a két tablazatban méar van eltérés, ezért a b elemhez tar-
tozo tablazatokat mar nem is kell 6sszehasonlitanunk; a Cayley-tablazattal
definialt miivelet nem asszociativ.

Tétel 2.1 Egy S félcsoport tetszbleges ai, ... yan (n > 3) elemei esetén az
elemek valamely sorrendben vett szorzata nem figg attol, hogy a szorzatot
milyen zdrojelezés mellett szamitjuk k.

Bizonyitas. A bizonyitast az:n-re vonatkozé teljes indukcioval végezziik.
n = 3-ra az asszociativitas definicigja miatt igaz az allitds. Legyen n > 4.
Jelolje Z[ay,as, ..., a,] az S félesoport tetszoleges aq,as, ..., a, elemeinek
ebben a sorrendben vett valamely zdrdjelezés szerinti szorzatat. Legyen

ZMatyas, - . . an] = ((((araz)asz) ... )an—1)ay,.
Megmutjuk, hogy
Zlay,ag, ... a, = Z¥ay, a9, . .., ay).

Tegyiik fel, hogy (n — 1)-re mér igaz az allitds. Biztos, hogy van olyan
i =1,...,n—1index, hogy a Z[ay, as, . . ., a,] kifejezésben az a; és az a;, 1 ele-
mek (a;a;44) formaban szerepelnek. Ha ezt a szorzatot S egyetlen elemének
tekintjiik, akkor a Z[ay,as,...,a,] szorzat az S félcsoport legfeljebb n — 1
elemének szorzataként tekinthetd, és ezért ¢ = 1 esetén

Z(ay, a9, ... a,) = Zaq, . .., ap)
trividlisan teljestl, ¢ > 1 esetén pedig

Zlay,ag, ... a4, = Z*ay ..., (a;ai11), ..., ap]
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= Z*[Z * [CL17 ey (aiaiﬂ)], .. ,an]

(1 + 1 = n esetén az utolsé kifejezés Z*[ay, ..., (a,_1a,)] alakd). Mivel (az
i+ 1 =n esetet is beleértve)

Z*[(Il, NN (aia/iJrl)] = Z*[al, e ,ai,l](aiaiﬂ)
= (Z* [al, Ce ,ai,l]ai)aiﬂ = Z*[al, ey Qg (Ii+1],
ezért
77 (ag, -y (agais)], -y an]) = Z%ag, .. ay).

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Tétel 2.2 Tetszbleges S kommutativ félcsoport tetszdleges ay, . .. a, (n > 2)
elemei esetén az elemek szorzata nem fiigg az elemek sorrendjétol.

Proof. A bizonyitast az n-re vonatkozé teljes indukcidval végezziik el. n = 2
esetén az allitds igaz a kommutativitds definiciéja miatt. Legyen n > 3
tetszOleges egész szam. Tegyiik fel, hogy az éllitds igaz (' — 1)-re. Legyen 7
az {1,2,...,n} elemek egy permutaciéja. Legyen j = w(n). Ha j = n, akkor
(az el6z6 tétel jeloléseit hasznalva)

Z[aw(l), c. ,aﬂ(n)] = Z*[aﬂ-(l), . ,aﬂ(n)]
= (Zaxqy,s - Orn—)) = (Z7[a1, .. ., an-1])an = Z7aq, . . ., ay).
Ha j # n, akkor
Z[aﬂ(l), .- - ,aﬂ.(n)] = Z*[aﬂ-(l), . ,aﬂ.(n)]
- (Z*[aw(l)u <o Qr(j-1), Ar(j+1)5 - - - )aﬂ(n)})ajﬁ
amely szomszédos elemek alkalmas cseréje utan egyené lesz a Z*[aq, .. ., ay)
szorzattal, O

2.1. A’ csoport fogalma; ekvivalens definiciok

Definicié 2.2 Egy S halmazon értelmezett miveletet invertdlhatonak ne-
veziink, ha tetszoleges a,b € S elemekhez megadhatok olyan x,y € S elemek,
amelyekre ax = b és xa = b teljestil.
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Megjegyzés 2.2 Vildgos, hogy az egész szdmok halmazdn az 6sszeadds in-
vertalhato, a szorzas viszont nem.

Definicié 2.3 Egy félcsoportot csoportnak neveziink, ha a mivelet (az asszo=
ciativitas mellett) invertdlhato. Ha emellett még kommutativ is a mivelet,
akkor kommutativ csoportrol beszélink.

Definicié 2.4 Eqgy S félcsoport valamely e elemét bal oldali eqységelemmnek
nevezzik, ha S minden s eleme esetén fenndll az es = s egyenldség. A jobb
oldali egységelem fogalma a bal oldali dudlisa. Egy elemet egységelemnek
neveziink, ha az bal oldali és eqyben jobb oldali eqységelem.

Megjegyzés 2.3 A definiciokbol eqyszerden adodik, hogy minden félcsoportnak
legfeljebb egqy egységeleme van. Tovdbbd, ha eqy félesoportnak van jobb oldali
és bal oldali egységeleme s, akkor azok egyenldek, s az S félcsoport egyet-
len egységelemét adjik. Minden S félcsoporthoz adjungdlhatunk egy, az S
altal nem tartalmazott e elemet, és az S'U e halmazon definidlhatunk eqy
maveletet ugy, hogy legyen es = Se = s tetszbleges s € S U e esetén, s
az S-beli miveletet vdltozatlanul hagyjuk. "Az vilagos, hogy ezzel eqy olyan
félcsoportot definidltunk, amelyben e egységelem.

Jelolés: Tetszbleges S félcsoport esetén jelolje St az S félesoportot, ha
S-ben van egységelem, egyébként pedig jelolje azt a félcsoportot, amelyet
S-bél egy egységelemiadjungalasaval nyeriink a fenti megjegyzésben szereplo
modon.

Definicié 2.5 Egy e egységelemes S félcsoport valamely b elemét [c elemét]
egy a € S elem-bal oldali [jobb oldali] inverzének nevezziik, ha ba = e Jac = e]
teljestil. Egy.a=""€ S elemrdl azt mondjuk, hogy az a € S elem inverze, ha

aaz a elem bal oldali és jobb oldali inverze is.

Tétel 2.3 Egységelemes félcsoportban minden elemnek legfeljebb eqy inverze
van. Tovabbd, ha eqy a elemnek van jobb oldali és bal oldali inverze is, akkor
azok egyenlok, és az a elem egyetlen inverzét adjdk.

Bizonyitas.

Tétel 2.4 Tetszoleges S félcsoporton a kovetkezo feltételek eqymadssal ekuvi-
valensek.
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(1) S csoport;

(2) S-nek van olyan e jobb oldali eqységeleme, hogy S minden elemének van

S-ben e-re vonatkozo jobb oldali inverze, azaz minden a € S elemhez

van olyan a' € S elem, hogy aa™* = e;

(3) S-nek van egységeleme és minden elemének van inverze.

Proof. (1) +— (2): Tegyiik fel, hogy S csoport, azaz az S-en értemezett
miivelet (az asszociativitds mellett) invertalhatd. Legyen a € S tetszoleges,
rogzitett elem. Akkor megadhato olyan e elem, amelyre

ae = a

teljesiil. Legyen
be S

tetszoleges elem. Akkor van olyan
yesS

elem, hogy
ya'= b.
Ezért
be = (ya)e =y(ae) = ya = b,
azaz e az S félcsoport jobb oldali egységeleme. Mivel a miivelet invertalhatd,
tetszbleges a € S elemhez megadhaté olyan a=! € S elem, hogy

aa”t =e.
Theét (2) teljestil.

(2) +— "(3): Tegyiik fel, hogy az S félcsoportban van olyan e jobb oldali
egységelem; hogy S minden elemének van jobb oldali inverze erre a jobb
oldali ‘egységelemre nézve. Legyen a tetszéleges S-beli elem. Jeldlje ag az
a-nak, ay az ag-nak egy-egy jobb oldali inverzét az e jobb oldali egységelemre
nézve, azaz

aag = € = agaq.

Akkor

apa = (apa)e = (apa)(apar) = ap(aap)a; = apea; = apa; = e,
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tehdt ag jobb oldali inverze a-nak e-re nézve. Igy
ea = (aap)a = a(apa) = ae = a,

tehdt e kétoldali egységeleme S-nek. Igy (3) teljesiil.

(3) — (1): Induljunk ki a (2) feltételb6l. Legyenek a,b € S tetszoleges
elemek. Akkor az S-beli x = a7'b és y = ba~! elemekre ax = b, valamint
ya = b teljesiil, s igy az S-en értelmezett miivelet (az asszociativitds mellett)
invertalhaté. Tehat S csoport. O

Megjegyzés 2.4 Eqgy csoportot gy is tekinthetink, mint egy olyan (G; -, *)
kétmiveletes algebrai stuktiurdt, ahol - asszociativ kétvdltozos mivelet, x eqyvdltozos
mavelet és tetszoleges x,y € G esetén teljesil az

Y (yz) =2 =(zy")y

eqyenldség.

2.2. Félcsoport résztélcsoportjai

Definicié 2.6 Egy S félcsoport valamely nem-tires T' részhalmazdt az S félcsoport
részfélcsoportjanak nevezzuk, haT zdrt az S-beli miveletre nézve, azazab € T
teljesiil minden a,b € T ‘elemresetén. A fenti jelolésssel: T? C T.

Definicié 2.7 Eqy S félcsoport valamely nem-ures G részhalmazit az S
félcsoport generdtorrendszerének nevezzik, ha S tetszileges s eleméhez meg-
adhatok G-nek olyan.gi,. .., g, elemei, hogy s = gi1gs ... gn. Ekkor az s =<
G > jelolést haszndljuk. ha S-nek van véges sok elemet tartalmazo ge-
nerdatorrendszere,. akkor azt mondjuk, hogy S végesen generdlhato. Ha S-
nekwwan egyetlen elemet tartalmazo generdtorrendszere, akkor azt mondjuk,
hogy S ciklikus félcsoport. S egy nem-iires A részhalmaza esetén az A ele-
meibdl képezhetd dsszes ay...an, (n > 1, ay,...,a, € A) szorzat az S egy
részfélcsoportjat alkotja, melyet az A dltal generdlt részfélcsoportnak neveziink
és < A > modon jelolyik. Tehdt < A >= U2 A", Az wilagos, hogy < A >
megegyezik az A-t tartalmazo részfélcsoportok metszetével.

Tétel 2.5 Tetszileges S félcsoport tetszileges a eleme esetén < a > izo-

morf vagy a pozitiv egész szdmok additiv félcsoportjdval, vagy pedig < a >=

{a,a?,...,a",...,a™ ™™ 1} aholi az a legkisebb pozitiv egész szdim, amelyhez
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van olyan i # j, hogy a® = o, m pedig az az i-t6l kilonbozd legkisebb pozitiv
egész szam, amelyre a® = a™ teljesiil, tovdbbd K, = {a‘,...,a" ™™} izomorf
az egészek mod m additiv csoportjaval, (Z,,;+)-szal.

Bizonyitas. Legyen a egy S félcsoport tetszdleges eleme. Két eset van.
Elészor vizsgdljuk azt az esetet, amikor a' = a’ akkor és csak akkor
teljesiil valamely ¢ és j pozitiv egész szamokra, ha ¢ = j. Ekkor a

o rat i

az < a > ciklikus félcsoportnak a pozitiv egész szamok additiv félcsoportjara
valé izomorfizmusa.

A tovéabbiakban vizsgaljuk azt az esetet, amikor megadhatdk olyan i # j
pozitiv egész szamok, amelyekre a' = o’ teljesiil. = Jeldlje' a tovdbbiakban 4
azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amelyre a’ = a’ teljesiil valamely j # i
pozitiv egészre. Jeldlje tovdabba m azt a legkisebb pozitiv. egész szamot,
amelyre a' = a'™™. Ekkor persze

i+km i+m (k—1)m

a =a™a = g'gktm

z+ma(k—2)m _ aza(k—2)m — ... i

=a =a',

és ezért tetszoleges pozitiv egész n esetén megadhatok olyan £ és t nemnegativ
egészek (t =0,...,m — 1), hogy
G — gt ihm gt it
Igy < a>={a,a? ...,a" .., a™ M és K, = {da’,...,a"™™ 1} az S félcsoport
részfélesoportjar. Jelolje 7 azt a 0 < 7 < m — 1 egész szamot, melyre i + j
oszthaté m-mel. Mivel 7,7 +1,.. /1 +m — 1 egymast kdvetd m pozitiv egész
szam, ezért létezik egy és csak egy ilyen j szam. Akkor tetszéleges a't! € K|,
elemre
Qi it — ghmgitt — gitkmtt _ it
Igy a'ti-a K, félcsoport egységeleme. Legyen a't! € K, tetsz6leges. Mivel
0 < t/< m — 1, ezért megadhato6 olyan 0 < k < m — 1 egész szdm, hogy
i+t 4+4+ k oszthaté m-mel. Igy a*a™* = @', Tehdt a** az @' elem
inverze, és igy K, részcsoportja az S félcsoportnak. Az elmondottakbdl az is
kovetkezik, hogy
o :att e i1

izomorfizmusa K,-nak (Z,,; +)-re, ahol [i +t] jeloli Z,,-nek azt az elemét (Z
azon kongruencia-osztalyat (mod m)), amely tartalmazza ay i + ¢ szdmot. O
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2.3. Félcsoport részcsoportjai

Definicié 2.8 Egy S félcsoport részcsoportjan értyik S olyan részfélcsoportjat,
amely csoport.

Tétel 2.6 Egy S félcsoport tetszidleges e idempotense esetén
Ge={a€eS: a=ae=-ca, ad' =ad'a= e valamely a € S elemre}

S-nek olyan részcsoportja, amely tartalmazza S mindazon részcseportjait,
amelyekben e egységelem. Minden ilyen G. mazimdlis részcsoportja~S-nek.
Tovabbd S barmely két kilonbozé mazimadlis részcsoportjanak metszete tres.

Bizonyitas. Ha a,b € G., akkor e(ab) = (ab)e = ab és (ab)(V'd') =
('a')(ab) = e. Ezért G, részfélcsoport. Az vilagos, hogy minden a € G,
esetén a” = d'ad’ € SeneS és a’a = e =waa”. Ezért «” € G,.. Tehat
G. csoport. A definicié alapjan vilagos, hogy G, tartalmazza S mindazon
részcsoportjait, amelyekben e az egységelem. Ha G. N Gy # ) valamely
e, € Es elemekre, akkor tetszoleges x € GGy elem esetén e = xa’ és
f=a"x (2/ € Ge, 2" € Gy), s ezért

e=uzx' = (fr)r = f(z2') = fe= (2"x)e = 2" (ve) =22 = f,

amib8l G, = G kovetkezikenEzért G. N Gy = 0, ha e # f. Ezzel a tételt
bebizonyitottuk.

Tétel 2.7 Tetszoleges S| félcsoporton az alabbi feltételek egymdssal ekviva-
lensek.

1. S.részesoportjainak unidja.

2..S diszjunkt részcsoportjainak unioja.

gnoindent Bizonyitas.
Bal-, illetve jobb oldali egységelemek

Definicié 2.9 Egy S félcsoport valamely e elemét az S félcsoport bal [jobb]
oldali egységelemének nevezziik, ha ea = a Jae = a] teljesil az S tetszbleges
a elemére. Azt mondjuk, hogy e az S félcsoport egységeleme, ha e az S bal
oldali és eqyben jobb oldali eqységeleme.
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Tétel 2.8 Ha e bal oldali f pedig jobb oldali eqységeleme eqy S félcsoportnak,
akkor e = f. Kovetkezésképpen, minden félcsoportnak legfeljebb csak egy
egqységeleme lehet.

Bizonyitas Ha e bal oldali, f pedig jobb oldali egységeleme egy félcsoportnak,
akkor f = ef = e. Ebbdl mar kovetkezik az is, hogy minden félcsoportnak
legfeljebb egy egységeleme van. O

Definicié 2.10 Egy egységelemes félcsoportot monoidnak is nevezink.

Tetszbleges S félcsoport esetén jelolje S azt a félcsoportot, amelyet az.S
félcsoportbdl gy szarmaztatunk, hogy ahhoz egy egységelemet adjungalunk,
ha S-ben nem volt egységelem, egyébként pedig S = S. Az, hogy S-hez
egységelemet adjungalunk, azt jelenti, hogy valamely "¢ S szimbdélummal
képezziik az S U {1} halmazt, és ezen azt a miiveletet, tekintjiik, amely az
S-beli miivelet kiterjesztése oly modon, hogy s1 =1s = s teljesiiljon minden
s € SU{1} elemre. Példaul, sokszor célszriibb, ha az Fy, szabad félcsoport
helyett az F szabad monoiddal dolgozunk; az Fy-hez adjungalt egységelem
az lres sz (azaz, az X elemeibdl képezett sorozat, amely nem tartalmazza
X egyetlen elemét sem).

Biciklikus félcsoport

Definicié 2.11 Egy S monoidet (jelolje S eqységelemét e) biciklikus félcsoportnak
neveziink, ha megadhatd olyan{a,b} kételemi részhalmaza S,nek, amely ge-
nerdlja S-et az ab = e gemerdlo reldeio mellett.

Tétel 2.9 ([?]) Legyenek e,a,b eqy S félcsoport olyan elemei, amelyekre
ae = ea = a, be = eb = b, ab = e, ba # e teljesiilnek. Akkor az S félcsoport
(a,b) részfélcsoportjanak-minden eleme egyértelmiien kifejezhetd b™a™ (m és
n nem-negativ egészek) alakban; igy (a,b) biciklikus félcsoport.

Bizonyitas. Legyen O
Zéruselemek
Definicié 2.12 Egy S félcsoport valamely f elemét az S bal oldali [jobb ol-
dali] nullelemének nevezzik, ha minden S-beli a elem esetén fa = f Jaf = f]

teljesil. Eqy S félcsoport valamely elemét az S nullelemének nevezzik, ha az
illeto elem az S-nek bal oldali és jobb oldali nulleleme.
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Tetszoleges nem-iires S halmaz esetén, S en értelmezhetjik a kotetkezo
miiveletet: tetszoleges a,b € S esetén legyen ab = a [ab = b]. Vildgos, hogy
ez a muvelet asszociativ, azaz S erre a miiveletre nézve félcsoport, amely-
ben minden elem bal oldali [jobb oldali] nullelem. Egy olyan félcsoportet;
amelyben minden elem bal oldali [jobb oldali] nullelem, balzér6 [jobbzérd|
félcsoportnak fogunk nevezni.

Lemma 2.1 Minden félcsoportnak legfeljebb eqy nulleleme lehet. Ha egy
félcsoportnak van jobb oldali és bal oldali nulleleme, akkor mindegyikbél csak
eqy van, amelyek egybeesenek, s a félcsoport egyetlen nullelemét adjak.

Bizonyitas. Ha e, illetve f egy félcsoport bal oldali, illetve jobb oldali
nullelemei, akkor e = ef = f. Ez bizonyitja a lemuma minden &llitasat. O

Tetszbleges S félcsoport esetén jelolje SO azt ‘a félesoportot, amely meg-
egyezik S-sel, ha S-nek van nulleleme, ellenkez6 esetben viszont azt a félcsoportot,
melyet S-bol ugy szarmaztatunk, hogy az S halmazt-kiegészitjitk egy 0 ¢ S
elemmel, s az SU{0} halmazon gy érteleziink egy miiveletet, hogy a miivelet
eredménye az S-beli elemek kozott legyen egyenlé az eredeti S-beli miiveleti
eredménnyel, viszont tetszoleges & € S U {0} elem esetén 0 és Oz is legyen
egyenld a 0 elemmel. Vildgos, hogy S° olyan félcsoport, amelynek van null-
eleme. Az els6 esetben az eredeti, S-beli nullelem, a masodik esetben az
S-hez adjungalt 0 elem.

Tetszoleges S nem-iires halamaz tetszoleges a eleme esetén definuidlhatunk
S-en egy * miiveletet a kovetkezoképpen: tetszéleges x,y € S esetén legyen
x xy = a. Vilagos, hogy (9, x) egy félcsoport, amelyben a nullelem. Ebben
a félcsoportban barmely két elem szorzata a nullelem. Egy ilyen félcsoportot
2€ro félcsoportnakneveziink.

An element s of a semigroup S with zero is called a left (right) divisor of
zeroif there 18 an element x # 0 in S such that sz =0 (zs = 0). An element
is called a divisor of zero if it is a left divisor or a right divisor of zero.

Definicié 2.13 Egy 0-elemes S félcsoportot nil félcsoportnak neveziink ha
minden a eleméhez megadhato olyan n pozitiv egész szam, amelyre a = 0
teljesiil. Egy S félcsoportot nilpotens félcsoportnak neveziink, ha S™ = {0}
teljestl valamely n pozitiv egész szamra.

Minden nilpotens félcsoport nil, de a forditott allitas altaldban nem igaz.
Viszont érvényes a kovetkezo.
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Lemma 2.2 Minden véges nil félcsoport nilpotens.
Bizonyitas. Legyen S véges nil félcsoport. Az S végesége miatt megadhatd
olyan n pozitiv egész szam, hogy S jobb oldali idedljainak barmely szigortian
csOkkeno lanca nem hosszabb n-nél. Legyenek
1,09, ... Gy, Gy €S
tetszéleges elemek. Az
a1S' D ajaSt D - Day--a,St Day - -ananHSl
lanc hossza n + 1, ezért
ap---apnSt=ag--- anan+151.
fgy megadhaté olyan z € S elem, amelyre

al"'an:al"'anan—l—la?

teljesiil. Ebbol

Ay - Qp = ay--- an(am—ﬂ)k

kovetkezik minden k pozitiv egész szamra. Mivel S nil félcsoport, ezért
(ap412)" =0

valamely t pozitiv egész szamra; amibol

adodik.~Tehat

azaz, S nilpotens félcsoport. O

Idempotens elem

Definicié 2.14 FEqy S félcsoport valamely e elemét idempotens elemnek ne-
vezziik, ha e* = e.
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Egy S félcsoport idempotens elemeinek Eg halmazan az e < f akkor és
csak akkor ha ef = fe = e relacié parcialis rendezés. Ha valamely e, f € Eg
elemekre e < f, de e # f, akkor ezt e < f mddon jeloljiikk. Az vildgos, hogy
ha egy S félcsoportnak van 0 nulleleme, akkor 0 < e teljesiil minden e € Fg
elemre. Egy S félcsoport valamely f # 0 idempotens elemét primitiv idem-
potens elemnek nevezziik, ha az e < f feltétel valamely e € Eg idempotens
elemre akkor és csak akkor teljesiilhet, ha e = 0 vagy e = f.

Definicié 2.15 Egy olyan félcsoportot, amelyben minden elem idempotens,
kdtegnek nevezink.

Definicié 2.16 Egy kommutativ koteget félhalonak nevezink. FEgy olyan
koteget, amelyben teljesil az aba = a azonossag, derékszogi kotegnek ne-
veziink. Egy kotegrél azt mondjuk, hogy bal [jobb] mormdlis kiteg, ha teljesil
benne az ary = ayx [rya = yzra] azonossdg. Bgy olyan kiteget, amelyben az
arya = ayra azonossdg teljesil, mormalis kotegnek nevezink. Akkor mond-
Juk, hogy eqy kdteg bal [jobb] reqularis koteg , ha teljesil benne az axa = ax
Jaxa = za] azonossdg.

Tétel 2.10 Tetszoleges S félcsoparton a kovetkezo feltételek egymassal ekvi-
valensek.

1. S egy derékszogi koteg.

2. S egy bal zéro és egy'jobb zéro félcsoportnak a direkt szorzata.

Egyszertisithetoség és szeparativitas

Definfcié 2.17 Egy S félcsoport valamely a elemét bal [jobb] eqyszeriisithetének
nevezziik, ha minden x € S elem esetén az ax = ay [ra = ya] feltételbdl

x =y kovetkezik. Ha egy félcsoport minden eleme bal [jobb] egyszerisithetd,
akkor a félcsoportot bal [jobb] egyszerisitéses félcsoportnak nevezzik. Ha
eqy félcsoport bal egyszeriisitéses is €s jobb egyszerisitéses is, akkor eqgy-
szerusitéses félcsoportnak nevezziik. Ha egy félcsoport tetszbleges a, b, x ele-
met esetén az ax = bx és xa = xb feltételek eqyiittes teljestilésébol a = b kovet-
kezik, akkor a félcsoportot gyengén eqyszeriisitéses félcsoportnak nevezziik.

Definicié 2.18 Egy S félcsoportrdl azt mondjuk, hogy bal [jobb] szeparativ ,
ha az ab = a* és ba = b* Jab = b* és ba = a?] feltételekbél a = b kovetkezik
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minden a,b € S elemre. Eqgy olyan félcsoportot, amely bal szepartiv és eqy-
ben jobb szeparativ is, szeparativ félcsoportnak nevezink. Eqy S félcsoportot
gyengén szeparativ félcsoportnak neveziink, ha a®> = ab = b*> az a = b tel-
jestlését eredményezi tetszoleges a,b € S elemekre.

Vildgos, hogy minden bal [jobb, gyengén| egyszeriisitéses félcsoport bal
[jobb, gyengén| szeparativ.

Félcsoport idealjai

Definicié 2.19 Egy S félcsoport valamely nem-tires I részhalmazdt bal oldal
idedlnak nevezziik, ha minden s € S és minden a € I elem esetén sa € T,
azaz SI C I; a jobb idedl fogalma a bal oldali idedl fogalmdnak dudlisa. Ha
I jobb oldali és bal oldali vdedlja is eqy S félcsoportnak, akkor azt mondjuk,
hogy I kétoldali idedlja, vagy roviden idedlja S-nek.

Definicié 2.20 Az S félcsoport valamely nem-tires A részhalmazdt tartal-
mazo bal oldali idedlok metszetét az A dltal generalt bal oldali idedInak ne-
vezziik. Ha A = {a}, akkor az a elem dltal generdit. fé bal oldali idedlrdl
beszélink, amelyet L(a)-val jelolink. Vildgosy hogy L(a) = a U Sa = S'a.
Ennek dudlisa az a elem dltal generdlt f& jobb oldali idedl , amelyet R(a)-val
jeloliink. Vildgos, hogy R(a) = aUaS = aS*. Aza elem dltal generdlt féidedlt
J(a)-val jeloljiik. Nem nehéz beldtni; hogy J(a) = aUaSUSaUSaS = S'aS*.
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3. fejezet

Regularis tfélcsoportok, inverz
félcsoportok

Definicié 3.1 Egy S félcsoport valamely a elemét reguldaris elemnek nevezzuk,
ha van az S félcsoportnak olyan x eleme, hogy ara =.a teljesil. Ha eqy
félcsoprt minden eleme requldris, akkor a félcsoportot requldris félcsoportnak
nevezzik.

Lemma 3.1 Ha axa = a teljesul eqy S félesoport valamely a és x elemeire,
akkor ax és xa idempotens elemek:

Bizonyitas. Ha axa = a teljestil egy.S félcsoport valamely a és x elemére,
akkor (ar)? =A(ax)(az)= (aza)r = ax és (va)? = (za)(za) = z(aza) = xa.

Tétel 3.1 Egy S félcsoport valamely a eleme akkor és csak akkor requldris,
ha az S félcsoport a eleme.dltal generdlt fo bal oldali és fo jobb oldali idedlja
tdempotens elemmel generdlhato, azaz megadhatok olyan e és f idempotens

elemek, hogy S*a = Se és aS' = fS.

Bizonyitas. . Ha a regularis elem, akkor S valamely x elemére aza = a
teljestil.. Legyen e = xa. Lemma 7 szerint e idempotens eleme S-nek.
Nyilvanvalé;, hogy S'a = Se. Hasonléan adédik, hogy az f = ax idempotens
elemre, aS* = f8S.

Forditva, tegyiik fel, hogy S'a = Se teljesiil az S félcsoport valamely a
eleme és valamely e idempotens eleme esetén. Akkor vannak S'-nek olyan x
és y elemei, hogy a = ze és e = ya teljesiil. Ekkor ae = xe® = xe = a és igy

23
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a = ae = aya, azaz a regularis elem (ha y = 1, akkor a idempotens elem és
ezért a = aaa).

Definicié 3.2 Egy S félcsoport valamely a elemét teljesen reguldrisnak ne-
vezzik, ha megadhato olyan S-beli x elem, amelyre axa = a és ax = za
teljesil. FEqy S félcsoportot teljesen requldris félcsoportnak nevezink, ha. S
minden eleme teljesen requldris.

Tétel 3.2 Eqgy S félcsoport akkor és csak akkor teljesen reguldris, ha S elédll
részcsoportjainak unicjaként.
Bizonyitas.

Definicié 3.3 Egy S félcsoport a és b elemeirdl.azt mondjuk, hogy eqgymds
inverzei, ha aba = a és bab = b.

Lemma 3.2 Ha a egy S félcsoport regularis eleme, akkor a-nak van S-ben
legalabb eqy inverze.

Bizonyitas. Ha a reguléris eleme egy S félesoportnak, akkor van S-nek
olyan z eleme, hogy axra = a.:Legyen b = zazx. Akkor aba = a(zazr)a =
(aza)(ra) = axa = a és bab = (zrax)a(zaxr) = z(azra)(raxr) = za(razr) =
z(ara)r = xax = b.

Lemma 3.3 Hae, f,ef, fe eqy S félcsoport idempotens elemei, akkor ef és
fe eqgymds inverzei.

Bizonyitas. « (ef)(fe)(ef) = ef?e*f = efef = (ef)? = ef. Hasonlban
igazolhatd, hogy (fe)(ef)(fe) = fe.

Definicié 3.4 Egqy S félcsoportot inverz félcsoportnak nevezunk, ha minden
elemének van eqy és csak eqy inverze.

Tétel 3.3 Tetszoleges S félcsoport esetén az alabbi feltételek egymdssal ek-
vivalensek.

(1) S reguldris és idempotens elemei eqgymdssal felcserélhetdek.

(2) S minden f& jobb idedlja és minden f6 bal idedlja egyetlen idempotens
elemmel generalhato.

(3) S inverz félcsoport.
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Bizonyitas. (1) implikédlja (2)-t: A ? Tétel miatt S minden f6 bal oldali és
jobb oldali idealja idempotens elemmel generdlhato. Tegyiik fel, hogy Se =
Sf teljestl valalmely S-beli e és f idempotens elemekre. Akkor e = fe =
ef = f. Hasonl6 médon bizonyithato az allitas a f6 jobb oldali idealokra.

(2) implikalja (3)-at: A ? Tétel miatt ekkor S regularis. Legyenek b és ¢
inverzei a-nak (a,b,c € S). Akkor aba = a, bab = b, aca = a, cac = c. Ekkor
Sba = Sa = Sca és abS = aS = acS. A 7 Tétel miatt ba = ca és ab = ac,
mivel ba, ca, ab, ac idempotens elemek. Ebbdl pedig b = bab = bac = cac =.c
kovetkezik.

(3) im plikdlja (1)-et: Mivel egy inverz félcsoport regularis, ezért csak azt
kell megmutatni, hogy barmely két idempotens elem felcserélhetd. Legyenek
e és f az S félcsoport tetszoleges idempotens elemei. El6szor megmutatjuk,
hogy ha e és f idempotens elemei S-nek, akkor e f is idempotens elem. Legyen
A egy inverze e f-nek. Akkor (ef)a(ef) = ef és a(ef)a’ = a. Legyen b = ae.
AKkor (ef)b(ef) = (ef)alecf) = (ef)a(ef) = ef és befW— (ag)(cf)(ac) —
(aefa)e = ae = b. Ezért b inverze ef-nek. Ekkor viszomnt ae = a, mivel
ef-nek csak egy inverze lehet. Hasonlbéan igazolhato, hogy fa = a. Ezért
a’> = (ae)(fa) = alef)a = a, azaz a idempotens elem.” Mivel idempotens
elem 6nmagéanak inverze, ezért a = ef, azaz ef idempotens elem. Hasonl6an
igazolhatd, hogy fe is idempotens eleme. Akkor viszont a 7 Lemma miatt fe
az ef inverze. Mivel ef idempotens; ezért efionmaganak is inverze, amibdl
ef = fe kovetkezik.

Definicié 3.5 Egy X halmaza kolcsonésen egyértelmi parcidlis transzformdciojdn
X eqy Y részhalmazdnak eqy Y' =Xa részhalmazra vald bijekcidjat értjik.
Az v inverzéta szokdsos médon értelnez”uk, és a~t-gyel jeloljik, azaz (y')a™t =

y akkor és csak akkor, ha (Pee="y (y €Y,y €Y’).

Jelolje Tx az X osszes kolcsonosen egyértelmi parcialis transzformacidinak
halmazat, beleértve az X {tires részhalmazanak onmagara valo leképezését,
amelyet..0-val jelolink és tires transzformacionak nevezitkk. A 7Tx halma-
zon definidlunk egy miiveletet a kovetkezoképpen. Legyenek o, 8 € calT x
tetszoleges transzformaciok. Legyen Y az «, Z pedig a  értelmezési tar-
tomanya. Ha(Y)aNZ = (), akkor legyen a8 = 0. Ha (Y)aNZ # (), akkor le-
gyen a3 Tx-nek az az eleme, amelynek értelmezési tartomanya ((Y)anZ)a ™
és minden v € ((Y)a N Z)a~! esetén legyen (v)af = ((v)a)s.

Lemma 3.4 Tetszdleges X halmaz esetén Tx inverz félcsoportot alkot a fent
definidlt miveletre nézve.
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Bizonyitas. Az asszociativitas teljesiilése nyilvanvald, ezért Tx félcsoport.
Mivel minden a € Tx esetén aa™ta = a (és a laa™ = a™!), ezért Tx re-
gularis félcsoport. Legyen « tetszoleges idempotens eleme Tx-nek. Legyen.Y
az a értelmezési tartomanya. Mivel a? értelmezési tartomdnya (Y NY a)a 7,
ezért (Y NYa)a™ =Y, amibél Y NYa = Ya, s ebbdl pedig Yoo C YV
kovetkezik. Legyen a € Ya tetszéleges elem. Akkor a = ba.(b € Y)/'s ezért
ac = baa = ba = a, azaz « identikusan hat Y a-n. Ebbdl azis kovetkezik,
hogy Y = Ya. Tehat Tx valamely eleme akkor és csak akkor idempotens
elem, ha identikusan hat X valamely részhalmazan. Ezért az idempotens
elemek egymassal felcserélhetoek. Ebbol viszont az adodik, hogy Ty inverz

félcsoport.

Definicié 3.6 A Tx félcsoportot az X halmaz feletti szimmetrikus inverz
félesoportnak nevezunk.

Tétel 3.4 Minden S inverz félcsoport izomorf az S feletti szimmetrikus in-
verz félcsoport eqy részfélcsoportjdval.

Bizonyitas. Legyen S inverz félesoport. Minden a € S elemhez rendeljiik
hozzd Sa=! = Saa '-nek Sa = Sa~la-rawvald o, : = +— xa leképezését.
Nyilvanvalé, hogy 0,1 Sa-t képezi le Sa=t-re. Legyenek x € Sa™! ésy € Sa
tetsz6leges elemek. Akkor raa™! = 2.6s ya=ta = y. Ezért

(2)040041 = zaa ' =1
és

(¥)0a-100 = ya~'a =y,
amibdl kovetkezik, hogy o, és 0,-1 egymds inverzei Tg-ben, azaz g, ' = 04-1.
Megmutatjuk, hogy-az a — p, megfeleltetés izomorfizmus. El6szor megmu-
tatjuk, hogy a megfeleltetés injektiv. Tegyiik fel, hogy 0, = 05, (a,b € S).
Akkor Saa™' = Sbb~!, s ezért aa™! = bb~'. Ha z € Saa~!, akkor za =
(#)0, =(x)0op = xb. Mivel a™' € Saa™!, ezért a~'a = a'b. Ekkor viszont

a=aa"ta=aa'b=0bb"'b=0.

Végil megmutatjuk, hogy a megfeleltetés mivelettartd, azaz 0,00 = 0ap-
A g4 értelmezési tartomdnya S(ab)(ab)™'. A o,0, értelmezési tartomdnya
(SanSbb=1) 0,1 = (Sabb™')a = Sa"tabb~'a™! = S(ab)(ab)~'. Mivel minden
x € S elemre (x)gy = x(ab) = (za)b = (z)(0.00), ezért a megfeleltetés
mivelettarto.



4. fejezet

Félcsoport kongruenciai

Definicié 4.1 Egy X # () halmazon értelmezett (binér) reldcion az X x X
halmaz eqy részhalmazat értjik. Az (x,z) pdrok halmazdt (v € X) az X
identikus reldciojdnak nevezzik, €s t-val fogjuk jelolni. A teljes X x X halmazt
az X halmaz univerzalis reldciojanak nevezzik, és w-val fogjuk jelolns.

Definicié 4.2 Az X halmaz tetszolges o’ és B relacioi esetén azt mondjuk,
hogy o része S-nak (jel.: a C B), hamint az X x X halmaz részhalmazai
kézott fendll a megfeleld tartalmazds, azaz az(a,b) € « feltételbdl (a,b) € B
kovetkezik.

Megjegyzés 4.1 Két reldcio.akkor és csak akkor eqyenld eqymdssal, ha mind-
eqyik tartalmazza a masikat.

Definicié 4.3 Legyenek o és+f eqy X halmaz tetszoleges relacioi. Jelolje
a o [ a kovetkezo reldciot:

aofl ={(a;b) € X x X' van olyan c € X elem, hogy (a,c) € a, (c,b) € }.
Ezt a reldciot az a és B reldaciok kompoziciojanak nevezzik.

Tétel 4.1-Tetszbleges X halmazon értelmezett dsszes (binér) relicid Bx hal-
maza a reldciok kompoziciojara nézve félcsoportot alkot.

Proof. Legyenek o, 5,7 € Bx tetszolegesek. Ha
(a,b) € (o f) oy

27
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valamely a,b € X elemekre, akkor van olyan x € X elem, hogy
(a,7) o és (z,b) €.
Ekkor, alkalmas y € X elemre,

(a,y) €, (y,x) €B és (z,0) €.
Ekkor viszont
(a,y) €a és(y,b) € Bory
miatt
(a,b) € a0 (Bon).

lgy
(aoB)oyCas(Boy).

Hasonléan igazolhaté a forditott tartalmazés is. Igy

(@opB)og=ao(be)

Definici6 4.4 Tetsz6leges o € Bx reldcid esetén legyen o' = {(a,b) €

X xX: (bya) € a}.
Lemma 4.1 (ao )7 = 71 o ait¥etszbleges a, 8 € By esetén.

Proof. Legyen
(a,b) € (a0 B)~t
Akkor
(b,a) € aof,

és ezértpvalamely © € X elemre

(byx) e és (x,a) € p.

Igy
(a,z) € B~ és (w,b) €a?
és ezért
(a,b) € Broa™
Tehat

(a0 Cploa

Hasonlbéan bizonyithaté a forditott tartalmazas is. O
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Megjegyzés 4.2 Tetszileges o, € Bx esetén o C [ maga utdn vonja
a !t C B! teljesiilését.

Definicié 4.5 Egy X halmazon értelmezett a reldciorol azt mondjuk, hogy
reflexiv, ha « C «. Azt mondjuk, hogy szimmetrikus, ha o C o~ '. Aat
mondjuk, hogy tranzitiv, ha oo a C av.

Megjegyzés 4.3 Ha o szimmetrikus reldcid, akkor a = ot

o™t tartalmazdsbol o' C (o)™ = a kovetkezik.

, mert az o. C

Lemma 4.2 Ha o és S eqy X halmazon értelmezett reflexiv reldciok, ‘akkor
akkor a0 B is reflexiv reldacio X -en.

Proof. Ha «, § € By reflexiv, akkor minden (a, b) € « esetén

(a,b) € a (b,b) € 5,

és ezért
(a,b) € ao p.
Tehat
a € qop,
és igy
tCaCaof.

O

Lemma 4.3 Tetszileges o, 3'€ By szimmetrikus reldciok esetén ao B akkor
és csak akkor szimmetrikus, ha ao = o .

Proof. Legyenek o, (.€ Bx szimmetrikus relaciok.
Eloszor tegyiik fel; hogy

aoff=pFo«
teljesul. Akkor
aof=a"tof T =(foa) = (a0

miatt @ o § szimmetrikus.
Forditva, tegyiik fel, hogy a o § szimmetrikus. Akkor

aof=(aof) =(8) " ola)" =foa.
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Definicié 4.6 Az X halmazon értelmezett reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv
reldciot ekvivalenciarelacionak nevezzik.

Tétel 4.2 Tetszoleges o, B € Bx ekvivalenciarelaciok esetén oo 3 akkor €és

csak akkor ekvivalenciareldcio, ha ao 8 = o «.

Proof. Legyenek «, 5 € Bx olyan ekvivalenciarelaciok, amelyekre

aoff=pFoa«

teljesiil. Akkor avo (3 reflexiv 4s szimmetrikus (ldsd Lemma 7 és Lemma 7).
Mivel

(a0 B)* = (o p)o(aop)
=ao(foa)of=ao(awof)of
= (aoca)o(fof)=aop,

ezért a0 B tranzitiv is. Igy a o # ekvivalenciarelacio.
Forditva, tegyiik fel, hogy a 0,8 ekvivalencia/relaci6. Akkor

aoff=/foua
(lasd Lemma 7). 0

Definicié 4.7 Egy S félcsoport valamely o ekvivalenciarelaciojat bal kongru-
encianak nevezz/%, ha'S tetszdleges a, b, s elemei esetén az (a,b) € o feltételbdl
(sa, sb) € o kdvetkezik. A jobb kongruencia fogalma a balkongruencia fo-
galmdnak dudlisa.

Definici6 4.8 Egy 'S félcsoport valamely o ekvivalenciareldcidjdt kongru-
encidnak nevezzk, ha S tetszdleges a, b, ¢, d elemei esetén az (a,b) € o, (¢,d) €
o feltételekbdl(ac, bd) € o kivetkezik.

Lemma 4.4 Egy S félcsoport valamely ekvivalenciareldcidja akkor és csak
akkor kongruencia, ha az balkongruencia €s egyben jobbkongruencia.

Bizonyitas. Legyen o egy S félcsoport valamely ekvivalenciarelaciéja. Ha
o kongruencia és (a,b) € o, (a,b € 5), akkor tetsz6leges S-beli ¢ elem esetén
(mivel (¢, ¢) € o) kovetkezik, hogy

(ca,cb) € o
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és
(ac,bc) € o.
Forditva, ha o balkongruencia és jobbkongruencia, akkor tetszéleges S-
beli a, b, ¢, d eleleme esetén az (a,b) € o, (¢, d) € o feltételekbd
(ac,bc) € o
és
(be,bd) € o

kovetkezik. Mivel o tranzitiv, ezért
(ac,bd) € o.

Megjegyzés 4.4 Eqy S félcsoport kongruencidinak L(S) halmaza a reldciok
tartalmazdsdra, mint parcidlis rendezésre nézve hdalé.. Fbben a haloban az
wdentikus reldacio a legkisebb elem, az univerzalis reldcio a, legnagyobb elem.

Tétel 4.3 Legyen o egy S félcsoport kongruenciareldeidja. Akkor a o-osztalyok
S/o faktorhalmaza a o-osztdlyok [a),[ble = |abl, mddin definidlt szorzdsdra
nézve félcsoportot alkot.

Proof. Mivel
([a]o[b]o)]eler = [ab]5[c]
= [(@b)e]y = [a(be)], = [alo[bc]
= [a]+([bls[c]s),

ezért a tétel allitasa bizonyitott. O

Definicié 4.9 Az elozo tételben szereplo félcsoportot az S félcsoport o kong-
ruencia szerinti faktorfélcsoportjanak nevezzik.






5. fejezet

Félcsoport homomorfizmusai

Definicié 5.1 Egy S félcsoportnak eqy T félcsoportba valo ¢ leképezését ho-
momorfizmusnak nevezzik, ha S tetszdleges a és b elemei esetén ¢(ab) =
¢(a)p(b). Ha ¢ szirjektiv, akkor azt is szoktuk mondani,~hogy T az S
félesoport homomorf képe. Ha pedig ¢ injektiv, akkor azt mondjuk, hogy ¢
1zomorfizmus, vagy ¢ bedagyazdsa S-nek T'-be: Ha ¢ bijektiv, akkor azt mond-
juk, hogy ¢ az S-nek T-re valo izomorfizmusa; ekkor azt is mondjuk, hogy
S és T egymadssal izomorfak. Eqy félcsoport énmagaba valo homomorfizmu-
sait a félcsoport endomorfizmusainak, 6nmagdra vald izomorfizmusait pedig a
félcsoport automorfizmusainak nevezzik. Egqy S félcsoport endomorfizmusai
a leképezések kompoziciojara nézve félcsoportot alkotnak, melyben az eqységek
csoportja az S automorfizmusainak csoportja.

Megjegyzés 5.1 Ha o eqy S félcsoport kongruenciarelacioja, akkor a ¢ :
s v [s], (s € S)az S félcsoportnak az S/o faktorfélcsoportra valé homo-
morfizmusa. Ezt.a homomorfizmust természetes (vagy kanonikus) homomor-
fizmusnak nevezzik.

Lemma 5.1 Legyen ¢ eqy S félcsoportnak valamely T félcsoportba valo ho-
momorfizmusa. Akkor ker, = {(a,b) € S x S : ¢(a) = ¢(b)} S félcsoport

kongruencidja.

Proof. Az vilagos, hogy ker, ekvivalenciareldcié. Mivel tetszéleges a,b, s €
S elemekre az (a, b) ker,, feltételbdl

p(sa) = p(S)p(a) = p(s)p(b) = p(sb)

33
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kovetkezik, ezért ker, balkongruencia S-en. Hasonléan bizonyithatd, hogy
ker, jobbkongruencia S-en. O

Definicié 5.2 Ha ¢ eqy S félcsoportnak eqy T félcsoportba valé homomorfiz-
musa, akkor az S félcsoport ker, kongruencidjat a ¢ homomorfizmus magjdnak
nevezzuk.

Megjegyzés 5.2 Ha o az S félcsoport eqy kongruencidja és ¢ S-nek az S/o
faktorfélcsoportra vald természetes homomorfizmusa, akkor ker, = o

5.1. Homomorfizmustétel, Izomorfizmustételek

Tétel 5.1 (Homomorfizmustétel) Ha ¢ az S félcsoportnak eqy T' félcsoportra
vald (szirjektiv) homomorfizmusa, akkor T .= S/ker,.

Proof. Tetszbleges p(a) € T esetén, legyen

o (p(a)), = [oler,

¢ T-nek S/ker,-ra val6 egyértelmi leképezése. Ha ®(¢(a)) = ®(¢(b)) (a,b €
S), akkor

[aj[kercp = [b] kery s

azaz
(a,b) € ker,,

és ezért
p(a) = ¢(b).
Tehat @ injektiv (és igy bijektiv). Mivel

O(p(a)p(b)) = ®(p(ab)) = [ablier, = [alker, [Dlier, = P(p(a))P(p(b)),

ezért ® homomorfizmus. Tehat @ a 1" félcsoportnak az S/ ker, faktorfélcsoportra
val6 izomorfizmusa. O

Megjegyzés 5.3 Az eldzd tétel alapjan kolecsonosen egyértelmii megfeleltetés
van eqy S félcsoport kongruencidi és nem-izomorf homomorf képei kozott.
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Lemma 5.2 Legyen S tetszéleges félcsoport és H az S-nek eqy részfélcsoportja.
Akkor S tetszdleges o kongruencidja esetén

[H], ={s€S: (3he€ H) (s,h) € o}
az S félcsoport részfélcsoportja.
Bizonyitas. Ha s, sy € [H],, akkor
(s1,h1), (s9,he) €0
alkalmas hq, ho € H elemekkel. Mivel
hiho € H
és
8182, hihs) € 0,
ezért [H], részfélcsoportja S-nek. 0

Legyen o egy S félcsoport kongruencigjas” Legyen X az S egy nem-iires
részhalmaza. Jelolje o]y a sigma X-re val6 lesziikitését, azaz o|x = {z,y €
X xX: (z,y) € g}

Ha X o-osztélyok unidja, akkor a|x helyett o-t is fogunk haszndlni.

Tétel 5.2 (1. Izomorfizmustétel) Legyen o az S félcsoport tetszbleges kong-
ruencidja, H pedig tetszdleges részfélcsoportja. Akkor [H],/o = H/(o|g).

Bizonyitéas. Legyen ¢ a [H],félcsoportnak a [H], /o faktorfélcsoportra vald
természetes homomorfizmusa. A [H], definicidja miatt

p([H]o) = p(H),

és igy p-nek H-ra val6 leszHukités H-nak p([H],)-ra valé homomorfizmusa,
melynek magja.o|y. Ezért

[Hlo/o = H/(o|u).

Tétel 5.3 (11. Izomorfizmustétel) Legyenek o és B eqy S félcsoport tetszbleges
kongruencidi az o C (8 feltétellel. Akkor

pla={(lala; [tla) € S/ax S/a: (a,b) € 5}
(a,b € S) az S/a faktorfélesoport kongruencidja, és (S/a)/(5/a) = S/5.
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Proof. As vildgos, hogy /a az S/« faktorfélecsoport kongruencidja. Legye-
nek o1, illetve 9 az S-nek S/a-ra, illetve S/a-nak S/(3/«a)-ra val6 természetes
homomorfizmusai. Valamely a,b € S elemekre

(a,b) € kery,op,

akkor és csak akkor, ha

akkor és csak akkor, ha

akkor és csak akkor, ha
([a]a, [ba) € 8/
akkor és csak akkor, ha
(ayb) € .
Tehat
ker, o0 = 3.

A homomorfizmus-tétel miatt

(Sf) [(B/a) = 5/B.

5.2.. Szabad félcsoportok, végesen reprezentalhatoé
félcsoportok

5.3. Félcsoportok beagyazasa csoportokba

Tétel 5.4 Ha eqy S félcsoport bedagyazhato eqy csoportba, akkor az S félcsoport
eqyszerusitéses.

Bizonyitas.

Tétel 5.5 Egy kommutativ S félcsoport akkor és csak akkor dgyazhato be
eqy csoportba, ha az S félcsoport eqyszerisitéses.

Bizonyitas.
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Tétel 5.6 Minden jobb reverzibilis félcsoportot be lehet dgyazni eqy cso-
portba.

Bizonyitas.

Definicié 5.3 Egy (G;+) csoportot rendezett csoportnak neveziink, ha G-n
értelmezve van eqy olyan < parcidlis rendezés, hogy tetszdleges a,b,c € G
elemek esetén az a < b feltételbol ac < be és ca < cb kovetkezik.

Definicié 5.4 Legyen (G;+, <) rendezett csoport. A G csoport G ={g &
G : g > 0} részhalmazat a G (adott parcidlis rendezéshez tartozd) poziti-
vitastartomdnyanak nevezzik.

Tétel 5.7 Egy rendezett (G;+, <) csoport GT pozitivitdstartomdanya rendel-
kezik a kovetkezo feltételekkel:

(1) 0 € GT,
(2) Ha a,—a € G*, akkor a =0,
(3) Ha a,b e G, akkor a+be GT,

(4) Ha a € GT, akkor minden ¢ €'G esetén'g+a — g € GT.

Forditva, ha P eqy G csoporitnak a fenti (1)—(4) feltételeket teljesitd részhalmaza,
akkor az a < b (a,b € G) akkor as-esak akkor , ha (—a)+ b € P mddon
definialt reldciora nézve G rendezett csoport mégpedig gy, hogy G poziti-
vitdstartomdnya (a szébanforgé-parcidlis rendezésre nézve) egyenld P-vel.

Egy G csoport pozitivitasi tartomanya tehat egy specialis félcsoport. A
kovetkezd tétel sziikséges és elégséges feltételt ad egy félcsoportra, hogy
bedgyazhato legyen egy csoportba annak pozitivitasi tartomanyaként.

Tétel 5:8 Eqy (P;+) félcsoport akkor és csak akkor izomorf egy rendezett
(additiv).csoport valamely pozitivitdstartomanydval, ha P teljesiti a kovetkezd
feltételeket.

(1) P egyszerisitéses félcsoport,

(2) P-nek van 0-eleme,
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(3) Minden a,b € P esetén a+ b = 0 akkor és csak akkor teljesiilhet, ha
a=0b=0.

(4) Minden a € P esetén a+ P = P + a.

Proof. Legyen P egy rendezett (G;+) csoport pozitivitdstartomanyaw, Az
eléz6 tétel (1) és (3) 4llitdsai miatt P a G nullelemes részfélcsoportja. Az
vildgos, hogy S egyszeriisitéses. Igy a jelen tétel (1) és (2) feltételei tel-
jesiilnek. Valamely a,b € P elemekre a + b = 0 akkor és csak akkor teljesiil,
ha a és b egymés (additiv) inverzei, ami az el6z6 tétel (2) {litésa miatt akkor
és csak akkor teljesiil, ha a = b = 0. Legyenek a,p € P tetszoleges elemek.
Akkor

a+p=a+p—at+a=(a+p—a)+a,
ahol a +p —a € P az el6z6 tétel (4) feltétele miatt. Igy

a+ P C P+a.
Hasonléan igazolhato, hogy

P+aCa+ P
Kovetkezésképpen

a+ P =P+ a,

azaz teljestil a jelen tétel (4) feltétele.

Forditva, legyen P olyan félcsoport, amely teljesiti a tétel feltételeit. Meg-
mutatjuk, hogy megadhaté olyan (G;+) csoport és azon olyan parcidlis
rendezés; hogy P izomorf a G ezen parcidlis rendezéshez tartozo posziti-
vitastartomanyaval. Legyen

G=PxP.

AG félesoporton definidlunk egy (binér) relacét. A tétel (4) és (1) feltételei
miatt minden (a,z) € G elemhez van egy és csak egy olyan z, € P elem,
amelyre

r+a=a+zx,

teljetil. Konnyen ellenorizheto, hogy rogzitett a € P esetén a

Ga: T — X,
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leképezés teljesiti a kovetkezo feltételeket:

(@)pa = a, (x+Y)ba = ()0 + (Y)Pa; (2)Pa)Pb = (T)Parts-

A mar emlitett relaciot a kovetkezoképpen értelmezziik:
(a,b)a(c,d akkor és csak akkor, ha a4+ (d)¢, = c+ 0.

Eloszor megmutatjuk, hogy a a G egy ekvivalenciarelaciéja. Teszoleges
a,b € P esetén
(a,b) a (a,b),

mert

a+ (b)pb=a+Db
teljestil
(b)pp =0
miatt. Igy « reflexiv.
Ha valamely a, b, c,d € P elemekre

(a,b) a (¢,d),
azaz
a +Ad)pp =¢ + b,

akkor
a+ (d)pp+d=c+b+d.

Viladgos, hogy
(d)p + d=d ((d)Pp)¢a = d + (d)Pp+a

bt+d = (b+d)dpra = (0)Pprat(d)dpra = ((b)Ps)Pat+(d)Ppya = (0)pat(d)dpia-

Ezért az
a+(d)gy+d=c+b+d

egyenloség
a + d + (d)¢b+d =c+ (b)¢d + (d)¢b+d

forméban irhatd, amelybdl a (d)¢y.q taggal val6 egyszeriisités utan

a+d=c+ (b)pqg,
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azaz

(¢,d) a (a,b)

adodik. Tehat o szimmetrikus relacio.
Az « reldci6 tranzitivitdsanak igazoldsahoz tegyiik fel, hogy

(a,b) a (c,d)
és
(a,b) o (g, h)
teljesiil valamely a, b, c,d, g, h € P elemekre, azaz
a+ (d)gp = c+ b,
a+ (h)op=g+b
teljesiil. Ezek felhasznaldasaval,
c+(h)gatb = ct+b+(h)d(d+b) = at(d) Py +(h) Pasr = a+(h)dp+(d) ¢y = g+b+(d)dp = g+d-+b.
A b-vel val6 egyszertisités utan'ebbdl

c+(h)ga=g+d

adodik, amely viszont ‘azt jelenti, hogy

(c,d) a (g, h).

Tehat atranzitiv.
A kovetkezo 16pésként megmutatjuk, hogy a kongruencia. Elészor azt
mutatjuk meg; hogy jobb kongruencia, majd azt, hogy bal kongruencia.
Legyenek (a, b), (¢,d), (g, h) € P x P tetszbleges elemek. Tegytik fel, hogy

(a,b) a (¢,d),

azaz

a+ (d)gy, = c+b.
Megmutatjuk, hogy

(a,b) + (g,h) a (¢, d) + (g, h).
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Mivel

(a,b) + (g,h) = (a+ (g)dp, h + b)
és

(c,d) + (g, h) = (c+ (9)¢a, h + d),
ezért azt kell megmutatnunk, hogy

a+(9)op+ (h+ d)dnip = c+ (g)da + h + 0.
Mivel
a—+ (d)¢b = C+b,

ezért

a+ (d)dy + (9)Pars + (h) Py = ¢ + b+ (9)Pasp =t (h) o
Az egyenloség bal oldala a kovetkezoképpen alakithato.

a+ (d)py + (9)Pars + (h)op = a + (d) s +((9)Pa) Dy + (h)dp =

=a+ (d+ (9)Pa)Pp + (h)dy = a +(g +d)op + (h)pp =
=a+(9)¢p + (d)dy + (h) oo = at (g)dp + (R)Ds + ((d) D) Py, =
=a+(9)dp + (h)Pnip + (d)Pormye, = @+ (9)P0 + (h)dnip + (d)Prrp =

=a+ (9)opt+A(h +b)Ppra + (d)Pnts,

amely megegyezik a bizonyitandd egyenléség bal oldalaval. A jobb oldal a
kovetkezéképpen alakithato.

¢+ b+ (g)pamtAh)pp = c+ b+ ((9)¢a)pp + (h) Py =

=c+ (g)pa+b+ (h)ppy =c+ (9)pa+ h+ b,

amely megegyezik asbizonyitandé egyenloség jobb oldalaval. Itt nem részletezzik,
de hasonléan bizonyithato, hogy « bal kongruencia. Igy o kongruencia a
(P x P/+) félesoporton.

A kévetkez6kben megmutatjuk, hogy a G’ = (P x P)/a faktorfélcsoport
csoport, Az vildgos, hogy az (a, a) rendezett parok egy a-osztalyt alkotnak;
ez az'6 osztaly az egységelem. Egy (a,b) part tartalmazé osztdly inverze
a (b,a) part tartalmazé osztaly. Az a — (a,0) leképezés S-nek G'-be vald
beagyazasa.
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Jelolések: Legyenek Aq, As, ... A, egy S félcsoport nem-iires részhalmazai.
Akkor legyen

A1A2...An:{a1a2...an: QIEAllglgn}

Ha Ay =---= A, akkor az A1 A, ... A, = A" jelolést hasznaljuk. Jelolésben
nem fodunk kiilonbséget tenni egy a elem és csak az a-t tartalmazo egyelemt
halmaz kozott. Igy példaul

aB ={ab: b€ B}.



6. fejezet

Félcsoport idealjai, a
Green-relacidok

Mint azt a bevezetében mar értelmeztiik, egy S félcsoport valamely nem-iires
I részhalmazat bal oldali idedlnak nevezziik, ha minden's € S és minden
a € I elem esetén sa € I, azaz SI C I; a‘jobb idedl fogalma a bal oldali
idedl fogalménak dudlisa. Ha I jobb oldali és bal oldali idedlja is egy S
félcsoportnak, akkor azt mondjuk, hogy I kétoldali idedlja, vagy roviden
idedlja S-nek.

Az S félcsoport valamely nem=tires A részhalmazat tartalmazo bal oldali
idedlok metszetét az A altal géneraltrbal oldali idealnak nevezziik. Ha A =
{a}, akkor az a elem &ltal-generalt {6 baloldali idealrdl beszéliink, amelyet
L(a)-val jeloliink. Vildgos, hogy L(a) = a U Sa = S'a. Ennek dudlisa az a
elem altal generalt f&jobb-oldali idedl, amelyet R(a)-val jeloliink. Vildgos,
hogy R(a) = aUaS = aS"'. Azaelem &ltal generdlt f6idedlt J(a)-val jeloljiik.
Nem nehéz beldtni;hogy J(a) = a UaS U SaU SaS = S'aSt.

Megjegyzés 6.1 Eqgy.S félcsoport tetszoleges a eleme esetén, azon S-beli
elemek,~amelyck ugyanazt a féidedlt generdaljak mint a, a J(a)-nak egy nem
tres részhalmazat alkotjdk; ezt a részhalmazt J,-val fogjuk jelolni. A J(a)\ Ju
halmazt1(a)-val jeléljiik.

Tétel 6.1 Tetszbleges félcsoport tetszbleges a eleme esetén I(a) vagy dires
vagy az' S félcsoport idedlja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy I(a) nem iires egy S félcsoport valamely
a eleme esetén. Legyenek s € S és b € I(a) tetszéleges elemek. Ha az
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bs € J(a) szorzat nem lenne I(a)-ban, akkor bs € J, teljesiilne, azaz fenndlna
a J(a) = J(bs) egyenldség. Mivel J(bs) C J(b), ezért a J(a) C J(b) tartal-
mazdst kapnank eredményiil. Mivel b € J(a), ezért J(b) C J(a). A két
tartalmazasbol J(a) = J(b) és igy b € J, kovetkezik, ami ellentmond a
be I(a) = J(a)\ J, tartalmazasnak. Igy bs € I(a). Hasonléan igazolhato,
hogy sb € I(a). Tehat I(a) idedlja S-nek. N

6.1. Rees-féle kongruencia, Rees-féle faktorfélcsoport

Lemma 6.1 Legyen S tetszédleges félcsoport és A az S 'tetszbleges idedlja.
Akkor o4 = {(a,b) € S x S: a=bwvagy a,b € A} az S kongruencidja.

Proof. Ha (a,b) € pa, akkor tetszéleges s € S-esetén as = bs vagy as, bs €
A. Hasonléan, sa = sb vagy sa,sb € A. Igy pa jobb kongruencia és bal
kongruencia, és igy o4 kongruencia (14sd a 7" Tételt). O

Definicié 6.1 A o4 kongruencidt az S felcsoport A idedlja szerinti Rees-
kongruencidnak nevezziik. A szerimte vett faktorfélcsoportot az S félcsoport
A idedlja szerinti Rees-féle faktorfélcsoportjdnak nevezzik és S/A-val jelolyiik.

Egy (9;-) félcsoport A idedlja szerinti Rees-féle faktorfélcsoportjara ugy
is tekinthetiink, mint egy olyan félecsoportra, amelynek az elemeit tigy is meg-
kaphatjuk, hogy az.S \ A halmazhoz adjungélunk egy 0 ¢ S\ A elemet, s az
igy kapott halmazon a kovetkezoképpen definidljuk a miiveletet: Tetszoleges
a,b & (S\ AU {0} elemekre

b a-b, haa,ba-be(S\A)
1o otherwise.

A'tovabbiakban, ha sziikséges, egy S/A Rees-féle faktorfélcsoportra az el6zéeknek
megfeleldé formaban fogunk hivatkozni. Ezt tessziik mar a kdvetkezo tételekben
is.

Tétel 6.2 Legyen J eqy idedlja, T pedig eqy részfélcsoportja eqy S félcsoportnak.
Akkot J N'T iedlja T-nek, JUT részfélcsoportja S-nek, valamint

(JUT)/J=T/(JNT).
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Bizonyitas. Mivel
(JUT)Y? =J2UuJTUTJUT? C JUT,

ezért J U T részfélcsoportja S-nek.
Legyenek t € T és a € J N T tetszoleges elemek. Akkor

ta,at € T,
mivel T részfélcsoportja S-nek. Ugyanakkor
ta,at € J,
mert a € J és J idealja S-nek. Tehat
ta,at € JNT,

¢s igy J NT idedlja T-nek. EDbbdl természetesen az is kovetkezik, hogy
J idedlja J U T-nek. Igy tekinthetjik a (JUT)/J és a T/(J NT) Rees
faktorokat. Ezekre kapjuk, hogy

(JUT)/J=({(JUT)\ HJO0=(T\J)uo=T/J,
valamint
T/(JNT)=(T\ (UNTHYO' = (T\J)u0 =T/J,

ahol 0,illetve 0’ jeloli a faktorfélcsopertok nullelemeit a fenti sorrendnek meg-
felelGen. O]

Tétel 6.3 LegyenJ eqysS félesoport tetszileges idedlja. Jelolje 6 az S félcsoportnak
az S/J Rees-féle faktorfélcsoportra vald természetes homomorfizmusdt. Ak-

kor az A ¥ 0(A) = A/J leképezés kilcsondsen egyértelmi megfeleltetést
létesit azS. félesoport J-t tartalmazd A idedljai és az S/J faktorfélcsoport
idedlja kozott, megpedig ugy, hogy az S félcsoport tetszoleges, J-t tartalmazo

A ddedlja esetén

(S/1)/(A]J]) = S/A.

Bizonyitas. Tekintsiik az S/J Rees-féle faktorfélesoportot (S \ J) U {0}
formaban. Akkor tetszéleges S-beli A DO J idedl esetén 0(A) = A/J = (A\
J) U{0}. Mivel # homomorfizmus, ezért §(A) idedlja S/J-nek. Konnyen el-
lenérizhetd, hogy ha @ tetszoleges idedlja az S/.J Rees-féle faktorfélcsoportnak,
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akkor A = 071(Q) az S félcsoport J = 071(0)-t tartalmaz6 idedlja, amelyre
0(A) = Q teljesiil. Igy 0 sziirjektiv leképezése az S félesoport J-t tartalmazé
idedljainak halmazardl az S/J Rees-féle faktorfélcsoport idedljait tartalmazd
halmazra. Megmutatjuk, hogy 6 injektiv is. El6szor is, ha A és B az~S
félcsoport J-t tartalmazoé olyan idedljai, amelyekre A C B teljesiil, akkor

A\J C B\ J

[gy, ha mindkét halmazhoz ugyanazt a 0 elemet adjungaljuk/ akkor az AlJ
Rees-féle faktorfélcsoport a B/ J Rees-féle faktorfélesoport valddi részfélesoportjaként
tekinthet6. Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy ha az S félcsoport valamely,
J-t tartalmazé A és B idedljaira ©O(A) = O(B), azaz A/J = B/J teljesiil,
akkor A = B. Tehat 0 valéban injektiv.

Az S félcsoport J-t tartalmazd tetszoleges A idealja esetén

(S/D)/(A]T) = ((S/T)\ (A/J])) U{0} = 5 \AU {0} = 5/A.

O

Definicié 6.2 Egy 0-elemes S-félcsoportot 0-egyszeriinek neveziink, ha S? #
{0}, és S-nek nincs a 0-t6l és onmagdtol kilonbozd idedlja.

Definicié 6.3 Egy nullelemet tartalmazo S félcsoport valamely M idedljdt
0-minimdlis idedlnak nevezzuk, ha M # {0} és csak 0 az egyetlen olyan
idedlja S-nek, amelyet M wvalodi modon tartalmaz.

Lemma 6.2 Ha M eqgy 0-minimadlis idedlja egy nullelemes S félcsoportnak,
akkor M? ={0} vagy M 0-egyszerti részfélcsoportja S-nek.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy M? # {0}. Akkor M? = M. Legyen a € M,
a # 0 tetszbleges elem. Mivel S'aS! az S félesoport M &lta tartalma-
zott, nullelemtdl kiilonbozd idedlja, ezért S'aS' = M Innen M = M3 =
MS*'aS*™M C MaM C M kévetkezik. Ezért MaM = M. A ? Lemma miatt
ez azt jelenti, hogy M 0-egyszerii. O

Kovetkezmény 6.1 Legyen S eqy félcsoport.

1. Ha I és J az S félcsoport olyan idedljai, amelyekre J C J' teljesiil,
akkor annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy J maxzimdlis J'-ben
(abban az értelemben, hogy nincs S-nek olyan K idedlja, amelyre J C
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K C J' teljesiilne) az, hogy J'/J 0-minimdlis idedlja S/J-nek. Ha
ez a helyzet, akkor J'/J vagy egqy 0-egyszerii félcsoport, vagy eqy zérd
félcsoport.

2. Az S félesoport valamely J idedlja akkor és csak akkor maximalis (valédi)
idedlja S-nek, ha az S/ J Rees-féle faktorfélcsoportnak nincs valédi nem
0 idedlja, azaz, ha S/J vagy 0-eqyszert, vagy eqy kételem zéro félcsoport.

6.2. Félcsoport fofaktorai

Definicié 6.4 Egy S félcsoport féfaktorain a J(a)/I(a) Rees-faktorfélcsoportokat
értjiik. Abban az esetben, ha I(a) = 0, akkor a J(a)/I(a) féfaktoron J(a)-val

wzomorf félcsoportot értunk.

Tétel 6.4 Tetszileges félcsoport tetszioleges fofaktoravagy eqy eqyszeri félcsoport,
vagy eqy 0-eqyszert félcsoport, vagy eqy zérd félcsoport.

Bizonyitas. Legyen S tetszéleges félcsoport és a € S egy tetszoleges elem.
Ha I(a) = (), akkor J(a) az S félcsoport minimélis idedlja. Akkor viszont a
Tétel 77 miatt J(a) = J(a)/I(a) egyszerd félcsoport. Vizsgaljuk tehdt azt
az esetet, amikor I(a) # 0. Mivel idedlok uni6ja idedl és I(a) maximalis idedl
J(a)-ban. Ezért J(a)? = J(a) vagy J(a)* C I(a). Az elsb esetben J(a)/I(a)
0-egyszertl, a mésodik esetben J(a)/d(a) zéré félcsoport. O

Definicié 6.5 Egy S félcsoportot féligegyszerii félcsoportnak nevezink, ha
manden fofaktora vagy egyszeri, vagy 0-egyszerii.

Definicié 6.6 Egqy S félcsoport-fosorin az S idedljainak olyan
S=8,5D>228,D8,1=0

véges sorozatat értjik, amely S-sel kezdodik, az ures halmazzal végzodik, és
tetszoleges 1 =1, ..., m index esetén sem adhato meg S-nek olyan J idedlja,
amelyre S; O J D.S;41 teljesilne (azaz a sor nem finomithaté). A fenti fésor
faktorain az S;11/S; (i =1,...,m) Rees-féle faktorfélcsoportokat értjiik.

Megjegyzés 6.2 A Tétel miatt, ha
S=828>2-285,28,1=0

eqy S félesoport fésora, akkor tetszélegesi =1, ..., m index esetén az Siy1/S;
Rees-féle faktorfélcsoport vagy eqy 0-eqyszert félcsoport vagy eqy zéro félcsoport.
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Tétel 6.5 Legyen S olyan félcsoport, amelynek van eqy
S=528D228,D8,1=0

fésora. Akkor kdlecsondsen egyértelmii megfeleltetés létezik a fésor faktorai’és
az S félcsoport fofaktorai kozott, mégpedig gy, hogy az egymdsnak megfelel-
tetett félcsoportok egymdassal izomorfak. Specidlisan, az S bdrmely két fosora
eqgymdssal izomorf, azaz kolcsonosen eqyértelmi megfeleltetés van barmely két
fosor faktorai kozott ugy, hogy az eqymdasnak megfeleltetett faktorok eqgymdssal
izomorfak. Az S azon idedlja, amely a fésor utolsé nems-ires eleme, az S
félcsoport magja.

Bizonyitas. Tekintsiik a fosor tetszoleges ¢ = 1,...,m indexhez tartozo
Siv1/S; faktorat. Legyen a € S;41/S; tetszbleges. Az vilagos, hogy J(a)US;11
az S félcsoport olyan idedlja, amelyre S; O J(a)U S C Sit1 teljesiil. Mivel
S; és Siyq egy fésor egymas melletti elemei, ezért'ebbdl a tartalmazasbol

J(a) U Si+1 = Sz

kovetkezik.
Legyen b € I(a) tetsz6leges.« Akkor

b &.Si1.

Ellenkez6 esetben azt’ kapnénk, hogy J(b) U Siyr = S, amibdl b € J (b)
kovetkezne, ellentmondva a b € I(a) feltételnek. Igy tehat minden b € I(a)
elemre b € S; ;1 teljesil, s'ezért

[(Cl) g SiJrl.

Masrészrol wiszont; ha ¢ € J(a) N S;41, akkor

J(c) C Sitq
, ezért
J(c) # J(a),
ami azt eredményezi, hogy
ce l(a).

Ez, és kozvetleniil az elézéekben bizonyitott I(a) C S;41 tartalmazas azt

eredményezi, hogy
I(CL) = J(a) N SZ'+1-
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A Tétel 6.2 szerint
J(a)/(J(a) N Siz1) = (J(a) U Siy1)/Sisa-

A bal oldali faktérfélcsoport izomorf a J(a)/I(a) Rees-féle faktorfélcsoporttal,
a jobb oldali pedig az S;/S;+1 Rees-féle faktorfélcsoporttal. Tehét, a fésor
S;/Sit1 faktora izomorf a J(a)/I(a) féfaktorral. O

6.3. A Green-relaciok

Tetszoleges S félcsoporton definidljuk a kovetkezd relaciokat. Akkor mond-
juk, hogy S valamely a és b elemei L-relaciéban [R-relaciéban| éllnak, ha az
dltaluk generalt f6 balidedlok [f6 jobbidedlok| megegyeznek, azaz, S'a = S'b
[aST = bS1]. Az vildgos, hogy L az S félcsoport jobb kengruencidja, R pedig
az S egy bal kongruencidja. Az £ és R relacick metszetét Heval jelljiik.

Lemma 6.3 Tetszdleges S félcsoport eseténLoR =R o'L.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (a,b) € LoR teljesiil egy S félcsoport valamely
a és b elemeire. Akkor (a,c) € L és (c,b) € R teljesiil S valamely ¢ elemeére,
azaz, megadhatdk olyan u,v € S¥elemek, hogy a = uc és b = cv. Legyen
d = av = ucv = ub. Mivel £ jobb kongruencia, ezért (a,c) € L-bél (av, cv) €
L, azaz, (d,b) € L kovetkezik. Mivel R bal kongruencia, ezért (c,b) € R-
bél (uc,ub) € R, azaz, (a,d) € R kovetkezik. Igy (a,b) € R o L. Tehat
LoR CRoLiA forditott tartalmazas hasonléan bizonyithato. Ol

Kovetkezmény 6.2 LoR =LV R.
Bizonyitas A szerint nyilvanvalo.

Az Lo R =R o L ekvivalencia relaciét D-vel fogjuk jelolni.
Lemma 6.4 'Legyenek a és b eqy S félcsoport R-ekvivalens elemei’ugy, hogy
b=as €sa=0bs. Akkor ac: x© — xs (v € L,), illetve o' y — ys, (y €
Ly) leképezések L, és Ly kézitti olyan bijekciok, amelyek egymds inverzei.

Tovabbd, mindkét leképezés R-osztdly tartd, azaz (x,x0) € R és (y,yo’) € R
teljesil minden x € L, és y € Ly, elemre.

Bizonyitas.
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Lemma 6.5 Legyenek a és c eqy S félcsoport D-ekvivalens elemei. Ha b az S
olyan eleme, amelyre (a,b) € R és (b,c) € L, tovabbd as = b, bs' = a, tb = c,
t'e=1b (s,s,t,t' € S'), akkor az x > tws (v € H,) és 2 + t'zs (z.¢€
H.) leképezések H, és H. kozotti olyan bijekciok, amelyek egymds inverzei.
Ebbil kovetkezden, az ugyanazon D-osztdlyban lévd H-osztl/yok szdmossaga
egymdssal megeqyezik.

Bizonyitas

Lemma 6.6 Tetszdleges S félcsoport tetszoleges L L-osztalya és tetszdleges
R R-osztdlya esetén az LR szorzat minden eleme ugyanabban a D-osztalyban
van.

Bizonyitas.
Lemma 6.7 Legyen D eqy S félcsoport tetszdleges D-osztdlya.

(1) Ha D tartalmaz egy requldris elemet, akkor D minden eleme requldris
(ekkor D-t requldrisnak nevezziik).

(2) Ha D reguldris, akkor mindenolyan L-osztdly és R-osztdly, amely
benne van D-ben tartalmaz eqy idempotens elemet.

Bizonyitas.



7. fejezet

Félcsoport transzlaciés burka,
félcsoportok idealbovitése

Definicié 7.1 Egy S félcsoport dnmagdba va’o A(.) leképezését-bal transzldcionak
nevezzik, ha S tetszdleges x,y elemei esetén A(xy) = lambda(x)y. Az S
félcsoportnak egy 6nmagdba vald (.)o leképezését jobb tramnszldcionak nevezzik,

ha tetszdleges x,y € S elemek esetén (xy)p = x(y)e teljesil. Azt mondjuk,
hogy egy A bal transzldcio és egy o jobb transzldacié.dllo lancszemet alkotnak,

ha S tetszbleges x,y elemei esetén z\(y) = (x)py.

Megjegyzés 7.1 For an arbitrary-element a of a semigroup S let N, [04]
denote the mapping of S ante itself defined by (s)\a = as [o.(s) = saf
(s € S). Konnyen ellendrizhetd, hogy A\, [0.] az S félcsoport bal [jobb]
transzldcidja. ‘Aa-t [oa=t] az S félcsoport (a eleme dlta definidlt) belsé bal
[jobb] transzldcidjanak nevezziik.” Az (za)y = x(ay) egyenldség miatt N\, €s
04 lameszemet alkotnak.

Lemma 7.1 FEgy S félcsoport bal [jobb] transzlicidinak A [P] halmaza az S
félcsoport 0sszes onmagba valo eqyértelmi leképezéseibdl dllo Ts félcsoportnak
eqy részfélcsoportja.

Bizonyitas. Ha z,y € S és A1, Ay € A tetszblegesek, akkor
(AA2)(@y) = Mi(Ae(zy)) = M((Ae(2)y) = M(Xe(2))y = ((MA2)(2))y-

A jobb transzlaciékra vonatkozo allitds bizonitdsa hasonlo.

Jelolje Ay, illetve Py egy S félcsoport belsé bal, illetve belsd jobb transzlaciéinak
halmazat.

o1
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Lemma 7.2 Tetszoleges S félcsoport esetén az a — N, illetve az a — o,
megfeleltetések (a € S) az S félcsoportnak MNg-ra, illetve Py-ra valé homo-
morfizmusai.

Bizonyitas. Mivel tetszileges s,a,b € S elemek esetén Ag(s) = (ab)s =
a(bs) = Aa(Mo(8)) = (AaXp)(s), valamint (s) 0. = s(ab) = (sa)b = ((s)a)op. =

(s)(0a0p), ezért az all'1tas nyilvanvald.

Lemma 7.3 legyenek A\ és o eqy S félcsoport tetszdleges bal, illetve jobb
transzldacioi. Legyen a € S. Akkor

)\)\a = )\)\(a)
€s

a0 = 0O(a)p-
Ha X\ és o ldncszemet alkotnak, akkor

AaX' = Ay

€s
004 = OX\(a)-

Bizonyitas. Minden # € S esetén
(M) (@) =Alaz) = (Ma))z = Ay, (7),

(z)0q0 = (za)o = x((a)o) = ()0(a)o-

Ha ) és o laneszemet alkotnak, akkor
Ma)(2) = Aa(A(2)) = a(Mx)) = ((a)o)z = A,

(2)(004) = ((z)0)0a = ((x)0)a = z(Aa)) = (2)0r(a)-

7.1. Félcsoportok transzlaciéos burka

Jelslések: Tetszbleges S félcsoport esetén jeldlje S az S azon A bal transzlaciéibol,
illetve o jobb transzlaci6ibol 4ll6 (A, o) parok halmazat, amelyek lancszemet
alkotnak. Jelolje Sy a (A4, 0,) parok halmazat!
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Lemma 7.4 Tetszéleges S félcsoport esetén?félcsopgrtot alkot a (A1, 01)(Ae, 02) =
(M A2, 0102) miveletre nézve. Ennek a félcsoportnak Sy egy részfélcsoportja.
Az a— (N, 04) leképezés S-nek So-ra vald homomorfizmusa.

Bizonyitas. Legyenek \; és )y tetszéleges bal transzlaciok, g, és po pedig
tetszoleges jobb transzlaciok. Az nyilvanvald, hogy A \; bal transzlacoi, 0205
pedig jobb transzlacié. Legyenek z,y € S tetszélegesek. Akkor

2((MA2)(y)) = 2(M(Xa(y)) = ((@)e1)(Aa(y) = (((2)e1) e2)y = ((x)(e102))y:

Ezért A\ Ay és 0105 ldncszemet alkotnak. Tehét S félcsoport. Mivel (Aq, 00 )( N, 05) =
(Aabs Qab), €zért Sg részfélesoportja S-nek. Az nyilvanvald, hogy a — (A4, 0a)
homomorfizmusa S-nek Sy-ra.

Definicié 7.2 Egy S félcsoportrol akkor mondjuk, hogy gyengén reduktiv, ha
tetszoleges a,b € S elemek esetén az ar =.br és xa = xb minden v € S-re
valo teljesilésébol a = b kovetkezik.

Lemma 7.5 Egy S félcsoport akkor és_csak akkor gyengén reduktiv, ha az
a — (Aa, 0a) homomorfizmus S-nek So~ra vald izomorfizmusa.

Bizonyitas. Legyen S gyengén reduktiv-félcsoport. Legyen (A\,,0.) =
(M\p, 0p) valamely a,b € S elemekre. akkor A\, = X\, és 0, = o, s ezért S
minden = elemére axr = by és xa = zb teljesiill. Mive S gyengén reduktiv,
a = b. Forditva, tegyiik fel, hogy.az a — (A4, 0,) homomorfizmus injektiv.
Ha a,b € S olyan elemek, hogy S minden x elemére ax = bx és xa = xb
teljestil, akkor (Agy0a) = (Ao, 08); s ezért a = b. Tehdt S gyengén reduktiv.

Tétel 7.1 Legyen S gyengén reduktiv félcsoport. Azonositsuk S-et az S
transzldcids, burkdnak belsd részével, azaz So-lal. Akkor S idedlja S-nek és
mindep a\€ S (X, varrho) € S esetén (A, p)a = Aa) és a(X, o) = (a)o.

Bizonyitas. Az el6z6 és a 7 Lemmat hasznalva,
<)‘7 Q)CL = (/\7 Q)(Aaa Qa) = (/\)\aa QQa) = <)\)\(a); Q)\(a)) = /\((l)

és

CL()\, Q) = (>\aa Qa)(Aa Q) = <>\a)\> Qa@) = ()‘(a)ga Q(a)g) = (a)g
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7.2. Félcsoportok idealbovitése

Definicié 7.3 Legyen A tetszdleges, Q) pedig nullelemes (de eqyébként tetszdleges)
félcsoport. Az S félcsoportot az A félcsoportnak a Q) félcsoporttal képezett
idedlbévitésének (roviden bévitésének) nevezzik, ha S tartalmaz olyan, az
A-val izomorf B idedlt, hogy az S/op faktorfélcsoport izomorf Q-val.,

Megjegyzés 7.2 Megjeqyezziik, hogy a tovdbbiakban A-t mindig azonositjuk
B-vel.

Tétel 7.2 Legyen A tetszoleges, () pedig nullelemes félcsoport.. Legyen ¢
a Q*-nak S-be valo parcidlis homomorfizmusa. Legyen S = AU Q*. Az
S-en értelmezzik a kovetkezd miveletet. Akkor (S;o) félcsoport, amely A-
nak Q-val valo bévitése. Ha A egységelemes félcsoport, akkor A-nak Q-cal
vald minden bév—itése a fenti mddon (azaz parcidlisshomomorfizmusokkal)
konstrualhato.

Tétel 7.3 Legyen A egy gyengén reduktiv félcsoport és S az A-nak vala-
mely nullelemes Q) félcsoporttal valé idealbovitése. Akkor van Q(A)-nak Q-val
olyan S idedlbév—itése, amelynek S részfélcsoportja. Forditva, ha van Q(A)-
nak Q-val eqy S" idedlbdvitése, akkor A-nak is van Q-val olyan idedalbdvitése,
amely az S" félcsoport részfélcsoportya.

Proof. Legyen S egy gyengén reduktiv A félcsoportnak egy nullelemes @)
félcsoporttal vald. idealbov—itése. Feltehetjiik, hogy S = A U Q*. Mivel A
gyengén reduktiv, ezért A beagyazhaté idedlként az Omega(A) transzlacids
burokba. Ennél a bedgyazasnal egy a € A elemhez a (A4, 0,) belsé bit-
ranszlaciot rendeljik hozza.



8. fejezet

Jobb (0-)egyszerii félcsoportok

Definicié 8.1 Egy S félcsoport S-tél kiilonbdzd jobb oldali'[bal oldali] idedljait
valddi jobb oldali [bal oldali] idedloknak nevezzik. Eqy félcsoportot jobb [bal]
eqyszerinek nevezink, ha nincs nem valédijobb [bal] oldali idedlja.

Tétel 8.1 Egy S félcsoport akkor és csak akkor jobb [ballegyszert, ha aS =
S (Sa = S) teljesil minden a € S eleme esetén.

Bizonyitas. Legyen S jobb egyszerl félcsoport. Tetszoleges a € S elem
esetén, aS az S egy jobb oldali idedlja, s ezért

aS = S.

Forditva, tegytik fel, hogy minden a € S elem esetén aS = S. legyen R
tetszoleges jobb oldali idealja S-nek. Akkor tetszoleges a € R elem esetén

S'=aS C RS CR,
azaz az R C S tartalmazas miatt
R=S
kovetkezik. Tehat S jobb egyszerti. O

Megjegyzés 8.1 Eqy félcsoport minden jobb [bal] oldali nulleleme bal [jobb]
oldali idealja a félcsoportnak.

Megjegyzés 8.2 Ha egy nullelemes S félcsoportban csak {0} az egyetlen
valédi jobb [bal] oldali idedl, akkor S* = S wvagy S* = {0}. FEzen utdbbi
esetben S-nek legfeljebb két eleme van.

95
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Definicié 8.2 Egy nullelemes S félcsoportot jobb 0-egyszerinek [bal 0-egyszerinek]
neveziink, ha S* # {0} és a nullelemen kiviil nincs mds valddi jobb [bal] oldali
wdedja.

Tétel 8.2 Legyen S egy nullelemes félcsoport. S jobb 0-egyszert [bal 0-
egyszert] akkor és csak akkor, ha S—{0} jobb egyszerii [bal egyszeri] félcsopert.

Proof. Legyen S tetszoleges nullelemes félcsoprt. Tegyiik fel, hogy .S jobb
0-egyszeri. Ha ab = 0 teljestilne valamely S-beli nemnulla a és b elemekre;
akkor Z, = {x € S : ax = 0} az S félcsoport a-t tartalmazé jobh oldali
idealja lenne, és S jobb 0-egyszeriisége miatt ez egyenld lenne S-sel. Ekkor
viszont aS = {0} teljesiilne, amibél azt kapndnk, hogy Z ={x € S: xS =
{0}} az S félesoport b-t tartalmazé jobb oldali idedlja, amibdlZ’= S addna.
Akkor viszont azt kapndnk, hogy S? = {0}, ami ellentmondés. Tehat S-ben
a nemnulla elemek egy részfélcsoportot alkotnak. liegyen B tetszoleges jobb
oldali idealja S — {0}-nak. Akkor {0} # B%jebb oldali idedlja S-nek, és {gy
BY = S. EbbSl B = S — {0} addédik. Tehat S~ {0} jobb egyszerti félcsoport.

Forditva, legyen S — {0} jobh egyszerii félcsoport. Akkor (S — {0})* =
S —{0}. Igy S? # {0}. Legyen, B:tetsz6leges nemnulla jobb oldali idedlja
S-nek. Az vildgos, hogy 0 € B« Mivel B — {0} jobb oldali ideélja az S — {0}
félesoportnak, ezért B—{0}= S—{0} az S—{0} félcsoport jobb egyszerii’ege
miatt. Igy B = S. Tehat S jobb 0-egyszerti. Ezzel a tételt bebizonyitottuk
a jobb oldali esetre. A’bal oldali esét bizonyiasa hasonléan végezhet6 el. [

Megjegyzés 8.3 Az elozo tétel alapjan a jobb 0-egyszeri, illetve bal 0-egyszeri
félesoportokat.megkaphatjuk, ha a jobb egyszeri, illetve a bal eqyszeri félcsoportokhoz
nullelemet adjungdlunk.

8.1. Idempotens elemet tartalmazdé jobb egy-
szeru félcsoportok

Lemma 8.1 Jobb egyszeri félcsoport minden idempotens eleme bal oldali
eqységelem.

Proof. Legyen e egy jobb egyszerii S félcsoport tetszoleges idempotens
eleme. Mivel S jobb egyszerii, ezért tetszoleges a € S elemhez megadhatd
S-nek olyan x eleme, melyre

er =a
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teljestl. Igy,
ea = e(er) = e*xr =ex = a

minden a € S elemre. Tehat, e bal oldali egységeleme S-nek.

A kovetkezokben azokkal a jobb egyszert félcsoportokkal foglalkozunk,
amelyek tartalmaznak legaldbb egy idempotens elemet (ilyenek példaul a
véges jobb egyszerii félcsoportok).

Lemma 8.2 Ha S olyan jobb egyszeri félcsoport, amely tartalmaz-legalabdb
eqy idempotens elemet, akkor S bal egyszerisitéses.

Bizonyitas. Jeloljon S egy olyan jobb egyszerii félcsoportot, amely tartal-
maz legalabb egy idempotens elemet. Legyenek a, b, ¢ € S-tetszoleges elemek.
Tegyiik fel, hogy

ca = cb.

Legyen f € Eg tetszoleges idempotens elem. A Tétel 8.1 szerint f az S bal
oldali egységeleme. Mivel S jobb egyszerliy‘ezért van S-nek olyan x eleme,

hogy

cr.= f.
Legyen
e=xc
Akkor
e: = rcxe = xfc=xc=e,
azaz

e € kg,

felhasznalva azt is, hogy f az S bal oldali egységeleme. Igy
a =ea = xca = xchb =eb=b.
Tehat S bal egyszertisitéses. Ol

Lemma 8.3 Ha S olyan jobb egyszeri félcsoport, amely tartalmaz legalabb
eqy idempotens elemet, akkor S tetszdleges e idempotens eleme esetén Se
cSoport.
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Bizonyitas. Legyen e egy jobb egyszerti S félcsoport tetszoleges idempotens
eleme. Az vildgos, hogy Se részfélcsoportja S-nek; ez tartalmazza e-t, amely
Se-nek bal oldali egységeleme (mert a Tétel 8.1 miatt e bal oldali egységelem
S-ben). Mivel minden a € eS elem a = se alakban irhaté valamely s €45
elemmel, ezért

ae = (se)e = se* = se = a,

azaz e az Se részfélcsoportban jobb oldali egységelem is. Tehat Seegységelemes
félesoport (benne e az egységelem). Legyen

a € Se
tetszoleges elem. Mivel S jobb egyszerii, ezért van.elyan x € S elem, hogy

ar = e.
Ebbal

a(ze) = (ax)e =€ = ¢

adodik. Tehdt xe € Se az a €1Se elem'jobb oldali inverze. Ebbol mar

kovetkezik, hogy Se az S félcsoport részesoportja. O

Definicié 8.3 Egqy S félesoportot jobbcsoportnak nevezink, ha jobb egyszeri
és bal egyszerisitéses.

Lemma 8.4 Egy S félcsoport’akkor és csak akkor jobbcsoport, ha az axr = b
egyenlétnek van eqy.€s csak egy megoldsa S-ben minden (a,b) € SX.S elempdr
esetén.

Bizonyitas. A lemma éllitasa a jobbesoport definicidjanak, illetve a Tétel 8.1-
nek kozvetlen kovetkezménye. O

Koénnyen ellenorizhet6, hogy minden csoport jobbcsoport, illetve minden
jobbzéreé félcsoport is jobbcsoport.

Megjegyzés 8.4 Mivel jobb eqyszeri félcsoportok direkt szorzata is jobb egy-
szerti, és bal eqyszerisitéses félcsoportok direkt szorzata is bal eqyszeHusitéses,
ezért jobbcsoportok direkt szorzata is jobbcsoport.

Tétel 8.3 Tetszoleges S félcsoporton a kovetkezo feltételek eqymadssal ekuvi-
valensek.
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(1) S jobbcsoport.
(2) S jobb egyszeri, és tartalmaz legaldbb egy idempotens elemet.

(3) S egy csoportnak és egy jobbzérd félesoportnak a direkt szorzata.

Proof. (1) implikdlja (2)-t. Minden jobbcsoport jobb egyszerii definicid
szerint, ezért csk azt kell megmutatni, hogy minden jobbcsoport tartalmaz
legaldbb egy idempotens elemet. Legyen a egy S jobbcsoport tetszoleges
eleme. S jobb egyszerlisége miatt van olyan e € S elem, hogy

ae = a,
és igy
ae® = ae,
amibdl
e2=c¢

kovetkezik S bal egyszeriisithetdsége miatt. Tehat e-az S félcsoport idempo-
tens eleme.

(2) implikalja (3)-t. Legyen S olyan tetszéleges jobb egyszerti félcsoport,
amely tartalmaz legaldbb egy idempotens elemet.” A Lemma 8.1 szerint S
minden idempotens eleme az S bal oldali egységeleme. A Lemma 8.2 szerint
S bal egyszeriisitéses. A Lemma-8.3-szerint minden S-beli e idempotens elem
esetén Se az S részcsoportja.

A bizonyitas tovabbi részében legyen e az S egy rogzitett idempotens
eleme. Jelolje G az Se részcsoportot. Mivel Es minden eleme az S bal oldali
egységeleme, ‘ezért Fg az S jobbzérd részfélcsoportja. Meg fogjuk mutatni,
hogy a GG csoportnak az Eg jobb zéré félcsoporttal képezett G x Eg direkt
szorzata izomorf S-sel. Pontosabban, megmutatjuk, hogy

D: (9, f) = gf

a G X/Eg direkt szorzatnat S-re vald izomorfizmusa. Mivel

(I)((glael)(927 62)) = (I)((glgz, 6162)) = q’((9192,€2)) =

= (q192)e2 = gre1gzea = P((g1, €1))P((g2, €2)),

ezért @ a G x Eg direkt szorzatnak az S félcsoportba valé homomorfizmusa.
Tegyiik fel, hogy

(I)(<gla 61)) = CI)((g% 62))7
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azaz
gi€1 = ga2€2.
Akkor
g1 = g1€ = g1€1€ = g2€2€ = g2€ = g2
és igy

go€2 = g1€1 = ga€1.

Mivel S bal egyszeriisitéses, ezért

Tehat
(91, 61) = (927 €2)>

és ezért ® injektiv. Mar csak azt kell megmutatniyhogy. @ sziirjektiv. Legyen
a € S tetszoleges elem. Akkor

ar = a
valamely = € S-re, amibdl
ar? = ax,
ebbdl pedig
=z

kovetkezik (ez utobbi az S bal egyszeriisithetésége miatt). Igy
r € Fg,
és
®((ae, ) = aex = ax = a.

Tehat @ szurjektiv. Igy
S =G X Es.

(3) implikalja (1)-et. A bizonyitds trivialis, mivel egy csoport és egy
jobbzéro félcsoport jobbesoport, ezért azok direkt szorzata is jobbcsoport. O

Tétel 8.4 Egy félcsoport akkor és csak akkor jobbcsoport, ha olyan diszjunkt
részcsoportjainak unioja, melyek eqységelemei a félcsoport jobbzérd részfélcsoportjat
alkotjdk.
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Bizonyitas. Legyen S jobbcsoport. Akkor a Tétel 8.1 miatt S minden idem-
potens eleme bal oldali egységelem, s ezért S idempotenseinek Eg halmaza
az S félcsoport egy jobbzéro részfélcsoportjat alkotja. Legyenek

a€sS

és
e € Fg

tetszoleges elemek. Mivel S jobb egyszerii, ezért megadhaté olyan . € S
elem, amelyre

ar = e

teljesiil. Ebbol

ara = ea = a

adodik, mivel e bal oldali egységeleme S-nek. /Megszorozva' ezen utobbi
egyenloséget x-szel balrdl, azt kapjuk, hogy

(za)? = ra,

azaz,
f=wa € Es.

Igy

a=ara=af € Sf.
Mivel S f részcsoportja S-nek (1asd a Tétel 8.3-t), ezért azt kaptuk eredményként,
hogy S minden eleme benne van S egy részcsoportjaban. fgy S diszjunkt
részcsopoprtokainidja, s a részcsoportok egységelemei (azaz az S idempotens
elemei) az S egy jobbzéré részfélecsoportot alkotjdk.

Forditva, legyen S olyan félcsoport, amely olyan diszjunkt részcsoportjainak
unidja; amelyek egységelemei az S félcsoport jobbzérd részfélecsoportjat al-
kotjak. A" Tétel 8.3 szerint elegend6 azt megmutatni, hogy S jobb egyszerti.
Legyenek

a,be S

tetszoleges elemek. Akkor megadhatdk olyan S-beli e és f idempotens ele-
mek, hogy

ac G, bedGy,
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ahol G, és G jelolik S azon maximalis részcsoportjait, amelyek egységelemei
az e, illetve az f idempotens elemek. Jeloljék

aleG, bleG
az a, illetve b elemek inverzeit (G.-ben, illetve Gy-ben). Akkor
aa"'b = eb = e(fb) = (ef)b= fb=0,

azaz
r=a'h

az ax = b egyenlet megoldasa S-ben. A Lemma 8.4 szerint elegendé mar csak
azt megmutatni, hogy az ax = b egyenletnek nines egynél tobb megoldasa.
Tegytik fel, hogy

ary = b

és
are = b
teljestl valamely a, b, 1, 9 € S elemekre. Tegytik fel, hogy
aeG,
valamely S-beli G, maximélis részcsoportra. Akkor
er; = a b = exs.
Ha x; € Gy, és z2 € Gy, (f1, f2 az S idempotens elemei), akkor

31 = fr1 = (efi)ry = e(fiz1) = exy = exy =

= e(forz) = (ef2)12 = for = 2 = 5.
O

Tétel 8.5 Idempotens elemet tartalmazo jobb egyszeriisitéses jobb eqyszert
félcsoport csoport.

Bizonyitas. Mivel egy jobb egyszeriisitéses jobbzérd félcsoport egyelemii,
ezért a tétel allitasa a Tétel 8.4 miatt nyilvanvald. O
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8.2. Idempotens elem nélkiili jobb egyszeri
félcsoportok

Tétel 8.6 Ha S egy olyan jobb egyszeri félcsoport, amely nem tartalmaz
idempotens elemet, akkor S minden L-osztdlya eqy elemet tartalmaz.

Bizonyitas. Legyenek a és b egy idempotens elem nélkiili jobb egyszerti
félcsoport olyan elemei, amelyek esetén

Sta = S'b.
Akkor megadhaték olyan x,y € S! elemek, hogy
a=uzxb
és
b= ya.

Tegyiik fel, hogy a # b. Akkor az x és y koziil-legaldbb az egyik nem egyenld
1-gyel. Ekkor viszont
a = xya,

ahol zy € S. Mivel S jobbegyszeri,ezért

aS =5,
s igy van olyan u € S elem, hogy
xry = au.
Ebbdl és az el6bbi egyenloséghdl
a = aua
, amibol pedig
au = (au)?

kovetkezik:Tehat au az S félcsoport idempotens eleme, ellentmondva az
S-re vonatkozo feltételnek. Igy

a=b.

Kovetkezésképpen S minden L-osztélya egy elemet tartalmaz. l
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Tétel 8.7 Ha S egy olyan jobb eqyszeri félcsoport, amely nem tartalmaz
idempotens elemet, akkor S minden a és b elemei esetén az ax = b egyenlet-
nek S-ben végtelen sok megolddsa van.

Bizonyitas. Legyen S olyan jobb egyszerii félcsoport, amely nem tartalmaz
idempotens elemet. Legyenek a,b € S tetszoleges elemek. Jelolje M, C S az
ax = b egyenlet megoldasainak halmazat. Legyen x € M, tetszoleges elem.
Mivel bS = S is teljestil, ezért megadhato olyan y € S elem, hogy

by = a.

Tekintsiik a
Y T = Tyx

leképezést (z € M,). Az ax = b és by = a egyenléségekbdl
ary = a,
ezen utobbi egyenléségbol pedig
ap(r) =a(xyx) =ar =b

adddik. Tehat
o(Mg) € M,.

Az vildgos, hogy p-nek nines fixpontja M,-ben. Ugyanis, ha valamely x €
M, elem esetén fenndllna az xyr = x egyenloség, akkor xy az S félcsoport
idempotens eleme lenne, ami nem lehet az S-re vonatkozé feltételek miatt.
TetszoOleges ¥ € M, elemmel képezziik az M elemeibol allé

= 2,0 (2) = p(2), ..., " V(@) = p(™(@)),... (81
sorozatot. Az vilagos, hogy
o™ (z) € xSz

minden m pozitiv egész szamra. Tegyiik fel, hogy

( (m)

o™ =

valamely n > m nemnegativ egész szamokra. Akkor

M (x) = " (x) = p(n —m) ("™ (x)) € "™ (2)5e"™ (x),
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amibdl azt kapjuk, hogy o™ (x)t az S félcsoport idempotens eleme valamely
t € S elemmel. Ez ellentmond annak a feltételnek, hogy S-nek nincs idempo-
tens eleme. Tehdt a (8.1) sorozat elemei az M, halmaz paronként kiilénbozé
elemei. Az M, halmaz tehat végtelen sok elemet tartalmaz. O

Tétel 8.8 Ha S eqy olyan jobb egyszeri félcsoport, amely nem tartalmaz
idempotens elemet, akkor S minden eleme az S wvégtelen sok kilonbozd fo
balidedljanak eleme.

Bizonyitas. Legyen b egy idempotens elem nélkiili jobb egyszerti félcsoport
tetszoleges eleme. Rogzitett a € S elem esetén jelolje M, az ax = b egyenlet
osszes S-beli megoldasainak halmazat. Az el6z6 tétel miatt M, végtelen sok
elemet tartalmaz. Ha u és v az M, kiilonboz6 elemei, akkor

b=au € Su

és
b= av € Svy

valamint a Tétel 8.6 szerint Su # Sv. Igybvégtelen sok kiilsnboz 6 balideal
eleme. Ol

Tétel 8.9 Ha S eqy olyan jobb' egyszeri félcsoport, amely nem tartalmaz
idempotens elemet, akkor S~minden x eleme esetén Sx is idempotens elem
nélkili jobb egyszeri félcsoport.

Bizonyitas. Legyen x egy idempotens elem nélkiili jobb egyszerii S félcsoport
tetszoleges eleme. Az vilagos, hogy Sz olyan részfélcsoportja S-nek, amely
nem tartalmaz-idempotens elemet. Legyen a € Sz tetszoleges eleme. Mivel
S jobbegyszerti, ezért

aS =S.
Ty
a(Sz) = (aS)x = Sx.
A Tétel 8.1 szerint Sz jobb egyszerti. O

A'tovabbiakban azokkal az idempotens elem nélkiili jobb egyszeru félcsoportokkal
foglalkozunk, amelyek jobb egszertisitésések. Példa ilyen félcsoportra az un.
Baer-Levi félcsoport.
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Definicié 8.4 Jeloljenek p > q tetszbleges végtelen szamossdgokat. Egy
S félcsoportot (p, q)-tipusi Baer-Levi félcsoportnak neveziink, ha megadhato
olyan p szamossdgi A halmaz, hogy S az A halmaz onmagaba valo mindazon
bijektiv n leképezéseinek félcsoportja (a leképezések kompozicidjdra nézve),
amelyek esetén az A\ An halmaz szdmossdga q.

Tétel 8.10 Tetszbleges p > q szamossagok esetén létezik (p, q)-tipusd Baer-
Lewvi félcsoport.

Bizonyitas. Legyen A egy p szamossagu halmaz. Legyenek & és 1 az A
onmagaba valé olyan bijekci6i, amelyekre az A \ A¢ és A\ An halmazok
szamossaga q. A tétel bizonyitasdhoz meg kell mutatni, hogy az" A \ A&n
halmaz szdmossiga is q. Mivel 1 bijektiv, ezért-A\ A¢-t bijektiv médon
képezi le An\ A&n-ra, és igy |A\ AE| = |An \ A&ny|. Mivel

AN\ Ay = (A\ An) U (An \ Ady),

és a jobb oldalon &all6 két diszjunkt halmaz mindegyikének a végtelen ¢ a
szamossaga, ezért az A\ A¢n halmaz szdmossiga is q. O

Tétel 8.11 Minden Baer-Levi félcsoport idempotens elem nélkili, jobb eqgy-
szeriusitéses €s jobb eqyszeri.

Bizonyitas.

Lemma 8.5 Legyen S eqy idempotens elem nélkiili jobb egyszert félcsoport.
Akkor tetszoleges xy € S esetén xy # y.

Bizonyitas.

Lemma 8.6 Legyen S egy idempotens elem nélkuli jobb egyszeriisitéses, jobb
egyszert félcsoport. Akkor tetszdleges x € S elem esetén|S \ Sx| = |S|, és igy
S szamossdga sziikségképpen végtelen.

Bizonyitas.

Tétel 8.12 Legyen S idempotens elem nélkili, jobb eqyszeriisitéses, jobb egy-
szert félcsoport. Akkor S-et be lehet dgyazni egqy (p,p)-tipusi Baer-Levi
félcsoportba, ahol p = |S)|.

Bizonyitas.
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Tétel 8.13 Eqy S félcsoportot akkor és csak akkor lehet bedgyazni eqy idem-
potens elem nélkili jobb egyszeriisitéses, jobb egyszeri félcsoportba, ha S
idempotens elem nélkili jobb eqyszerisitéses félcsoport.

Bizonyitas.






9. fejezet

(0-)egyszertii félcsoportok

Definicié 9.1 Egy S félcsoport S-tol kulonbozé idedljait walodi idedloknak
nevezzik. Eqy félcsoportot eqyszeriinek nevezunk, ha nincs nem valodi idedlja.

Tétel 9.1 Egy S félcsoport akkor és csak akkor egyszeri, ha S = SaS tel-
jestul minden a eleme esetén.

Bizonyitas.

Tétel 9.2 Ha egy S félcsoport minimalis jobb oldali idedljainak unicja, akkor
S egyszeri félcsoport.

Bizonyitas. Tegyik fel, hogy egy S félcsoport el6all R; (¢ € I) minimélis
jobb idedljainak unidjaként. Legyenek x € S és y € R; tetszlleges elemek
(i € I). Akkor'yzS az:S olyan jobb oldali idedlja, amelyik benne van az R;
minimalis jobb oldali idedlban. Ezért

yrS = R;.
Ezért
S - UiE[R’i = Uyegy$5’ == SI'S
A Tétel 9.1 szerint ez azt jelenti, hogy S egyszeri félcsoport. l

Megjegyzés 9.1 Egy félcsoport nulleleme (ha létezik) idedl.

Megjegyzés 9.2 Ha egy nullelemes S félcsoportban csak {0} az egyetlen
valédi idedl, akkor S* = S vagy S* = {0}. Ezen utdbbi esetben S-nek legfel-
jebb két eleme van. Mint, ahogy azt az elozo szakaszban mar ismertettik, eqy

69
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nullelemes S félcsoportot 0-egyszeriinek neveziink, ha S* # {0} és a nullele-
men kivil nincs mas valodi idedja.

Tétel 9.3 Egy 0-elemes S félcsoport akkor és csak akkor 0-eqyszeri, ha min-
den 0 # a € S elem esetén SaS = S.

Proof. Legyen S 0-egyszerti félcsoport. Akkor S? # {0}. Legyen B = {b €
S SbS = {0}}. Az vildgos, hogy B az S félecsoport idedlja. ‘Ha B 7 {0}
teljesiilne, akkor B megegyezne S-sel, amibOl S? = {0} és fgyS? = {0}
adédna, ami ellentmondds. Tehat B{0}, azaz SaS = S minden 0 #.a.€ S
elemre.

Forditva, legyen S olyan nullelemes félcsopoprt, amelyben SaS = S tel-
jesiil minden 0 # a € S elemre. Akkor S® = S, amibol S? # {0} kovetkezik.
Legyen A az S félcsoport tetszéleges nem-nulla-idedlja. Akkor tetszdleges
0=#£a¢€ Aesetén S = SaS C SAS C A, amibol A= S addédik. Tehat S

0-egyszeri félcsoport. O

Definicié 9.2 Egy S félcsoportwalamely M idedljat minimdlis idedlnak ne-
vezzik, ha nem tartalmazza valodi modon Stegyetlen idedljat sem.

Megjegyzés 9.3 Ha A és B egy S félcsoport idedljai, akkor AB is ide(ja
S-nek és AB C ANB. Ebbél kovetkezik, hogy minden félcsoportnak legfeljebb
egy minimalis idedlja van.~Ha eqy félcsoportnak van minimdlis ideljja, akkor
azt a ﬂ/csoport magjanak nevezzik. Konnyen ldthato, hogy eqy félcsoportnak
akkor és csak akkor-wan magja, ha osszes idedljinak metszete nem tures.

9.1. . Croisot-Teissier félcsoportok

Legyenek p és g olyan végtelen szamossagok, amelyekre p > ¢ teljesiil. Le-
gyen A olyan halmaz, melynek szamossaga nagyobb vagy egyenl6 mint p.
Legyen & = {&; : i € I} az A halmazon értelmezett paronként kiilonbozoé
olyan ekyvivalencia-relacidk halmaza, amelyek szerint vett A/E; faktorhalma-
zok mindegyike p szamossagu. Az A halmaz egy B részhalmazardl azt mond-
jukyhogy £ éltal jol szepardlt, ha B szamossiga p és minden egyes &;-nek
a B-re val6 & N (B x B) lesziikitése a B identikus reldciéja. Minden ¢ €
indexre jelolje T; az A-nak 6nmagéba valé mindazon (-)n; leképezéseinek hal-
mazat, amelyekre a kovetkezok teljestilnek:

Lomion; ' =&
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2. A-nak valamely, £ altal jél szepardlt B részhalmaza esetén
(a) An; C B és
(b) |B\ Ani| =q.

Megjegyezziik, hogy ha A-nak van &£ altal jol szeparalt részhalmaza, akkor
minden ¢ € [ indexre a T; halmaz nem tires.

R. Sikorski példat adott ilyen esetre. Legyenek I tetszéleges nem-tires
halmaz. Jeloljon F egy végtelen p szamossdgi halmazt. Jelolje A az E hal-
maznak énmagéval képezett |I|-szeres descartes szorzatét, azaz A /mindazon
kivalasztasi fliggvények halmaza, amelyek minden [-beli ¢ indexhez egy E-
beli elemet rendelnek. Tetszoleges j € I index esetén jeldlje £ az A halmaz
kovetkezé ekvivalencia-relaciéjat: valamely a,b € A elemek akkor és csak
akkor dlljanak relaciéban, ha a(j) = b(j). Az vilagos, hogy

|A/E;] = |E| = p.
Az is igaz, hogy az A halmaz mindazon b.elemeinek B halmaza, amelyekre

b(i) = b(j)

teljesiil minden 7,5 € [ indexekre,"az A-nak egy, az £ altal jél szeparalt
részhalmaza.

Ha az A halmaz tartalmaz € altal'jél szeparalt részhalmazt, akkor a fent
definidlt leképezések U, Ty halmazat C'T(A, E, p,q) médon fogjuk jeldlni.

Lemma 9.1 CT(A, & p,q) olyan félcsoportot alkot a leképezések kompozicidjdra
nézve, amelyben.a T; részhalmazok jobb oldali idedlt alkotnak.

Bizonyitas. A bizonyitashoz elegend6 azt megmutatni, hogy tetszoleges
1,7 € I indexek és tetszbleges £ € T;, n € T} elemek esetén {n € T;. Legyenek
tehat i, j € I és.£ € T;, n € T tetszolegesek. Akkor

ot =&, nont=¢,

tovabba megadhato A-nak két olyan, £ altal jol szeparalt X és Y részhalmaza

amelyekre
ACC X, Ancy,

valamint

(XN AL =Y\ Anf = ¢
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teljestilnek. Ezen feltételekbol egyrészt

(En)o(en) ™ =gonon ot =¢og o =foixot T =€ogT 2

kovetkezik.
Legyen
Z = Xn.
Akkor
1Z] = 1X] = p,

mivel X jél szepardlt £ altal, s ezért n-nak X-re valé lesziikitése bijektiv.
Mivel
ZCAnCy,

azaz Z benne van egy £ éltal jol szeparalt részhalmazban, valamint |Z| = p,
ezért Z jol szepardlt £ altal.
Mivel

A€ C X,

ezért
Aén S Xn=Z.

Mivel n-nak X-re vald/lesziikitése bijekcio, ezért
q = [ X\ AL = [(X\ An| = [Xn \ Ayl = 2\ An].
A fentiek egytitt azt eredményezik, hogy
&n €T

Ezzel megmutattuk, hogy CT (A, &, p, q) olyan félecsoportot alkot a leképezések
kompoziciojara nézve, amelyben a T; részhalmazok jobb oldali idealt alkot-
nak. O

Definicié 9.3 A CT(A,E,p,q) félcsoportot Croisot-Teissier-féle félcsoportnak
nevezzik.

Lemma 9.2 Egy CT(A,E,p,q) félcsoportban a T; részhalmaz minden 1 € I
index esetén minimalis jobb oldali idedl.
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Bizonyitas. Legyen S = CT(A,&,p,q) egy tetszileges Croisot-Teissier-
féle félecsoport, valamint 7; (i € I) a félecsoportot definidlé részhalmazok
egyike. T; a Tétel 9.1 szerint az S félcsoport egy idedlja. Legyenek &,n € T;
tetszoleges elemek. Akkor megadhaté A-nak két olyan, £ altal jol szeparalt
X ésY részhalmaza amelyekre

A C X, AncCy,

valamint

(XN AL =Y\ Anf =q

teljesiilnek. Definidljuk A-nak 6nmagédba val6 ( leképezését a kovetkezéképpen.
El6szor (-nak A&-n vald hatasat értelmezziik. Tetszoleges x € A esetén rén-
delje ¢ az x€ elemhez az xn elemet. Mivel

Lol =& =non !,

ezért ¢ jol definialt, egyértékii leképezés. Valoéjaban (‘az A halmaznak az An
halmazra valé bijekcidja. Mivel X jol szepardlt £ dltal ésmert A C X, ezért
minden x € A elem esetén van egy és csak egy olyan &;-osztaly, amely xé-t
tartalmazza. Ennek az osztalynak minden eleméhez rendelje ¢ az xn elemet.
Jelolje C' azon &; osztalyok halmazat, amelyeknek A&-vel vett metszete az
iires halmaz. Mivel

|AfE =P,
ezért
IC] <p.
Mivel p végtelen és
Y\ An| = p,

ezért megadhaté C-nek Y \ An-ba egy olyan ¢ bijekcidja, amelyre

(Y \ A\ Co| =p

teljesiil. Valasszunk egy ilyen 0-t, és definidljuk (-t a C' halmazhoz tartozo
&; osztalyokon a kovetkezdképpen: adott C-hez tartozd &; osztdly minden
eleméhez ¢ rendelje hozza az Y \ An halmaz azon elemét, amelyet § az &
osztalyhoz rendelt. Az vilagos, hogy

Co¢l =&,
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ACCY
és
Y\ ACl = [(Y \ An) \ C6| = p.
Mindezek miatt
CeS=CT(AE,pq).

Tovabba az is nyilvanvald, hogy

£C=1.
Az el6z6ek alapjan tehat minden £ € T; elem setén
£ES=25.
Ebbdl viszont méar adédik, hogy T; minimalis ideédlja S-nek. O

Tétel 9.4 Minden Croisot-Teissier-féle CT(A, E,p, q) félcsoport idempotens
elem nélkili eqyszeri félcsoport.

Bizonyitas. Legyen CT(A, £, p, q) tetszoleges Croisot-Teissier-féle félcsoport.

A Lemma 9.2 szerint a CT' (A€, p, q) félcsoportot definialé T; (i € I) részhalmazok
a CT(A,E,p,q) félcsoport minimélis jobb oldali idedljai. Mivel CT(A, €&, p, q)
ezen jobb oldali idedlok tniéja, ezért a Lemma 9.2 szerint CT(A, &, p, q) egy-
szerl félcsoport.

A bizonyitas hatalévé vészében megmutatjuk, hogy a CT(A, &, p, q) félcsoport
nem tartalmaz idempotens elemet. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy a
CT(A,E,p,q) félesoportnak van olyan £ eleme, amelyre £ = ¢ teljesiil.
Jelolje X az A halmaz egy olyan, £ altal jol szeparalt részhalmazat, amelyre
AL CX és X\ AE| = q teljesiil. Mivel &-nek X-ra vald lesziikitése bijekeid,
ezért

XE\ AL =q¢.
Mivel
XEC AE,

ezért viszont a £2 = ¢ feltétel miatt
XE\ A =0,

ami ellentmond az el6z6 eredménynek, mivel g végtelen szamossagot jelol. O
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Tétel 9.5 Egy S félcsoportot akkor és csak akkor lehet bedgyazni eqy idem-
potens elemet nem tartalmazo jobb egyszeri félcsoportba, ha S nem tartalmaz
idempotens elemet, és ha xu = yu teljesil valamely x,y,u € S elemekre, ak-
kor zv = yv minden v € S elemre fenndll.

Bizonyitas.






10. fejezet

Teljesen (0)-egyszerti
félcsoportok

10.1. Rees-matrix félcsoportok

Legyen G egy csoport. jelolje GO azt a félcsoportot, amelyet a G cso-
portbdl gy szarmaztatunk, hogy ahhoz egy nullelemet adjungalunk. A G°
félcsoportot 0-elemes csoportnak fogjuk nevezni.

Legyen X egy tetszéleges nem-iires halmaz, és legyen i +— a; X-nek G°-
ba val6 leképezése. Ha a; = 0 minden 7 € X" indexre, akkor a ;¢ ya; Osszeget
definidljuk ugy, hogy az legyen egyenld a 0 elemmel. Ha a; # 0 valamely
J € X indexre, de az 0sszes /tobhi i € X indexre a; = 0, akkor a X;cxa;
osszeget szintén definidljuk ugy, hogy az legyen egyenl6 az a; elemmel. Ha
a; # 0 és ap # 0 teljestl valamely j # k indexekre, akkor a ¥;cxa; Osszeget
nem definidljuk.

Legyenek 7 és A tetsz6leges nem-iires halmazok. A GO feletti T x A
tipusu matrixot Rees-matrixnak nevezziik, ha legfeljebb egy egy olyan eleme
van, amely nem egyenl6 a 0 elemmel. Ha ez az elem a G csoport a eleme,
amely a matrixban az i-dik sorban, illetve a j-dik oszlopban &ll (azaz az
(i,7) rendezett parhoz van hozzérendelve), akkor a métrixot (a);; médon is
fogjuk jelélmi. A (0);; kifejezést is fogjuk hasznalni; ez tetszéleges ¢ € I és
J € A index esetén azt az [ x A tipusi Rees/matrixot fogja jelolni, amelynek
minden eleme a 0 elemmel egyenld.

Legyen P = (py; egy G° feletti tetsz6leges A x I tipusi mdtrix (vagyis
nem feltétleniil egy Rees-matrix).

7
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Lemma 10.1 Nullelemes csoport feletti tetszéleges I x A tipusi (a);; és
(b),+ Rees-mdtrizok és tetszdleges A x I tipusi P mdtriz esetén (a);; P(b)q
eqy Rees-matriz, mégpedig

(a)ijp(b)rt = (aprjb)it-
Bizonyitas. on olyan

Definicié 10.1 Egy S félcsoport valamely e # 0 idempotens elemét primitiv
wdempotens elemnek nevezzik, ha tetszdleges [ idempotensvelem esetén az
f <e feltételbol f = 0 vagy f = e kovetkezik.

Definicié 10.2 Egy legalabb kételemii egyszerd S félcsoportot” [illetve eqy
O-egyszerit S félcsoportot] teljesen egyszeriinek-fteljesen 0-egyszerinek] ne-
veziink, ha tartalmaz egy primitiv idempotens elemet:"Az eqyelemii félcsoportot
teljesen eqyszerinek tekintjik.
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10.2. A Rees-tétel

Ebben a fejezetben a teljesen egyszeri, illetve a teljesen 0-egyszerti félcsoportokat
jellemezziik a Ress-matrix félcsoportok segitségével.

i
oP






11. fejezet

Félcsoportok szubdirekt szorzat

Tétel 11.1 (Birkhoff-tétel) Minden félcsoport felbonthato szubdirekt irredu-
cibilis félcsoportok szubdirekt szorzatdra.

Proof. Legyen S tetszoleges félcsoport. Ha S egyelemti, akkor a tétel llitasa
nyilvanval6. Tegyiik fel, hogy |S| > 2. Az.S félcsoport tetszbleges, egymatdl
kiilonbo6z6 a és b elemei esetén jelolje P, az.S félcsoport mindazon ¢ kong-
ruencidinak halmazat, amelyre (a,b) ¢ @ teljesiil. P, , # 0, mert g € P,
A P, halmaz a relaciok tartalmazdsara nézve részben rendezett. Megmu-
tatjuk, hogy F,; minden részlancanak van P,p-ben felsé korlatja.
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12. fejezet

Félcsoportok félhaloja

Definicié 12.1 Legyen C félcsoportok eqy osztilya. Eqgy S-félesoport vala-
mely o kongruencidjdt C-kongruencidnak nevezzik, ha az S/o faktorfélcsoport
benne van C-ben; az ehhez tartozo particiot S C-felbontdasdanak navezzik. Ha o
a legsziikebb C-kongruencia (ha létezik ilyen), akkor a hozzd tartozd particict
S legbdvebb C-felbontdsdnak nevezziik, s az Sfa faktorfélesoportrol azt mond-
Juk, hogy az S legbovebb C-homomorf képe.

Megjegyzés 12.1 Az vildgos, hogy ha'V félcsoportoknak tetszéleges varietdsa,
akkor az S-en értelmezett V-kongruencidk metszete is V-kongruencia, s igy
létezik S-nek legszikebb V-kongruencidja, azaz legbdvebb V-felbontdsa.

Definicié 12.2 Ha eqgy S! félesoport_minden eleme idempotens, akkor S-et
kotegnek nevezziik. Egy kommutativ kotegre azt mondjuk, hogy félhdlo.

Megjegyzés 12.2 Mivel a félhalok varietast alkotnak, a fenti megjeqyzésnek
megfelelden minden félcsoportnak Iétezik legbévebb félhdlo-felbontdsa, azaz
legsziikebb félhdlo-kongruencidja. Ebben a fejezetben megkonstrudljuk tets-
Holeges félesoport legszikebb félhalo-kongruencidjdt.

Definicié 12.3 Egqy félcsoport valamely I idedljat teljesen prim idedlnak ne-
vezziik, ha S tetszoleges a,b elemei esetén ab € I-bol a € I vagy b € 1
kovetkezik.

Definicié 12.4 Eqy S félcsoport valamely F részfélcsoportjdt filternek ne-
vezzik, ha S tetszdleges a,b elemei eseténb ab € F-bdl a,b € F kovetkezik.

33
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Megjegyzés 12.3 Tehdt eqy S félcsoport valamely nemiires részhalmaza ak-
kor és csak akkor filter, ha a komplementere eqgy teljesen prim idedl.

Megjegyzés 12.4 Ha I egy valodi teljesen prim idedlja eqy S félcsoportnak,
akkor S felbomlik I és I komplementerének félhdalojara. Forditva, ha egy S
félcsoport felbomlik két részfélcsoportjanak félhdlojara, akkor abbol az eqyik
az S félcsoport eqy valodi prim idedlja.

Tétel 12.1 Legyen J eqy S félcsoport filtereinek valamely nem-tires részhalmaza.
Akkor

o;=A{(a,b) e SxS: (VFelJ)abeF vagya,b¢ F}

az S félcsoport eqy félhdlo-kongruencidja. Forditva, S tetszéleges félhalo-
kongruencidja a fenti modon dllithato elo.

Proof. Az nyilvanvald, hogy o; az.S félcsoport ekvivalenciarelacidja. Legye-
nek a,b, s € S tetszéleges elemek. Tegyiik fel, hogy (a,b) € 0;. Ha a,b € F
valamely F' filterre, akkor sa,sb & F vagy saysa ¢ F attdl fliggéen, hogy
s € F,vagy s ¢ F. Ha a,b ¢ I, akkor tetsz6leges s € S esetén sa,sa ¢ F,
mert F' komplementere teljesen prim ideal:” Tehat o; bal oldali kongruencia.
Hasonléan adodik, hogy gs-jobb oldali kongruencia. Tehat o; az S félesoport
egy kongruencidja. Mivel minden F filterre és minden a € S elemre a? € F
akkor és csak akkor teljesiil, ha a € F, ezért (a,a?) € o; minden a € S
elemre. Tehat az S/o; faktorfélecsoport egy koteg. Tegyiik fel, hogy ab € F'
teljestih S valamely F' filtere és valamely a,b elemei esetén. Akkor a € F' és
b e F, de ekkor ba € F. Ezért (ab,ba) € o, s ezért az S/o; faktorfélcsoport
egy félhalo.

Forditva, legyen o egy félhalé-kongruenciaja egy S félcsoportnak. Jeloljiik
az /o félhalét Y-nal, és a o-osztalyokat S,-val (v € Y'). Adott a € Y elem
esetén legyen F,, = Ug>q, peySs. Ha B > a és § > a, azaz fa = o és
oo = iy akkor fda = alpha, és ezért 50 > «. Ebbdl az addédik, hogy Fi,
részfélecsoportja S-nek. Ha $d > «, azaz fda = «, akkor Sa = alpha and
o = a, és igy B > a és 0 > «. Ez viszont azt jelenti, hogy F, filter.
Legyen J az F, filterek halmaza. Megmutatjuk, hogy o = o;. Ha (a,b) € o,
akkor a,b € F, vagy a,b ¢ F, minden a € Y-ra. Ezért (a,b) € o;. Tehdt
o C oy. Tegyiik fel, hogy (a,b) € o;. Jeldlje £ és n az Y azon elemeit,
amelyekre a € Sg és b € S, teljestil. Mivel a € Fg, ezért b € Fg¢, amibdl n > ¢
kovetkezik. Mivel b € F), ezért a € F,, amibdl § > n kovetkezik. Ezért
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¢ =mn, azaz (a,b) € 0. Tehdt o; C 0. Kovetkezésképpen o = 0. Ezzel a
tételt bebizonyitottuk.

Megjegyzés 12.5 Vilagos, hogy filterek nem-iires részhalmazdinak metszete
15 filter. Ezért eqy S félcsoport tetszileges x eleme esetén van S-nek olyan
legsziikebb filtere, amely x-et tartalmazza; jeldlje ezt a filtert N(x). Legyen
N, ={y € S: N(x)=N(y) }. Az el6zd tételt is haszndlva, vildgos, hogy
ezek az Ny-ek az S félcsoport legsziikebb félhdlo-kongruencidjinak osztdlyas.

Definicié 12.5 Egy félcsoportot félhdlofelbonthatatlannak nevezink, ha az
univerzalis relacioja az egyetlen félhdlo-kongruencidja.

Lemma 12.1 Egy S félcsoport tetszoleges x eleme esetén Ny félhalofelbonthatatlan
félesoport.

Bizonyitas. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy van” N,-en olyan o félhalo-
kongruencidja, és vannak olyan a,b elemei, amelyekre (a,b)¢ o teljesiil.
Mivel a,b € N,, vilagos, hogy N(a) = N(b). = N(z). Mivel (a,b) ¢ o, az
el6z6 tétel miatt van N,-nek olyan F filtere, hogy a €F és b ¢ F, vagy
a ¢ F ésbe F. Mivel F filter S-ben is, ezért N(a) # N(b). Ez ellentmond
a fenti egyenloségnek.

Kovetkezmény 12.1 Minden félcsoport felbonthato félhalofelbonthatatlan félcsoportok
félhdlojara.

Definicié 12.6 Egy S félesoportot arkhimédeszi félcsoportnak nevezink, ha
barmely két elemét véve, mindegyik osztoja a masik valahanyadik hatvanydnak.

Tétel 12.2 Minden arkhimédeszi félcsoport félhdlofelbonthatatlan.

Bizonyitas. Legyenek a és b egy arkhimédeszi félcsoport tetszoleges ele-
mei. Akkor a™ = xby és O™ = uav teljesiil valamely pozitiv egész n és m
szamras valaming S valamely x, y, u, v elemeire. Legyen 7 tetszoleges félhalo-
kongruengia S-en. Akkor

L ruav = 0™ 1.

@t a” =abyr xb™ 'y Tab™yb = ruavyb T(xby)(uav) = a"(uav) Tua"
Tehat 7 az S félcsoport univerzalis-relacidja.

Tétel 12.3 Tetszoleges félcsoporton a kovetkezo két feltétel eqymdassal ekuvi-
valens.
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(1) S arkhimédeszi félcsoportok félhdldja.

(2) Tetszdleges S-beli a és b elemek esetén abbol a feltételbdl, hogy a osztja
b-t, kévetkezik, hogy a® osztja b valahanyadik hatvdnydt.

Definicié 12.7 Legyen Y egy félhdld, és legyenek S, (o € Y) tetszébleges
félcsoportok gy, hogy So N Sz = 0 minden a # [ (ayBr€ Y ) esetén.
Tegyiik fel, hogy minden o > B (o, € Y) esetén van olyan. (.)¢pa. s ho-
momorf leképezése Sq-nak Sg-ba, hogy az aldbbiak teljestilnek

(1) o =1tds,, (a €Y),

(2) Gap© Ppy = Par minden > 3> (a,B,7 €Y ) esetén.

Az S = UyeySa halmazon definidljunk egy * /miveletet a kévetkezéképpen.
Haa € S, ésbe S, akkor legyen a * b= (a)Puap(b)Pp s, ahol a jobb olda-
lon (a)pa.as €5 (b)psas kizitt az Sap félcsoportbeli miveletet kell tekinteni.
Konnyen ellendrizhetd, hogy S erre a maiveletre nézve félcsoportot alkot, és
S az S, félcsoportok Y félhaloja. Bzt a félesoportot az S, félcsoportok erds
félhdldjanak nevezziik és S = [Y; Sa, dap] mddon jeloljik. A {papsla>p
leképezés-csalddot az S-en értelmezett miveletet meghatdrozé homomorfiz-
musok tranzitiv-rendszerének nevezzuk.

Megjegyezzik, hogy.a> [ esetén S, U Sp retrakt bévitése Sg-nak.

Tétel 12.4 Tetszbleges félcsoport esetén az alabbi feltételek egymdssal ekvi-
valensek.

(1) S részesoportok félhdldja.
(2) S.részcsoportok erds félhdloja.

Bizonyitas. Vilagos, hogy elegendé csak azt bizonyitani, hogy (1)-bél kovet-
kezik/(2). Legyen az S félcsoport a G, részfélcsoportok Y félhaldja (a € Y).
Legyenek o és 3 tetszoleges Y-beli elemek az o > 3 feltétellel. Ha eg jeloli
G egységelemét, akkor ¢, 5 : a— aeg (a € G,) a G, részcsoportnak a G
részcsoportba vald leképezése. Mivel tetszoleges a,b € G, esetén

(ab)a,s = (ab)es = a(beg) = ales(beg) = (aes)(bes) = (a)Pa,5(D)Pa,p;
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ezért o p homomorfizmus. Az vildgos, hogy ¢, = idg, minden o € Y-
ra. Legyenek «, 3,7 € Y tetszoleges elemek gy, hogy o > b > ~. Akkor

esey = (ep)psn = ((€5)*) s = (e8)Ppn(es)ps, = (epe,)? miatt ege, a G,y
egységeleme, azaz ege, = e,. Ezért tetszbleges a € G, esetén

(a>90a,'y = G€y = A€pey = (CL)SOa,,B © ¥By-

Tovabbd, tetszéleges o, 3 € Y és tetszbleges a € G,,b € G esetén

ab = (ab)eas = (acap)(beap) = (@)Pa,as(b)$s,as-
Ezért S a G, (o € Y) részesoportok erds félhéléja.

Tétel 12.5 Ha S =[Y; Sa, ¢up) az S, félecsoportok félhdaléja, akkor S elddll
olyan T,, félcsoportok szubdirekt szorzataként, ahol minden. a=ra T, izomorf
Sq-val vagy S°-lal.

Bizonyitas. Ha a az Y nulleleme, akkor legyenn 7T,/= S;, egyébként pedig
legyen T, az a félcsoport, amelyet S,-bdl egy 0, nullelem adjungaldsaval
kapunk. Minden a € Y elem esetén definialjuk S-nek egy onmagaba vald
()8, leképezését a kovetkezéképpen. Legyen (b)6, = (b)¢sa, b € Sp és
B > «, és legyen ()6, = 0, mindendnds esethen. Legyenek b € Sg és c € 9,
tetszoleges elemek. Ha By > «, akkor kapjuk; hogy

(0)0a(c)0a = (0)Ppal )P0 = [((0)¢5,57)((€)Py.57)|P8y.0 =

a (bc)ﬁbﬁfy,a = (bC)@a.

Minden més esetben pedig
(0)0a(c)bs = 04 = (bC)b,.

Kovetkezésképpen 6, az S félcsoportnak T,-ra valé homomorfizmusa. Az
vildgos, hogy
0: s+ ((5)0a)acy

az S félesoportnak a (T, )acy félcsoportok szubdirekt szorzatara valé homo-
morfizmusa. Tegyiik fel, hogy ()0 = ()¢ valamely b € Sz és ¢ € S, ele-
mekre. Akkor minden o € Y elem esetén 3 > « akkor és csak akkor teljestil,
ha v > o fenndll, és igy 8 = . Akkor viszont b = (b)8s = (¢) = theta, = c,
azaz 0 injektiv.
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Kovetkezmény 12.2 A kételemd félhalo az egyetlen nemtrividlis szubdirekt
irreducibilis félhdlo.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az el6z6 tételt arra az esetre, amikor S = Y és
minden S, trivialis (azaz egyelemt).

12.1. Kotegek

Az el6z6 fejezetben mar definidltuk a koteg fogalmat. A kotegek vizsgdlataban
fontos szerepet jatszanak a deréksziigii kotegek. Lassuk ezek egyik definiciéjat!

Definicié 12.8 Legyenek A és B tetszéleges nem-tires halmazok: Az A X B
descartes-szorzaton definidljunk egy miveletet a kévetkezb6képpen. Ha (a,b) és
(c,d) tetszdleges Ax B-beli elemek, akkor legyen (a, b)(c,d) = (a,d). Kénnyen
ellendrizhetd, hogy ezzel eqy asszociativ mieletet definidltunk A x B-n. Az
gy definidlt félcsoportot derékszogi kotegnek nevezziik.

Tétel 12.6 Tetszoleges S félcsoporton a kovetkezo feltételek egymdssal ekvi-
valensek.

(1) S derékszigi kiteg;

(2) S sehol sem kommutativ;

(3) S kiteg és teljesiti az aba = a azonossdgot;

(4 )5 kitegiés teljesiti az abc = ac azonossdgot.

(5) S eqy balzérd és egy jobbzérd félcsoport direkt szorzata;

Proof. Az nyilvédnval6, hogy (1)-b6l kovetkezik (2). Megmutatjuk, hogy (2)-
bol kévetkezik (3). Legyen S sehol sem kommutativ félcsoport. Tetszoleges
a € S elem esetén a és a® egymdssal felcserélhetdk, ezért a = a?, azaz S
koteg Mivel tetszéleges a,b € S elemek esetén a(aba) = aba = (aba)a, ezért
a = aba. Igy S teljesiti (3)-at. Megmutatjuk, hogy (3)-bdl kovetkezik (4). Le-
gyenek a,b, c € S tetszéleges elemek. Akkor abc = (aca)(bc) = a(cabe) = ac.
Tehét S teljesiti (4)-et. Megmutatjuk, hogy (4)-bdl kovetkezik (5). Tegytk
fel, hogy S teljsiti (4)-t. Legyen a € S tetszOleges elem. Legyen L = Saés
R = aS. Akkor sata = sa és asat = at (s,t € S) miatt L egy balzéré,
R pedig egy jobbzéro félcsoport. Megmutatjuk, hogy S = L x R. Legyen
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(sa,at) € L x R tetszOleges elem. Legyen ¢((sa,at)) = sat. Mivel minden
s € S elemre s = saas, ezért ¢ is sziirjektiv. Megmutatjuk, hogy ¢ injectiv.
Legyen ¢((sa,at)) = ¢((ua,av)) (s,t,u,v € S). Akkor sat = wav és igy
sa = sata = uava = ua, valamint at = asat = auav = av. Tehat (sa,at) =
(ua, av), amely azt eredményezi, hogy ¢ injekt'iv. Mivel ¢((sa, at)(ua, av)) =
o((sa,av)) = sav és ¢((sa,at))p((ua,av)) = (sat)(uav) = sav, ezért ¢ ho-
momorfizmus. Teh’t ¢ egy izomorf leképezése az | x R direkt szorzatnak az
S-re. Mar csak annak igazoldsa van hatra, hogy (5)-bél kovetkezik (1). De
ez a derékszogi koteg definicidja alapjan nyilvanvalo. 0

Tétel 12.7 Tetszdleges S kiteg esetén o = {(a,b) € S X S : a = aba €s b=
bab} az S legsziikebb félhdlo-kongruencidja.

Bizonyitas. Az nyilvanvald, hogy o reflexiv és szimmetrikus. Megmutatjuk,
hogy o tranzitiv. Tegyiik fel, hogy acb és boc teljesiil az S koteg valamely
a, b, c elemeire. Akkor

a = aba = a(bcb)a = ab(cba)(cba) = a(beb)a(cba)= (aba)(cba) = acba

és, hasonldan,
a = abea.

Ezekbdl viszont
a = (acba)(abca) = (ae)(badb)(ca) = a(cbc)a = aca
adodik. Hasonlé médon bizonyithaté.-hogy
¢ = cac.

Igy acc. Tehét o tranzitiv.
Megmutatjuk, hogy .o jobbkongruencia. Legyenek a,b,c € S tetszoleges
elemek. Tegytik fel, hogy acb. Akkor

(ac)(abe)(ac) = (ac)(abe)(abac) = a(cab)(cab)(ac) = a(cab)(ac)
= (ac)(abac) = (ac)(ac) = ac,
(abe)(ac)(abe) = (ab)(ca)(ca)(be) = (ab)(ca)(bc) = (abc)(abe) = abe.
Igy acoabe. Tovabba,

(be)(abe)(be) = (be)(abe) = (babe)(abe) = b(abe)(abe) = (bab)e = be,
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(abc)(be)(abe) = (abe)(abe) = abe.
Igy becoabe. Mivel o tranzitiv, ezért acobc. Tehat o jobbkongruencia. Ha-
sonléan bizonyithaté, hogy o balkongruencia. Ezért o kongruencia. Mivel
ab = (ab)(ba)(ab)
és
ba = (ba)(ab)(ba),

ezért aboba. Igy S/o kommutativ koteg, azaz félhalé. Legyen 7 az .S koteg
tetszoleges félhalo-kongruenciaja. Akkor tetszoleges a,b € S esetén az acb
feltételbdl

a = abatbab=b

kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy o C 7, azaz o az S koteg legsziikebb félhélé-
kongruencigja. O
Kovetkezmény 12.3 Minden kéteg derékszogi kotegek félhdloja.

I
Megjegyzés 12.6 Tetszdleges S kiteg esetén az a < b (a,b € S) akkor és

csak akkor, ha ab = a,ba=b modon definidalt reldcio egqy parcidlis rendezési
reldacio, azaz reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv.

Tétel 12.8 Legyen Y félhdlo.. Tetszbleges v € Y elem esetén legyenek L.,
és R dtetszbleges mem tres halmazok gy, hogy L, N Ls = R, N Ry = 0,
ha 6 #7. Legyen'S, = L, x R,. Minden v > § esetén legyenek adottak
az sy 05y VAT (Ls) és Bys Sy, = T(Rs) figguények, amelyek a
kovetkezéképpen wannak definidlva.

Qs c (i p) — oz((;g“),

Byt (i) — Bﬁ?

Teqyiik fel, hogy minden v,0 € Y és minden (i,u) € S, (j,v) € Ss elemekre
teljestilnek a kovetkezok.

(1) [O“/”/ | = [BS/Z#)] =K,

(2) [\ a5 = &, B0 )] = ¢ for some (k,€) € Sys.
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(k8 _ Gn) ()

(3) a (2) jeldléseit haszndlva, minden € < vd esetén a5 = acy ogs

k, i, j,v
855 = g

Legyen S = Uqey Sa. A fenti jeloléseket haszndlva, definidljunk eqy x miveletet
S-en a kévetkezéképpen (i, ) * (j,v) = (k,§). Akkor (S, ) kéteg. Forditva,
minden koteget igy lehet konstrudlns.

Bizonyitas. Legyen S egy koteg. Az el6z6 tétel miatt S el6all S, derékszogii
kotegek Y félhaléjaként. A 7 Tétel miatt minden v € Y esetén vannak
olyan L, balzéré és R, jobbzéréd félecsoportok, hogy S, = L, x Ry S, -
t azon081tan1 fogjuk L, x R,-val, és S-et S = U,yey(L X R )| formaban
tekintjiik. Termeszetesen feltehetjuk hogy LyNLs = R,NRs = (Z) ha v #4.

Legyenek ~ és 0 tetszOleges Y-beli elemek ugy, hogy v > 9. Legyen
(i, ) € S, tetszOleges. Ha (j,v) € Ss, akkor (¢, u)(j,v) =(k,€) € Ss, és igy

(k&) = (i, ) (G, (@, 1) (G, )]Gy v) = (k, )G, )= (k,w),
és ezért £ = v. Ha (j,0) € Ss, akkor
(&, 1) (5, 0) = (&, )[4, v) (G, 0)] = [(2, ) (G w)) (G, @) =K, v)(j,0) = (k,0)
(1 u)

amely azt mutatja, hogy k£ nem fiigg’a v-tél. Igy definidlhatunk egy oy
fiiggvényt Ls-n, amely teljesiti a kovetkezo feltételt:

(i, 1) (G, v) = (a5 j{v) (ism) €5, (j,v) € S5 7 > d).

Ennek dualisaként, definidlhatunk egy 82" fiiggvényt Rsn, amely teljesiti
a kovetkez6 feltételt:

() (00w) =8y () € S, (j.v) € S5 2 6).
Ez lehetové teszi, hogy definialjuk a kovetkezd fiiggvényeket.

Qs i (i) = o, ((i,p) €Sy, v 20

Bost (ip) = B ((i,u) € 8y, 7 > .

(1) kozvetleniil kovetkezik O‘M és 6 ") definiciéjabol. Legyen (i, ) € S,
s (j,v) € Ss. Akkor (i,pu)(j,v) = (k: f) valamely (k,§) € S,s-1a. Legyen
e < 99 és legyen (l,n) € S.. Akkor

(@501, m) = (k. ) (1n) = (i, ) (7, ) (1) = (a1, n)
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és igy
(k&) _ (i) (V)
aen/é - CKS,YM)O[E’J :

Ebbél kovetkezik a (2) formula; az e = 7d vélasztas mellett pedig az (1)
formula. Ugyanebbél adédik (3) elsd képlete, ha feltessziik, hogy € < 0.
A (2) és (3) masodik képlete az elsé képletek dudlisai. A (2)-bol és«(k, &)
definici6jabdl adodik, hogy (i, p)(4,v) = (i, ) * (j,v). Bazel a tétel elsé
részét bebizonyitottuk.

A forditott allitas bizonyitasa egyszeri. i



13. fejezet

Félcsoportalgebrak

Definicié 13.1 EgyF test feletti algebrdn olyan A = (A; +,+) gydrit értink,
amely esetén (A;+) vektortér F felett és tetszdleges ayb € A és tetszbleges
a € [ esetén

(wa)b = a(ab) = a(ab)

teljesil. Az algebra rendjén annak, mint I, feletti vektortérnek a dimenziojdt
(azaz bazisdnak szamossdgdt ) értjiik.

Ebben a jegyzetben mindvégig véges dimenzids algebrakkal fogunk fog-
lalkozni.

Definicié 13.2 Egy A algebra idedljin' A-nak egy olyan részhalmazat értjik,
amely olyan altere A-nak, mint vektortérnek, amely altér egyben idedlja A-
nak, mint gyirinek. Az A algebra egy B idedljinak k-dik hatvanydn (k egy
pozitiv egész) A-nak azt az alterét értjik, amelyet a B elemeibdl képezhetd
osszes k-tényezds szorzatok -halmaza generdl, ez az altér egyben az A algebra
idedlja.

Definicio 13.3 Egy A algebra B idedljat nilpotens idedlnak nevezziik, ha
megadhatd olyan k pozitiv egész szim, hogy B* = {0}. FEgy A algebra
0sszes milpotens idedljanak uniojat az algebra nilradikdljanak nevezzik, és
R-rel gelolyiik.

Definicié 13.4 Egy A algebra a elemét nilpotens elemnek nevezzik, ha meg-
adhato olyan n pozitiv egész szam, amelyre a™ = 0 teljesiil. Az a € A elemet
valddi nilpotens elemnek nevezzik, ha minden v € A elem esetén xa nilpotens

93



94 FEJEZET 13. FELCSOPORTALGEBRAK

elem (ekkor ax is nilpotens, mert (za)™ = 0-bdl (ax)" ™ = a(xa)"x = 0 kivet-
kezik).

Definicié 13.5 Egy algebra a elemét idempotens elemnek nevezzik, ha a® =
a.

Tétel 13.1 Minden olyan véges dimenzios algebraban, amely tartalmaz legaldbb
eqy nem-nilpotens elemet, van legalabb eqy nulldtol kilonbozé . idempotens
elem.

Tétel 13.2 Legyen A olyan véges dimenzids algebra, amelyben mem minden
eleme nilpotens. Akkor A tetszdleges nem valodi a nilpotens eleméhez van
olyan e # 0 € A idempotens elem és olyan x € A elem, hogy ax= e.

gbf Bizonyitas. Legyen a € A tetszéleges. /Akkor aA az A algebra egy
részalgebraja. Ha ez nem tartalmaz idempotens elemet, a Tétell3.1 miatt
minden eleme nilpotens. Ez viszont azt jelenti, hogy avalédi nilpotens elem.
Tehat, ha a nem valédi nilpotens elem, akkor aA tartalmaz legalabb egy e
idempotens elemet, s ezért ax = e teljesil valamely = € A elemre. O

Tétel 13.3 Véges dimenzids algebra walodi nilpotens elemeinek dsszege is
valodi nilpotens.

Bizonyitas. Legyenek'a és b egy véges dimenzids A algebra valodi nilpotens
elemei. Tegytik fel, indirekt modon, hogy a + b nem valédi nilpotens elem.
Akkor a Tétel 13.2 miatt van .4-nak olyan e idempotens eleme, hogy valamely
x € A elemre

(a+by=ax+br=e.

Az vilagos, hogy.axés br valodi nilpotens elemek. fgy eaxe és ebxe nilpotens
elemek. Ha n jeloli eaxe nilpotencidjanak fokat, akkor

0 = (eaze)" = (e — ebze)" = e — cbre,

azaz
e = cbxe

teljesiil valamely ¢ € A elemmel. Ez viszont ellentmondas, mert cbzre valodi

nilpotens elem, e pedig idempotens elem.

Tétel 13.4 Véges dimenzios algebra nilradikdlja megegyezik a valodi nilpo-
tens elemeinek halmazdval.
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Bizonyitas. Legyen a egy véges dimenzids A algebra R nilradikaljanak
tetszoleges eleme. Akkor tetszileges x € A elem esetén xa benne van az A
egy C nilpotens radikaljaban. Ha C™* = {0}, akkor (za)™ = 0. tehdt a erdsen
nilpotens elem.

Forditva, tegyiik fel, hogy a € A egy erdsen nilpotens elem. Akkor O






14. fejezet

Félcsoportok
matrixreprezentacioi
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15. fejezet

Automataelméleti alkalmazasok
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