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Bevezeto

Mivel szinte minden, a gyakorlatban fontos algebrai struktira definicigjaban szerepel a
széban forgd miiveletre (miiveletekre) vonatkozdéan az asszociativitds kovetelménye, ezért
elméleti szempontbdl hasznosak szamunkra az olyan algebrai struktiraval kapcsolatos in-
formaciok, amelyben egy miivelet van értelmezve, s ez a miivelet asszociativ. Az ilyen
algebrai strukturat félcsoportnak nevezziik. A félcsoportnak nem csak az algebrai struk-
turdk elméletében, hanem az alkalmazasokban is jut szerep. A szamitégéptudomanyban
kozvetleniil is alkalmazhaté automataelméletben, a karakterisztikus félcsoport révén, a
félcsoportelméleti eredmények felhasznalast nyerhetnek. Itt utalunk a [9] konyvre és a
[3], [1] elektronikus jegyzetekre.

A félesoportok elmélete 1ényegében a milt szazad 40-es, 50-es éveiben vette kezdetét.
Magyar matematikusok is szép eredményeket értek el ezen a teriileten. Az irodalom-
jegyzékben emlitésre keriil tolitk példaként néhdny olyan munka ([12], [14], [17], [1&],
[20], [27], [30], [36], [37], [39]), amelyek témédja kapcsolddik e jegyzet egyes fejezeteinek
témaihoz.

A félesoport fogalma a csoport fogalméanak, illetve a gytirt fogalménak altalanosita-
sa. A csoport olyan félcsoport, amelyen a tekintetbe vett miivelet invertalhaté, a gytri
pedig egy olyan multiplikativ félcsoport, amely egy mésik mivelettel, az igynevezett
Osszeadassal egyiitt bizonyos feltételeknek tesz eleget. Ez a tény a félcsoportelmélet
kialakulasanak kezdetén determindlta a félcsoportelméleti kutatasok jellegét. Egyrészt
jellemz6 volt, hogy a vizsgalatok kézéppontjaban féleg olyan félcsoportok alltak, amelyek
sokban hasonlitottak a csoportokhoz, példaul abban, hogy minden elemnek van valami-
lyen értelemben vett inverze (reguldris félcsoportok, inverz félcsoportok). A kezdeti ku-
tatdsokat masrészt az is jellemezte, hogy a félcsoportok vizsgalata soran a gytirtielmélet
fobb eredményeit igyekeztek atfogalmazni a félcsoportokra.

Az algebrai strukturdk vizsgalatdban a kongruenciak koézponti szerepet jatszanak.
Ebbdl a szempontbdl lényeges kiilonbség van a félcsoportok és a fenti 6szehasonlitdsban
szerepl6 csoportok, illetve gytirik kozott. Egyrészt azért, mert amig a csoportok, illetve
gytrik esetében kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés van a kongruencidk és a csopor-
tok normalis részcsoportjai, illetve a gytriik idedljai kozott, addig a félcsoportok esetében
sokkal kedvezdtlenebb a helyzet. Ugyan egy félcsoport bizonyos részstrukturai, példaul az
idealok, vagy a reflexiv unitér részfélcsoportok meghatarozzak az illeté félcsoport egy-egy



kongruencigjat, de a félcsoportok esetében nincsenek olyan részstrukturak, amelyek kol-
csonosen egyértelmit modon determindlnak egy félcsoport kongruencidit. Mésrészt azért,
mert a félcsoportok esetén - ugyan két kongruencia infimuma (hasonléan a csoportokhoz
és a gyliriitkhoz) megyegyezik a kongruencidk metszetével - két kongruencia szuprémuma
altalaban nehezen kezelheté. Ugyan ismert, hogy egy félcsoport két kongruenciajanak
szuprémuma megegyezik a két kongruncia uniéjanak tranzitiv lezartjaval, azonban ennek
az egyes vizsgalatokban val6 alkalmazésa altalaban nehézkes. Vannak olyan kongruenci-
akkal kapcsolatos konstrukcidk, amelyek hatasosan alkalmazhatoéak a csoportok, illetve
a gyuriuk vizsgalatakor, viszont a félcsoportok elméletében nem miikodnek kell6képpen,
az elézoekben részletezett okok miatt. A kongruencidkban megnyilvanulé kiilonb6zoség
korlatot szabott a fentebb vazolt altalanositasi torekvéseknek, s a félcsoportelmélet mar
kialakuldsanak korai szakaszaban kiérlelte a sajat mddszereit. Olyan specidlis konstruk-
ciok jelentek meg a kutatasokban, illetve a mar meglévok koziil olyanok keriiltek elotér-
be, amelyek eredményesen hasznalhatdk a félcsoportok vizsgalataban. Ilyenek példaul
a félcsoportok kiilonbozo tipusi koteg-felbontasai, foleg a félhalo-felbontas, illetve a fél-
csoportoknak szubdirekt irreducibilis félcsoportok szubdirekt szorzatara valo felbontasa.
A jegyzetben kiilon fejezetet szenteliink mind a félhélé-felbontasnak, mind a szubdirekt
szorzatnak, ezen beliil a szubdirekt irreducibilis félcsoportoknak.

A 17 fejezetbol all6 jegyzet a Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemen
a Matematika Alapszak keretén beliil "Félcsoportelmélet” cimmel tartott szabadon va-
laszthaté téargyam el6addsainak anyaga alapjan késziilt. A jegyzet az [5], [0], [I1], [20],
[25] [38] konyvek jeloléseit, fogalmait hasznalja, és egyes fejezeteinek eredményei is fel-
dolgozasra keriiltek. Beépitésre keriilt a [7], [10], [16], [19], [21], [23], [28], [32], [33], [34],
[39], [11] cikkekben publikélt eredmények némelyike is.

Az 1. fejezetben a félcsoportelmélet legalapvetébb fogalmaival, a 2. fejezetben a
félcsoportok kongruencidival, a 3. fejezetben a félcsoportok homomorfizmusaival, a 4.
és 5. fejezetekben a félcsoportok idedljaival, illetve idedlbovitéseivel, a 6. fejezetben a
regularis félcsoportokkal és az inverz félcsoportokkal, a 7. és 8. fejezetekben a jobb (0-
Jegyszert, illetve a (0-) egyszerti félcsoportokkal, a 9. fejezetben a teljesen (0-) egyszerii
félcsoportokkal, a 10. fejezetben a félcsoportok félhalo-felbontasaval, a 11. fejezetben
a félcsoportok szubdirekt szorzataval, illetve a szubdirekt irreducibilis félcsoportokkal,
a 12. fejezetben a kongruencia-felcserélheté félcsoportokkal, a 13. és 14. fejezetekben
félcsoportoknak csoportokba, illetve csoportok uniéjaba valé bedgyazhatésagaval, a 15.
fejezetben a félcsoportalgebrakkal, a 16. fejezetben félcsoportok jobbreguldris matrix-
reprezentaciojaval foglalkozunk. Az egyes fejezetek végén feladatok talalhatdok. A 17.
fejezet ezek megoldasait tartalmazza.

A jegyzet lektoralasat Szoke Magdolna végezte. Koszonetet mondok lelkiismeretes
munkajaért. Ertékes megjegyzéseivel, javaslataival nagymértékben hozzajarult ahhoz,
hogy minden bizonyitasi részlet értheto, a jegyzet konnyen olvashatd legyen.

Nagy Attila



1. fejezet

A félcsoport és csoport fogalma

1.1. A mivelet fogalma

1.1. Definicié Legyen n tetszdleges pozitiv egész szam, és leqyenek Aq, ..., A, tetszdle-
ges nem tres halmazok. Az Ay, ..., A, halmazok ebben a sorrendben képezett Descartes
szorzatdn az

AlX“'XAn:{(ala"'7a’n) . aleAl,...,anEAn}

halmazt értyiik, azaz mindazon n-elemi sorozatok halmazat, amely sorozatok mindegyi-
kében az i-dik elem az A; halmaz valamely eleme.

1.2. Definicié Legyen A tetszéleges nem tires halmaz, €és legyen n tetszéleges pozitiv
egész szam. Azmn-szeres A X ---x A Descartes szorzatnak az A halmazba vald egqyértelmi
leképezését az A halmazon értelmezett n-vdltozos miwveletnek nevezziik. Az A halmaz egy
elemének kijelolését az A halmazon értelmezett 0-vdltozos miveletnek nevezziik.

1.3. Definicié Egy olyan (nem iires) A halmazt, amelyen értelmezve van legaldbb egy
mivelet, algebrai struktirdnak neveziink. Ennek jelolése: (A;Q), ahol Q0 jeloli az A
halmazon értelmezett miuveletek halmazdt. Az A halmazt az algebrai struktira alaphal-
mazdnak is szoktdk nevezni.

Ebben a jegyzetben miveleten mindig kétvaltozos miiveletet fogunk érteni. Ha x jelol
egy A halmazon értelmezett (kétvéltozds) miiveletet, akkor az (a,b) € A x A elempér
* szerinti képét *(a,b) helyett a * b médon jeloljiik. Az a x a elemet jelolhetjiik 2a-
val, de jelolhetjiik a-tel is, annak mintdjira, hogy a szamokndl a + a helyett 2a-t,
illetve a - a helyett a?-t frunk. Az els6 esetben azt mondjuk, hogy additiv frdsmédot, a
masodik esetben multiplikativ irdasmoédot haszndlunk. Additiv {rasmoéd esetén a miivelet
jeleként a + jelet, multiplikativ {frasmod esetén a miivelet jeleként a - jelet hasznaljuk.



Multiplikativ irdsmdd esetén (ha nem okoz félreértést) a miivelet jelét elhagyjuk, s az a-b
kifejezés helyett egyszertien ab-t irunk. Ebben a jegyzetben féleg multiplikativ irdsmddot
hasznalunk.

1.4. Megjegyzés Ha nem okoz félreértést, vagy ha nincs sziikség rd, akkor egy algebrai
stukturdt csak az alaphalmazdval jelolyik. Ezek szerint, A jelolhet eqy halmazt és egy
algebrai stukturdt is.

1.5. Megjegyzés Eqgy miveletet tabldzatos formdaban is megadhatunk. Példaul, eqy A =
{a,b} alaphalmaz esetén a kovetkezd tdblazatban

SN O
SIS IS

a
b
az a-sor b-oszlopanak eleme az ab miveleti eredmény; jelen példinkban ez eqyenld b-vel.
Egy, a fentieknek megfelelden konstrudlt tablazatot Cayley-féle mivelettablanak neveziink.

1.6. Definicié Azt mondjuk, hogy eqy A halmazon értelmezett mivelet asszociativ, ha
tetszoleges a,b,c € A elemek esetén fenndll az

a(bc) = (ab)c

eqyenldség. A miwveletrdl azt mondjuk, hogy kommutativ, ha tetszéleges a,b € A elemekre
teljesiil az
ab = ba

eqyenldség. Azt mondjuk, hogy a miuvelet invertdlhatd (az A halmazon), ha tetszéleges
(a,b) € A x A elempdrhoz megadhatok A-nak olyan x és y elemei, amelyekre teljesilnek
az

’

ar=0b és ya=2>0

eqyenloségek.

1.7. Megjegyzés Ha eqy legaldabb kételemi A halmazon azt a miveletet tekintjiik, amely-
nél tetszdleges (a,b) € A x A elempdr esetén ab = b teljesiil, akkor vildgos, hogy a mive-
let nem kommutativ. Az is vildgos, hogy a szoban forgo mivelet nem invertalhato, mert
ugyan tetszéleges (a,b) € A X A elempdr esetén az ax = b egyenldség az A halmaz x =b
elemére teljesiil, de a # b esetén A-nak nincs olyan y eleme, amelyre ya = b teljesiilne.

1.8. Megjegyzés Az egész szamok halmazin az 0sszeadds asszociativ, kommutativ és
wmvertalhato. A szorzds is associativ és kommutativ, viszont nem invertdlhato. A ra-
ciondlis szamok Q halmazdn a szorzds asszociativ és kommutativ, valamint a Q \ {0}
halmazon invertdlhato.



1.2. A félcsoport fogalma

1.9. Definicié FEgy egymiiveletes algebrai struktirdt gruppoidnak nevezink.

1.10. Definicié Egy S gruppoidrol azt mondjuk, hogy félcsoport, ha az S-en értelmezett
mivelet asszociativ. Ha a midvelet még kommutativ is, akkor az S félcsoportot kommu-
tativ félcsoportnak nevezzik.

Mindenekel6tt ismertetiink két modszert, amelyek alkalmasak annak eldontésére,
hogy egy véges S gruppoid félcsoport-e vagy nem.

1. modszer:

Legyen (S;-) véges gruppoid. Az S egy rogzitett a eleme esetén definidljuk az S elemei
kozott a kovetkez6 miiveleteket: zoy = (x-a)-y, illetve zoy = z-(a-y). Vildgos, hogy az
S Osszes z,y elemére az (x-a)-y = x-(a-y) egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha a o
és o muveletek megegyeznek. Az x oy miiveleti eredményeket beirhatjuk egy tablazatba,
amely tablazat az S-en értelmezett eredeti miivelet Cayley-féle miivelettablajabol ugy
kaphaté meg, hogy annak z-sordt (z € S) kicseréljiikk az za-sordra. Hasonlban, az
x ¢y miveleti eredményeket ugyancsak beirhatjuk egy téblazatba, amely tablazat az
S-en értelmezett eredeti miivelet Cayley-féle miivelettablajabol ugy kaphaté meg, hogy
annak y-oszlopat (y € ) kicseréljiik az ay-oszlopara. Tehat (S;-) akkor és csak akkor
félcsoport, ha tetszdleges S-beli a elemhez az elozéekben felirt két tablazatban az azonos
helyen all6 elemek egymassal rendre megegyeznek. Az asszociativitas teljesiilésének most
részletezett tesztelését Light-féle asszociativitdsi tesztnek nevezziik.

Tekintsiik példaként a kovetkezé Cayley-féle miivelettédbldval definidlt S = {a,b}
gruppoidot:

| a b
alb a
b|b b
Az a elem 4ltal definidlt o miivelethez tartozd tédblazat:
| a b
blb b
b|lb b
Az a elem 4ltal definidlt ¢ miivelethez tartozd tédblazat:
a b
alb a
blb b

Mivel ebben a két tablazatban mér van eltérés, ezért a b elemhez tartozo tablazatokat
mar nem is kell 6sszehasonlitanunk; az eredeti Cayley-tablazattal definialt - miivelet nem
asszociativ.



2. modszer:

Legyen S véges, n elemi gruppoid. Rogzitsiik S elemeinek egy sorrendjét. Legyen
ez példdul {s1, sa,...,s,}. Legyen F tetsz6leges test. Jelolje 0, illetve 1 az F nullelemét,
illetve egységelemét. Tetszoleges s € S elemhez definidljunk egy FF test feletti n x n-tipusu
R médon jelslt métrixot a kovetkez8képpen:

RE) = (1),
ahol
) 1, ha s;s =s;
“7 10, kiilonben.

Az igy definidlt matrixot az S gruppoid s eleméhez tartozé F test feletti (az S ele-

meinek fenti sorrendje altal meghatdarozott) jobb oldali métrixdnak nevezziik.

Az S gruppoid valamely s eleméhez tartozo jobb oldali matrix dudlisaként értelmez-
hetjiik a bal oldali métrixot is, azaz azt az F feletti n x n-tipusi L) = (ll(sj)) matrixot,

melynek lgfj) elemeit a kovetkezoképpen értelmezziik:

1) _ 1, hass;=s;
"7 10, egyébként.

Példaul, ha S a kovetkezd Cayley-tablazattal definialt gruppoid:

akkor az S elemeihez az {s1, so} sorred szerint hozzarendelt jobb oldali, illetve bal oldali
matrixok a kdvetkezok:

RO — [8 ' 1 L RE

0 0 01
(s1) — (s2) _
v =[]0

Il
| — |
)
O
—_

1.11. Tétel Egy véges S = {s1, Sa, ..., Sn} halmazon értelmezett mivelet esetén az aldb-
bi feltételek eqgymadssal ekvivalensek.

(1) A mdvelet asszociativ az S halmazon.

(2) Tetszbleges si,s; € S elemek esetén REIRE) = R(:%),

9



(3) Tetszbleges i, j € S elemek esetén LEILE) = Llsisi),

Bizonyitds. Jelolje e, (1 <t < n) azt az n-elemi sorozatot, amelyben a t-edik elem az
F test egységeleme, a tobbi eleme pedig az F test nulleleme.
Legyenek s;,s; € S tetszéleges elemek. Vildgos, hogy az REVR®) matrix k-dik sora

Espsi)s;

Mivel az R métrix k-dik sora
gsk(SiS]’)7

ezért

REIR() = R(sis)
akkor és csak akkor, ha
Esusits; = Conlsisy)
azaz, ha
(sksi)sj = Sk(sis;)
minden k € S elemre. Kovetkezésképpen az (1) és (2) feltételek egymédssal ekvivalensek.
Mivel az LEILG) métrix k-dik oszlopa

Esi(sjsn)

tovabba az L(i%) matrix k-dik oszlopa

E(sisj)sn

ezért
LGOI = 1,(si89)

akkor és csak akkor teljesiil, ha

QSi(SjSk) = Q(sisj)sk’
azaz, ha
si(sjsk) = (8iS5)Sk
minden k € S elem esetén. Igy az (1) és (3) feltételek ekvivalensek. O

Az el6z6 tétel lehetdséget ad egy kétvaltozos miivelet asszociativitasanak tesztelésére:
ahhoz, hogy egy véges S gruppoid félcsoport legyen, sziikséges és elegendd, hogy telje-
siiljenek az RWR® = R@) (illetve az L@WL® = L)) egyenléségek tetszéleges S-beli
a és b elem esetén.
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1.3. Altaldnos asszociativitas és kommutativitas

1.12. Tétel Legyen S eqy félcsoport. Akkor tetszdleges n > 3 egész szam és S elemeibdl
képezett tetszoleges n elemi sorozat esetén az elemek adott sorrendben képezett szorzata
nem fligg attol, hogy a szorzatot milyen zardjelezés mellett szamitjuk ki.

Bizonyitdas. Legyen S tetszoleges félcsoport. A tétel bizonyitasat a szorzatban szerepld
elemszdmra (n-re) vonatkozo teljes indukciéval végezziik. n = 3 esetén nincs mit bizo-
nyitani, mert a tétel allitasa ebben a specialis esetben az asszociativitas definiciéja miatt
igaz.

Legyen n > 4 tetszoleges egész szam. Tegyiik fel, hogy az allitast mér igazoltuk
minden n-nél kisebb tényezoszamra. Legyenek aq,as,...,a, € S tetszoleges elemek.
Megmutjuk, hogy az aj,as,...,a, € S elemek ebben a sorrendben vett, tetszoleges
Zlay, aq, . .., a,| zardjelezése szerinti szorzatara mindig igaz, hogy

Zlay,ag, ..., a4, = (((ara2) -+ )an_1)ay,.

Az vilagos, hogy a Z[ay, as, . .., a,] szorzatban valamely i = 1,...,n — 1 indexre az a; és
az a;y1 elemek (a;a;,1) forméban szerepelnek. Ha ezt a szorzatot S egyetlen elemének
tekintjiik, akkor a Zay, as, ..., a,| szorzat az S félcsoport n — 1 elemének szorzataként
tekinthet6. Az indukcids feltételt hasznalva, a kovetkezoket kapjuk. Az i = 1 esetben
nyilvanvaléan teljesiil a

Zlay,ag, ..., a4, = (((ara2) -+ )ap—1)ay,.
egyenléség. Ha 1 < i < n — 1, akkor
Zlay, as, ..., an] = (((a102) - - (@i0i41)) - - - )an;

mivel a jobb oldalon szerepld szorzat els6 tényezdje n-nél kevesebb tényezot tartalmaz,
ezért az megegyezik az
((a1a2> e an—2)an—l

szorzattal, és igy
Zlay, az, ..., an) = (((a1a2) - -+ )ap—1)an.

Végiil vizsgaljuk az 1 = n — 1 esetet. Ekkor
Zlay,ag, ..., a,) = (((a1a2) -+ )an—2)(an_1ay).
A jobb oldalon szereplé szorzat az S félcsoport harom elemének, az

v = ((a1a2) -+ )an-s,
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valamint az a,_; és az a,, elemek
x(ap_1ay,)

szorzata, ami az asszociativitas miatt megegyezik az
(zan—1)an

szorzattal, és igy
Zlay, ... an] = (((@1a2) -+ Jap—1)an. O

1.13. Megjegyzés Egy S félcsoport tetszoleges a eleme és tetszoleges m pozitiv egész
szam esetén értelmezve van az a™ hatvdany, amely olyan n-tényezds szorzat, melynek
minden tényezdoje a. Iqy

Additiv irasmaod esetén értelemszeriien az na alaki n-tagu 0sszegrél beszélhetiink; ekkor
la=a, 20a=a+a, 3a=a+2a=2a+a,....

1.14. Tétel Legyen S tetszdleges kommutativ félcsoport. Akkor tetszdleges n > 2 egész
szam és S tetszoleges n szdmi eleme esetén az elemek szorzata nem filigg az elemek
sorrendjétol.

Bizonyitds. Legyen S tetszoleges kommutativ félcsoport. A bizonyitast az elemek sza-
méra (n-re) vonatkozo teljes indukciéval végezziik el. n = 2 esetén nincs mit bizonyitani,
mert a tétel allitasa ebben a specidlis esetben a kommutativitas definiciéja miatt igaz.

Legyen n > 3 tetszOleges egész szam. Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz minden n-nél
kisebb tényezoszamra. Legyenek aq,...,a, € S tetszoleges elemek. Az el6z6 tétel miatt
elegend6 azt megmutatni, hogy

(((ar(yar(2) -+ )axn-1))ar@m) = (((a1a2) - - )an—1)an,

ahol m az {1,2,...,n} halmaz tetsz6leges permutéciéja.
Ha n = m(n), akkor

(((ar(yar2) - - )arn-1))axm) = (((ara)ar(2)) -+ )ar(n-1))0n,

ahol a jobb oldali szorzat elsé tényezéje (amely egy n — 1 tényezés szorzat) az indukei-
6s feltétel miatt megegyezik azzal a szorzattal, amelyben az elemek szigorian névekvé
indexszel kovetik egymast, s ezért

(((ax@)an(2)) *** )an(n-1)) ) = (((a1a2) - -+ )an—1)an.
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Ha j = m(n) # n, akkor

(((aw(l)aﬂ(Z)) e )aw(n—l))aj - aj(((a’ﬂ(l)aw@)) te )aﬂ'(n—l))-

A jobb oldalon szereplé szorzatban a mésodik tényez6 az indukcids feltétel miatt atir-
haté gy, hogy abban az elsé tényezé indexe j + 1 legyen (a tobbi tényezd sorrendje
tetszoleges). Az asszociativitds miatt az dtalakitott jobboldali szorzat egyenld azzal a
szorzattal, amelyben az els6 tényezd aja;1 (a tobbi tényezd sorrendje tetszoleges). Az
a;ja;41 szorzatot S egyetlen elemének tekintve, az indukcids feltételt felhasznaldsdval,
innen mar kénnyen adédik az

(((aw(l)aw(m) e )aw(n—l))aw(n) = (((maz) -+ )an-1)ay

egyenloség. O]

1.4. Félcsoport kitiintetett elemei

1.15. Definicié Egy S félcsoport valamely f elemét az S bal oldali [jobb oldali] null-
elemének nevezzik, ha minden S-beli a elem esetén fa = f Jaf = f] teljesil. Egy S
félcsoport valamely elemét az S nullelemének nevezzik, ha az illeté elem az S-nek bal
oldali és jobb oldali nulleleme.

Tetszo6leges nem iires S halmaz esetén, S-en értelmezhetjiik a kovetkezé miveletet:
tetszéleges a,b € S esetén legyen ab = a [ab = b]. Vildgos, hogy ez a miivelet asszociativ,
azaz S erre a miveletre nézve félcsoport, amelyben minden elem bal oldali [jobb oldali]
nullelem.

1.16. Definicié Egy olyan félcsoportot, amelyben minden elem bal oldali [jobb oldali]
nullelem, balzérd [jobbzérd] félcsoportnak fogunk nevezni.

1.17. Lemma Minden félcsoportnak legfeljebb eqy nulleleme lehet. Ha eqy félcsoport-
nak van jobb oldali €s bal oldali nulleleme, akkor mindegyikbdl csak egy van, amelyek
eqybeesnek, s a félcsoport egyetlen nullelemét adjdk.

Bizonyitds. Ha e, illetve f egy félcsoport bal oldali, illetve jobb oldali nullelemei, akkor
e =ef = f. Ez bizonyitja a lemma minden &llitasat. O]

Tetsz6leges S félcsoport esetén jeldlje SO azt a félcsoportot, amely megegyezik S-sel,
ha S-nek van nulleleme és |S| > 1, ellenkezd esetben viszont azt a félcsoportot, melyet
S-bol ugy szérmaztatunk, hogy az S halmazt kiegészitjiik egy 0 ¢ S elemmel, s az
S U {0} halmazon ugy érteleziink egy miiveletet, hogy a miivelet eredménye az S-beli
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elemek kozott legyen egyenl6 az eredeti S-beli miiveleti eredménnyel, viszont tetszoleges
r € SU{0} elem esetén x0 és Oz is legyen egyenld a 0 elemmel. Vildgos, hogy S°
olyan félcsoport, amelynek van nulleleme. Az elsé esetben az eredeti, S-beli nullelem, a
masodik esetben az S-hez adjungalt elem.

Tetszoleges S nem iires halmaz tetszoleges a eleme esetén definidlhatunk S-en egy
* muveletet a kovetkezoképpen: tetszoleges x,y € S esetén legyen = x y = a. Vildgos,
hogy (.9, %) egy félcsoport, amelyben a nullelem. Ebben a félcsoportban barmely két elem
szorzata a nullelem. Egy ilyen félcsoportot zérd félcsoportnak neveziink.

1.18. Definicié Egy S félcsoport valamely e elemét a félcsoport bal oldali egységelemé-
nek nevezziik, ha S minden s eleme esetén fenndll az es = s eqyenloség. Félcsoport jobb
oldali egységelemének fogalma a bal oldali egységelem fogalmanak dudlisa. Egy félcsoport
valamely elemét a félcsoport egqységelemének neveziink, ha az bal oldali és egyben jobb
oldali eqységeleme a félcsoportnak.

1.19. Tétel Minden félcsoportnak legfeljebb eqy egységeleme van. Tovabbd, ha eqy fél-
csoportnak van jobb oldali és bal oldali egységeleme is, akkor azok egyenldek, s az S
félcsoport egyetlen eqységelemét adjdk.

Bizonyitds. Jelolje e, illetve f egy S félcsoport bal oldali, illetve jobb oldali egységelemét.
Akkor

e=ecef=1F.
Ez bizonyitja a tétel mindkét allitasat. O

1.20. Definicié Egy egységelemes félcsoportot monoidnak is nevezink.

1.21. Megjegyzés Minden S félcsoporthoz adjungdlhatunk eqy, az S dltal nem tartal-
mazott e elemet, €s az S U e halmazon definidlhatunk eqy o miveletet gy, hogy legyen

€0s=80ec=S

tetszoleges s € SUe esetén, s az S-beli mieletet viltozatlanul hagyjuk. Az vildgos, hogy
ezzel eqy olyan félcsoportot definidltunk, amelyben e egqységelem.

Jelolés: Tetszdleges S félcsoport esetén jeldlje S' az S félesoportot, ha S-ben van
egységelem, egyébként pedig jelolje azt a félcsoportot, amelyet S-bdl egy egységelem
adjungalasaval nyeriink az el6z6 megjegyzésben szereplé médon.

1.22. Definicié FEgy e egységelemes S félcsoport valamely b elemét [c elemét] eqy a € S
elem bal oldali [jobb oldali] inverzének nevezziik, ha ba = e Jac = e] teljesiil. Egya™' € S
elemrél azt mondjuk, hogy az a € S elem inverze, ha a™' az a elem bal oldali és jobb
oldali inverze is.
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1.23. Tétel Egységelemes félcsoportban minden elemnek legfeljebb eqgy inverze van. To-
vabba, ha egqy a elemnek van jobb oldali és bal oldali inverze is, akkor azok egyenlok, és
az a elem egyetlen inverzét adjdk.

Bizonyitas. Jelolje ', illetve a” egy egységelemes S félcsoport valamely a elemének bal
oldali, illetve jobb oldali inverzét. Akkor, e-vel jelolve az S egységelemét,

a,:aleza/(aa”) — (a/a)allzea//:a//

addédik. Ez bizonyitja a tétel mindkét allitasat. O

1.5. A csoport fogalma; ekvivalens definicidk

1.24. Definicié Egy S félcsoportot csoportnak neveziink, ha van eqységeleme, és minden
elemének van inverze. Ha emellett még kommutativ is a mivelet, akkor kommutativ
csoportrol beszélink.

1.25. Tétel Tetszoleges S félcsoporton a kovetkezd feltételek egymdassal ekvivalensek:
(1) S csoport;

(2) S-nek van olyan e jobb oldali egységeleme, hogy S minden elemének van S-ben e-re
vonatkozd jobb oldali inverze, azaz minden a € S elemhez van olyan a™' € S elem,
hogy aa™! = e;

(3) S-nek van olyan f bal oldali egységeleme, hogy S minden elemének van S-ben f-re
vonatkozd bal oldali inverze, azaz minden a € S elemhez van olyan a=* € S elem,
hogy a™ta = f;

(4) Az S-en értelmeztt mivelet invertdlhato, azaz tetszéleges a,b € S elemekhez vannak
olyan x,y € S elemek, amelyekre ax = b és ya = b teljestil;

(5) Minden a € S elemre Sa =S ésaS =S.

Bizonyitds. Az nyilvanvald, hogy az (1) feltételbdl kovetkezik a (2) és a (3) feltétel. Mivel
tetszéleges a,b € S elemek esetén az x = a~'b és y = ba~! elemekre teljesiilnek az ax = b
és ya = b egyenléségek, ezért az (1) feltételbél kovetkezik a (4) feltétel is.

A kovetkezd 1épésként megmutatjuk, hogy (2) maga utdn vonja (1)-et. Tegyiik fel,
hogy az S félcsoportban van olyan e jobb oldali egységelem, hogy S minden elemének
van jobb oldali inverze erre a jobb oldali egységelemre nézve. Legyen a tetszoleges S-
beli elem. Jeldlje ap az a-nak, a; az ag-nak egy-egy jobb oldali inverzét az e jobb oldali
egységelemre nézve, azaz

aay = e = apay.
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Akkor

apa = (apa)e = (apa)(apay) = ag(aag)a; = apea; = apa; = e,

tehéat ag bal oldali inverze a-nak e-re nézve. fgy
ea = (aap)a = a(apa) = ae = a,

tehat e kétoldali egységeleme S-nek. Igy (1) teljesiil.

Az el6z6ekhez hasonléan igazolhatd, hogy a (3) feltételbdl kovetkezik az (1) feltétel.

Az eddigi eredményekbdl mar az is kovetkezik, hogy az (1), a (2) és a (3) feltételek
egymassal ekvivalensek.

Mivel a (4) és (5) feltételek nyilvanvaléan ekvivalensek, elegendd mar csak azt megmu-
tatni, hogy a (4) feltételbdl kovetkezik az (2) feltétel. Ehhez tegyiik fel, hogy tetszéleges
a,b € S elemekhez vannak olyan x,y € S elemek, amelyekre ax = b és ya = b teljesiil.
Legyen a € S tetszéleges, rogzitett elem. Akkor megadhato olyan e elem, amelyre ae = a
teljesiil. Legyen b € S tetszoleges elem. Akkor van olyan y € S elem, hogy ya = b. Ezért

be = (ya)e = y(ae) = ya = b,

azaz e az S félcsoport jobb oldali egységeleme. Mivel a miivelet invertdlhato, tetszoleges
a € S elemhez megadhato olyan a=! € S elem, hogy aa™! = e. Tehét (2) teljesiil. O

1.6. Félcsoport részfélcsoportjai

1.26. Definicié Egy S félcsoport valamely nem tires T részhalmazdt az S félcsoport
részfélcsoportjanak nevezziik, ha T zdrt az S-beli miveletre nézve, azaz ab € T teljesiil
minden a,b € T elem esetén.

1.27. Definicié Egy S félcsoport valamely nem dires I részhalmazat bal oldali idedlnak
(vagy balidedlnak) nevezziik, ha minden s € S és minden a € I elem esetén sa € I, azaz
SI C I; ajobb oldali idedl (vagy jobbidedl) fogalma a bal oldali idedl fogalmdnak dudlisa.
Ha I jobbidedlja és balidedlja is eqy S félcsoportnak, akkor azt mondjuk, hogy I kétoldali
idedlja (vagy idedlja) S-nek.

Az vilagos, hogy egy félcsoport minden balidedlja (jobbidedlja, idedlja) részfélcsoport.
Az idedlok részletesebb vizsgalataval a 4. fejezet foglalkozik.

1.28. Definicié Egy S félcsoport valamely nem tres G részhalmazdt az S félcsoport
generdatorrendszerének nevezziik, ha S tetszioleges s eleméhez megadhatok G-nek olyan
g1, .-, gn €lemei, hogy s = g1ga- - gn. FEkkor az S = (G) jelolést haszndljuk. Ha S-nek
van véges sok elemet tartalmazo generdtorrendszere, akkor azt mondjuk, hogy S végesen
generdlhato. Ha S-nek van egyetlen elemet tartalmazo generdtorrendszere, akkor axzt
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mondjuk, hogy S ciklikus félcsoport. S eqy nem iires A részhalmaza esetén az A elemeibdl

képezhetd dsszes ar---a, (n > 1, ay,...,a, € A) szorzat az S eqy részfélcsoportjdt
alkotja, melyet az A dltal generdlt részfélcsoportnak neveziink és (A)-val jelolink. Tehdt
(A) = UX A" Az wvildgos, hogy (A) megegyezik az A-t tartalmazd részfélesoportok
metszetével.

1.29. Tétel Tetszdleges S félcsoport tetszbleges a eleme esetén (a) izomorf vagy a pozitiv
egész szdmok additiv félcsoportjdval, vagy pedig (a) = {a,a?,...,d’,... a1}, ahol i
az a legkisebb pozitiv eqész szdm, amelyhez van olyan i # j, hogy a' = a’, m pedig az
legkisebb pozitiv egész szdm, amelyre a® = a'*™ teljesiil; ekkor az is igaz, hogy K, =
{a*, ..., a1} dzomorf az egészek mod m additiv csoportjdval, (Z,;+)-szal.

Bizonyitdas. Legyen a egy S félcsoport tetszoleges eleme. Két esetet kiilonboztetiink meg.
1. eset: a' = a’ akkor és csak akkor teljesiil valamely i és j pozitiv egész szdmra, ha
1 = j. Ekkor a
@ a i

az < a > ciklikus félcsoportnak a pozitiv egész szamok additiv félcsoportjara valé izo-
morfizmusa.

2. eset: Megadhatdk olyan i # j pozitiv egész szdmok, amelyekre a’ = a’ teljesiil.
Jelolje a tovdbbiakban i azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amelyre a' = a’ teljesiil
valamely j # @ pozitiv egészre. Jelolje tovabba m azt a legkisebb pozitiv egész szamot,
amelyre a’ = a'™™. Ekkor persze

az+km _ 6Lz—i—’ma(kz—l)m — da

(k=1)m _ az+ma(k—2)m — aza(k—Q)m — .= CLZ,

és ezért tetszoleges pozitiv egész n esetén megadhatdk olyan k és t nemnegativ egészek
(t=0,...,m—1), amelyekre n = km + t, s ezért

aern — az+km+t — aerkmat — az+t'

ley o
(a) ={a,a? ...,d",... a"™ 1)

és K, = {a’,...,a™ 1} az S félcsoport részfélcsoportja. Jelolje j azt a 0 < j <m — 1
egész szamot, melyre ¢ + 7 oszthaté m-mel. Mivel 4,7+ 1,...7+ m — 1 egymast koveto
m pozitiv egész szam, ezért egy és csak egy ilyen j szam létezik. Tetszdleges a'*t € K,
elemre

Qi it — ghmgitt — gitkmAt _ it
gy 't a K, félcsoport egységeleme. Legyen a'tt € K, tetszbleges. Mivel 0 <t < m—1,
ezért megadhaté olyan 0 < k < m — 1 egész szam, hogy i+t + i + k oszthaté m-mel. Igy

it itk _

aa v

a
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Tehét a'** az @™ elem inverze, és igy K, részcsoportja az S félcsoportnak. Az elmon-
dottakbdl az is kovetkezik, hogy

o :att o i+t

izomorfizmusa K,-nak (Z,,;+)-ra, ahol [i + t] jeloli Z,,-nek azt az elemét (Z azon
kongruencia-osztalyat (mod m)), amely tartalmazza az i 4+ t szamot. O

1.30. Definicié Eqgy S félcsoport valamely a eleme dltal generdlt ciklikus részfélcsoport
rendjét az a elem rendjének nevezzik és o(a)- val jeloljik. Egy véges rendi elemet peri-
odikus elemnek is szoktunk nevezni.

1.31. Megjegyzés Ha a egy S félcsoport véges rendi eleme, akkor az eldz0 tételben sze-
repld jeloléseket haszndlva, i-t az a elem indexének, a m-et pedig az a elem periodusdnak
nevezziik. Fzeket az elnevezéseket haszndlva, azt kapjuk, hogy

o(a) + 1 = index + periddus.

1.32. Definicié FEqy S félcsoportot periodikus félcsoportnak neveziink, ha minden eleme
pertodikus.

1.33. Tétel Egy periodikus S félcsoport minden elemének valamely hatvinya benne van
S egy részcsoportjiban.

Bizonyitds. Legyen a egy periodikus S félcsoport tetszéleges eleme. Az 1.29. Tétel sze-
rint K, = {a’,...,a™™ '} izomorf az egészek mod m additiv csoportjaval. Ebb&l mar
kovetkezik a tétel allitasa. O

William Burnside angol matematikus 1902-ben tette fel a kovetkezd kérdést: egy vé-
gesen generalhato, véges rendii elemeket tartalmazo csoport sziikségszeriien véges-e, vagy
nem. Ennek félcsoportelméleti megfeleloje: egy végesen generalt periodikus félcsoport
sziikségszertien véges-e, vagy nem. Erre a kérdésre 1984-ben adott vélaszt A. Restivo és
C. Reutenauer ([32]). Téliik szarmazik a lentebbi 1.36. Tétel.

1.34. Definicié Legyen n > 2 tetszbleges egész szam. Azt mondjuk, hogy eqy S félcso-
port rendelkezik n-re vonatkozoan a permutdciotulajdonsdggal, ha az S félcsoport eleme-
inek tetszoleges n-elemi sy, ..., s, sorozatdhoz magadhato olyan n-edfoki nem-identikus
o permutdcio, hogy sy -+ S, = Sg(1) " * S (n)-

1.35. Definicié Azt mondjuk, hogy eqy S félcsoport rendelkezik a permutdciotulajdon-

saggal, ha rendelkezik valamely n > 2 egész szamra vonatkozoan a permutdciotulajdon-
sdaggal.
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1.36. Tétel (Burnside probléma félcsoportokra) Eqy végesen generdlt periodikus félcso-
port akkor és csak akkor véges, ha rendelkezik a permutdciotulajdonsaggal.

Bizonyitds. Legyen S véges félcsoport. Ekkor S végesen generalt és periodikus. Legyen

n =1+ 25|,
igy n > 3. Megmutatjuk, hogy S rendelkezik n-re vonatkozdéan a permutaciétulajdon-
saggal. Legyenek si,... s, € S tetszoleges elemek. Tekintsiik az S félcsoport kivetkezd
elemsorozatat:
51,8152, 815283, ...,8152" " Sn.

Az n definicidja miatt megadhatdk olyan i, j, k egészek, amelyekre 1 < i < j < k <n
teljesiil, és fennalnak a kovetkezd egyenloségek:

51"'5i:81"'5j281"'5k-

Legyen
U=351-""8, T =Si+1""85 Y= 3841 Sk,
ezért
U = ur = uxy,
amibol

UYT = UTYT = UT = UTY
adédik. Igy
31"'5k:51"'3i3j+1"'3k5z'+1"'Sj,
amibdl kovetkezik, hogy S rendelkezik a permutaciétulajdonsaggal.
Forditva, legyen S olyan végesen generalt periodikus félcsoport, amely rendelkezik a
permutaciétulajdonsidggal. Akkor megadhatd olyan n > 2 egész szam, hogy az S félcso-
port rendelkezik az n-re vonatkozé permutéaciotulajdonsaggal. Jelolje A az S félcsoport

egy véges generatorrendszerét. A 3.15. Tétel szerint 1étezik az F, szabad félcsoportnak
az S félcsoportra vald olyan ¢ homomorfizmusa, amely annak az

f: A ACS

leképezésnek a kiterjesztése, amely A minden elemének énmagat felelteti meg. Az Fu
szabad félcsoport elemeit szavaknak fogjuk nevezni, és egy w € F4 sz6 hosszét |w| fogja
jelolni. Tekintsiik az A halmaz egy teljes rendezését. Ennek segitségével értelmeziink az
Fa szabad félcsoporton egy < (teljes) rendezést a kovetkezéképpen. Tetszéleges u,v €
Fa szavak esetén u < v akkor és csak akkor, ha w hossza kisebb v hosszéanal, vagy
a két sz6 hossza megegyezik, de u megelézi v-t az A-n tekintett teljes rendezés altal
meghatarozott lexikografikus rendezés szerint. A [33]-ben taldlhat6 4.2.7 Tétel szerint
minden p > 2n egész szdmhoz megadhaté olyan N(p) pozitiv egész szam, hogy minden
legalabb N (p) hosszusagu Fa-beli w széra a kovetkez6 két feltétel valamelyike teljesiil.
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(1) Léteznek olyan Fa-beliu, v, x1, ..., z, elemek (szavak), hogy w el6all w = uxy - - - 2,0
alakban mégpedig ugy, hogy tetszoleges n-edfoki o # id permutacié esetén

UTg(1) """ To(n)V < W.

(2) Megadhaték olyan Fa-beli u, v, z szavak, hogy w eléall
w = uxPv
alakban, ahol az x szé hossza legfeljebb n — 1.

Mivel S periodikus és A véges, ezért megadhato olyan p > 2n egész szam, hogy minden
legfeljebb n hosszisagu w sz esetén az S félcsoportban

p(w)" = p(w)”

teljesiil valamely p’ < p kitevére. Megmutatjuk, hogy S minden s eleméhez van olyan
N(p)-nél kisebb hosszisagi w sz6, hogy s = ¢(w). Ez mar bizonyitja, hogy az S félcso-
port véges. Legyen tehat s tetszoleges S-beli elem. Legyen w az F,4 szabad félcsoport
¢(s)7! részhalmazdnak minimélis eleme a fenti < rendezés szerint. Megmutatjuk, hogy
w hossza kisebb N (p)-nél. Tegyiik fel ennek ellenkezdjét. Ekkor w-re teljesiil a fenti (1)
és (2) feltétel valamelyike.

Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor w-re a fenti (1) feltétel teljesiil. Akkor 1éteznek
olyan Fs-beli u,v,xq,...x, szavak, hogy w el6all

W= ULy -+ TpV
alakban mégpedig gy, hogy tetszoleges n-edfoki nem-identikus o permutacié esetén
UTg(1) """ To(n)V < W.

Vélasszuk o-t olyannak, amely a permutacié-tulajdonsag miatt az zq, ..., z, elemsoro-
zathoz tartozik. Ekkor viszont

s = @(w) = ‘:0(“$0(1) e '$o(n))7

és igy 1
UTo(1) " To(n) € @(5) .

Az (1) feltétel miatti
ULg(1) " To(n)V < W

eredmény viszont ellentmond annak, hogy w a ¢(s)~! halmaz minimélis eleme.
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Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor w-re a (2) feltétel teljesiil. Akkor megadhatdk
olyan F4-beli u, v, x szavak, hogy w el6all w = uzPv alakban és az x sz6 hossza legfeljebb
n— 1. Igy

s = p(w) = p(uav) = p(u)p(a)p(v) = p(u)p(a” )p(v) = p(uav),

amibdl
ur” v € p(s)7!

kovetkezik. Mivel p/ < p, ezért az uz? v szé hossza kisebb a w sz6 hosszéndl, ami
ellentmond annak, hogy w a ¢(s)~! halmaz minimélis eleme.

Mivel mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, sziikségképpen teljesiil, hogy a w
sz6 hossza kisebb az N (p) pozitiv egész szamnél. A fenti megjegyzés figyelembevételével
a tételt ezzel bebizonyitottuk. O

1.37. Definicié Egy S félcsoport e elemét idempotens elemnek nevezziik, ha e* = e,
azaz o(e) = 1.

1.38. Definicié Ha egy S félcsoport minden eleme idempotens, akkor az S félcsoportot
kdtegnek nevezzik. Egy kommutativ kétegre azt mondjuk, hogy félhalo.

1.39. Megjegyzés Tetszoleges S félcsoport idempotens elemeinek Eg halmazdn definialt
e < f (e, f € Es) akkor és csak akkor ha e = ef = fe reldcid reflexiv, antiszimmetrikus
és tranzitiv, azaz eqy parcidlis rendezés. A tovabbiakban, ha idempotens elemek kozit-
ti parcidlis rendezésrol lesz szo, akkor mindig a most definidlt < parcidlis rendezésre
gondolunk.

1.7. Félcsoport részcsoportjai

1.40. Definicié Egy S félcsoport részcsoportjan értjiik S olyan részfélcsoportjdat, amely
cSoport.

Ha e egy S félcsoport idempotens eleme, akkor {e} részcsoportja S-nek. Tehat S
minden e idempotens eleméhez tartozik S-nek legalabb egy részcsoportja, amelynek e
az egységeleme. A kovetkezSkben egy félcsoport adott e idempotens eleméhez (az el6bb
emlitett médon) tartozé részcsoportjaival foglalkozunk.

1.41. Tétel Eqy S félcsoport tetszileges e idempotens eleme esetén
Ge={a€eS: a=ae=-ca, ad' =d'a= e valamely a’ € S elemre}

S-nek olyan részcsoportja, amely tartalmazza S mindazon részcsoportjait, amelyekben
e egységelem. Minden ilyen G. mazimdlis részcsoportja S-nek (abban az értelemben,
hogy nincs S-nek olyan részcsoportja, amely valddi mddon tartalmaznd Ge-t). Tovdbbd
S barmely két kiilonbozo maximadlis részcsoportjanak metszete tires.
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Bizonyitas. Ha a,b € G, akkor
e(ab) = (ab)e = ab

(ab)(V'a") = (V'd')(ab) = e.

Ezért G, részfélesoport. Az vildgos, hogy minden a € G, esetén az ad’ = d'a = e
feltételbdl (aa’)e = aa’ és e(a’a) = a'a kovetkezik, és igy

d'ad’ € Senes.

Tovabba

(d'ad)a = (d'a)(da) = e* = e,
és

a(d'aa’) = (ad')(ad') = €* = e.
Tehét

dad € G,.

Az el6z6ekbdl vilagos az is, hogy d'aa’ az a € G, elem G.-beli inverze. Tehat G csoport.
A definici6 alapjan vilagos, hogy G, tartalmazza S mindazon részcsoportjait, amelyekben
e az egységelem. Ha G. N Gy # 0 valamely e, f € Eg clemekre, akkor tetszdleges
r € G. NGy elem esetén e = xa’ és f = 2"z (¢/ € G, 2" € Gy), s ezért

e=ux1' = (fo)r = f(z2') = fe = (2"1)e = 2" (xe) = 2"z = f,

amibdol

kovetkezik. Ezért
G.NGy=0, ha e#f.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O]

1.42. Tétel Tetszioleges S félcsoporton az aldbbu feltételek egymdssal ekvivalensek.
(1) S részesoportjainak unidja.
(2) S diszjunkt részcsoportjainak unidja.

Bizonyitds. Az 1.41. Tétel felhasznalasaval nyilvanvalo. O
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Feladatok

1.1. (Megoldds: 17.1.) Mutassuk meg, hogy az S = {a, b} halmaz az

b
a
a

T T

a
b
Cayley-tablazattal definialt miiveletre nézve nem alkot félcsoportot, de az elemeihez tar-

tozd jobb matrixok félcsoportot alkotnak!

1.2. (Megoldds: 17.2.) Mutassuk meg, hogy valamely A és B halmazok A x B descartes
szorzata az (ay, by)*(az, by) = (a1, be) miiveletre nézve olyan félcsoportot alkot, amelynek
minden eleme idempotens.

1.3. (Megoldds: 17.3.) Mutassuk meg, hogy egy A gruppoid esetén
S={acA: (Vo,y € A) a(zry) = (ax)y}
az A egy részfélcsoportja.

1.4. (Megoldds: 17.4.) Mutassuk meg, hogy egy félcsoport akkor és csak akkor véges,
ha véges sok részfélcsoportja van.
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2. fejezet

e po

Félcsoport kongruenciai

2.1. Binér relaciék félcsoportja

2.1. Definicié Egy X # () halmazon értelmezett (binér) reldcion az X x X halmaz
eqy részhalmazat értjiik. Az X halmaz osszes binér relacidinak halmazdt By jeloli. Az
(x,x) (x € X) pdrok halmazdt az X identikus reldciojanak nevezzik, és vx-szel (vagy
csak t-val) fogjuk jelolni. A teljes X x X halmazt az X halmaz univerzdlis relacidjanak
nevezziik, és wx-szel (vagy csak w-val) fogjuk jeldlni.

2.2. Definicié Az X halmaz tetszolges o és (B reldacion esetén azt mondjuk, hogy o része
B-nak (jel.: o C B), ha mint az X x X halmaz részhalmazai kozott fendll a megfeleld
tartalmazds, azaz az (a,b) € « feltételbdl (a,b) € B kivetkezik.

2.3. Megjegyzés Két relacio akkor és csak akkor eqyenld eqgymdssal, ha mindegyik tar-
talmazza a masikat.

2.4. Definicié Legyenek v és 8 eqy X halmaz tetszoleges relacior. Jelolje avo 3 a kévet-
kezo relaciot:

aof ={(a,b) € X x X : van olyan c € X elem, hogy (a,c) € a, (c,b) € B}.
Ezt a reldciot az o és B reldciok kompoziciojanak nevezzik.

2.5. Tétel Tetszbleges X halmazon értelmezett dsszes (binér) relicid Bx halmaza a re-
laciok kompozicicjdra nézve félcsoportot alkot.

Bizonyitds. Legyenek a, 8,7 € Bx tetszélegesek. Ha

(a,b) € (@0 f) oy
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valamely a,b € X elemekre, akkor van olyan x € X elem, hogy
(a,z) Eaof és (x,b) €.
Ekkor, alkalmas y € X elemre,

(a,y) €, (y,z) € B és (z,0) €.
Ekkor viszont
(a,y) € és(y,b) € Boy

miatt
(a,b) € o (B o).
fgy
(@of) oy Cao(For)

Hasonléan igazolhato a forditott tartalmazas is. Ezért

(aopf)oy=ao(for). O
2.6. Definicié Tetszbleges o € By reldcid esetén legyen o™t = {(a,b) € X x X :
(b,a) € a}.

2.7. Lemma (oo 8)7!' = p3"toa ! tetszdleges a, B € Bx esetén.

Bizonyitas. Legyen
(a,b) € (a0 B) .
Ekkor
(bya) € aop,

és ezért valamely x € X elemre

(b,z) € és (x,a) €.

gy
(a,7) € B~1 és (x,b) €™t
tehat
(a,b) € B oa™
Ebbdl
(aof)t Cploa
kovetkezik. Hasonléan bizonyithaté a forditott tartalmazas is. O]
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2.8. Megjegyzés Tetszbleges o, 3 € Bx esetén a C B maga utdn vonja o' C [71
teljesiilését.

2.9. Definicié Egy X halmazon értelmezett o reldciordl azt mondjuk, hogy reflexiv, ha
L C a; szimmetrikus, ha o C o'} tranzitiv, ha aco o C ov.

2.10. Megjegyzés Ha o szimmetrikus reldcio, akkor o = o~ %, mert az o C o~ ! tar-

talmazdsbol o=t C (a1~ = a kévetkezik. Ha 8 reflexiv és tranzitiv, akkor o 8 = 3,
mert az (a,b) € B feltételbdl (a 5 reflexivitdsa miatti (b,b) € B tartalmazdst is haszndlva)
(a,b) € Bo B kivetkezik. Tehdt a tranzitivitas miatti o f C B tartalmazds mellett a
B C Bop tartalmazads is teljestil. Azért fo = f.

2.11. Megjegyzés Ha oy eqy S félcsoporton értelmezett reldcio, akkor
01 = 00Ut
a oo relaciot tartalmazo legsziikebb reflexiv reldcio,
02 =00Ug Ut
a oo relaciot tartalmazo legsziikebb reflexiv és szimmetrikus reldcio.

2.12. Lemma Ha « és B eqy X halmazon értelmezett reflexiv reldciok, akkor oo 3 is
reflexiv reldcio X -en.

Bizonyitds. Ha «a, 8 € By reflexiv, akkor minden a € X elem esetén

(a,a) € a (a,a) € B,

és ezért
(a,a) € aop.
Tehat
Lt Caof,
azaz « o [ reflexiv relaciéja X-nek. O

2.13. Lemma Tetszdleges a, f € Bx szimmetrikus reldciok esetén oo 8 akkor és csak
akkor szimmetrikus, ha o f = o «.

Bizonyitds. Legyenek «, f € Bx szimmetrikus relaciok.
El6szor tegyiik fel, hogy

aof=poa
teljesiil. Akkor
wof=atof = (Boa)" = (aop)"
miatt o o 8 szimmetrikus.
Forditva, tegyiik fel, hogy a o 8 szimmetrikus. Akkor

aofB=(aoB) =) o(a) =500 m
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2.2. Ekvivalenciarelaciok

2.14. Definicié Az X halmazon értelmezett reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv reldciot
ekvivalenciareldcionak nevezziik.

2.15. Megjegyzés FEqy S félcsoport o reldcidja esetén a

o' =0U(0op)U(popopg)U---

reldcid a o reldaciot tartalmazo legsziikebb tranzitiv reldcio. Az S valamely w ésw' elemeire
tehdt
(w,w') € o

akkor és csak akkor teljesiil, ha megadhato S elemeinek olyan

/
W= Wo, Wy, ..., W, =W

sorozata, hogy
(wi, wiy1) € 0

teljestil minden © = 0,...,n — 1 indexre. Ez, illetve a 2.11. Megjegyzés alapjin eqy S
félcsoport tetszdleges oo reldcidja esetén

(e0Ugy' UL
a oy relaciot tartalmazo legsziikebb ekvivalencia reldcio.

2.16. Tétel Tetszdleges o, B € Bx ekvivalenciareldciok esetén ao 8 akkor és csak akkor
ekvivalenciareldcio, ha o = [ o a.

Bizonyitdas. Legyenek «, 8 € Bx olyan ekvivalenciarelaciok, amelyekre
aoff=PFoa
teljesiil. A 2.12. Lemma és a 2.13. Lemma szerint « o 3 reflexiv és szimmetrikus. Mivel
(@0 f)? = (aop)o(aop)

=ao(foa)of=ao(aof)of
=(aoa)o(fof)=aop,

ezért av o B tranzitiv is. fgy a o 3 ekvivalenciarelacio.
Forditva, ha « o § ekvivalenciarelacid, akkor a 2.13. Lemma szerint co f = o «. [J
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2.3. Félcsoport kongruenciarelacioi, faktorfélcsoport

2.17. Definicié Eqgy S félcsoport valamely o reldciojarol akkor mondjuk, hogy balrol
kompatibilis (az S-beli miveletre nézve), ha tetszéleges S-beli a,b,s elemek esetén az
(a,b) € « feltételekbdl (sa, sb) € a kovetkezik. A jobbrdl vald kompatibilitas fogalma a
balrol valo kompatibilitas fogalmanak dudlisa.

2.18. Tétel Tetszbleges S félcsoport balrdl [jobbrdl] kompatibilis reldcidinak halmaza a
Bg relaciofélcsoport részfélcsoportja.

Bizonyitds. Legyenek a és [ egy S félcsoport tetszoleges balrél kompatibilis relacioi.
Tegyiik fel, hogy
(a,b) € o

teljesiil az S valamely a és b elemeire. Ez definici6 szerint azt jelenti, hogy van S-nek
olyan x eleme, hogy
(a,z) e és (x,b) € .

Legyen s az S félcsoport tetszéleges eleme. Mivel o és 3 az S balrdl kompatibilis relacidi,
ezért
(sa,sx) € a és (sx,sb) € f,

amibol
(sa,sb) € o

kovetkezik. Ebbdl mar adodik a tétel balrol kompatibilis relacidkra vonatkozo allitasa.
A jobbrdl kompatibilis relaciékra vonatkozé allitas hasonléan bizonyithato. m

2.19. Definicié Egy S félcsoport valamely o ekvivalenciareldciojdt balkongruencianak
nevezziik, ha o balrol kompatibilis az S-beli miveletre nézve, azaz ha S tetszdleges a,b, s
elemei esetén az (a,b) € o feltételbdl (sa, sb) € o kovetkezik. A jobbkongruencia fogalma
a balkongruencia fogalmdnak dudlisa.

2.20. Definicié Egy S félcsoport valamely o reldcidjdrol akkor mondjuk, hogy kompati-
bilis (az S-beli miveletre nézve), ha tetszdleges S-beli a, b, ¢, d elemek esetén az (a,b) € «
és (c,d) € a feltételekbdl (ac,bd) € a kovetkezik.

2.21. Definicié Egy S félcsoport valamely o ekvivalenciareldciojat kongruenciareldci-
onak (réviden: kongruencidnak) nevezzik, ha kompatibilis az S-beli miveletre nézve,
azaz S tetszdleges a, b, c,d elemei esetén az (a,b) € o, (c,d) € o feltételekbdl (ac,bd) € o
kovetkezik.

2.22. Tétel Eqy S félcsoport valamely ekvivalenciareldcioja akkor és csak akkor kong-
ruenciareldcio, ha az balkongruencia és egyben jobbkongruencia.
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Bizonyitds. Legyen o egy S félcsoport valamely ekvivalenciareldcidja. Ha o kongruen-
cia és (a,b) € o, (a,b € S), akkor tetsz6leges S-beli ¢ elem esetén (mivel (¢,c) € o)
kovetkezik, hogy

(ca,cb) € o
és

(ac,be) € o.

Forditva, ha o balkongruencia és jobbkongruencia, akkor tetszoéleges S-beli a,b,c,d

eleleme esetén az (a,b) € o, (¢,d) € o feltételekbol

(ac,bc) € o és (be,bd) € o
kovetkezik. Mivel o tranzitiv, ezért

(ac,bd) € o. O

2.23. Megjegyzés Ha oy eqy S félcsoport tetszbleges reldcidja, akkor a oo-t tartalmazo
kongruencidk halmaza nem dires, mivel w, azaz az S univerzalis reldciéja kongruencia
és oo C w. Mivel kongruencidk bdrmely rendszerének metszete is kongruencia, ezért
létezik eqy, a 0o-t tartalmazo legsziikebb o kongruencia; ez a po-t tartalmazo dsszes S-beli
kongruencidnak a metszete. Konnyen ellendrizhetd, hogy az S félcsoport valamely a és b
elemeire (a,b) € o akkor és csak akkor teljesiil, ha megadhatd az S félcsoport elemeinek
olyan véges
a=Cy,Cly...,Cphb =020

sorozata, hogy minden i = 1,...n — 1 indezhez megadhatok olyan
u;,v; €S €s wy; € St
elemek, hogy
Ci = T, Cip1 = Tivyi,  6s (ug,v;) € 00U gyt UL

2.24. Tétel Egy S félcsoport kongruencidinak halmaza akkor és csak akkor részfélcso-
portja a Bg relaciofélcsoportnak, ha S tetszoleges o és B kongruencidi esetén ao = [Foa.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy S félcsoport kongruencidinak halmaza részfélcsoportja a
Bg relaciofélesoportnak. Legyenek o és 5 az S félcsoport tetszoleges kongruenciai. Ekkor
persze « is és [ is egy-egy ekvivalenciarelacidja az S félcsoportnak. A feltétel miatt ao 3
az S félcsoport kongruencidja, s ezért ekvivalenciarelacigja is. fgy A 2.16. Tétel miatt
ao 3= [ oa. Tehat az S félcsoport barmely két kongruencidja egymassal felcserélheto.

Forditva, tegyiik fel, hogy egy S félcsoport tetszdleges kongruenciai egymassal fel-
cserélhetéek. Legyenek o és [ az S tetszéleges kongruenciai, tehat ekvivalenciarelaciok.
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A 2.16. Tétel értelmében « o  is ekvivalenciarelacié. Mivel « és [ bal kompatibilis
és jobb kompatibilis relaciéi S-nek, ezért a 2.18. Tétel miatt v o § bal kompatibilis és
jobb kompatibilis ekvivalenciarelaciéja S-nek, és igy ao 3 az S félcsoport bal- és egyben
jobbkongruenciaja. A 2.22. Tétel miatt ebbol mar kovetkezik, hogy o 5 az S félcsoport
kongruencidja. Tehat az S félcsoport binér reldcidinak félcsoportjan beliil az S kong-
ruencidinak halmaza zart a o miiveletre nézve, azaz S kongruencidinak halmaza az S
relaciéfélcsoportjanak részfélcsoportja. O]

2.25. Megjegyzés Egy S félcsoport kongruencidinak L(S) halmaza a reldcick tartal-
mazdsdra, mint parcidlis rendezésre nézve halo. Ebben a hdloban az identikus reldcio a
legkisebb elem, az univerzalis reldacio a legnagyobb elem.

2.26. Tétel Legyen o eqy S félcsoport kongruenciareldcidja. Ekkor a o-osztdlyok S/o
faktorhalmaza a o-osztdlyok |al, [b], = [ab]l, mddon definidlt szorzdsdra nézve félcsoportot
alkot.

Bizonyitds. A o ekvivalenciarelacié S-beli miiveletre valé kompatibilitasa miatt [al, [b], =
[ab], miivelet az S/o faktorhalazon. Mivel tetszéleges a, b, c € S elemek esetén

([als[b]5)[c]o = [abls[c]s

= [(ab)clo = [a(be)l, = [alobcl,
= lalo([]s[clo),

ezért a mivelet asszociativ, ami bizonyitja a tétel allitasat. O]

2.27. Definicié Az el6z6 tételben szerepld félcsoportot az S félcsoport o kongruencia
szerinti faktorfélcsoportjanak nevezziik.

2.28. Definicié Legyenek o és 8 eqy S félcsoport olyan kongruencidi, amelyekre o C 3
teljesil. Jelolje B/a az S/ fektorfélcsoport azon binér relacidjdt, amely szerint két S/a-
beli [a), €s [b]a elemre

[a]a B/CY [b]a < a (b

2.29. Tétel Tetszbleges S félcsoport tetszbleges o C [ kongruencidi esetén /o az S/«
faktorfélcsoport kongruenciareldcicja.

Bizonyitds. Az vildgos, hogy [/a ekvivalenciareldcid. Legyenek [al, és [b], az S/a fak-
torfélcsoport olyan elemei, amelyekre

[a]a B/ [b]a
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teljesiil. Ez azzal ekvivalens, hogy a 3 b. Legyen [s], € S/« tetsz6leges.

[s]alala = [sa]a B/ [sb]a = [s]a[bla;

mert

sa (3 sb.

Tehat f/a az S/« faktorfélesoport bal oldali kongruencidja. Hasonl6an igazolhatd, hogy
B/a az S/a faktorfélesoport jobb oldali kongruencidja. A 2.22. Tétel szerint 8/« az S/«
faktorfélcsoport kongruenciaja. O]

2.30. Tétel Tetszoleges S félcsoport tetszdleges av kongruencidja esetén kolcsondsen egy-
értelmi megfeleltetés van az S/a faktorfélcsoport kongruencidi és az S félcsoport a-t
tartalmazo kongruencidi kozott. Ennél a megfeleltetésnél az S valamely 5 O o kongru-
encidjanak az S/a faktorfélcsoport 5/a kongruencidja felel meg.

Bizonyitdas. A 2.29. Tétel szerint

¢: B Bla

az S félcsoport v kongruencidjét tartalmazé kongruencidk halmazanak az S/« faktorfél-
csoport kongruencidinak halmazaba valo egyértelmii leképezése. Megmutatjuk, hogy ¢
sziirjektiv és injektiv.
Legyen 3* az S/a faktorfélesoport tetszéleges kongruencidja. Jelolje 5 az S félcso-
porton a kovetkezoképpen értelmezett relaciét: valamely a,b € S elemek esetén
afb <= [aa 0" [b]a-

Koénnyen ellenorizheto, hogy £ az S félcsoport egy kongruenciareldciéja, valamint hogy

¢(B) =B/a=p"

Tehat ¢ sziirjektiv.
A ¢ injektivitasanak vizsgalatahoz tegyiik fel, hogy

¢(B) = o(7)
teljesiil az S félcsoport valamely a-t tartalmazoé § és v kongruencidira. Tegyiik fel, hogy
a b
valamely a,b € S elemekre. Akkor
[a]a B/ [bla;
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és igy a ¢(5) = ¢(v) feltétel miatt

[a]a v/ [bla,
és igy
a vy b.
Tehat
By
Hasonléan igazolhato, hogy
v C B
Tehat
B=n
Kovetkezésképpen ¢ injektiv. ]

2.4. Csoport-, illetve nullelemes csoport-kongruenciak

2.31. Tétel Legyen S tetszdleges félcsoport és H az S tetszdleges nem tires részhalmaza.
Akkor a
Pu={(a,b) e SxS: (Vo,yeS)zayec H & zbyec H}

reldcio az S félcsoport egy kongruencidja; a
Wyg={ceS: (Ve,ye S)xzcy ¢ H}
részhalmaz vagy tres vagy olyan idedlja S-nek, amely eqy Py-osztdly.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy Py ekvivalencia relacié. Mivel tetszéleges a,b,c,x,y € S
elemek esetén az

z(ca)y € H, azaz (zc)ay € H
akkor és csak akkor teljesiil, ha

(xc)by € H, azaz x(cb)y € H,

ezért az

(a, b) € Py
feltételbol

(ca,cb) € Py
kovetkezik. Tehat Py az S félcsoport egy bal oldali kongruenciaja. Hasonldéan igazolhaté,
hogy Py az S jobb oldali kongruenciija. fgy a 2.22. Tétel szerint Py az S félcsoport egy
kongruencigja.

Ha ¢ € Wy és s,z,y € S tetszOleges elemek, akkor x(sc)y = (xzs)cy ¢ H és igy

sc € Wy. Hasonldan igazolhatd, hogy cs € Wy. Tehat, ha Wy nem fiires, akkor az S
egy idedlja. Az vildgos, hogy (az utébbi esetben) Wy egy Pp-osztaly. ]
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2.32. Definicié Az eldzd tételben definidalt Py kongruencidt a S félcsoport H részhal-
maza dltal definialt fokongruencidnak nevezziik.

A kovetkezd tétel elétt emlékeztetiink arra, hogy tetszéleges S félesoport esetén S*
jeloli azt a félcsoportot, amely megegyezik S-sel abban az esetben, ha S-ben van egység-
elem, egyébként pedig S-bol egy egységelem adjungalasaval nyerheto.

2.33. Tétel Legyen H egy S félcsoport tetszdleges nem iires részhalmaza. Akkor
Py ={(a,b) €S xS: (Vo,yc S)rayc H & abyc H}
az S félcsoport kongruencidja; a H részhalmaz P -osztdlyok unidja; a
Wi ={ceS: (Vo,ye S") zcy ¢ H}
részhalmaz vagy tires vagy olyan idedlja S-nek, amely egy P -osztdly.

Bizonyitds. Az vildgos, hogy Pi ekvivalenciarelacié. Legyenek a és b az S félcsoport

olyan elemei, amelyekre
(a,b) € Py

teljesiil. Legyen s € S tetszdleges elem. Akkor minden z,y € S! elemre
x(sa)y = (zs)ay € H

akkor és csak kkor, ha
z(sb)y = (zs)by € H.

Tehat
(sa, sb) € 73[1{,

és igy PL, balkongruencia. Hasonléan igazolhaté, hogy Pk jobbkongruencia. Igy a 2.22. Té-
tel miatt Py, az S félcsoport kongruencigja.
Mivel tetsz6leges h € H és a ¢ H elemek esetén

lhle H és lal ¢ H,

ezért
(h,a) ¢ Py.
Ebbél mér kovetkezik, hogy a H részhalmaz Pj-osztalyok unidja.
Legyen
ce Wy

tetszoleges elem. Akkor az S félcsoport tetszoleges s eleme esetén

sc € Wy.
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Ellenkezd esetben léteznének olyan z,y € S! elemek, amelyekre
(xs)ey = x(sc)y € H

teljesiilne, amibol
c¢ Wy

kovetkezne. Mivel ez ellentmond a ¢ € W} kiindul6 feltételnek, ezért valéban
sc € Wy

Hasonléan igazolhato, hogy
cs € W

Tehat ha W}, nem iires, akkor az S félcsoport ideédlja. A definicié alapjdn vildgos, hogy
(az utébbi esetben) W}, egy Pi-osztaly. O

2.34. Definicié Egy S félcsoport H részhalmazdt bal unitér részhalmaznak nevezzik, ha
tetszoleges a,b € S elemek esetén az a,ab € H feltételbol b € H kovetkezik. A jobb unitér
részhalmaz fogalma a bal unitér részhalmaz fogalmdnak dudlisa. Eqy részhalmazt unitér
részhalmaznak nevezziik, ha az eqyszerre bal unitér és jobb unitér részhalmaz.

2.35. Tétel Eqgy S félcsoport tetszbleges unitér H részfélcsoportja esetén Py = Pi.
Tovdbbd az is igaz, hogy Wy = W},

Bizonyitds. Az vilagos, hogy
Pu € Pu

tetszoleges H C S részhalmaz esetén. A forditott tartalmazési relacié igazolasdhoz
tekintsiink két elemet, a-t és b-t az S félcsoportbdl. Tegyiik fel, hogy (a,b) € Py valamely
S-beli a és b elemek esetén. Legyenek u,v € St tetsz6leges elemek. Tegyiik fel, hogy

uav € H.
Akkor tetszéleges hy, he € H elemek esetén
(hiu)a(vhy) € H,
mert H részfélcsoport. Mivel hyu,vhy € S, ezért
(hiu)b(vhy) € H.
Mivel H bal unitér, ezért a hy, hyubvhy € H tartalmazasokbol

ubvhy € H
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kovetkezik. Mivel H jobb unitér, ezért az ubvhs, he € H tartalmazasokbdl
ubv € H
kovetkezik. Hasonléan igazolhatd, hogy ha ubv € H, akkor uav € H. Kovetkezésképpen
(a,b) € Py;.

Igy
Py =Py

Az viladgos, hogy ha ¢ € W}, valamely ¢ € S elemre teljesiil, akkor ¢ € Wy. Ha pedig
d € Wy teljesiil valamely d € S elemre, akkor d € W}, is teljesiil. Ugyanis, ha d nem lenne
eleme W}-nak, akkor léteznének olyan z,y € S* elemek, amelyekre xdy € H teljesiilne.
Akkor viszont tetszéleges hi, hy € H elemek esetén (hix)d(yhy) € H teljesiilne, mivel
H részfélesoport. Ez viszont azt jelentené, hogy d ¢ Wy, mivel hyx,yhy € S. Ez pedig
ellentmondds. Az elézéekbdl mar kovetkezik, hogy Wy = W O

2.36. Definicié FEqgy S félcsoport valamely H részhalmazdt reflexiv részhalmaznak ne-
vezziik, ha tetszdleges a,b € S esetén ab € H akkor és csak akkor teljesiil, ha ba € H.

2.37. Definicio Egy félcsoportot nullelemes csoportnak neveziink, ha valamely G cso-
portbdl ugy szdrmaztathato, hogy G-hez eqy nullelemet adjungdlunk.

2.38. Tétel Ha H egy S félcsoport reflexiv és unitér részfélcsoportja, akkor az S/Py
faktorfélcsoport csoport vagy nullelemes csoport.

Forditva, ha o egy S félcsoport olyan kongruencidja, hogy az S/o faktorfélcsoport
csoport vagy nullelemes csoport, akkor megadhato az S félcsoportnak olyan reflexiv és
unitér H részfélcsoportja, amelyre o = Py teljestil.

Bizonyitds. Legyen H egy S félcsoport reflexiv unitér részfélesoportja. A 2.31. Tétel,
illetve a 2.33. Tétel szerint Py, illetve P}, az S félesoport kongruencidi. Mivel a feltétel
szerint H unitér, ezért

Pu = Pl.

A 2.33. Tétel szerint Wy egy Py-osztaly, H pedig osztalyok unidja. Legyenek a,b € H
tetszoleges elemek. Megmutatjuk, hogy H egyetlen osztaly. Tegyiik fel, hogy xray € H
valamely z,y € S elemekre. Mivel H reflexiv, ezért

yxra € H.
Mivel H unitér és a € H, ezért

yxr € H.

35



Mivel H résztélcsoport és b € H, ezért
yxb € H,

amibdl H reflexivitdsa miatt
xby e H

kovetkezik. Hasonldéan igazolhatd, hogy az xby € H feltételbdl xay € H kovetkezik.
Tehat
(a, b) S PH.

Kovetkezésképpen H egy Py-osztély.
Legyenek a,b € S\ Wy tetszéleges elemek. Akkor megadhaték olyan z,y,u,v € S
elemek, melyekre

xay,ubv € H
teljesiil. Mivel H reflexiv, ezért
yxa,bvu € H.
Mivel H részfélcsoport, ezért
yrabvu € H,
amibol
ab ¢ WH

kovetkezik. Igy S \ Wy félcsoport. Ha Wy nem iires, akkor az S/ Py faktorfélcsoportban
a Wy-nak megfelel6 elem nullelem (mivel az S idedlja), s a faktorfélecsoport tgy all eld,
hogy annak egy részfélcsoportjahoz ((S \ Wg)/Pr-hoz) a Wy-nak megfeleld nullelem
van adjungélva. Megmutatjuk, hogy (S \ Wg)/Pg a faktorfélecsoport egy részcsoportja.
Legyenek s, z,y € S és h € H tetszoleges elemek. H reflexivitasa miatt

xshy € H

akkor és csak akkor teljesiil, ha
yxsh € H,

amely a H unitér volta miatt akkor és csak akkor igaz, ha
yxrs € H.

Ez utébbi tartalmazas a H reflexivitasa miatt akkor és csak akkor igaz, ha
xsy € H.

Kovetkezésképpen H a faktorfélcsoport jobb oldali egységeleme. Hasonléan igazolhato,
hogy bal oldali egységelem is. Legyen a € S\ Wy tetsz6leges elem. Akkor vannak olyan
S-beli x és y elemek, hogy

ray € H,
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azaz
yra € H.

Mivel yz ¢ Wy, ezért az yx elemet tartalmazé Py-osztly az a elemet tartalmazé Py-
osztaly bal oldali inverze. Ezzel belattuk, hogy az S/Py faktorfélesoport vagy csoport
vagy nullelemes csoport.

Megforditva, legyen « egy S félcsoport olyan kongruencidja, melyre az S/« faktor-
félcsoport csoport vagy nullelemes csoport. Jelolje H az S félcsoport azon a-osztalyat,
amely a faktorfélcsoport egységeleme. Az vilagos, hogy H reflexiv és unitér részfélcso-
portja S-nek. Megmutatjuk, hogy Py = a. Jeldlje ¢ az S félcsoportnak az S/« faktor-
félcsoportra vald természetes homomorfizmusat. Legyenek a,b € S tetszoleges elemek.
Az

a,b e Wy

feltétel akkor és csak akkor teljesiil, minden z,y € S elem esetén
zay,zby ¢ H,

azaz
p@)p(a)py) #e,  e(@)p(b)ply) # e,
ahol e jeloli az S/« faktorfélcsoport egységelemét. Ez utébbi pedig azzal ekvivalens, hogy

p(a) = ¢(b) =0,

ahol 0 jeloli az S/« faktorfélesoport nullelmét. Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy a,b €
(CL, b) € Pu

akkor vannak olyan x,y € S elemek, amelyek esetén

Ebbdl
p(a) = @(b)
adodik, azaz
(a,b) € a.
Forditva, ha
(a,b) €

akkor minden x,y € S elemre
(zay, xby) € a,

és ezért xay € H akkor és csak akkor, ha zby € H, mivel H egy a-osztdlya S-nek. Ezzel
bebizonyitottuk, hogy Py = «. m
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Feladatok

2.1. (Megoldas: 17.5.) Mutassuk meg, hogy tetszéleges S félcsoport esetén o = {(a, b) €
SxS: (Ine NT)ab™ =b"", ba™ = a"'} ekvivalenciareldcio!

2.2. (Megoldas: 17.0.) Mutassuk meg, hogy tetszélege jobb zéré [bal zérd| félcsoport
minden ekvivalenciareldcidja kongruenciarelacio!

2.3. (Megoldas: 17.7.) Mutassuk meg, hogy egy S jobb zér6 [bal zérd] félcsoportban
minden « és [ kongruencidara akkor és csak akkor teljesiil az a0 f = [ o o egyenlGség,
ha [S| < 2.

2.4. (Megolddas: 17.8.) Mutassuk meg, hogy egy haromelemii félhaléban megadhatdk
olyan « és [ kongruencidk, amelyekre nem teljesiil az ao f = 3 o a egyenl6ség!

2.5. (Megoldas: 17.9.) Mutassuk meg, hogy tetszbleges S félcsoport esetén az o =
{(a,b) € S x S: (Vx € S) xa = zb} relacié kongruenciarelacié!
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3. fejezet

Félcsoport homomorfizmusai

3.1. Definicié Egy S félcsoportnak eqy T félcsoportba valo ¢ leképezését homomorfiz-
musnak nevezzik, ha S tetszbleges a és b elemei esetén ¢(ab) = ¢(a)p(b) teljesil. Ha
a ¢ homomorfizmus sziirjektiv, akkor azt is szoktuk mondani, hogy ¢ epimorfizmus, és
ekkor T az S félcsoport homomorf (vagy epimorf) képe. Ha a ¢ homomorfizmus injektiv,
akkor azt mondjuk, hogy ¢ az S félcsoportnak a T félcsoportba valo bedgyazdsa. Ha a
¢ homomorfizmus bijektiv (azaz szirjektiv és injektiv), akkor azt mondjuk, hogy ¢ az
S félcsoportnak a T félcsoportra valo izomorfizmusa; ekkor ¢ inverze T-nek S-re valo
1zomorfizmusa, s ezért azt is mondjuk, hogy S és T egymadssal 1zomorfak. Egy félcso-
port onmagdba valo homomorfizmusait a félcsoport endomorfizmusainak, onmagdra valo
1zomorfizmusait pedig a félcsoport automorfizmusainak nevezzik. FEqy S félcsoport en-
domorfizmusai a leképezések kompozicidjdra nézve monoidot (egységelemes félcsoportot)
alkotnak, melyben az invertdlhato elemek az S automorfizmusai.

3.2. Megjegyzés Ha o egy S félcsoport kongruenciareldcidja, akkor a ¢ : s — [s],
(s € S)azS félcsoportnak az S/o faktorfélcsoportra valé homomorfizmusa. Ezt a homo-
morfizmust természetes (vagy kanonikus) homomorfizmusnak nevezzik.

3.3. Lemma Legyen ¢ eqy S félcsoportnak valamely T félcsoportba valo homomorfiz-
musa. Akkor kery, = {(a,b) € S x S: ¢(a) = ¢(b)} az S félcsoport kongruencidja.

Bizonyitds. Az vildgos, hogy ker, ekvivalenciareldcié. Mivel tetszdleges a,b,s € S ele-
mekre az (a,b) € ker,, feltételbol

p(sa) = p(s)p(a) = p(s)p(b) = p(sb)

kovetkezik, ezért ker, balkongruencia S-en. Hasonldéan bizonyithatd, hogy ker, jobb-
kongruencia S-en. O

3.4. Definicié Ha p eqy S félcsoportnak eqy T félcsoportba valo homomorfizmusa, akkor
az S félcsoport ker, kongruencidjdt a ¢ homomorfizmus magjdinak nevezziik.
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3.5. Megjegyzés Ha o az S félcsoport eqy kongruencidja és ¢ S-nek az S/o faktorfél-
csoportra valo természetes homomorfizmusa, akkor ker, = o

3.1. Homomorfizmustétel, Izomorfizmustételek

3.6. Tétel (Homomorfizmustétel) Ha p az S félcsoportnak eqy T félcsoportra vald (sziir-
jektiv) homomorfizmusa, akkor T = S/ker.,.

Bizonyitds. Tetszoleges x € T esetén legyen
®(2) = [alker,
ahol a € S olyan elem, amelyre x = (a) teljesiil. Ha
pla) =z = p(b)
teljesiil valamely a,b € S elemekre, akkor
[a]kerw = [b]kerw

amibdl kovetkezik, hogy ® a T' félcsoportnak az S/ker, faktorfélcsoportba vald jél de-
finidlt, egyértelmii leképezése. A ¢ sziirjektivitdsa azt biztositja, hogy minden t € T
elemnek legyen képe. A ¢ azért sziirjektiv, mert ¢ értelmezési tartomanya S. A @
injektivitasanak bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy

valamely a,b € S elemek esetén. Akkor

[(1,] ker, — [b] kery s

azaz
(a,b) € ker,,

és ezért
p(a) = ¢(b).
Tehat ® valéban injektiv. Mivel tetszoleges a,b € S elemek esetén

P(p(a)p(b)) = (p(ab)) = [ablker, = [a]ker, [Blker, = P(p(a))P(p(b)),

ezért ® homomorfizmus. Tehat ® a T félcsoportnak az S/ker, faktorfélcsoportra vald
izomorfizmusa. O

40



3.7. Kovetkezmény Tetszoleges S félcsoport esetén, ha 1 : S — Ty ésps: S — Ty
olyan sziirjektiv homomorfizmusok, melyekre ker,, = ker,, teljesil, akkor Ty = T5.

Bizonyitds. Az allitds a homomorfizmustétel kovetkezménye, mert

Ty = S/kery,, = S/kery, = T. O

3.8. Lemma Legyen S tetszéleges félcsoport és H az S-nek egy részfélcsoportja. Akkor
S tetszoleges o kongruencidja esetén
[H], ={s€S: (3he€ H) (s,h) € g}
az S félcsoport részfélcsoportja.
Bizonyitds. Ha s1,se € [H],, akkor
(s1,h1),(s2,he) €0
alkalmas hq, ho € H elemekkel. Mivel
hihy € H

és
(5152, hihs) € o,

ezért [H]|, részfélcsoportja S-nek. O

Legyen o egy S félcsoport kongruenciaja. Legyen X az S egy nem iires részhalmaza.
Jelolje o|x a o-nak X-re vald leszlikitését, azaz o|x = {z,y € X x X : (z,y) € 0}.
Ha X o-osztélyok unidja, akkor o|x helyett o-t is fogunk hasznélni.

3.9. Tétel (I. Izomorfizmustétel) Legyen o az S félcsoport tetszéleges kongruencidja, H
pedig tetszdleges részfélcsoportja. Akkor [H),/o = H/(o|y).

Bizonyitds. Legyen ¢ a [H], félcsoportnak a [H|, /o faktorfélcsoportra valé természetes
homomorfizmusa. A [H], definiciéja miatt

és igy p-nek H-ra val6 lesziikités H-nak ¢([H],)-ra valé homomorfizmusa, melynek magja
o|lg. Ezért [H|,/o = H/(o|n). O
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3.10. Tétel (II. Izomorfizmustétel) Legyenek o és B eqy S félesoport tetszdleges kong-
ruencidi az o C 3 feltétellel. Akkor

pla={(lala; [tla) € S/ x S/a: (a,b) € 5}
(a,b € S) az S/a faktorfélcsoport kongruencidja, és (S/a)/(B/a) = S/5.

Bizonyitdas. A 2.29. Tétel szerint 5/« az S/« faktorfélecsoport kongruencidja. Legyenek
©1, illetve ¢y az S-nek S/a-ra, illetve S/a-nak (S/a)(8/a)-ra valé természetes homo-
morfizmusai. Valamely a,b € S elemekre

(a,0) € kergiop, = ((@)1)p2 = (()p1)p2 & ([ala)pz = ([ba)gs;

az utobbi egyenloség azzal ekvivalens, hogy

([a]a; [U]a) € B/,

ami az (a,b) € B teljesiilését jelenti. Tehdt kery,o,, = B. A homomorfizmustétel miatt

(S/a)/(B/a) = 5/8. O

3.11. Tétel Legyen o egy S félcsoport tetszbleges kongruencidja. A B +— B = B/«
leképezés az S félcsoport a-t tartalmazo kongruencidinak hdlojat izomorf mddon képezi
le az S/« faktorfélesoport kongruencidinak hdldjdra.

Bizonyitds. Az S/a faktorfélesoport tetszéleges § kongruencidja esetén jelolje * az S
félcsoport azon relacidjat, amelynél az S két eleme, mondjuk a és b, akkor és csak akkor
allnak relaciéban, ha ([a]a, [b]la) € 5. Konnyen igazolhatd, hogy f* az S félesoport
kongruencidja és 3* = . Mivel az S félcsoport tetszbleges 7 O o kongruencidja esetén
(T)* =7, ezért a o — 0 és 7 +— 7° leképezések egymads inverzei. ey B — B = B/a
leképezés az S félcsoport a-t tartalmazoé kongruencidinak haléjat bijektiv modon képezi
az S/« félesoport kongruencidinak haléjara. Itt nem részletezziik, de kénnyen igazolhatd,
hogy a leképezés (halé-) homomorfizmus. O

3.2. Szabad félcsoportok

Tetsz6leges X # () halmax esetén jelolje Fx az X elemeibdl képezhetd dsszes véges soro-
zatok halmazat. Ezen az X halmazon értelmeziink egy szorzasnak nevezett - miveletet a
kovetkezéképpen. Tetszoleges X-beli [z1, ..., x,] és [y1,. .., y,] sorozatok esetén legyen

(1, ] - UL, Yn) = [T1, o Ty YL, - Ynl-

3.12. Tétel Tetszbleges X # () halmaz esetén (Fx;-) félcsoport.
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Bizonyitds. Legyenek wy = [x1,..., 23], w2 = [y1,. .-, Um), w3 = [21,...,2,] tetszbleges
Fx-beli sorozatok. Akkor

(W1 w2) w3 =1[T1, s T, Y1y oy Y] - W3 =
= X1, e Ty YLy e oy Yy 21y - - - Zn) =
= W1 YLy ey Ymy 21y -+ 2n) = w1 - (W2 - w3). n

3.13. Definicié Az elézdekben definidlt (Fx;-) félcsoportot az X halmaz feletti szabad
félcsoportnak nevezziik. Az Fx szabad félcsoport segitségével képezett Fi monoidot (egy-
ségelemes félcsoportot) az X halmaz feletti szabad monoidnak nevezzik; az Fx-hez ad-
Jungadlt eqységelemre az “ires sz20” kifejezéssel szoktunk hivatkozni.

3.14. Tétel Azonositva az X halmaz x elemét az egyelemi |x] sorozattal, X az Fx
szabad félcsoport eqy generdtorredszere.

Bizonyitds. Mivel tetszéleges Fx-beli [x1,. .., x,,] sorozat esetén
[T1, .. ) = [21] - [22] - - [T],
ezért az allitas nyilvanvalo. m
Az el6z6 tétel alapjan az Fx-beli tetszoleges [x1, ..., x| sorozatot xy - - - x,, szorzat-

alakban is irhatjuk.

3.15. Tétel Legyen S tetszbleges félcsoport és X # ) tetszéleges halmaz. Akkor X -nek
az S-be valo tetszoleges egyértelmi ¢ leképezéséhez megadhato az Fx szabad félcsoportnak
az S félcsoportba valo olyan ¢* homomorfizmusa, melynek X -re valo lesziikitése eqyenlo
¢-vel, azaz ¢p(x) = ¢*(x) teljesil minden xz € X elemre.

Bizonyitds. Valamely ¢ : X — S leképezés esetén értelmezziink egy
¢ Fx— S
leképezést a kovetkezoképpen. Tetszoleges xy - - - x,,, € Fx esetén legyen
O (1) = G(31) -+ D).

Mivel tetszoleges
Tyt Tmi Y1 Yn € Fx
elemek esetén
¢*(($1$m) . (ylyn)) — ¢*($1$my1yn) —
= qb*(xl e '$m)¢*(y1 e 'yn)

teljesiil, ezért ¢* az Fx szabad félcsoportnak az S félcsoportba valé homomorfizmusa. A
o(z) = ¢*(x) egyenldségnek minden z € X elemre valé teljesiilése nyilvanvalo. ]
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3.16. Tétel Minden S félcsoport izomorf eqy szabad félcsoport valamely faktorfélcso-
portjdval.

Bizonyitds. Legyen S tetszoleges félcsoport. Tekintsiik az S halmaz feletti szabad félcso-
portot. Jelolje ¢ az S halmaz identikus leképezését. A 3.15. Tétel szerint megadhaté az
Fs szabad félcsoportnak az S félcsoportra olyan ¢* sziirjektiv homomorpizmusa, mely-
nek S-re val6 lesziikitése ¢. fgy a félcsoportokra érvényes homomorfizmus-tétel szerint
az S félesoport izomorf az Fy /kerd* faktorfélesoporttal. O

Az el6zoek alapjan lehetOségiink van arra, hogy konstrualjunk olyan S félcsoportot,
amelyet valamely X részhalmaza generél, és a generalé elemekre valamely v; = w; (i € I)
azonossagok, masnéven definialé relaciok teljesiilnek (v; és w; a generaléelemek valamely
véges szorzatai). Tekintsiik az X halmaz feletti Fx szabad félcsoportot. A wv;, illetve
w; szorzatok egyértelmiien meghatarozzédk Fyx egy-egy vi, illetve w) elemét. Példaul, ha
v; = 175 (11,72 € X), akkor v] az [11, 72, T2, 75] € Fx elemét jelenti. Jeldlje gy az
Fx félesoport azon binér reldcidjat, amelyet a (vi,w;) (i € I) parok alkotnak. Jelolje
0 az Fx félcsoport g, relacidja altal generdlt kongruencidjat. Jelolje ¢ az Fx szabad
félcsoportnak az Fx /a* faktorfélcsoportra valé természetes homomorfizmusat. Vildgos,
hogy ¢(X) az S félecsoport generdtorrendszere és ¢(v;) = ¢(w;) miatt S-ben a ¢(X)
generatorrendszer elemeire teljesiilnek az el6irt definialo relaciok.

Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a kévetkezo tételt.

3.17. Tétel Legyen o eqy X halmaz feletti Fx szabad félcsoport valamely oy reldicidja
dltal generalt kongruencia. Legyen ¢ az Fx szabad félcsoportnak az Fx /o faktorféleso-
portra valo természetes homomorfizmusa. Legyen S eqy félcsoport és ¢ az Fx-nek S-be
vald olyan homomorfizmusa, amelyre p(u) = ¢(v) teljesil minden (u,v) € oo pdrra. Ak-
kor van az Fx /o faktorfélcsoportnak az S félcsoportba olyan 0 homomorfizmusa, hogy
tetszdleges w € Fx elem esetén 0(p(w)) = ¢p(w) teljesiil.

Feladatok

3.1. (Megoldas: 17.10.) Mutassuk meg, hogy egy F félcsoport akkor és csak akkor
egy X halmaz feletti szabad félcsoport, ha tetszéleges S félcsoport és X-nek S-be vald
tetszoleges f leképezéséhez megadhato F-nek S-be valé olyan homomorfizmusa, melynek
X-re valo leszilikitése megegyezik f-fel.

3.2. (Megoldas: 17.11.) Mutassuk meg, hogy ha X és Y olyan halmazok, melyek kozott
l1étezik egy bijektiv leképezés, akkor az X és az Y feletti szabad félcsoportok egymassal
izomorfak.
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4. fejezet

Félcsoport idealjai, a Green-relaciok

Mint ahogy azt mér az 1. Fejezetben definidltuk (1.27.Definicid), egy S félcsoport vala-
mely nem iires L részhalmazat bal oldali idealnak nevezziik, ha minden s € S és minden
a € L elem esetén sa € L. Egy S félcsoport nem iires R részhalmazat jobb oldali ideal-
nak nevezziik, ha minden s € S és a € R esetén as € R. Ha I jobb oldali és bal oldali
idealja is egy S félcsoportnak, akkor azt mondjuk, hogy I kétoldali idealja, vagy roviden
idealja S-nek.

4.1. Definicié Egy S félcsoport S-tol kiilonbozé idedljait valodi idealoknak nevezziik.
Eqy félcsoportot eqyszeriinek neveziink, ha nincs valodi idedlja.

4.2. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor egyszerid, ha S = SaS teljesil minden
a eleme esetén.

Bizonyitds. Az viladgos, hogy tetszéleges S félcsoport tetszoleges a eleme esetén SasS az
S egy idealja. fgy, ha S egy egyszeriu félcsoport, akkor tetszéleges a € S elem esetén
S = SaS.

Forditva, tegyiik fel, hogy S olyan félcsoport, amelyre tetszoleges a € S esetén teljesiil
az S = SaS egyenl6ség. Legyen I az S egy idealja. Akkor tetszéleges a € I elem esetén

S =5aS Cl,
amibol
I1=S5
kovetkezik. Tehat S-nek nincs valédi idedlja, azaz S egyszeri félcsoport. O]

4.3. Megjegyzés FEgy legaldbb kételemi; 0-elemes S félcsoport nem lehet egyszerid, mert
{0} idedlja S-nek.

4.4. Definicié Egy 0-elemes S félcsoport {0}-tdl és S-t6l kilonbozd idedljait valodi ide-
aloknak nevezziik.
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4.5. Megjegyzés Ha egy 0-clemes S félcsoportnak nincsenek valédi idedljai, akkor S? =
{0} vagy S* = S, mert S? az S idedlja. Az elsé esetben S-nek minden, 0-dt tartalmazd
részhalmaza idedlja S-nek, ezért S legfeljebb kételemii félcsoport.

4.6. Definicié Egy 0-elemes S félcsoportot 0-egyszeriinek neveziink, ha S* # {0} és
S-nek nincsenek valddi (azaz {0}-tdl és S-t6l kilonbozd) idedljai.

4.7. Tétel Egy 0-elemes S félcsoport akkor és csak akkor 0-egyszerid, ha minden 0 #
a € S elem esetén SaS = 5.

Bizonyitds. Legyen S 0-egyszerti félcsoport. Akkor S = S? # {0}. Legyen
B={beS: SbS={0}}.

Az vilagos, hogy B az S félcsoport idedlja. Ha B # {0} teljesiilne, akkor B megegyezne
S-sel, amib8l S® = {0} és {gy S? = {0} adédna, ami ellentmondés. Tehét B = {0}, azaz
SaS = S minden 0 # a € S elemre.

Forditva, legyen S olyan nullelemes félcsopoprt, amelyben SaS = S teljesiil minden
0 # a € S elemre. Akkor S? = S, amibél 5% # {0} kivetkezik. Legyen A az S félcsoport
tetszoleges nem-nulla idealja. Akkor tetszéleges 0 # a € A esetén S = SaS C SAS C A,
amibol A = S adédik. Tehat S 0-egyszert félcsoport. O

4.8. Megjegyzés Ha eqy eqyszeri félcsoporthoz eqy nullelemet adjungdlunk, akkor 0-
eqyszert; félcsoportot kapunk. Ha eqy 0-eqyszeri félcsoport olyan, hogy nem tartalmaz
0-tol kiilonbozo nullosztot, azaz a félcsoport tetszdleges a,b elemei esetén ab = 0 akkor
és csak akkor teljesil, ha a = 0 vagy b = 0, akkor a 0-elem elhagydsdval olyan félcsoport
keletkezik, amelyik eqyszeri.

4.1. Minimalis, O-minimalis idealok

4.9. Definicié Egy S félcsoport valamely M idedljat minimadlis idedlnak nevezziik, ha
nem tartalmazza valodi modon S egyetlen idealjat sem.

4.10. Megjegyzés Ha A és B eqy S félcsoport idedljai, akkor AB is idedlja S-nek
és AB C AN B. Ebbol kovetkezik, hogy minden félcsoportnak legfeljebb egy minimdlis
idedlja van. Ha egy félcsoportnak van minimdlis idedlja, akkor azt a félcsoport magjanak
nevezziik. Konnyen ldthato, hogy eqy félcsoportnak akkor és csak akkor van magja, ha
osszes idedljdnak metszete nem tires.

4.11. Tétel Ha M eqy S félcsoport minimadlis idedlja, akkor M egyszeri félcsoport.
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Bizonyitds. Legyen M egy S félcsoport minimélis idedlja. Mivel M? C M és M? az S
idedlja, ezért M? = M. Legyen a € M tetsz6leges elem. Mivel S'aS! az S félcsoport M
altal tartalmazott idedlja, ezért S'aS' = M. Innen M = M3 = M S'aS*M C MaM C
M kovetkezik. Ezért MaM = M. A 4.2. Tétel miatt ez azt jelenti, hogy M egyszerii.[]

4.12. Kovetkezmény Ha eqy félcsoportnak van magja, akkor ez a mag eqyszeri félcso-
port.

Bizonyitds. A 4.11. Tétel alapjan az allitas nyilvanvalo. [

4.13. Megjegyzés Ha eqy S félcsoport tartalmaz egy O-elemet, akkor az az S félcsoport
minden idedljaban benne van, s ezért S-nek egyetlen minimdlis idedlja a {0}.

4.14. Definicié FEgy nullelemet tartalmazo S félcsoport valamely M idedljat 0-minimdlis
idedlnak nevezziik, ha M # {0} és 0 az egyetlen olyan idedlja S-nek, amelyet M wvalddi
modon tartalmaz.

4.15. Tétel Ha M egy 0-minimdlis idedlja egy nullelemes S félcsoportnak, akkor M? =
{0} vagy M 0-egyszerii részfélcsoportja S-nek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy M? # {0}. Akkor M? = M. Legyen a € M, a # 0 tet-
sz6leges elem. Mivel S'aS! az S félesoport M 4ltal tartalmazott, nullelemtdl kiilonbozé
idedlja, ezért S'aS' = M. Innen M = M3 = MS'aS'M C MaM C M kovetkezik.
Ezért MaM = M. A 4.7. Tétel miatt ez azt jelenti, hogy M 0-egyszeru. O

4.16. Tétel Ha M eqgy nullelemes S félcsoport olyan 0-minimdlis idedlja, amelyre M? #
{0} teljesiil, akkor S minden {0} # L C M bal oldali idedlja esetén L* # {0}.

Bizonyitds. Legyen L az S félcsoport olyan nem-nulla bal oldali idealja, amely a O-
minimalis M idedlnak részhalmaza. Akkor LS az S félcsoport olyan kétoldali idealja,
amelyre

LSCM
teljesiil. Mivel M 0-minimdlis idedlja S-nek, ezért
LS ={0} vagy LS= M.

Ha LS = {0}, akkor 0 € L miatt L kétoldali idedlja S-nek, s ezért az L # {0} feltétel
miatt
L=M.

fgy
M? = LM C LS = {0},
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ami viszont ellentmond az M-re vonatkozé M? # {0} feltételnek. Ezért
LS =M.

Ekkor viszont
M = M?*=LSLS C L?S,

amib6l mar kivetkezik L? # {0}. O

4.2. 0-minimalis bal oldali idealok

4.17. Definicié Egy nullelemes S félcsoport {0} # L bal oldali idedljdt 0-minimdlis bal
oldali idedalnak nevezzik, ha O az egyetlen olyan bal oldali idedlja S-nek, amelyet M valodi
modon tartalmaz.

4.18. Tétel Ha L eqy nullelemes S félcsoport olyan 0-minimdlis bal oldali idedlja, amely-
re L? # {0} teljesiil, akkor fenndll az L = Sa egyenléség tetszbleges 0 # a € L elemre.

Bizonyitds. Legyen L a 0-elemes S félcsoport olyan O-minimalis bal oldali idedlja, amelyre
L? # {0} teljesiil. Legyen 0 # a € L tetszdleges elem. Az vildgos, hogy Sa az S olyan
legalabb kételemii bal oldali idedlja, amelyik az L egy részhalmaza. Megmutatjuk, hogy
Sa #= {0}. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy Sa = {0}. Legyen s € S tetsz6leges elem.

Akkor
s{0,a} = {0, sa} = {0} C {0, a},

azaz {0,a} az S félcsoport bal oldali idedlja. Ebb6l az a? = 0 egyenléség is adédik. Mivel
a#06és{0,a} C L, ezért az L bal oldali idedl 0-minimalis volta miatt L = {0,a}. Ebbdl
pedig L? = {0} kovetkezik, amely ellentmond az eredeti L? # {0} feltételnek. Tehat
Sa # {0}. Ebbél pedig Sa = L kivetkezik, mert L az S félcsoport O-minimaélis bal oldali
idealja. O]

4.19. Tétel Ha L egy nullelemes S félcsoport O-minimalis bal oldali idedlja, akkor tet-
szbleges s € S elem esetén Ls = {0} vagy Ls az S egy 0-minimdlis bal oldali idedlja.

Bizonyitdas. Legyen L a 0-elemes S félcsoport tetszoleges 0-minimalis bal oldali idealja.
Legyen s € S tetszoleges elem. Tegyiik fel, hogy Ls # {0}. Az vilagos, hogy Ls az S
félcsoport bal oldali idealja. Megmutatjuk, hogy Ls az S 0-minimélis bal oldali idealja is.
Ehhez tekintsiik S-nek olyan tetszéleges A bal oldali idedljat, amelyet az Ls bal oldali
idedl tartalmaz. A bizonyitas akkor lesz kész, ha megmutatjuk, hogy A = {0} vagy
A = Ls. Ehhez el6szor is definialjuk a kovetkezé halmazt:

B={beL: bse A}.
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A B definiciéja miatt vilagos, hogy
Bs C A.

Legyen = az A tetszOleges eleme. Mivel A C Ls, ezért 1étezik olyan ¢ € L elem, hogy
x = ts. Ezen utébbi egyenloséghbdl viszont ¢t € B kovetkezik, tehat © € Bs. Azt kaptuk
tehat, hogy

A C Bs.

Ebbél és a fenti Bs C A tartalmazasbdl
A = Bs

adodik. A kovetkezokben megmutatjuk, hogy B az S félcsoport bal oldali idedlja. Le-
gyenek t € S és b € B tetszoleges elemek. Akkor

tbs € tA C A.
Tovabba az is igaz, hogy
tbetl C L.

Tehat tb az L olyan eleme, amelyre tbs € A teljesiil, amibdl a B definiciéja miatt
thbe B

kovetkezik. Tehat B az S bal oldali idealja. Az L bal oldali ideal 0-minimalitdsa miatt
B = {0} vagy B = L. Az els6 esetben

A= {0},
a masodik esetben
A=1Ls
addédik. 0

4.20. Tétel Legyen M egy nullelemes S félcsoport olyan 0-minimdlis idedlja, amely
tartalmazza S-nek egy 0-minimdlis bal oldali idedljat. Akkor M az S félcsoport mindazon
0-minimdlis bal oldali idedljainak unicja, amelyeket M részhalmazként tartalmaz.

Bizonyitds. Jelolje A az S félcsoport M altal tartalmazott Gsszes O-minimalis bal oldali
idedljainak unigjat. Azt kell bizonyitanunk, hogy A = M. Az vildgos, hogy A az S
félcsoport bal oldali idedlja. Megmutatjuk, hogy A az S félcsoport jobb oldali idedlja is.
Legyenek a € A és s € S tetszoleges elemek. Az A definicidja miatt van S-nek olyan, az
M 4éltal tartalmazott O-minimalis L bal oldali idedlja, hogy a € L. A 4.19. Tétel miatt
Ls = {0} vagy Ls az S félcsoport 0-minimélis bal oldali idedlja. Az is igaz, hogy

Ls C MS C M.
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Igy
Kovetkezésképpen

as € A.

Tehat A valéban jobb oldali idedlja az S félcsoportnak. Mivel a feltételek szerint M
tartalmaz legaldbb egy O-minimalis bal oldali idedlt, ezért

A+ {0},

Tehéat A az S félesoport legalabb kételemt, M altal tartalmazott idedlja. Mivel M az S
félcsoport 0-minimalis idealja, ezért

A= M. [l

4.21. Tétel Legyen M egy nullelemes S félcsoport olyan 0-minimdlis idedlja, amely-
re M?* # {0} teljesiil. Ha S-nek van olyan O-minimdlis bal oldali idedlja, amelyet M
részhalmazként tartalmaz, akkor M minden bal oldali idedlja bal oldali idedlja S-nek is.

Bizonyitds. Legyen M egy nullelemes S félcsoport olyan O-minimaélis idedlja, amelyre
M? # {0} teljesiil. A 4.15. Tétel miatt M egy 0O-egyszer(i félcsoport. Legyen a az M
tetszoleges 0-t6l kiilonbo6zo eleme. A 4.7. Tétel szerint

MaM # {0},

és igy
Ma # {0}.

Tegyiik fel hogy S-nek van olyan 0-minimalis bal oldali idealja, amelyet M részhalmaz-
ként tartalmaz. A 4.20. Tétel szerint M el6all az S félcsoport M altal tartalmazott
0-minimalis bal oldali idedljainak uni6éjaként. Legyen L tetszoleges nem nulla bal oldali
idedlja M-nek. Legyen a € L\ {0} tetsz6leges elem. Akkor az el6z6ek szerint van S-nek
olyan O-minimalis Ly C M bal oldali idedlja, melyre

a€ Lo\ {0}
teljestil. Mivel Ma # {0}, ezért Ma = L, és igy a € Ma. Ez azt jelenti, hogy
L =UgerMa.
fgy tetszoleges s € S elem esetén sL C Ugep Ma = L. Tehat L az S félcsoport bal oldali

idealja. O]
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4.3. Rees-féle kongruencia, Rees-féle faktorfélcsoport

4.22. Lemma Legyen S tetszéleges félcsoport és A az S tetszéleges idedlja. Akkor
oa={(a,b) e SxS: a=0buvagya,be A}

az S félcsoport kongruencidja.

Bizonyitdas. Az vilagos, hogy o az S félcsoport egy ekvivalenciarelacidja. Legyenek a,b €
S tetsz6leges elemek az (a,b) € p4 feltétellel. Akkor tetszoleges s € S esetén as = bs
vagy as,bs € A. Hasonldan, sa = sb vagy sa, sb € A. fgy 04 az S félesoport egy jobb-,
illetve balkongruencija. A 2.22. Tétel szerint g4 az S félcsoport egy kongruencidja. [

4.23. Definiciéo A p4 kongruencidt az S félcsoport A idedlja szerinti Rees-féle kongru-
encidnak nevezziik. A szerinte vett faktorfélcsoportot az S félcsoport A idedlja szerinti
Rees-féle faktorfélcsoportjanak nevezzik és S/A-val jelolyiik.

Megjegyezziik, hogy a 4.22. Lemméban definidlt o4 reldcié az A = () esetben az
S félesoport identikus reldcidja, s ekkor persze az S/p4 faktorfélesoport izomorf S-sel.
Ebben az esetben is az S/A jelolést fogjuk hasznédlni az S/o4 helyett. A fentiek szerint
tehat S/ olyan faktorfélesoportot jelol, amely izomort S-sel.

Egy (5;-) félesoport A idedlja szerinti Rees-féle faktorfélcsoportjira ugy is tekint-
hetiink, mint egy olyan félcsoportra, amelynek az elemeit gy is megkaphatjuk, hogy
az S \ A halmazhoz adjungdlunk egy 0 ¢ S\ A elemet, s az igy kapott halmazon a
kovetkezOképpen definidljuk a miiveletet: Tetszdleges a,b € (S'\ A) U {0} elemekre

b — a-b, haaba-be(S\A)
o kiilénben.

A tovébbiakban, ha sziikséges, egy S/A Rees-féle faktorfélcsoportra az el6zéeknek meg-
felel6 formaban fogunk hivatkozni. Ezt tessziik mar a kdvetkezd tételekben is.

4.24. Tétel Legyen J egy idedlja, T pedig eqy részfélcsoportja egy S félcsoportnak. Ak-
kor JN'T iedlja T-nek, JUT részfélcsoportja S-nek, valamint

(JUT)/J=T/(JNT).

Bizonyitds. Mivel
(JUT)Y =J?UJTUTJUT? C JUT,

ezért J UT részfélcsoportja S-nek.
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Legyenek t € T és a € J N T tetszoleges elemek. Akkor
ta,at € T,
mivel T' részfélcsoportja S-nek. Ugyanakkor
ta,at € J,
mert a € J és J idealja S-nek. Tehat
ta,at € JNT,

¢s igy JMT idedlja T-nek. EbbOl természetesen az is kdvetkezik, hogy J idedlja JUT-nek.
Igy tekinthetjiik a (JUT)/J és a T/(JNT) Rees faktorokat. Ezekre kapjuk, hogy

(JUT)/J = ((JUT)\ J)U0 = (T\ J)Uo,

valamint

T/(JNT)=(T\(JNT)U0 =(T\J)uo,

ahol 0, illetve 0" jeloli a faktorfélcsoportok nullelemeit a fenti sorrendnek megfeleléen. [

4.25. Tétel Legyen J eqy S félcsoport tetszoleges idedlja. Jeldlje 0 az S félcsoportnak
az S/J Rees-féle faktorfélcsoportra valo természetes homomorfizmusat. Akkor az A
0(A) = A/J leképezés kiolcsondsen egyértelmii megfeleltetést létesit az S félcsoport J-t
tartalmazd A idedljai és az S/J faktorfélcsoport idedlja kozitt, mégpedig gy, hogy az S
félcsoport tetszoleges, J-t tartalmazo A idedlja esetén

(/7)) (A} T) = S/A.

Bizonyitds. Tekintsiik az S/J Rees-féle faktorfélcsoportot (S'\ J)U{0} formaban. Akkor
tetszOleges S-beli A D J idedl esetén 0(A) = A/J = (A\ J)U{0}. Mivel § homomorfiz-
mus, ezért §(A) ideédlja S/J-nek. Koénnyen ellenérizhetd, hogy ha @ tetszéleges ideélja
az S/J Rees-féle faktorfélcsoportnak, akkor A = 671(Q) az S félesoport J = 671(0)-t
tartalmazo ideélja, amelyre 0(A) = @ teljestil. fgy 0 sziirjektiv leképezése az S félcsoport
J-t tartalmazo idedljainak halmazardl az S/J Rees-féle faktorfélcsoport idedljait tartal-
mazo halmazra. Megmutatjuk, hogy # injektiv is. El6szor is, ha A és B az S félcsoport
J-t tartalmazdé olyan idedljai, amelyekre A C B teljesiil, akkor

A\JC B\ J

fgy, ha mindkét halmazhoz ugyanazt a O-elemet adjungéljuk, akkor az A/J Rees-féle
faktorfélcsoport a B/J Rees-féle faktorfélesoport valédi részfélcsoportjaként tekinthetd.
Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy ha az S félecsoport valamely, J-t tartalmazé A és
B idedljaira 0(A) = 0(B), azaz A/J = B/J teljesiil, akkor A = B. Tehat 6 valéban
injektiv. Az S félcsoport J-t tartalmazé tetszéleges A ideélja esetén (S/J)/(A/J) =
((S/J)\ (A/])) u{0} = S\ AU{0} = 5/A. O

92



4.26. Kovetkezmény Legyenek J és J' eqy S félcsoport olyan idedljai, amelyekre J C
J' teljesiil. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy J mazimdlis J'-ben (abban az
értelemben, hogy nincs S-nek olyan K idedlja, amelyre J C K C J' teljesiilne) az, hogy
J']J 0-minimdlis idedlja az S/J Rees-féle faktorfélcsoportnak. FEbben az esetben J'/J
vagy 0-egyszerd vagy zérd félcsoport.

Bizonyitds. A 4.25. Tételt szerint J maximdlis J'-ben akkor és csak akkor, ha az S/J
Rees-féle faktorfélesoport J'/.J nem tartalmazza S/J egyetlen ideéljat sem valédi médon.
Mivel S/J nullelemes és J # J', ezért ezen utébbi feltétel éppen azt jelenti, hogy J'/J
az S/J faktorfélcsoport O-minimalis idedlja. A 4.15. Tétel szerint ekkor J'/J vagy 0-
egyszeri vagy zérd félcsoport. m

4.27. Kovetkezmény FEgy S félcsoport valamely M idedlja akkor és csak akkor mazi-
malis (valodi) idedlja S-nek, ha az S/M Rees-féle faktorfélcsoportnak nincs valédi nem
{0} idedlja. Ebben az esetben S/M wvagy 0-egyszerd, vagy eqy kételemi zérd félcsoport.

Bizonyitdas. A 4.25. Tétel szerint kolcsonosen egyértelmii kapcsolat van a 0-elemes S/M
Rees-féle faktorfélcsoport idedljai és az S félcsoport M-et tartalmazd idedljai kozott.
Ennél a megfeleltetésnél S/M nulleleme az M idedlnak felel meg. Az M maximalitdsa
miatt S/M-nek nincs a {0}-t6l kiilonbozd idedlja. Ha (S/M)? # {0}, akkor az S/M
félcsoport 0-egyszer(i. Ha (S/M)? = {0}, akkor S/M minden 0-t tartalmazé részhalmaza
idedl, s igy S/M egy kételemii zéré félcsoport. O

4.4. Félcsoport fofaktorai

4.28. Definicié Az S félcsoport valamely nem tires A részhalmazdt tartalmazo bal oldali
idedlok metszetét az A dltal generdlt bal oldali idedlnak nevezzik. Ha A = {a}, akkor
az a elem dltal generdlt f6 balidedlrol beszéliink, amelyet L(a)-val jelolink. Vilagos, hogy
L(a) = aU Sa = S'a. Ennek dudlisa az a elem dltal generdlt f6 jobbidedl , amelyet
R(a)-val jeléliink. Vildgos, hogy R(a) = aUaS = aS'. Az a elem dltal generdlt f&idedlt
J(a)-val jeloljik. Nem nehéz beldtni, hogy J(a) = aUaS U SaU SaS = S*aS?.

4.29. Megjegyzés FEgy S félcsoport tetszoleges a eleme esetén, azon S-beli elemek, ame-
lyek ugyanazt a féidedlt generdljdk, mint az a elem, J(a)-nak egy nem iires részhalmazdt
alkotjdk; ezt a részhalmazt J,-val fogjuk jelolni. A J(a) \ J, halmazt 1(a)-val jeloljik.

4.30. Tétel Tetszdleges S félcsoport barmely a eleme esetén I(a) vagy iires vagy az S
félcsoport idedlja.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy I(a) nem iires egy S félcsoport valamely a eleme esetén.
Legyenek s € S és b € I(a) tetszéleges elemek. Ha az bs € J(a) szorzat nem lenne
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I(a)-ban, akkor bs € J, teljesiilne, azaz fenndlna a J(a) = J(bs) egyenléség. Mivel
J(bs) C J(b), ezért a J(a) C J(b) tartalmazast kapnank eredményiil. Mivel b € J(a),
ezért J(b) C J(a). A két tartalmazasbol J(a) = J(b) és igy b € J, kovetkezik, ami
ellentmond a b € I(a) = J(a) \ J, tartalmazasnak. Igy bs € I(a). Hasonléan igazolhato,
hogy sb € I(a), tehét I(a) ideédlja S-nek. O

4.31. Definicié Egy S félcsoport féfaktorain a J(a)/I(a) faktorfélcsoportokat értjiik
(aesS).

4.32. Tétel Tetszoleges félcsoport tetszidleges fofaktora vagy egyszeri félcsoport, vagy
0-eqyszeri félcsoport, vagy zéro félcsoport.

Bizonyitds. Legyen S egy félcsoport és a € S egy tetszbleges elem. Ha I(a) = 0, ak-
kor J(a) az S félcsoport minimalis idedlja. Akkor viszont a 4.11. Tétel miatt J(a) =
J(a)/I(a) egyszerti félesoport. Vizsgdljuk tehédt azt az esetet, amikor I(a) # (). Mivel
I(a) maximélis idedl J(a)-ban, ezért a 4.26. Kovetkezmény szerint a J(a)/I(a) Rees-féle
faktorfélcsoport vagy 0-egyszerl vagy zéro félcsoport. O

4.33. Definicié Egy S félcsoportot féligegyszeri félcsoportnak nevezink, ha minden fo-
faktora vagy egyszeri, vagy 0-eqyszeri.

4.34. Definicié Egy S félcsoport fésorozatan olyan (S-sel kezdddd és az dires halmazzal
v€gz8dd)
S=528D2--28,28,1=0

véges sorozatot értink, amelyben szerepld S;-k (i = 1,...,m) az S félcsoport idedljai,
és tetszoleges i = 1,...,m index esetén nem adhato meg S-nek olyan J idedlja, amelyre
S; D J D Siy1 teljesiilne (azaz a sorozat nem finomithatd). A fenti fésorozat faktorain
az Si/Siv1 (i = 1,...,m) faktorfélcsoportokat értjik (az Sy,/Sms1 félcsoport izomorf
S -mel).

4.35. Megjegyzés (A 4.20. Kovetkezmény miatt), ha
S=525D>2D28,D8,1=0

eqy S félcsoport fésorozata, akkor tetszdleges i = 1,...,m — 1 index esetén az S;/S;i1

félcsoport vagy egy 0-egyszerd félcsoport vagy eqy zérd félcsoport. Az Sy, /Smi1 félcsoport

pedig egyszeri, mivel Sy, eqyszert és Sy, /Smi1 = Sm.

4.36. Tétel Legyen S olyan félcsoport, amelynek van egy

S=5285>2-28,D8,1=0
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fosorozata. Akkor kélesondsen egyértelmii megfeleltetés létezik a fosorozat faktorai és az S
félesoport fofaktorar kézott, mégpedig gy, hogy az eqgymdsnak megfeleltetett félcsoportok
eqymdssal izomorfak. Specidlisan, az S barmely két fésorozata eqymadssal izomorf, azaz
kolesondosen eqyértelmii megfeleltetés van barmely két fésorozat faktorai kézott gy, hogy
az egymdsnak megfeleltetett faktorok egymdssal izomorfak. Az S azon idedlja, amely a
fosorozat utolsé nem iires eleme, az S félcsoport magja.

Bizonyitds. Tekintsiik a f6sorozat tetszéleges i = 1,...,m indexhez tartozé S;/S;,1 fak-
tordt. Legyen a € S;/S;.1 tetszOleges. Az vildgos, hogy J(a)US; 41 az S félcsoport olyan
idedlja, amelyre S; O J(a) U S;y1 D Siyq teljesiil. Mivel S; és S;y1 egy fésorozat egymas
melletti elemei, ezért ebbdl a tartalmazasbol

J(a) U Sz'+1 = SZ

kovetkezik.
Legyen b € I(a) tetsz6leges. Akkor

b e Sip.

Ellenkezé esetben azt kapndnk, hogy J(b) U Siy; = S;, amibdl a € J(b) kévetkezne,
ellentmondva a b € I(a) feltételnek. Igy tehdt minden b € I(a) elemre b € S;y; teljesiil,
s ezért

I(a) C Siq1.

Masrészrol viszont, ha ¢ € J(a) N S;41, akkor

J(C) g Si-i-la
ezért
J(c) # J(a),
ami azt eredményezi, hogy
c€I(a).

Ez, és kozvetleniil az el6z6ekben bizonyitott I(a) C S;y1 tartalmazds azt eredményezi,

hogy
](CL) = J(a) N Si-i—l'

A 4.24. Tétel szerint
J(a)/(J(a) N Sit1) = (J(a) U Siy1)/Sit1-

A bal oldali faktorfélcsoport izomorf a J(a)/I(a) faktorfélcsoporttal, a jobb oldali pedig
az S;/S;y1 faktorfélcsoporttal. Tehét, a fésorozat S;/S;,1 faktora izomorf a J(a)/I(a)
féfaktorral.
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Tovébbié,
Jo = J(a)\ I(a) = (J(a) U Sit1) \ (i(a) U Siy1) = Si\ Siyr.

Ezért, ha @' € S; \ Siy1, akkor J(a') = J(a). Tehét az S;/S;y1-hez tartozd J(a)/I(a)
féfaktor nem fiigg attdl, hogy az a elemet hogyan valasztjuk S; \ S;;1-bél. Mésrészt,
ha a az S félcsoport tetszéleges eleme, akkor van olyan i € {1,...,m} index, hogy
a€ S\ S Igyaz

Si/Siv1 = J(a)/I(a)

kolesonosen egyértelmi leképezése a fosorozat faktorai halmazanak az S félcsoport f6-
faktorai halamzéara. Ebbdl az is kovetkezik, hogy kolcsonosen egyértelmit megfeleltetés
van barmely két fésorozat faktorai kozott gy, hogy az egymaéasnak megfeleltetett fakto-
rok egymassal izomorfak. Mivel a f6sorozat utolsé6 nem {iires eleme nem tartalmazza S
egyetlen idealjat sem valodi médon, ezért ez az elem az S félcsoport magja. n

4.5. A Green-féle L-, R-, H-, D-relacidk

Tetszoleges S félcsoporton definialjuk a kovetkezo relaciokat. Azt mondjuk, hogy S vala-
mely a és b elemei L-reldcidban [R-relaciéban] allnak, ha az dltaluk generélt {6 balidealok
[f6 jobbidedlok] megegyeznek, azaz, S'a = S'b [aS! = bS']. Az vildgos, hogy L az S
félcsoport egy jobbkongruencigja, R pedig az S egy balkongruencidja. Az L és R relaciok
metszetét H-val jeloljiik.

4.37. Lemma Tetszoleges S félcsoport esetén Lo R =R o L.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (a,b) € L o R teljesiil egy S félcsoport valamely a és b
elemeire. Akkor (a,c) € L és (¢,b) € R teljesiil S valamely ¢ elemére, azaz, megadhatdk
olyan u,v € S* elemek, hogy a = uc és b = cv. Legyen d = av = ucv = ub. Mivel L
jobb kongruencia, ezért (a,c) € L-bSl (av,cv) € L, azaz, (d,b) € L kivetkezik. Mivel
R bal kongruencia, ezért (¢,b) € R-bél (uc,ub) € R, azaz, (a,d) € R kovetkezik. lgy
(a,b) € Ro L. Tehat LoR C Ro L. A forditott tartalmazas hasonléan bizonyithaté.[d

Az LoR = RoL ekvivalenciarelaciot D-vel fogjuk jelolni. Egy S félcsoport tetszoleges
a eleme esetén L,, R,, H,, illetve D, fogja jelolni az S-en értelmezett L-, R-, H-, illetve
D-relécié azon osztalyat, amely az a elemet tartalmazza.

4.38. Tétel (Green-tétel) Legyenek a és b eqy S félcsoport R-ekvivalens elemei gy,
hogy b = as és a = bs'. Akkor a o : x — xs (x € L,) az L,-nak Ly-re, o' : y — ys,
(y € Ly) pedig Ly-nek Lq-ra vald olyan injektiv leképezései, amelyek egymds inverzei.
Tovabbd, mindkét leképezés R-osztdly tartd, azaz (x,z0) € R és (y,yo’) € R teljesiil
minden x € L, ésy € Ly elemre.
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Bizonyitds. Legyen x € L, tetsz6leges. Mivel £ jobb kongruencia S-en, ezért (z,a) € L-
bol
(xs,b) € L

kovetkezik, és igy
xs € L.

Tehét o az L, részhalmazt az Ly részhalmazba képezi. Hasonléan bizonyithato, hogy o’
az L részhalmazt az L, részhalmazba képezi.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy oo’ identikus leképezés L,-n, tekintsiink egy tet-
sz6leges x € L, elemet. Ehhez az elemhez megadhaté olyan ¢ € S! elem, amely eleget
tesz az

Tz ="ta

egyenloségnek. Ekkor viszont
(x)oo’ = xss’ = tass' = ths' = ta = x,

azaz oo’ identikus leképezés az L, részhalmazon.

Hasonléan igazolhaté, hogy o’c identikus leképezés az L; részhalmazon. Igy tehdt o
az Lg-nak Ly-re, o' pedig Ly-nek L,-ra val6 olyan injektiv leképezései, amelyek egymas
inverzei.

Mivel tetszoleges x € L, elem esetén

(x)o =xs
és (a fentiek szerint)
r = (z)os,
ezért
(z,(z)o) € R.
Tehédt o R-osztdly tarté. Hasonléan igazolhatd, hogy o’ is R-osztaly tarto. O

4.39. Tétel Legyenek a és ¢ eqy S félcsoport D-ekvivalens elemei. Ha b az S olyan
eleme, amelyre (a,b) € R és (b,c) € L, tovibbd as = b, bs' = a, tb = ¢, t'c = b
(s,s',t,t' € S1), akkor az x + txs (x € H,) és z +— t'zs' (2 € H.) leképezések H, és
H, kézitti olyan bijekciok, amelyek eqymas inverzei. Ebbol kévetkezden, az ugyanazon
D-osztdlyban lévé H-osztdlyok szamossaga eqgymdssal megegyezik.

Bizonyitds. A 4.38. Tétel dudlisa szerint a 7 : y — ty (y € Ry) az Ry-nak R.re, 7' : z —
t'z (z € R.) pedig R.nek Ry-re val6 olyan injektiv leképezései, amelyek egymés inverzei.
Tovabba, mindkét leképezés L-osztdly tarto.

Legyenek o, illetve o’ a Green-tételben szerepld leképezések, de itt o-nak a H,-ra, il-
letve o’-nek H,-re valé lesziikitéseit tekintsiik. Mivel az eredeti leképezések a Green-tétel
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szerint R-osztalytartdk, ezért o lesziikitése H,-nak Hy-re, a o’ lesziikitése pedig Hy-nek
H,-ra val6 kolesonosen egyértelmii leképezése. Hasonléan, legyenek 7, illetve 7" a bizo-
nyitas el6zo részépen szereplo leképezések, de azoknak is csak a Hj-re, illetve H.-re vald
leszlikitéseit tekintsiik. Mivel mindketten L-osztalytarték a Green-tétel dudlisa szerint,
ezért T leszlikitése Hy-t H.-re, a 7' lesziikitése pedig H.t Hj-re képezi le kolcsonosen
egyértelmi médon. Igy o7 a H,-nak H,-re, a 7'o’ pedig a H.nek H,-ra valé kdlcso-
nosen egyértelmi leképezése, amelyek raadasul egymas inverzei. Ezzel igazoltuk a tétel
allitasat. O

4.40. Tétel Legyen S tetszdleges félcsoport. Ha L jeloli S eqy tetszdleges L-osztalydt, R
pedig eqy tetszoleges R-osztalyat, akkor az LR szorzat minden eleme S eqy D-osztalydaban
van.

Bizonyitds. Legyenek a,b,a’, b az S félcsoport olyan elemei, melyekre a,a’ € L és b, b’ €
R teljesiil. Mivel L jobb kongruencia, ezért

ab,a’b € L.
Mivel R bal kongruencia, ezért

a'b,d'tl € R.
Kovetkezésképpen

ab L d'b R a'l,
azaz
ab D a't.

fgy az LR szorzat minden eleme egy D-osztalyban van. O]

4.41. Lemma Ha L egy 0-elemes S félcsoport 0-minimdalis bal oldali idedlja, akkor L\
{0} egy L-osztdlya S-nek.

Bizonyitds. Legyen a € L\ {0} tetsz6leges elem. Akkor vagy
Sa=1

vagy
Sa = {0}.

Ha Sa = L teljesiil minden a € L\ {0} elemre, akkor
Sta =S
teljesiil minden a,b € L\ {0} elemre, és igy

L\{0} € La.
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Ha c € L,, akkor

ceSla=1,
és igy

L, € L\ {0}.
Tehat

L\ {0} = L,.

Vizsgédljuk most azt az esetet, amikor Sa = {0} valamely a € L\ {0} elemre. Akkor
{0,a} az S félcsoport L altal tartalmazott nem-zéré bal oldali idedlja. Ezért

L={0,a} = S'a,

amibél kovetkezik, hogy S'z = S'a akkor és csak akkor teljesiil valamely z € S elemre,
ha x = a. Tehéat
L,={a} =L\ {0}. O

4.42. Tétel Eqgy S félcsoport tetszoleges e idempotens eleme jobb oldali eqységeleme L.-
nek, bal oldali eqységeleme R.-nek és kétoldali eqységeleme H,-nek.

Bizonyitds. Ha a € L., akkor a € Se és igy ae = a. Hasonléan, ha a € R,, akkor ea = a.
Mivel H, = R. N L, ezért ae = ea = a sziikségképpen teljesiil minden a € H, elemre az
eloz6ek miatt. O

4.43. Tétel Tetszileges félcsoport minden H-osztdlya legfeljebb egy idempotens elemet
tartalmaz.

Bizonyitds. A tétel allitdsa a 4.42. Tételt nyilvanvalé kovetkezménye. ]

4.44. Lemma Legyen H eqy S félcsoport tetszoleges H-osztdlya. Ha valamely h € H és
s € S elem esetén hs € H, akkor Hs = H. Hasonloan, ha sh € H, akkor sH = H.

Bizonyitdas. Tegyiik fel, hogy hs € H valamely h € H és s € S elemekre. Akkor
(hs,h) e H=LNTR,

és ezért
H = Hj, = Hpg,

valamint

Rh = Rhs, Lh - th~
Mivel h R hs, ezért a 4.38. Tétel miatt

e
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Ly-nak Ly = Lj-ra val6 kolesonosen egyértelmii R-osztaly tarté leképezése. Ez utob-
bibdl kovetkezik, hogy a vizsgdlt leképezés H-nak H-ra valdé kolesonodsen egyértelmii
leképezése, s ezért

Hs=H.
A 4.38. Tétel dudlisanak felhasznédlasaval hasonléan bizonyithatd, hogy ha sh € H, akkor
sH =H. [

4.45. Tétel Ha eqy S félcsoport hdarom eleme, a,b,ab az S ugyanazon H-osztalydban
vannak, akkor ez a H-osztdly az S félcsoport eqy részcsoportja. Specidlisan, az idempo-
tens elemeket tartalmazo H-osztalyok mindegyike részcsoportja S-nek.

Bizonyitds. Legyenek a és b egy S félcsoport olyan elemei, amelyekre a, b, ab € H teljesiil,
ahol H az S egy H-osztalyat jeloli. A 4.44. Lemma szerint Hb = H. Legyenek ¢,d € H
tetszoleges elemek. Akkor

cbe Hb=H.

Mivel ¢,cb € H, ezért a 4.44. Lemma szerint cH = H. fgy cd € H. Ujbél alkalmazva
a 4.44. Lemmat, azt kapjuk, hogy Hd = H. Tehat H tetszoleges c és d elemei esetén

cH=Hd=H,
amibdl az 1.25. Tétel szerint mar kovetkezik, hogy H az S félcsoport egy részcsoportja.[]

4.46. Tétel Egy S félcsoport tetszoleges a,b elemei esetén ab € R, N Ly akkor és csak

akkor teljesil, ha Ry, N L, tartalmaz egy idempotens elemet. Ha ez a helyzet, akkor
aHb = Hab = HaHb = Hab = Ra N Lb.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ab € R, N L, teljesiil valamely a,b € S elemekre. Az
ab € R, tartalmazdsbdl az kovetkezik, hogy van S-nek olyan b’ eleme, hogy

(ab)V' = a.
Ebbdl viszont a 4.38. Tétel szerint az adédik, hogy
o x — xb(xr € Ly,)

L,nak Lg-re,

/

oy — oyt

pedig Lg-nek L,-ra valo olyan kolesondsen egyértelmii R-osztély tartéd leképezései, ame-
lyek egymas inverzei. A kiindul6 feltétel miatt ab € L;, s ezért Ly, = Ly. EbbAl viszont
az kovetkezik, hogy o’ a b € L elemet a bb' € L, elembe viszi. A ¢’ leképezés R-osztaly
tarté tulajdonsaga miatt az is igaz, hogy bl € Ry. fgy

bb' € Ry N L.
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Ebbdl viszont
(bb’)2 = (bb")(bb') = ((bb')o)o" = (bV')(0 0 0’) = (bb')idy, = bb’

adédik, azaz bl az R, N L, egy idempotens eleme.
Forditva, tegyiik fel, hogy R, N L, tartalmaz egy e idempotens elemet. A 4.42. Tétel
szerint e az Ry-ben bal oldali egységelem, s ezért

eb =b.
Mivel e R b (és eb = b), ezért a 4.38. Tétel szerint
o: x +— xb(xz € L)

Le-nek Ly-re valé R-osztaly tartd, kolesonosen egyértelmii leképezése. Mivel a € L,
ezért

ab € L.
Mivel o R-osztaly tarto, ezért
ab € R,.
gy
ab € Ra N Lb-

Eddig tehat belattuk, hogy egy S félcsoport tetszoleges a, b elemei esetén ab € R, N Ly
akkor és csak akkor teljesiil, ha R, N L, tartalmaz egy idempotens elemet.

A bizonyitas teljessé tételéhez meg kell még mutatni, hogy ha R, N L, tartalmaz
egy idempotens elemet, akkor az aH, = H,b = H,H, = H,, = R, N L, egyenloségek
teljesiilnek.

Tegyiik fel tehat, hogy valamely a,b € S elemek esetén R, N L, tartalmaz egy e
idempotens elemet. Legyenek x € H, és y € H, tetszbleges elemek. Akkor

e€ RyN Ly,,
amibol - a fenti két feltétel ekvivalencidjat is hasznélva - kovetkezik, hogy
2y € Ry N Ly = RqN Ly,
Mivel z, illetve y tetszoleges H,-, illetve Hy-beli elemek, ezért
H,H, C R, N Ly,.
Mivel L, = L, és Ly = Ly, ezért

o: x — zb(r €L,
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Lsnak Lg-re valo R-osztaly tartd leképezése, s ezért az is igaz, hogy o H,-t Hg-re
képezi le, s ezért H,b = H,,. Tehat

Hab CHH, CR,NLy=Hy = Haba

S ezért
Hb=H,H,=H,;, = R,NLy.

Hasonléan igazolhaté, hogy aH, = Hu. lgy valéban teljesiilnek a tételben szerepld

aH,=H,b=H,H, = Hy = R, N Ly egyenldségek. O

Legyen D egy félcsoport tetszoleges D-osztalya. Jeloljon 0 egy olyan szimbdélumot,
amely nem eleme D-nek. Legyen T = D U {0}. A T halmazon definidljunk egy =
miiveletet a kovetkezoképpen. Tetszoleges a,b € D elemek esetén legyen

ab, haabe R, N Ly,
a*xb=
0  kiilonben;

tovabba legyen
ax0=0xa=0x0=0.

4.47. Lemma (T %) egy félcsoport.

Bizonyitds. A x miivelet asszociativitasanak igazoldsahoz tekintsiink tetszoleges a, b, c €
T elemeket. Ha ezek koziil mindketté nulla, akkor

(axb)xc=0=ax(bxc).
Tegyiik fel, hogy valamelyikiik nem nulla. Vizsgaljuk el0szor azt az esetet, amikor
ax(bxc)#0.

Ekkor
bxc#0,

ami a * miivelet definiciéja miatt a
bxc=bce RyNL,

teljesiilését jelenti. Emiatt

Rbc = Rb és Lbc = Lc.
Mivel a

0#ax(bxc)=ax(bc)
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feltétel teljesiil, ezért
ax (be) = a(bc) € R, N Ly,

és igy
Ry.N Ly,
tartalmaz egy idempotens elemet. Mivel a fentiek szerint Ry. = Ry, ezért
RyNL,
tartalmaz egy idempotens elemet. A 4.46. Tétel miatt ez ekvivalens az
ab € R, N Ly
feltétellel. Ebbol egyrészt
Rab = Raa
masrészt
axb=ab#0

adodik. Ha ezek mellett feltessziik, hogy
(ab) x c = (axb)xc =0,
akkor ebbdl a feltételbdl
a(bc) = (ab)c & Ry N Lo = Ry N Ly
adddik, amibdl a 4.46. Tétel miatt az kovetkezik, hogy
Ry N Ly

nem tartalmaz idempotens elemet. Ez ellentmondas, hiszen korabban éppen ennek az

ellenkez8jét kaptuk. Igy sziikségképpen

(a*b)xc#0.
Ekkor persze

(ab)xc#0 és axb#0,
és ezért
ax* (bxc)=a(bc) = (ab)e = (axb) xc.

Nem részletezziik, de az el6zoekhez hasonléan igazolhatd, hogy ha

(a*b)xc#0,
akkor

ax(bxc)#0
és

(axb)xc=ax(bxc).

Ezzel belattuk, hogy a * miivelet asszociativ a T'= D U {0} halmazon, azaz (T'; %)

félcsoport.
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Feladatok

4.1. (Megoldas: 17.12.) Egy 0-elemes félcsoportot nil félcsoportnak neveziink, ha tet-
szOleges a eleméhez megadhato olyan n pozitiv egész szam, hogy o = 0. Mutassuk meg,
hogy nincs 0-egyszerti nil félcsoport.

4.2. (Megoldds: 17.15.) Egy S félecsoportot R-kommutativnak neveziink, ha tetszoleges
a,b € S elemek esetén ab € baS! teljesiil. Mutassuk meg, hogy egy S félesoport akkor és
csak akkor R-kommutativ, ha S Green-féle R ekvivalencidja kommutativ kongruencia!
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5. fejezet

Félcsoportok idealbovitése

5.1. Definicié Legyen A tetszdleges, Q) pedig nullelemes (de eqyébként tetszbleges) fél-
csoport. Az S félcsoportot az A félcsoportnak a Q) félcsoporttal képezett idedlbdvitésének
(roviden bévitésének) nevezziik, ha S tartalmaz olyan, az A-val izomorf B idedlt, hogy
az S/B Rees-féle faktorfélcsoport izomorf Q-val.

5.2. Megjegyzés Megjeqyezziik, hogy a tovdbbiakban A-t mindig azonositjuk B-vel. Fel-
tehetjiik, hogy ANQ = 0. Ekkor S = AU Q* formdban is tekinthetd, ahol Q* jeldli a
Q \ {0} halmazt. Tehdt, ha arra a kérdésre akarunk vdlaszt kapni, hogy van-e olyan S
félcsoport, amely eqy A félcsoportnak eqy nullelemes Q) félcsoporttal vald idedlbovitése,
akkor azt is kérdezhetjik, hogy lehet-e az S = AU Q* halmazon olyan o associativ miive-
letet értelmezni, melynek A-ra valo leszikitése megyegyezik az eredeti A-beli miwvelettel,
tovabbd A az (S,0) félesoportnak olyan idedlja, hogy az S/A Rees-féle faktorfélcsoport
1zomorf Q-val.

5.1. Idealbovités, parcialis transzformaciok

5.3. Definicié Nem tires S halmaz esetén az S x S halmaz valamely nem tires részhal-
mazdnak S-be valo eqyértelmii leképezését az S halmazon értelmezett parcidlis miveletnek
nevezziik. FEqy parcialis mivelettel ellatott halamazt parcidalis gruppoidnak neveziink.

5.4. Definicié FEgy S parcidlis gruppoidnak eqy S" parcidlis gruppoidba valé 6 leképezését
parcidlis homomorfizmusnak nevezziik, ha tetszdleges a,b € S elemek esetén az aldbbiak
teljestilnek: ha az ab szorzat értelmezve van S-ben, akkor a 0(a)0(b) szorzat értelmezve
van S’-ben és 0(ab) = 0(a)0(b).

5.5. Tétel Legyen (A;-) tetszdleges, (Q;*) pedig nullelemes félcsoport. Legyen 6 a Q* =
Q \ {0} parcidlis félcsoportnak az A félcsoportba valé parcidlis homomorfizmusa. Legyen
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S =AU(Q\{0}). Az S-en értelmezziink egy o miveletet a kivetkezdképpen: Tetszbleges
a,be A ésx,y € Q elemek esetén legyen

oy JTHY ha x vy # 0 Q-ban (5.1)
rev= 0(x)0(y), haxzxy=0 Q-ban, '
aox =a-0(x); (5.2)
roa=10(x)-a (5.3)
aob=a-b. (5.4)

Akkor (S;0) félcsoport, amely A-nak Q-val vald bévitése. Ha A egységelemes félcso-
port, akkor A-nak Q-val valé minden bévitése a fenti mdodon (azaz parcidlis homomorfiz-
musokkal) konstrualhato.

Bizonyitds. A tétel allitdsanak elso részéhez tulajdonképpen csak azt kell bizonyitani,
hogy a tételben definialt mivelet asszociativ. Ez a bizonyitas technikai jellegli. Nyolc
eset van, amelyeket AAA, AAQ*, ... moédon fogunk jelolni attol fiiggden, hogy a ha-
romtényezos szorzatban szerepldé elemek hol helyezkednek el. Példaul az AAQ* esetnél
az els6 két tényezo A-beli, a harmadik tényezo pedig QQ*-beli elem. A koévetkezékben
jeloljenek a, b és c tetszoleges A-beli, x,y és z pedig tetszoleges QQ*-beli elemeket.

AAA eset: Itt tulajdonképpen nincs is mit bizonyitanunk, mert az A beli elemek

kozotti o mivelet megegyezik az A-beli eredeti - muvelettel, amely viszont asszociativ.
AAQ* eset:

(aob)ox=(a-b)ox=(a-b)-0(x)=a-(b-0(x)) =

=a-(box)=ao(boux).

Az AQ*A, Q*AA és Q*AQ* esetek vizsgalata az AAQ* esethez hasonlé.
AQ*Q)* eset:

(acz)oy=(a-b(z)) oy =(a-0(x)) 0(y) = a-(6(x)0(y)).

Ha z xy = 0, akkor

a-(0(z)0(y)) =a-(roy)=ao(xoy).

Ha x %y # 0, akkor

a-(0(x)0(y)) =a- (0(zy)) =ao(rx*xy)=ao(zoy).

A Q*Q* A eset vizsgédlata az el6z6 esethez hasonlé.
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Q*Q*Q* eset: Ha x xy * z #£ 0, akkor

(xoy)oz=(rxxy)xz=xx*x(y*xz)=xo0(yoz).

Ezért vizsgalhatjuk az x % y * z = 0 esetet.
Ha z *x y # 0 @Q-ban, akkor

(roy)oz=(xxy)oz=(0(xxy) 0(z) = (0(x)-0(y)) - 0().
Ha z %y = 0 Q-ban, akkor
(xoy)oz=(0(x)0(y))oz=(0(x) 0(y)) 0(2)
Ha y % z # 0 Q-ban, akkor
zo(yoz)=wo(yx*z)=0(x) 0(yxz)="0(x) (6(y)-0()).
Ha y % z = 0 Q-ban, akkor
zo(yoz)=wzo(0(y) 0(z))=0(x)-(0(y)-6(2))

A fenti négy eset eredményeinek figyelembevételével a o miivelet asszociativitasa a
Q*Q*Q* esetben is teljesiil. Ezzel a tétel elso allitasat bebizonyitottuk.

A masodik rész bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy (S;0) olyan félcsoport, amely eléall
egy egységelemes (A;-) félcsoportnak egy nullelemes (Q;*) félcsoporttal valé idedlbévi-
téseként. A korabbi megjegyzés szerint feltehetjiik, hogy A az S félcsoport egy idedlja,
és tetszoleges a,b € A elemek esetén a - b = a o b. Megmutatjuk, hogy megadhaté a
Q* parcidlis félcsoportnak az A félcsoportba olyan 6 parcialis homomorfizmusa, hogy
tetszoleges a,b € A és x,y € () elemek esetén a tételbeli

. xT kY haxxy #0
xr g
Y O(x)-0(y), hazxxy=0,

aox=a-0(z); xoa=0(x)-a aob=a-b

egyenloségek teljesiilnek, azaz az S-en értelmezett o miivelet a § parcidlis homomorfizmus
altal van meghatarozva.
Legyen x € @ \ {0} tetszbleges elem. e-vel jelolve A egységelemét,

roe=co(xoe)=(eox)oe=c¢cou.
Legyen 6 a (Q\{0}; ) parciélis félcsoportnak az A félcsoportba val6 kovetkez6 leképezése:

0 : 2z —xoe.
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Megmutatjuk, hogy € parcidlis homomorfizmus. Tegyiik fel, hogy x és y a @\ {0} olyan
elemei, amelyekre x x y # 0 teljesiil. Akkor

:Coy:x*y,
és ezért

0(x)-0(y) = (zoe)-(yoe) = (zoe)o(yoe) = wo(eo(yoe)) = zo(yoe) = (zxy)oe = O(zxy).
Ez éppen azt igazolja, hogy 6 a (Q\ {0}; *) parcialis félcsoportnak az A félcsoportba vald
parcialis homomorfizmusa.
A tovabbiakban legyenek a,b € A és x,y € @\ {0} tetszbleges elemek. Ha z * y # 0,
akkor z oy ¢ A teljesiil S-ben, és igy
roy=umxoy.
Ha 2y =0, akkor zob € A. gy

roy = (xoy)oe=rxo(yoe) =zo(eo(yoe)) = (roe)o(yoe) =0(x)ol(y) = 0(x)-0(y).
Tovabba, tetszoleges © € QQ*-ra
aox=(aoce)oxr=ao(eox)=aobf(x)=a-0(x),
roa=zxo0(eoca)=(roe)oa=0(x)oa=0(z)-a,
aob=ua-b.
Ezzel azt is megmutattuk, hogy az S en értelmezett o miivelet a
0 :x —xoe

parcialis homomorfizmus altal van meghatarozva. O]

5.2. Félcsoportok transzlaciéos burka

Egy X halmaz onmagédba valo egyértelmi leképezését az X halmaz egy transzformdci-
ojanak nevezziik. Jelolje Tx az X Osszes transzformacidéinak halmazat. A Tx halmazon
kétféleképpen is értelmezhetiink egy o miiveletet. Ha Tx elemeit ugy tekintjiik, mint
balrél haté transzformdaciok, akkor tetszéleges a(-), B(-) € Tx transzformaciok esetén le-
gyen ao 3 a Tx azon eleme, amelyre tetszéleges € X elem esetén (oo f)(x) = a(f(x))
teljesiil. Viszont, ha Tx elemeit ugy tekintjiik, mint jobbrodl haté transzforméciok, akkor
tetszéleges (+)a, (+)5 € Tx transzformécidk esetén legyen avo 3 a Tx azon eleme amelyre
tetszéleges © € X elem esetén (z)(a o 8) = ((z)a)p teljesiil. Mindkét esetben Ty fél-
csoportot alkot a megfelel6 miiveletre nézve; ezeket a félcsoportokat az X halmaz feletti
teljes bal transzformadciofélcsoportnak, illetve teljes jobb transzformdciofélcsoportnak ne-
vezziik. A kovetkezokben egy S félecsoport specialis bal, illetve jobb transzformaécidival
foglalkozunk.
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5.6. Definicié Egy S félcsoport (balrol hatd) A(-) transzformdcicjat bal transzlacionak
nevezziik, ha S tetszéleges x,y elemei esetén N(xy) = Ax)y. Az S félcsoport (jobbrdl
haté) (-)o transzformdcidjat jobb transzlacionak nevezzik, ha tetszdleges x,y € S ele-
mek esetén (xy)o = x(y)o teljesil. Azt mondjuk, hogy egy A bal transzlicic és egy o
jobb transzldcid lancszemet alkotnak, ha S tetszdleges x,y elemei esetén xA(y) = (x)oy
teljestil.

5.7. Lemma FEgy S félcsoport bal [jobb] transzldcidinak A [P] halmaza a Ts bal [jobb]
transzformdcidfélcsoport eqy részfélcsoportja.

Bizonyitds. A bal oldali esettel foglalkozunk. A jobb oldali eset hasonléan igazolhato.
Ha z,y € S és A1, Ay € A tetszOlegesek, akkor

(AM1A2)(zy) = M(Aa(zy)) = M((Ae(2)y) = M(Aa(2))y = (MA2)(2))y. O

Egy S félcsoport tetszéleges a eleme esetén jelolje A, [g.] az S félcsoportnak azon
transzformécidjat, amelyre tetszoleges s € S elem esetén A\, (s) = as [(s)o. = sa] teljesiil.
Konnyen ellenérizhetd, hogy A\, [0.] az S félcsoport bal [jobb] transzldcidja. .-t [04-t]
az S félcsoport (a eleme alta definidlt) belsd bal [jobb] transzlacicjanak nevezziik. Az
z(ay) = (za)y egyenléség miatt A, és o, ldmcszemet alkotnak.

Jelolje Ay, illetve Py egy S félcsoport belso bal, illetve belsé jobb transzlacidinak
halmazat.

5.8. Lemma Tetszoleges S félcsoport esetén az a — A, illetve az a — o, megfeleltetések
(a € S) az S félcsoportnak No-ra, illetve Py-ra valé homomorfizmusai.

Bizonyitds. Mivel tetszoleges s,a,b € S elemek esetén
Aab(s) = (ab)s = a(bs) = Aa(Ao(s5)) = (Aade)(s),

valamint
(8)0ab = s(ab) = (sa)b = ((s)0a) 0 = (5)(0a0s),

ezért az allitas nyilvanvalo. O]

5.9. Definicié Tetszdleges S félcsoport esetén az a — A, illetve a — o, (a € S)
homomorfizmust az S félcsoport bal, illetve jobbreguldris reprezentaciojanak nevezzik.

5.10. Definicié Egy S félcsoportot bal [jobb] reduktivnak neveziink, ha tetszéleges a,b €
S elemek esetén az xa = xb ax = bx] egyenléségnek minden x € S elemre vald teljesii-
lésébol a = b kovetkezik.

5.11. Lemma FEgy S félcsoport jobb [bal] requldris reprezentdcidja akkor és csak akkor
injektiv (mdsképpen: hii), ha S bal [jobb] reduktiv.
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Bizonyitds. S jobbregularis reprezentacidja injektiv akkor és csak akkor, ha tetszéleges
a,b € S elemek esetén a o, = 0, egyenloséghdl, azaz az xa = xb egyenléségnek minden
x € S elemre valé teljesiilésébol a = b kovetkezik. Ez éppen azt jelenti, hogy S bal
reduktiv. A dudlis allitas hasonléan adddik. O

5.12. Lemma Tetszéleges S félcsoport esetén az S* félcsoport jobb, illetve bal requldris

reprezentdcioja injektiv.

Bizonyitds. Mivel S egységelemes félcsoport, ezért S* bal, illetve jobb reduktiv. fgy
az H.11. Lemma szerint S jobb, illetve bal reguléris reprezentécidja injektiv. O]

5.13. Definicié Tetszbleges S félcsoport esetén az St félcsoport jobb, illetve bal requld-
ris reprezentaciojanak S-re valo lesziikitését az S félcsoport kiterjesztett jobb, illetve bal
requldris reprezentdciojanak nevezzik.

5.14. Lemma Tetszdleges S félcsoport kiterjesztett jobb [bal] requldris reprezentdcidja
injektiv.
Bizonyitds. Az 5.12. Lemma szerint nyilvanvalé. ]

5.15. Tétel Minden félcsoportot be lehet dgyazni egy teljes bal [jobb] transzformdcidfél-
csoportba.

Bizonyitds. Legyen S tetszéleges félcsoport. Az vildgos, hogy S bedgyazhaté az S*
félesoportba. Tekintsiik az S* félesoport feletti Tg1 teljes bal transzforméciéfélesoportot.
Az 5.7. Lemma szerint S' bal transzlaciéi a Tg: teljes bal transzforméciéfélcsoporton
beliil egy részfélesoportot alkotnak. Az 5.12. Lemma szerint S'-et be lehet 4gyazni ebbe
a részfélcsoportba. fgy S beagyazhatd a Tg1 teljes bal transzforméciéfélcsoportba. A
dualis 4llitas hasonléan igazolhato. m

5.16. Lemma Legyenek X\ és o eqy S félcsoport tetszoleges bal, illetve jobb transzldcioi.
Legyen a € S. Akkor

)\)\a = )\A(a)a és a0 = O(a)o-
Ha )\ és o ldncszemet alkotnak, akkor
Aa)\ - )\(a)g és 00a = O\ (a)-
Bizonyitds. Minden x € S esetén
(Aa)(2) = Aaz) = (Ma))z = Ax@)(2),

(7)0a0 = (za)o = x((a)0) = ()0()e-
Ha X és p lancszemet alkotnak, akkor

(M) () = Aa(A(2)) = a(A(2)) = ((a)o)x
(2)(004) = ((z)0)0a = ((x)0)a = z(Ma)) = (T)or@)- O

I
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Jelolések: Tetszoleges S félcsoport esetén jeldlje 2(S) az S azon A bal transzlaciéibdl,
illetve o jobb transzldciéibdl allé (A, o) parok halmazét, amelyek lancszemet alkotnak.
Jelolje Qo(S5) a (A4, 0a) parok halmazdt.

5.17. Lemma Tetszdleges S félcsoport esetén QU(S) egységelemes félcsoportot alkot a
(A1, 01)(A2, 02) = (A1 A2, 0102)
miveletre nézve. Ennek a félcsoportnak Qo(S) egy részfélcsoportja. Az
a > (Aa; 0a)
leképezés S-nek Qo (S)-re valé homomorfizmusa.

Bizonyitas. Legyenek \; és Ay tetszoOleges bal transzlaciok, o, és oo pedig tetszoleges
jobb transzlaciok. Az nyilvanvald, hogy A\ Ay bal transzlacd, 0s0s pedig jobb transzlacio.
Legyenek z,y € S tetszolegesek. Akkor

(M) () = (M (Xa()) = (2)01) (A2(y) = (((x)e1)e2)y = ((x)(e102))y-

Ezért My és 0100 lancszemet alkotnak. Tehat Q(S) félcsoport. Az vilagos, hogy az S
félcsoport idg identikus leképezése bal-, illetve jobb transzlacid, és (ids(+), (+)ids) € Q(S5).
Tovabba, (ids(-), (+)ids) az Q(S) egységeleme. Mivel
()\m Qa)()\b7 Qb) = (/\aba Qab)7
ezért Qy(S) részfélesoportja (S)-nek. Az 5.8. Lemma szerint
a > (Aa; 0a)

az S félcsoportnak az y(S) félesoportra valé homomorfizmusa. O

Az Q(S) félesoportot az S félesoport transzldcids burkanak, az € (.S) részfélcsoportot
az (S) félcsoport belsé részének nevezziik. Egy (A, 0) € Q(S) bitranszlaciot belsd
bitranszldciéonak neveziink, ha (A, o) € 0(5).

5.3. Gyengén reduktiv félcsoportok
5.18. Definicié Egy S félcsoportrol akkor mondjuk, hogy gyengén reduktiv, ha tetszole-

ges a,b € S elemek esetén az ar = bx és xa = xb minden x € S-re valo teljesiilésébol
a = b kovetkezik.
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5.19. Lemma FEgy S félcsoport akkor és csak akkor gyengén reduktiv, ha az
a > (Aa; 0a)
leképezés az S félcsoportnak az Qo(S) félesoportra vald izomorfizmusa.
Bizonyitds. Legyen S gyengén reduktiv félcsoport. Tegyiik fel, hogy
(Aa; 0a) = (Ab, 1)
valamely a,b € S elemekre. akkor
Aa =Xy €5 0o = Op,

s ezért S minden z elemére
ar =bxr é xza=xb

teljesiil. Mive S gyengén reduktiv, ezért
a=b.

Forditva, tegyiik fel, hogy az
a = (Aa; 0a)

homomorfizmus injektiv. Ha a,b € S olyan elemek, hogy S minden z elemére
ar =bxr és xa=uxb

teljesiil, akkor
(Aa» 0a) = (Mo, 00),

s ezért
a=b.

Tehat S gyengén reduktiv. m

5.20. Tétel Legyen S gyengén reduktiv félcsoport. Azonositsuk S-et az S transzldcios
burkdnak belsd részével, azaz az Qy(S) félcsoporttal. Ekkor S idedlja az QU(S) félcsoport-
nak, tovdbbd minden a € S és (X, p) € Q(S) esetén (X, 0)a = A(a) és a(X, o) = (a)o.

Bizonyitds. Az 5.16. Lemmat hasznalva,

()‘7 Q)a = (/\7 Q)()‘aa Qa) = (/\)\aa QQa) - (A)\(a)a Q)\(a)) = /\(CL)

és
CL(/\, Q) = (/\a7 Qa)(/\a Q) = (/\a)‘a Qa@) = (A(a).ga Q(a)g) = (G)Q- ]
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5.21. Tétel Legyen (A;-) egy gyengén reduktiv félcsoport és (Q;x*) tetszéleges nullele-
mes félesoport. Legyen (S’;0) az Q(A) félesoportnak a Q félesoporttal képezett valamely
idedlbévitése. Legyen S = AU (Q \ {0}) C S’. (S;0) akkor és csak akkor olyan rész-
félcsoportja az (S';0) félcsoportnak, amely A-nak Q-val valé bévitése, ha Q) tetszdleges
axb =0 feltételt teljesito a és b elemei esetén az a o b szorzat S-ben van.

Forditva, ha A-nak van Q-val valé (S;o) idedlbévitése, akkor Q(A)-nak van Q-val
olyan (S’; o) idedlbdvitése, amelynek (S; ) eqy részfélcsoportja.

Bizonyitds. Legyen (S';0) az Q(A) félcsoportnak a @) félcsoporttal képezett valamely ide-
alb6vitése. Mivel Q(A) egységelemes félcsoport, ezért az 5.5. Tétel szerint a o miivelet a
Q" parcialis gruppoidnak az 2(A) félcsoportba valé valamely 6 parcidlis homomorfizmusa
altal van meghatarozva. Tetszoleges x € Q* elem esetén legyen

0(z) = (Aa; 0a)-

Az 5.5. Tétel (5.3) feltétele szerint az Q(A) félesoport tetszéleges (A, o), valamint Q*
tetszoleges x elemei esetén

(N o) ox=(N0)(Aa: 02) = (MN\a, 002).

Ha ezt az eredmény alkalmazzuk az A félcsoport tetszéleges a eleméhez tartozd (A4, 04)
elemre, akkor (figyelembe véve, hogy A-t azonosithatjuk Q(A)-val) azt kapjuk, hogy

aox = ()\a>\:1:a QaQa:) = ()\(a)gza Q(a)gz) € Aa

alkalmazva az 5.16. Lemmat is. fgy

Hasonléan igazolhato, hogy

Ezért
AoSCA é SoACA.

Ha S részfélcsoportja S’-nek, akkor a fentiek alapjan A ideédlja S-nek és igy S az A-
nak @)-vel valé idealbovitése. Az el6zbek szerint, S akkor és csak akkor részfélcsoportja
S’-nek ha Q* o Q* C S, ami ekvivalens azzal, hogy tetszlleges s,t € Q* elemek esetén
s*xt=0-bdl sot e S kovetkezik.

A forditott allitds bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy az (S; ¢) félcsoport az A félcsoport-
nak a () félcsoporttal képezett idealbovitése. Feltehetjiik, hogy S = AU Q*. Tetszoleges
r € Q* elem esetén tekintsiik az A részfélecsoporton a kovetkezéképpen értelmezett A, ()
és ()o. leképezéseket:

At @ xoa; 0y G > aoT.
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Mivel A az (S;0) félesoport idedlja, ezért A\, () és ()o, az A félcsoport énmagaba vald
leképezései (més szdval: transzformacidi). Mivel tetszoleges a,b € A elemek esetén

Ae(a-b) =X (aob)=x0(aob)=(xoa)ob= (N(a))ob= A.(a)- b,

ezért A\, az A félcsoportnak egy bal transzlacidja. Hasonléan igazolhatd, hogy o, az A
félcsoportnak egy jobb transzlacidja. Mivel tetszoleges a,b € A elemek esetén

a-A(b) =ao X (b)=aoc(xob)=(aox)ob=((a)o:) b= (a)os b,
ezért a (A, o) rendezett par lancszemet alkot, azaz
Az, 02) € QA).

Tekintsiik a
O x — (A, 0:) €QA), x€Q”

leképezést. Megmutatjuk, hogy ¢ a Q* parcidlis félcsoportnak az Q(A) transzlacios
burokba valé parcidlis homomorfizmusa. Ehhez tegyiik fel, hogy x és y a QQ* parcidlis
félcsoport tetszdleges olyan elemei, amelyekre xy # 0 teljesiil. Mivel Q(A) félcsoport,
ezért benne a ¢(x)p(y) szorzat értelmezve van. Ezért csak azt kell megmutatni, hogy

o(zy) = ¢(x)o(y). Az vildgos, hogy
Azy = AzAy, €S 0py = 0,04

Ezért
o(2y) = Ay, 02y) = Ay, 020y) = Moy 02)( Ay, 0y) = O(2)(y).
Tehat
o(zy) = o(x)o(y)

valéban teljesiil. Ezzel belattuk, hogy ¢ a Q* parcidlis félcsoportnak az Q(A) transzlécids
burokba val6 parcidlis homomorfizmusa.

Mivel az (A) transzlaciés burok olyan félcsoport, amelynek van egységeleme, ezért
az 5.5. Tétel szerint a ¢ parcidlis homomorfizmus meghatarozza Q(A)-nak @Q-val valé
valamely (S5’;0) bovitését. Részletesebben: Tetszéleges a,b € A és x,y € Q* elemek
esetén legyen

o(z)p(y), hax*y=0 Q-ban,

aoxr=a-¢(xr); xoa=¢(x)-a; aob=a-b.

{x*y ha x * y # 0 @Q-ban
roy=

Bizonyitasunk teljessé tételéhez elegendé mar csak azt megmutatni, hogy tetszoleges
s,t € S elemek esetén sot = sot. Legyenek s és t tetszoleges S-beli elemek.
Ha s,t € A, akkor sot = st = s ot nyilvanvaléan teljesiil.
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Ha s € A ést € Q*, akkor

sot=us-¢(t)=(s)or,

felhasznalva az 5.20. Tételt is. Mivel

(S)Qt = Sotv
ezért
sot=s9¢t.

Ha s € Q* ést € A, akkor pedig (felhasznélva az 5.20. Tételt is)
sot=¢(s)ot = A\(t) =sot.

Tekintsiik végiil azt az esetet, amikor s,¢ € Q*. Ha st # {0} a @ félcsoportban,
akkor

sot=s*xt=so0t.

Ha st =0 a @ félcsoportban, akkor
sot e A,

s ezért minden a € A elemre
(a)(0sor) = ((a)os)or = (aos) ot =ao (sot) = (a)osor
fgy
0s0¢ = Osot-

Hasonléan igazolhato, hogy
)\s)\t = )\sot-

Ezen eredmények, valamint az 5.5. Tétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

sot = ¢(s)p(t) = (As, 05) (M, 00) =

= ()‘S>\t7 ngt) = ()\sotu Qsot) =s5ot. ]

Az eloz6 tétel azt a problémat, hogy gyengén reduktiv A félcsoportok esetén megta-
laljuk S nek valamely nullelemes () félcsoporttal képezett Gsszes idedlbovitését, redukalja
arra a probléméra, hogy megtalaljuk a Q* = @ \ {0} parcidlis gruppoidnak az A félcso-
port Q(A) transzlaciés burkaba valé Gsszes olyan ¢ parcidlis homomorfizmusat, amelyre
teljesiil, hogy tetszoleges s,t € Q* elem esetén az st = 0 egyenloségnek a (Q-ban vald
teljestilése esetén a ¢(s)o(t) szorzat A-ban van (és nem csak 2(A)-ban).
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5.22. Definicié Legyen A tetszdleges, Q) pedig eqy nullelemes félcsoport. Legyen W a
Q* = Q\ {0} halmaz elemeibdl alkotott azon (s,t) rendezett pdrok halmaza, amelyek
esetén st = 0 a Q félcsoportban. A W halmaznak az A félcsoportba valo tetszéleges
(egyértelmii) leképezését a Q) félcsoportnak az A félcsoportba vald eldgazdsanak nevezziik.
Ha 0 o QF parcidlis gruppoidnak az A félcsoportba valo parcidlis homomorfizmusa és ¢ a
W halmaznak A-ba vald olyan leképezése, amely tetszbleges (s,t) € W elempdrhoz a

o((s,1)) = 0(s)0(t)
szorzatot rendeli, akkor ¢-t a Q) félcsoportnak az A félcsoportba valo, a 0 dltal indukadlt
elagazdsanak nevezziik.
Bizonyitas nélkiil kozoljiik a kévetkezé eredményt.

5.23. Tétel Legyen A eqy gyengén reduktiv, ) pedig eqy nullelemes félcsoport. Legyen
¢ a Q félcsoportnak az A félcsoportba valo eldgazisa. Legyenek tovabbd

S>> Ay €S S 0

a Q*-nak az A félcsoport bal, illetve jobb transzldcioinak A, illetve P félcsoportjaba valo
olyan leképezései, amelyekre a kovetkezdk teljesiilnek (tetszdleges s,t € Q* és tetszdleges
z,y € A elemek esetén)

Asts ha st #0 Q-b
A = 4% @ st 70 Q-ban (5.5)
Ao((s,t)),  ha st =0 Q-ban,
St s ha st # 0 Q-ban
0.0 = { & 700 (5.6)
O4((st))s ha st =0 Q-ban,
r(As(y)) = ((z)os)y, azaz, \s és o5 lancszemet alkotnak. (5.7)

Legyen S = AU Q*, és definidljunk eqy o miveletet S-en a kovetkezéképpen: tetszoleges
s,t € QF és tetszdleges x,y € A elemek esetén

) st ha st # 0 Q-ban
sol= {¢((s, t)), hast=0 Q-ban; (5:8)
sox = \(x); (5.9)
ros=(x)os; (5.10)
roy=uxy. (5.11)

Akkor (S;0) az A félcsoportnak a Q félesoporttal vald idedlbévitése. Forditva, az A-nak
Q-val valo tetszdleges idedlbovitése az elozoekben részletezett modon konstrudlhato.
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Feladatok

5.1. (Megoldas: 17.1/.) Mutassuk meg, hogy ha egy S félcsoport tartalmaz bal oldali
egységelemet, akkor S bal reduktiv!

5.2. (Megoldas: 17.15.) Mutassuk meg, hogy egy S félcsoport esetén az 5.8. Tételben
szerepl6 a — o, (a € S) homomorfizmus akkor és csak akkor injektiv, ha S bal reduktiv!

5.3. (Megoldas: 17.16.) Mutassuk meg, hogy tetsz6leges balzér6 (jobbzérd) félesoport
transzlacios burka izomorf az 6sszes onmagaba valo leképezéseinek félcsoportjaval!

5.4. (Megoldas: 17.17.) Mutassuk meg, hogy tetszoleges G csoport esetén a G transz-
laciés burka izomorf G-vel!

5.5. (Megoldds: 17.18.) Mutassuk meg, hogy egy L balzéré és egy R jobbzéré félcsoport
L x R direkt szorzata gyengén reduktiv!
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6. fejezet

Regularis félcsoportok, inverz
félcsoportok

6.1. Regularis elem

6.1. Definicié Egy S félcsoport valamely a elemét requldris elemnek nevezzik, ha van
az S félcsoportnak olyan x eleme, hogy ara = a teljesiil.

Egy félcsoport minden idempotens eleme regularis. Tehat, ha egy félcsoport tartalmaz
idempotens elemet, akkor tartalmaz regularis elemet is. A kovetkezo lemmabdl adodik
ennek az allitasnak a megforditdsa is.

6.2. Lemma Ha axa = a teljesiil eqy S félcsoport valamely a és x elemeire, akkor az S
félesoport ax és xa elemei idempotens elemek.

Bizonyitds. Ha axa = a teljesiil egy S félcsoport valamely a és x elemére, akkor
(az)? = (az)(az) = (aza)r = ax
és

(za)? = (za)(za) = r(aza) = xa. O

6.3. Tétel
(1) Ha a egy S félcsoport requldris eleme, akkor aS' = aS és S*a = Sa.

(2) Haa ésb egy S félecsoport requldris elemei, akkor a L b [a R b] akkor és csak akkor
teljesiil, ha Sa = Sb [aS = bS].
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Bizonyitds. Legyen a egy S félcsoport reguléris eleme. Akkor megadhato olyan S-beli x
elem, hogy
ara = a.
Igy
aS' = {a} UaS = {ava} UaS C aS C aS",
s ezért aS' = aS. Hasonléan igazolhaté, hogy S'a = Sa. A (2) feltétel az L-reldcio,
illetve az R-relaci6 definicidja és a tétel (1) allitdsa miatt nyilvanvald. O

6.4. Tétel Eqy S félcsoport valamely a eleme akkor és csak akkor reguldris, ha az S
félcsoport a eleme dltal generdlt fé bal oldali és f6 jobb oldali idedlja idempotens elemmel
generdlhatd, azaz megadhatdk olyan e és f idempotens elemek, hogy S'a = Se és aS* =

fS.
Bizonyitds. Ha a reguléris elem, akkor a 6.3. Tétel miatt
aS*=aS és S'a= Sa.
A regularis elem definicidja alapjan megadhaté olyan = € S elem, amelyre
ara = a

teljesiil. Legyen
e = xa.

A 6.2. Lemma szerint e idempotens eleme S-nek. Mivel

Sa = Sara = Sae C Se = Sza C Sa,

ezért
Sa = Se.
Hasonléan igazolhato, hogy az f = ax idempotens elemmel
aS = fS
teljestil.
Forditva, tegyiik fel, hogy
Sta = Se

teljesiil az S félcsoport valamely a eleme és valamely e idempotens eleme esetén. Akkor
vannak S'-nek olyan z és y elemei, hogy

a=xe és e=ya

teljesiil. Ekkor
ae =xe® =zre=a
és igy
a = ae = aya,

azaz a regularis elem (ha y = 1, akkor a idempotens elem és ezért a = aaa). ]
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6.2. Neumann-féle inverz

6.5. Definicié FEgy S félcsoport a és b elemeirdl azt mondjuk, hogy egymds (Neumann-
féle) inverzei, ha egyiitt teljesitik az aba = a és bab = b feltételek mindegyikét. Ilyenkor
azt is szoktuk mondani, hogy a b elem az a elem (Neumann-féle) inverze (és hasonldan,
az a elem a b elem (Neumann-féle) inverze).

Ha a és b egymas inverzei, akkor a 6.2. Tétel szerint ab és ba idempotens elemek.
Adott a € S elem esetén jelolje V(a) az a 6sszes (S-beli) inverzének halmazat, azaz

V(a)={be S: aba = a, bab = b}.

6.6. Lemma Ha a eqy S félcsoport requldris eleme, akkor a-nak van S-ben legalabb egy
muverze.

Bizonyitds. Ha a regularis eleme egy S félcsoportnak, akkor van S-nek olyan x eleme,
hogy

axa = a.
Legyen
b= zax.
Akkor
aba = a(zrazr)a = (axa)(xa) = ara = a
és

bab = (zax)a(xax) = x(aza)(xax) = ra(raxr) = z(axa)r = rax = b. O

6.7. Lemma Ha e, f ef, fe eqy S félcsoport idempotens elemei, akkor ef és fe eqgymds
muerzes.

Bizonyitds. Legyenek e és f egy S félcsoport olyan idempotens elemei, amelyek esetén
ef és fe is idempotens elemek. Akkor

(ef)(fe)(ef) = ef?e’f =efef = (ef)* =ef.
Hasonléan igazolhato, hogy

(fe)ef)(fe) = fe. O

6.8. Tétel Legyen D eqy S félcsoport tetszileges D-osztdlya.

(1) Ha D tartalmaz egy requldris elemet, akkor D minden eleme reguldris (ekkor D-t
requldris D-osztalynak nevezziik).
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(2) Ha D reguldris, akkor minden olyan L-osztdly és R-osztaly, amely benne van D-
ben, tartalmaz eqy idempotens elemet.

Bizonyitds. A 6.4. Tétel szerint egy S félcsoport valamely a eleme akkor és csak akkor
reguldris, ha az R, [L,] osztély tartalmaz legalabb egy idempotens elemet. Ebbél viszont
méar kovetkezik, hogy ha egy R-osztaly [L-osztély] tartalmaz egy idempotens elemet,
akkor az osztaly minden eleme regularis. Tehat, ha egy D osztaly tartalmaz egy a
reguldris elemet, akkor R, minden eleme regularis. Mivel a D &ltal tartalmazott L£-
osztalyok mindegyikének R,-val vett metszete nem {ires, ezért a D-ben 1év6 L-osztélyok
mindegyike tartalmaz egy reguléris elemet, s igy minden ilyen £-osztalynak minden eleme
(az el6zéek szerint) regularis. Mivel D el6all L-osztalyok unidjaként, ezért D minden
eleme regularis.

A (2) allités a 6.4. Tétel kovetkezménye. O

6.9. Megjegyzés A 6.8. Tétel (1) dllitasa szerint, ha egy D-osztdly nem reqularis, ak-
kor nem tartalmazhat idempotens elemet (mivel eqy idempotens elem szikségképpen re-
guldris). Igy, ha a /./7. Lemmdban vizsgdlt (T'; %) félesoport olyan D-osztaly dltal van
definidlva, amely nem requldris, akkor (a 4.46. Tétel szerint) a (T'; ) félcsoport bdrmely
két elemének szorzata egyenld a nullelemmel, azaz (T';%) eqy zérd félcsoport. Ezért a
(T'; %) félcsoport igazdbdl akkor érdekes szamunkra, ha reguldris D-osztdly segitségével
van definidlva. Ezt ldathatjuk majd a 9. fejezetben szerepld 9.25., 9.2/. és 9.25. tételek-
ben.

6.10. Tétel Ha a és a’' eqy S félcsoport olyan elemei, amelyek egymds inverzei, akkor
az e = ad’ és f = d'a idempotens elemekre e € R, N Ly és f € Ry N L, teljesiilnek.
Tovabbd d',e, f € D,.

Bizonyitdas. Az vilagos, hogy
ea =af =a
és
Ebbol mar kovetkezik
e c Ra N La/ g Da
és
fE Ra’mLa - Daa

figyelembe véve az e és f elemek definicidjat is. Ekkor
e€ D, N Ly

miatt

Ly N D, #0,
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amibdl
a € Ly CD,

kovetkezik. Tehét
a,e, f € D,. n

6.11. Tétel Tetszoleges S félcsoport tetszoleges a requldris eleme esetén az aldbbiak tel-
jestilnek.

(1) Az a elem minden inverze D,-ban van.

(2) Egyb elemhez tartozé H-osztdly akkor és csak akkor tartalmazza az a elem valamely
mverzét, ha az R,N Ly, és RyN L, H-osztalyok mindegyike tartalmaz eqy idempotens
elemet.

(3) Nincs S-nek olyan H-osztdlya, amely az a-nak egynél tobb inverzét tartalmaznd.

Bizonyitds. Az (1) allitds a 6.10. Tétel kovetkezménye. Ahhoz, hogy megmutassuk
(2) teljesiilését, tegyiik fel el6szor, hogy H, tartalmazza az a elem egy o' inverzét.
A 6.10. Lemma szerint az R, N L, (= R, N L) H-osztély tartalmazza az aa’ idem-
potens elemet, az R, N L, (= Ry N L,) H-osztalyok pedig az a’a idempotens elemet.
Forditva, legyen e egy idempotens eleme R, N Ly-nek, f pedig egy idempotens eleme
Ry N Lynak. Mivel a R e és a L f, ezért a 4.42. Tétel miatt

ea =a=af.

Tovabba, a 6.3. Tétel miatt
e=ax, [=uya

valamely x,y € S elemekre. Legyen

a = fxe.
Akkor
fa' =de=4d,
l 2
aa' = afre =are =¢e“ =e,
da= fd'a=yada=yea=ya=f.
Mivel

ada=ceca=a é dad =de=4d,
ezért a' és a egymds inverzei. Az
fa=d é da=f
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egyenloségekbol
a R f
kovetkezik. Az

de=d és ad =e
egyenloségekbol pedig
a Le
adédik. Igy
a GRfﬂLe:RbﬂLb:Hb.

A (3)-as feltétel igazolasahoz tekintsiink olyan H-ekvivalens b és ¢ elemeket az S
félcsoportbdl, melyek egy a elem inverzei. A 6.10. Lemma szerint az ab idempotens elem
R, N Ly-ban, az ac idempoten elem pedig R, N L.-ben van. Azonban L, = L., és igy

ab = ac
a 4.43. Tétel szerint. Az R, = R, feltételbol hasonlé okok miatt kivetkezik, hogy
ba = ca.

fgy
b = bab = cab = cac = c. N

6.3. Regularis félcsoportok

6.12. Definicié Egy S félcsoportot reqularis félcsoportnak neveziink, ha S minden eleme
requldris.

6.13. Tétel Tetszileges S félcsoporton az alabbi feltételek egymdssal ekvivalensek.
(1) S reguldris félcsoport.
(2) S minden L-osztdlya tartalmaz legaldbb egy idempotens elemet.

(3) S minden R-osztdlya tartalmaz legaldbb egy idempotens elemet.

Bizonyitds. Legyen S regularis félcsoport. Jelolje L az S valamely L-osztalyat. Legyen
a € L tetszoleges elem. Mivel a 6.4. Tétel szerint van S-nek olyan e idempotens eleme,
amelyre

Sa = Se

teljesiil, ezért
ee L.
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Tehat (1)-bdl kovetkezik (2). Hasonléan igazolhaté, hogy (1)-bdl kovetkezik (3).
Tegyiik fel, hogy (2) teljesiil egy S félcsoportra. Ez azt jelenti, hogy tetszdlege a € S
elem L-relaciéban van S valamely e idempotens elemével, azaz

Sla = Se.

Mas szavakkal: az a elem altal generdlt f6 bal oldali ideal az e idempotens elemmel
generalhaté. A 6.4. Tétel miatt ebbol mar kévetkezik, hogy a az S félcsoport regularis
eleme. Tehat (2)-bdl kovetkezik (1). Hasonléan igazolhaté, hogy (3)-bdl kovetkezik
(1). Ezzel pedig bizonyitdst nyert, hogy a tételben szereplé harom feltétel egymadssal
ekvivalens. O]

6.14. Tétel Eqgy S félcsoport akkor és csak akkor reqularis, ha RN L = RL teljesiil az
S tetszbleges jobb oldali R és tetszdleges bal oldali L idedljaira.

Bizonyitds. Legyenek R és L egy S félcsoport tetszoleges jobb oldali, illetve bal oldali

idealjai. Akkor
RLC RN L.

Tegyiik fel, hogy S regularis. Akkor tetszéleges a € RN L elem esetén
a = axa = a(ra) € RL
teljesiil az S félcsoport alkalmas x elemével. fgy
RNLCRL.
Ennek, és a fenti tartalmazasnak eredményeként
RNL=RL.
Forditva, tegyiik fel, hogy S olyan félcsoport, amelyben
RNL=RL
teljesiil tetszoleges jobb oldali R, illetve tetszoleges bal oldali L idedlokra. Legyen
aesS

tetszoleges elem. Akkor
R(a) N L(a) = R(a)L(a),

ahol R(a), illetve L(a) jelolik az S félcsoport a altal generdlt jobb oldali, illetve bal oldali
idedljat. Mivel
a € R(a)N L(a),
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ezért

a € R(a)L(a) = aS*S*a C aS'a,

azaz van olyan x € S! elem, hogy
a = axa.

Tehét a az S félcsoport reguldris eleme (abban az esetben, amikor x az S* egységele-
me, akkor a idempotens elem, s igy sziikségképpen reguléris). Mivel a az S félcsoport
tetszoleges eleme volt, ezért S reguléris félcsoport. [

6.15. Definicié Egy S félcsoport valamely a elemét teljesen requldrisnak nevezzik, ha
megadhato olyan S-beli x elem, amelyre axa = a és ax = xa teljesil. Eqy S félcsoportot
teljesen requldris félcsoportnak neveziink, ha S minden eleme teljesen requldris.

6.16. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor teljesen regquldris, ha S elddll részcso-
portjainak uniojaként.

Bizonyitds. Legyen S olyan félcsoport, amely el6all G; (i € I) részcsoportjainak inidja-
ként. Legyen a € S tetszoleges elem. Akkor a € G, valamely j € I index esetén. Mivel
(G; csoport, ezért az a elem G;-beli z inverzére

ara = a, ar =2xa

teljesiil, azaz a az S félcsoport teljesen reguléris eleme. Mivel a az S félcsoport tetszoleges
eleme, ezért S teljesen regularis félcsoport.

Forditva, tegyiik fel, hogy S egy teljesen reguléris félcsoport. Legyen a € S tetszoleges
elem. Mivel a teljesen regularis, ezért van S-nek olyan x eleme, hogy

ara =a, €és ar = xa.
A 6.2. Lemma szerint
e=ar =zxa

az S félesoport idempotens eleme. Mivel ae = ea = a és ax = xa = e, ezért az 1.41. Tétel
szerint
Go={seS: s=se=es, é (I €8) ss=ss=¢}

S-nek olyan részcsoportja, amely tartalmazza S mindazon részcsoportjait, amelyekben e
egységelem. Az vildgos, hogy
a € G,.

Ebbdl mar kovetkezik, hogy S eloall részcsoportjainak unidjaként. n
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6.17. Definicié Egy S félcsoport valamely a elemét bal [jobb] eqyszerisithetdnek nevez-
ziik, ha minden x,y € S elem esetén az ax = ay [ra = ya feltételbdl x = y kivetkezik.
Ha egy félcsoport minden eleme bal [jobb] egyszeriisithetd, akkor a félcsoportot bal [jobb]
eqyszerusitéses félcsoportnak mnevezziik. Ha eqy félcsoport bal eqyszerisitéses is €s jobb
eqyszerisitéses is, akkor egyszerisitéses félcsoportnak nevezzik.

6.18. Tétel Minden eqyszerisitéses, requldris félcsoport sziikségképpen csoport.

Bizonyitds. Legyen S egyszerisitéses, regularis félcsoport. Akkor tetszOleges a € S
elemhez van olan x € S elem, hogy ara = a teljesiil. fgy tetszoleges b € S elem
esetén arab = ab, amibdl a bal egyszeriisithetéség miatt xab = b adédik. Ekkor viszont
brab = b?, amibdl a jobb egyszeriisithetéség miatt bxa = b adddik. Tehét za az S félcso-
port egységeleme. Tehdt minden a € S elem esetén van olyan x € S elem, hogy xa az S
egységeleme. Az x elem tehat az a elem bal oldali inverze. Ebbd6l mar kovetkezik, hogy
S csoport. O

6.4. Inverz félcsoportok

6.19. Definicié Egy S félcsoportot inverz félcsoportnak neveziink, ha minden elemének
van eqy €s csak eqy inverze.

6.20. Tétel Tetszoleges S félcsoport esetén az aldbbi feltételek eqgymdssal ekvivalensek:
(1) S reguldris félcsoport, amelynek idempotens elemei egymdssal felcserélhetdek.

(2) S minden f& jobb idedlja és minden f6 bal idedlja egyetlen idempotens elemmel
generdlhato.

(3) S inverz félcsoport.

Bizonyitds. (1)-b6l kovetkezik (2): Legyen S olyan reguldris félcsoport, melynek idem-
potens elemei egymassal felcserélhetéek. A 6.4. Tétel miatt S minden f6 bal oldali és {6
jobb oldali idedlja idempotens elemmel generdlhatd. Tegyiik fel, hogy Se = Sf teljesiil
valalmely S-beli e és f idempotens elemekre. Akkor megadhatok olyan x,y € S elemek,
amelyekre

e=uaf, [f=uye

teljesiil. Az els6 egyenldséghol
ef =(xf)f=af*=af =e,

a masodik egyenléségbol pedig

2

fe=(ye)e=ye" =ye=f
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adodik. Ezek az egyenloségek az e és f elemek egymédssal valé felcserélhetOsége miatt az

e=cf =fo=f

teljesiilését eredményezik. fgy S minden {6 bal oldali idedlja egyetlen idempotenssel
generalhaté. Hasonlé méodon bizonyithatd, hogy S minden f6 jobb oldali idealja egyetlen
idempotenssel generalhaté. Igy (1)-bdl kivetkezik (2).
(2)-b6l kovetkezik (3): Legyen S olyan félcsoport, amely teljesiti a (2) feltételt.
A 6.4. Tétel miatt S regularis félcsoport. Legyen a € S tetszéleges elem. A 6.6. Lemma
szerint A-nak van legalabb egy b inverze. Tegyiik fel, hogy valamely S-beli ¢ elem is
inverze a-nak. Akkor
aba = a, bab=0b,

aca = a, cac = C.

A 6.4. Tétel bizonyitasat is figyelembe véve, ezekbol konnyen adddik, hogy

Sba = Sa = Sca
és
abS = aS = acS.
A (2) feltétel miatt
ba = ca
és
ab = ac,

mivel a 6.2. Lemma szerint ba, ca, ab, ac idempotens elemek. A ba és ca szorzatok ugyan-
azt a 6 bal oldali idedlt (Sa-t), az ab és ac szorzatok pedig ugyanazt a f6 jobb oldali
idealt (aS-et) generdljék. Ebbdl pedig

b= bab = bac = cac = ¢

kovetkezik, azaz az a elemnek pontosan egy inverze van. Kovetkezésképpen S inverz
félcsoport.

(3)-bdl kovetkezik (1): Legyen S egy inverz félcsoport. Mivel egy inverz félcsoport
reguldris, ezért csak azt kell megmutatni, hogy S barmely két idempotens eleme fel-
cserélhet6. Legyenek e és f az S félecsoport tetszoleges idempotens elemei. El6szor
megmutatjuk, hogy ha e és f idempotens elemei S-nek, akkor ef is idempotens elem.
Legyen a egy inverze e f-nek. Akkor

(ef)alef) =ef

alef)a = a.
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Legyen
b = ae.
Akkor
(ef)blef) = (ef)aleef) = (ef)alef) = ef
blef)b = (ae)(ef)(ae) = (aefa)e = ae = b.

Ezért b inverze e f-nek. Ekkor viszont
ae = a,

mivel ef-nek csak egy inverze lehet. Hasonléan igazolhatd, hogy
fa=a.

Ezért
@® = (ae)(fa) = alef)a = a,

azaz a idempotens elem. Mivel idempotens elem énmaganak inverze, ezért

a=cef,

azaz ef idempotens elem. Hasonlbéan igazolhatd, hogy fe is idempotens eleme. Ekkor
viszont a 6.7. Lemma miatt fe az ef inverze. Mivel ef idempotens, ezért ef 6nmaganak
is inverze, amibol ef = fe kovetkezik. Tehat S olyan regularis félcsoport, melynek
idempotensei egymassal felcserélhetoek. O]

6.21. Kovetkezmény FEgy S félcsoport akkor és csak akkor inverz félcsoport, ha S
minden L-osztdlya és minden R-osztalya tartalmaz eqy és csak eqy idempotens elemet.

Bizonyitds. Legyen S inverz félcsoport. Akkor S teljesiti a 6.20. Tétel (3) feltételét.
Ebbél viszont kovetkezik a (2) feltétel, ami annyit jelent, hogy S minden L-osztélya és
minden R-osztalya pontosan egy idempotens elemet tartalmaz.

Forditva, ha S olyan félcsoport, amelyben minden L-osztdly és minden R-osztaly
pontosan egy idempotens elemet tartalmaz, akkor S minden 6 bal oldali idealja és min-
den f6 jobb oldali idealja pontosan egy idempotenssel generalhatd, azaz S teljesiti a
a 6.20. Tétel (2) feltételét. Ebbdl a feltételbdl kovetkezik (3) feltétel, s ezért S inverz
félcsoport. n

6.22. Lemma Ha e és [ egy inverz S félcsoport idempotens elemei, akkor Se N Sf =
Sef(= Sfe).
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Bizonyitds. Ha a € Sen S f, akkor

ae =af = a,

és igy
acf =af =a,
ami miatt
a € Sef.
Tehat
SenSf C Sef.

Forditva, ha a € Sef = S fe, akkor

acf =afe =a,

ami miatt
ae =af = a,
azaz,
a€ SenSf.
Tehat
Sef C SenS'f.
Kovetkezésképpen,
SenSf = Sef. O

6.23. Definicié Egy X halmaz (-)a kélcsondsen eqyértelmi parcidlis transzformdcidjan
X eqy Y részhalmazdnak eqy Y' = (X)a részhalmazra valo bijekcidgjdt értjik. Az o
inverzét a szokdsos mddon értelmezziik, és a~t-gyel jeldljiik, azaz (y')a™t =y akkor és
csak akkor, ha (y)a=vy (yeY, y €Y’').

Jelolje Zx az X Osszes kolcsonosen egyértelmii parcidlis transzformaciéinak halmazat,
beleértve az X iires részhalmazanak onmagara valé leképezését, amelyet O-val jeloliink
és iires transzformacionak neveziink. A Zx halmazon definidlunk egy miuveletet a kovet-
kezoképpen. Legyenek a, 8 € Ty tetszoleges transzforméciok. Legyen Y az «, Z pedig
a [ értelmezési tartomanya. Ha (Y)a N Z = (), akkor legyen a8 = 0. Ha (Y)a N Z # 0,
akkor legyen a8 Zx-nek az az eleme, amelynek értelmezési tartoméanya ((Y)a N Z)a™!
és minden v € ((Y)an Z)a™! esetén legyen (v)af = ((v)a)B.

6.24. Lemma Tetszoleges X halmaz esetén Ix inverz félcsoportot alkot a fent definidlt
miveletre nézve.
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Bizonyitds. Az asszociativitds teljesiilése nyilvanvald, ezért Zy félcsoport. Mivel minden
a € Iy esetén aata = a (és alaa™ = a™1), ezért Zx reguldris félesoport. Legyen
a tetszoleges idempotens eleme Zx-nek. Legyen Y az « értelmezési tartomanya. Mivel
a? értelmezési tartoméanya (Y NYa)a™, ezért (Y NYa)a™' =Y, amib8l Y NYa =
Ya, s ebbdl pedig Ya C Y kovetkezik. Legyen a € Yo tetszoleges elem. Akkor a =
ba (b € Y), s ezért aa = baa = ba = a, azaz « identikusan hat Ya-n. Ebbél az
is kovetkezik, hogy Y = Ya, mivel « bijektiv. Tehat Zx valamely eleme akkor és
csak akkor idempotens elem, ha identikusan hat X valamely részhalmazan. Ezért az
idempotens elemek egymassal felcserélhetoek. EbbOl viszont a 6.20. Tétel miatt Zx
inverz félcsoport. [

6.25. Definicié A Zx félcsoportot az X halmaz feletti szimmetrikus inverz félcsoportnak
neveziink.

A csoportelméletben jol ismert az a tétel, hogy minden csoport izomorf egy permuta-
ciocsoporttal. Ennek a tételnek az inverz félcsoportokra valé altalanositasa a kovetkezo
tétel.

6.26. Tétel Minden S inverz félcsoport izomorf az S feletti szimmetrikus inverz félcso-
port eqy részfélcsoportjdval.

Bizonyitds. Legyen S inverz félcsoport. Minden a € S elemhez rendeljiik hozza Sa=! =
Saa"'-nek Sa = Sa~la-ra valé o, : ¥ — xa leképezését. Nyilvanvals, hogy o,-1 Sa-t
képezi le Sa~'-re. Legyenek z € Sa™! és y € Sa tetszbleges elemek. Akkor zaa™' = x
és ya~ta = y. Ezért

(2)040a-1 = zaa ' =x

és

(4)0a-10a = ya la =y,
amibdl kovetkezik, hogy g, és 0,-1 egymas inverzei Zs-ben, azaz 0, ' = g,-1. Megmutat-
juk, hogy az a + p, megfeleltetés izomorfizmus. Eloszor belatjuk, hogy a megfeleltetés
injektiv. Tegyiik fel, hogy 0, = 0, (a,b € S). Akkor Saa™ = Sbb™, s ezért aa™' = bb~ !,
mivel idempotensek. Ha z € Saa™!, akkor xa = (x)o, = (7)o, = xb. Mivel a=* € Saa™!,
ezért a ta = a~'b. Ekkor viszont

a=aa ta=aa"'b=0bb"1b=0b.

Végiill megmutatjuk, hogy a megfeleltetés miivelettarto, azaz 0,00 = 0w A 04y értel-
mezési tartomdnya S(ab)(ab)™!. A g,0p értelmezési tartoméanya (Sa='a N Sbb~1)g,-1.
Alkalmazva a 6.22. Lemmat,

Sa tan Sbb~! = Satabb! = Sabb~!.
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fgy
(Sa~tan Sbb™1)g,1 = (Sabbt)at = Sabbra~! = S(ab)(ab)~".

Tehat o4 és 0,05 értelmezési tartomanya megegyezik. Mivel minden s € S elemre

(S)Qab = S(ab) = (Sa)b = (S)(Qagb)’

ezért
Oab = 0aOb- ]

Feladatok

6.1. (Megoldas: 17.19.) Mutassuk meg, hogy inverz félcsoport tetszoleges a és b elemei
esetén (ab)™! = b7ta™!, ahol (-)7! jeloli egy S-beli elem (Neumann-féle) inverzét.

6.2. (Megoldds: 17.20.) Mutassuk meg, hogy egy kommutativ reguldris félcsoport rész-
csoportok unidja.

6.3. (Megoldas: 17.21.) Mutassuk meg, hogy egyetlen idempotens elemet tartalmazoé
regularis félcsoport sziikségképpen csoport.
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7. fejezet

Jobb egyszeriu és jobb 0-egyszeri
félcsoportok

7.1. Definicié Egy S félcsoport S-tdl kilonbiozd jobb oldali [bal oldali] idedljait valo-
di jobb oldali [bal oldali] idedloknak nevezziik. Eqy félcsoportot jobb [bal] egyszeriinek
neveziink, ha nincs valddi jobb [bal] oldali idedlja.

7.2. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor jobb [bal] egyszerti, ha aS =S (Sa=S5)
teljesiil minden a € S eleme esetén.

Bizonyitds. Legyen S jobb egyszerli félcsoport. Tetszoleges a € S elem esetén, aS az S
egy jobb oldali idealja, s ezért
aS =S.

Forditva, tegyiik fel, hogy minden a € S elem esetén aS = S. Legyen R tetszoleges
jobb oldali idealja S-nek. Akkor tetszoleges a € R elem esetén

S=a5S CRSCR,

azaz az R C S tartalmazds miatt
R=2S

kovetkezik. Tehat S jobb egyszerti. O
7.3. Tétel Egy félcsoport akkor és csak akkor csoport, ha jobb egyszeri és bal egyszeri.
Bizonyitds. A 7.2. Tétel és az 1.25. Tétel felhasznalasaval a tétel allitasa nyilvanvalo. [
7.4. Tétel Minden kommutativ eqyszeri félcsoport csoport.

Bizonyitas. Ha S kommutativ egyszeri félcsoport, akkor bal egyszeri is és jobb egyszerti
is, s ezért a 7.3. Tétel miatt S egy csoport. O]
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7.5. Megjegyzés Ha egy S félcsoportnak van 0 nulleleme, akkor {0} az S bal oldali és
jobb oldali idedlja; az S-t6l és {0}-tdl kilonbozd bal-, illetve jobb oldali idedlokat valddi
bal-, illetve jobb oldali idedloknak nevezzik. Ha S-ben nincs valodi bal-, illetve valodi jobb
oldali idedl, akkor S-nek nincs valddi idedlja, s ezért a /.5. Megjeqyzés szerint S* = S
vagy S* = {0}. Ezen utdbbi esetben S-nek legfeljebb két eleme van.

7.6. Definicié Egy nullelemes S félcsoportot jobb 0-eqyszerinek [bal 0-egyszerinek] ne-
veziink, ha S* # {0} és S-nek nincs valddi jobb [bal] oldali idedja.

7.7. Tétel Legyen S egy nullelemes félcsoport. S jobb 0-egyszert; [bal 0-egyszeri] akkor
és csak akkor, ha S — {0} jobb egyszert [bal egyszeri] félcsoport.

Bizonyitds. Legyen S tetszoleges nullelemes félcsoport. Tegyiik fel, hogy S jobb 0-
egyszerii. Tegyiik fel, hogy a és b az S félcsoport olyan nem nulla elemei, amelyekre
ab = 0 teljesiil. Akkor

Zy={x€S: ar =0}

az S félesoport b-t tartalmazo jobb oldali idedlja, amely egyenlé S-sel az S félcsoport
jobb 0-egyszertisége miatt. Ekkor viszont a.S = {0}, amibdl kévetkezik, hogy

Z={zxeS: xS={0}}
az S félcsoport a-t tartalmazé jobb oldali idealja. Mivel S jobb 0-egyszerti, ezért
Z=2S5.

Ez viszont azt eredményezi, hogy

s*={0},

ami ellentmondas. Tehat S-ben a nemnulla elemek egy részfélcsoportot alkotnak. Legyen
B tetszéleges jobb oldali idedlja S — {0}-nak. Akkor

{0} # BU{0}
jobb oldali idedlja S-nek, és igy

BuU{0}=2S5.
Ebbdl

B=S5—-{0}

adddik. Tehat S — {0} jobb egyszerii félcsoport.
Forditva, legyen S — {0} jobb egyszerii félcsoport. Akkor

(5 —{0})* =5 - {o}.
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fgy
S? £ {0}.

Legyen B tetszOleges nemnulla jobb oldali idedlja S-nek. Az vilagos, hogy 0 € B. Mivel
B — {0} jobb oldali idedlja az S — {0} félcsoportnak, ezért

B—{0} =5—-{0}
az S — {0} félecsoport jobb egyszeriisége miatt. [gy
B=25.

Tehat S jobb 0-egyszerii. Ezzel a tételt bebizonyitottuk a jobb oldali esetre. A bal oldali
eset bizonyitasa hasonléan végezheto el. O

7.8. Megjegyzés Az elozo tétel alapjan a jobb 0-egyszeri, illetve a bal 0-egyszeri fél-
csoportokat megkaphatjuk, ha a jobb eqyszeri, illetve a bal eqyszeri félcsoportokhoz null-
elemet adjungdlunk.

7.9. Tétel Egy 0-elemes S félcsoport akkor és csak akkor bal [jobb] 0-egyszert, ha tet-
szdleges a € S\ {0} elem esetén Sa =S [aS = S].

Bizonyitds. Legyen S egy 0-elemes félcsoport. A 7.7. Tétel szerint S bal 0-egyszerti akkor
és csak akkor, ha G = S\ {0} bal egyszerti félcsoport. Ezért ha S bal 0-egyszerti, akkor
tetszoleges a € G elem esetén

Sa=({0}UG)a={0}UGa={0}UG =S5,

felhasznélva a 7.2. Tételt is. Forditva, ha minden a € S\ {0} elem esetén Sa = S5, akkor
tetszoleges L # {0} bal oldali idedl tetszoleges a # 0 elemére

S=8SaCL

adddik, s ezért azt kapjuk, hogy
L=25,

amibol mar kovetkezik, hogy S bal 0-egyszerti. m

7.10. Tétel Tetszoleges 0-elemes S félcsoporton a kovetkezd feltételek eqymdassal ekviva-
lensek.

(1) S jobb 0-egyszerii és bal 0-egyszeri;

(2) G =S5 —{0} csoport, és igy S a G csoportbdl egy nullelem adjungdldsdval dll eld.
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Bizonyitds. Legyen S egy 0-elemes félcsoport. Tegyiik fel, hogy S jobb 0-egyszerii és
bal O-egyszeri. Akkor a 7.7. Tétel miatt G = S\ {0} bal egyszerii és jobb egyszerii
félcsoport. A 7.3. Tétel miatt G egy csoport.

Forditva, ha S\ {0} csoport, akkor minden a € G elem esetén

aS=a({0}UG) ={0}UG = S.

Hasonléan adodik, hogy
Sa = S.

A 7.9. Tétel miatt S jobb- és bal 0-egyszeri. m

7.1. Idempotens elemet tartalmazo jobb egyszerii fél-
csoportok

7.11. Lemma Jobb egyszeri félcsoport minden idempotens eleme bal oldali egységelem.

Bizonyitds. Legyen e egy jobb egyszerti S félcsoport tetszoleges idempotens eleme. Mivel
S jobb egyszerti, ezért tetszoleges a € S elemhez megadhatd S-nek olyan = eleme, melyre

ET = a

teljesiil. fgy,
ca =elex) = e*r =er =a

minden a € S elemre. Tehdt e bal oldali egységeleme S-nek. n

A kovetkezokben azokkal a jobb egyszeri félcsoportokkal foglalkozunk, amelyek tar-
talmaznak legalabb egy idempotens elemet (ilyenek példdul a véges jobb egyszerii félcso-
portok).

7.12. Lemma Ha S olyan jobb eqyszeri félcsoport, amely tartalmaz legaldabb eqy idem-
potens elemet, akkor S bal eqyszerisitéses.

Bizonyitds. Jeloljon S egy olyan jobb egyszert félcsoportot, amely tartalmaz legalabb
egy idempotens elemet. Legyenek a, b, c € S tetszoleges elemek. Tegyiik fel, hogy

ca = cb.

Legyen f € Eg tetszbleges idempotens elem. A 7.11. Tétel szerint f az S bal oldali
egységeleme. Mivel S jobb egyszerti, ezért van S-nek olyan x eleme, hogy

cr = f.
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Legyen

Akkor

e? = xexe = xfc=xc=e,

azaz
e € g,

felhasznalva azt is, hogy f az S bal oldali egységeleme. Igy
a =ea = xca = xchb =eb=0.
Tehat S bal egyszertisitéses. O]

7.13. Lemma Legyen S jobb eqgyszeri félcsoport, e € S tetszoleges idempotens elem.
Akkor Se csoport.

Bizonyitds. Legyen e egy jobb egyszerti S félcsoport tetszéleges idempotens eleme.
A 7.11. Tétel miatt e bal oldali egységeleme S-nek. fgy az Se részfélcsoportnak e bal
oldali egységeleme. Mivel minden a € Se elem a = se alakban irhaté valamely s € S
elemmel, ezért

ae = (se)e = se* = se = a,

azaz e az Se részfélcsoportban jobb oldali egységelem is. Tehat Se egységelemes félcso-
port (benne e az egységelem). Legyen

a € Se
tetszoleges elem. Mivel S jobb egyszeri, ezért van olyan x € S elem, hogy
ar = e.

Ebbdl
a(ze) = (ax)e =€* = ¢
adodik. Tehat xe € Se az a € Se elem jobb oldali inverze. Ebbdl mar kovetkezik

az 1.25. Tétel szerint, hogy Se az S félcsoport részcsoportja. O

7.14. Definicié Eqgy S félcsoportot jobbcsoportnak neveziink, ha jobb eqyszeri és bal
eqyszerisitéses.

7.15. Lemma Egy S félcsoport akkor és csak akkor jobbcsoport, ha az ax = b egyenlet-
nek van eqy és csak eqy megolisa S-ben minden (a,b) € S x S elempdr esetén.
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Bizonyitds. A Lemma allitdsa a jobbcsoport definiciéjanak, illetve a 7.2. Tételnek koz-
vetlen kovetkezménye. O]

Koénnyen ellenérizhetd, hogy minden csoport jobbcesoport, illetve minden jobbzérd
félcsoport is jobbcsoport.
7.16. Tétel Tetszoleges S félcsoportra a kivetkezo feltételek egymassal ekvivalensek:
(1) S jobbcsoport.
(2) S jobb egyszerti, és tartalmaz legaldbb egy idempotens elemet.

(3) S egy csoportnak és eqy jobbzérd félcsoportnak a direkt szorzata.

Bizonyitds. (1)-bol kovetkezik (2): Minden jobbcsoport jobb egyszerii definicié szerint,
ezért csk azt kell megmutatni, hogy minden jobbcsoport tartalmaz legalabb egy idempo-
tens elemet. Legyen a egy S jobbcsoport tetszoleges eleme. S jobb egyszeriisége miatt
van olyan e € S elem, hogy

ae = a,
és igy
ae? = ae,
amibél
e?=e

kovetkezik S bal egyszeriisithetdsége miatt. Tehdt e az S félcsoport idempotens eleme.
(2)-b6l kovetkezik (3): Legyen S olyan tetszoleges jobb egyszerii félcsoport, amely
tartalmaz legalabb egy idempotens elemet. A 7.11. Lemma szerint S minden idempo-
tens eleme az S bal oldali egységeleme. A 7.12. Lemma szerint S bal egyszeriisitéses.
A 7.13. Lemma szerint minden S-beli e idempotens elem esetén Se az S részcsoportja.
A bizonyitas tovabbi részében legyen e az S egy rogzitett idempotens eleme. Jelolje
G az Se részcsoportot. Mivel Eg minden eleme az S bal oldali egységeleme, ezért Eg az
S jobbzéro részfélcsoportja. Meg fogjuk mutatni, hogy a G csoportnak az Eg jobb zérd
félcsoporttal képezett G x Eg direkt szorzata izomorf S-sel. Pontosabban, megmutatjuk,

hogy
d: (g, f) = gf

a G X Eg direkt szorzatnak S-re vald izomorfizmusa. Mivel

D((g1, f1)(g2, f2)) = 2((9192, [1.12)) = ®((9192, f2)) =
= (9192) f2 = g1 frg2fo = ®((91, [1))P((g2, f2)),

97



ezért ® a G x Eg direkt szorzatnak az S félcsoportba valé homomorfizmusa. Tegyiik fel,

hogy
(g1, f1)) = 2((92, f2)),

azaz
g1fr = g2fo.
Akkor
g1 = gie = g1fre = g2 f2e = gae = G2
és igy

G2f2 = g1f1 = g2./1.
Mivel S bal egyszertisitéses, ezért
fa=fi
Tehat
(91, f1) = (92, f2),

és ezért ® injektiv. Mar csak azt kell megmutatni, hogy & sziirjektiv. Legyen a € S
tetszbleges elem. Akkor ax = a valamely z € S-re, amibdl az? = ax, ebbdl pedig 22 = x
kovetkezik (ez utébbi az S bal egyszertisithet6sége miatt). Igy x € Eg, és

O ((ae,x)) = aex = ax = a.

Tehat & sziirjektiv. fgy S =G x Eg.
(3)-bdl kovetkezik (1): A bizonyitas trividlis, mivel egy csoport és egy jobbzéro fél-
csoport jobbesoport, ezért azok direkt szorzata is jobbcsoport. O

7.17. Tétel Egy félcsoport akkor és csak akkor jobbcsoport, ha olyan diszjunkt részcso-
portjainak unioja, melyek eqységelemei a félcsoport jobbzéro részfélcsoportjdat alkotjdk.

Bizonyitds. Legyen S jobbcsoport. Akkor a 7.11. Tétel miatt S minden idempotens
eleme bal oldali egységelem, s ezért S idempotenseinek E¢ halmaza az S félcsoport egy
jobbzéro részfélecsoportjat alkotja. Legyenek a € S és e € Eg tetszoleges elemek. Mivel
S jobb egyszerti, ezért megadhatd olyan z € S elem, amelyre ax = e teljesiil. Ebbdl
ara = ea = a addédik, mivel e bal oldali egységeleme S-nek. Megszorozva ezen utébbi
egyenl6séget x-szel balrdl, azt kapjuk, hogy (wa)?* = za, azaz, f = wa € FEs. fgy
a=azxa=af € Sf. Mivel Sf részcsoportja S-nek (1asd a 7.13. Tételt), ezért azt kaptuk
eredményként, hogy S minden eleme benne van S egy részcsoportjaban. fgy S diszjunkt
részcsoportok unidja, s a részcsoportok egységelemei (azaz az S idempotens elemei) az
S egy jobbzérd részfélcsoportot alkotjak.

Forditva, legyen S olyan félcsoport, amely olyan diszjunkt részcsoportjainak unidja,
amelyek egységelemei az S félcsoport jobbzéré részfélecsoportjat alkotjak. A felbontdsban
szerepl6 részcsoportok az S maximalis részcsoportjai. A 7.16. Tétel szerint elegendo
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azt megmutatni, hogy S jobb egyszerti. Legyenek a,b € S tetszéleges elemek. Akkor
megadhatok olyan S-beli e és f idempotens elemek, hogy

acG, é beGy,

ahol G és Gy jelolik S azon maximélis részcsoportjait, amelyek egységelemei az e, illetve
az [ idempotens elemek. Jeloljék

aleG, bled;
az a, illetve b elemek inverzeit (G.-ben, illetve Gy-ben). Akkor
aa"'b = eb = e(fb) = (ef)b= fb =0,

és igy
b€ as.

Mivel b az S félcsoport tetszoleges eleme, ezért
Sa =S.

Tehat S minden a eleme esetén Sa = S, amibdl a 7.2. Tétel miatt az kovetkezik, hogy
S jobb egyszerti. m

7.18. Tétel Idempotens elemet tartalmazo jobb egyszerisitéses jobb eqyszeri félcsoport
csoport.

Bizonyitds. Ha egy jobb egyszerii S félcsoport tartalmaz egy idempotens elemet, akkor
a 7.16. Tétel miatt S egy e egységelemt G csoportnak és egy R jobbzérd félcsoportnak
a direkt szorzata. Mivel (e, b)(e,a) = (e, c)(e,a) tetszbleges a,b,c € R elemekre, ezért,
ha S jobb egyszeriisitéses is, akkor b = ¢ teljesiil (minden b, ¢ € R elemre). gy |R| =1,
s ezért S izomorf a G csoporttal. O

7.2. Idempotens elemet nem tartalmazoé jobb egysze-
ri félcsoportok

7.19. Tétel Ha S egy olyan jobb egyszeri félcsoport, amely nem tartalmaz idempotens
elemet, akkor S minden L-osztdlya eqy elemet tartalmaz.

Bizonyitds. Legyenek a és b egy idempotens elem nélkiili jobb egyszerti félcsoport olyan
elemei, amelyek esetén

Sta = S'b.
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Akkor megadhatdk olyan x,y € S elemek, hogy
a=u1xb és b=ya.
Tegyiik fel, hogy a # b. Akkor az x,y # 1, és igy xy € S. Ekkor viszont
a = xya,

ahol zy € S. Mivel S jobbegyszert, ezért

aS =25,
s igy van olyan u € S elem, hogy

TY = au.
Ebbdl és az elobbi egyenldségbol

a = aua,

amibdl pedig
(au)? = zyau = au

kovetkezik. Tehat au az S félcsoport idempotens eleme, ellentmondva az S-re vonatkozd
feltételnek. Igy a = b. Kovetkezésképpen S minden L-osztalya egy elemet tartalmaz. [

7.20. Tétel Ha S eqy olyan jobb egyszeri félcsoport, amely nem tartalmaz idempotens
elemet, akkor S minden a és b eleme esetén az ax = b egyenletnek S-ben végtelen sok

megoldasa van.

Bizonyitds. Legyen S olyan jobb egyszeri félcsoport, amely nem tartalmaz idempotens
elemet. Legyenek a,b € S tetszoleges elemek. Jelolje M, C S az ax = b egyenlet
megolddsainak (nemiires) halmazat. Mivel bS = S is teljesiil, ezért megadhaté olyan

y € S elem, hogy
by = a.

Tekintsiik a
Y T = Tyx

leképezést (v € M,). Az ax = b és by = a egyenlségekbdl
ary = a,
ezen utobbi egyenldséghdl pedig
ap(r) = a(zxyx) = ar = b

adddik. Tehét



Az vilagos, hogy @-nek nincs fixpontja M,-ben. Ugyanis, ha valamely x € M, elem
esetén fennallna az xyxr = z egyenloség, akkor zy az S félcsoport idempotens eleme
lenne, ami nem lehet az S-re vonatkozo feltételek miatt. Tetszoleges © € M, elemmel
képezziik az M elemeibdl allo

P(2) = 2,0 (@) = p(2),..., " (@) = p(p™(2)),... (7.1)

sorozatot. Az vilagos, hogy
©™(z) € xS

minden m pozitiv egész szamra. Tegyiik fel, hogy

A(@) = ™ (a)

valamely n > m nemnegativ egész szamra. Akkor

o™ (x) = " (z) = p(n — m) ("™ (x)) € "™ (2) 5™ (x),

amibdl azt kapjuk, hogy (o™ (x))s az S félcsoport idempotens eleme valamely s € S
elemmel. Ez ellentmond annak a feltételnek, hogy S-nek nincs idempotens eleme. Tehat
a (7.1) sorozat elemei az M, halmaz paronként kiilonboz6 elemei. Az M, halmaz tehét
végtelen sok elemet tartalmaz. O]

7.21. Tétel Ha S egy olyan jobb egyszeri félcsoport, amely nem tartalmaz idempotens
elemet, akkor S minden eleme az S végtelen sok kiilonbozo fo balidedljanak eleme.

Bizonyitas. Legyen b egy idempotens elem nélkiili jobb egyszert félcsoport tetszoleges
eleme. Rogzitett a € S elem esetén jelolje M, az ax = b egyenlet 6sszes S-beli megolda-
sainak halmazat. Az eloz6 tétel miatt M, végtelen sok elemet tartalmaz. Ha u és v az
M, kiilonbo6z6 elemei, akkor

b=au € Su
és

b=av € Sv,
valamint a 7.19. Tétel szerint Su # Swv. fgy b végtelen sok kiilénbozo {6 balideal eleme.[]

7.22. Tétel Ha S egy olyan jobb egyszeri félcsoport, amely nem tartalmaz idempotens
elemet, akkor S minden x eleme esetén Sz is idempotens elem nélkili jobb eqyszeri
félcsoport.

Bizonyitds. Legyen x € S tetszoleges. Az vildgos, hogy Sz olyan részfélcsoportja S-nek,
amely nem tartalmaz idempotens elemet. Legyen a € Sz tetszéleges eleme. Mivel S
jobbegyszert, ezért

aS = S.
fey
a(Sz) = (aS)x = Sz.
Tehat a 7.2. Tétel szerint Sx jobb egyszerti. n
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A tovabbiakban azokkal az idempotens elem nélkiili jobb egyszert félcsoportokkal
foglalkozunk, amelyek jobb egszertisitésesek. Példa ilyen félcsoportra az in. Baer-Levi
félcsoport.

7.3. Baer-Levi félcsoportok

7.23. Definicié Jeliljenek p > q tetszoleges végtelen szamossdgokat. Eqy S félcsoportot
(p, q)-tipusi Baer-Levi félcsoportnak neveziink, ha megadhaté olyan p szdmossdgi A hal-
maz, hogy S az A halmaz onmagaba valo mindazon injektiv n leképezéseinek félcsoportja
(a leképezések kompozicidjdra nézve), amelyek esetén az A\ An halmaz szamossdga q.

7.24. Tétel Tetszidleges p > q szamossdgok esetén létezik (p, q)-tipusi Baer-Levi félcso-
port.

Bizonyitds. Legyen A egy p szamossagi halmaz. Legyenek & és n az A 6nmagaba vald
olyan injektiv leképezései, amelyekre az A\ A¢ és A\ An halmazok szdmossiga q. A
tétel bizonyitasahoz meg kell mutatni, hogy az A\ A¢n halmaz szémossaga is g. Mivel n
injektiv, ezért A\ A¢-t injektiv médon képezi le An\ Aén-ra, és igy |A\ AE| = |An\ A&n|.
Mivel

A\ Agn = (A\ An) U (An \ A&n),

és a jobb oldalon &ll6 két diszjunkt halmaz mindegyikének a végtelen ¢ a szamosséaga,
ezért az A\ Aén halmaz szdmosséga is q. ]

7.25. Tétel Minden Baer-Levi félcsoport idempotens elem nélkiili, jobb eqyszeriisitéses
és jobb egyszeri.

Bizonyitds. Legyen S egy (p, q)-tipust Baer-Levi félcsoport, azaz egy p szamossdgi A
halmaz 6nmagaba valé mindazon injektiv n leképezéseinek félcsoportja, amelyek esetén
az A\ An halmaz szamossaga q. Tetszéleges 1 € S leképezésre

|A\ An| = |An\ An’.

A ¢ jelentése miatt
n#.
Igy az S félesoportnak nincs idempotens eleme.

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy S jobb egyszeri. Legyenek « és 3 tetszoleges
S-beli elemek. Jelolje v az A halmaz énmagaba val6 olyan leképezését, amely tetszoleges
xr € A elem esetén az xa elemhez az x5 elemet rendeli, az A\ Aa halmaz elemein pedig
a kovetkezOképpen hat: mivel |A\ Aa| = |A\ AB| = ¢, ezért van az A \ Aa halmaznak
az A\ AP halmazba olyan § injektiv leképezése, amely esetén az (A\ AB) \ ((A\ A«)d)
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halmaz szdmossédga ¢; tetszoleges y € A\ Aa elem esetén legyen yy = yd. Vildgos, hogy
v az S egy eleme és

ay = pf.
Tgy
aS =S5

tetszoleges av € S elem esetén. A 7.2. Tétel szerint S jobb egyszert félcsoport.
Mar csak azt kell megmutatni, hogy S jobb egyszeriisitéses. Tegyiik fel, hogy

af =~

teljesiil az S félcsoport valamely «;, 3,y elemeire. legyen x az A halmaz tetszéleges eleme.
Akkor

raf = xyp.
Mivel 3 injektiv, ezért
T = x7,
amibol mar kévetkezik, hogy
a=". [

7.26. Lemma Legyen S eqgy idempotens elem nélkili jobb egyszeri félcsoport. Akkor
tetszoleges x,y € S esetén xy # y.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy
Ty =Y

teljesiil valamely x,y € S elemekre. Mivel S jobb egyszerti, ezért
yS =5,

és ezért van olyan z € S elem, hogy
Yz = x.

Ebbdl viszont
P =a(yz)=(vy)z=yz=u
kovetkezik, azaz x az S félcsoport idempotens eleme. Ez viszont ellentmond annak a

feltételnek, hogy S nem tartalmaz idempotens elemet. Tehat igaz a lemma allitasa. [

7.27. Lemma Legyen S egy idempotens elem nélkiili jobb egyszerisitéses, jobb eqyszeri
félcsoport. Akkor tetszdleges v € S elem esetén |S \ Sz| = |S)|.
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Bizonyitds. Mivel minden véges félcsoport tartalmaz legalabb egy idempotens elemet,
ezért a feltétel miatt S sziikségképpen végtelen szdmossagu. Legyen s € S tetszoleges
elem. Legyen ¢ az S félcsoport 6nmagaba valé azon leképezése, amely tetszoleges x € S
elemhez hozzarendel egyet azon 2’ € S elemek koziil, amelyekre xa’ = s teljesiil. Mivel
S jobb egyszerti, ezért xS = S, s emiatt van legalabb egy olyan 2/ € S elem, ami az
xx' = s feltételnek eleget tesz. Ha

akkor
zg(x) = s = yo(y) = yo(x),

amibol az S félcsoport jobb egyszeriisithetdsége miatt
rT=Y
kovetkezik. Tehat a ¢ leképezés injektiv. fgy
S| = [¢(S)]-

Megmutatjuk, hogy ¢(S)NSs = 0. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy van S-nek olyan z
eleme, amely benne van a ¢(5) N Ss halmazban. Akkor

2= ¢(x) =ys

valamely z,y € S elemekre. Ekkor viszont
s = x¢(x) = ys,
ami ellentmond a 7.26. Lemmanak. fgy valoban igaz, hogy
»(S)N Ss =1,

és ezért

¢(5) € S\ Ss.

Emiatt viszont

ST =1o(S)] <[5\ Ss| < |5,

azaz

S\ s = |9
adodik, O

7.28. Tétel Legyen S idempotens elem nélkiili, jobb eqyszeriisitéses, jobb egyszeri félcso-
port. Akkor S-et be lehet dgyazni egy (p,p)-tipusi Baer-Levi félcsoportba, ahol p = |S].
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Bizonyitds. Az 5.14. Lemma szerint az S félcsoport kiterjesztett jobbregularis repre-
zenticidja, azaz az egységelemes S félcsoport reguldris reprezentdcidjanak S-re vald
leszlikitése az S félcsoport egy hii reprezentacidja. Ennél a reprezentacional az S tet-
sz6leges s eleméhez az S! félcsoport s eleméhez tartozé o, belsd jobb transzlaciéja van
hozzérendelve, azaz S'-nek a

{1r—>s
Os -
r—uxs, v €S

modon definidlt onmagaba valé leképezése. Erre a leképezésre
ST\ (SN e =[S\ (sUSs)| =[S\ Ss
teljesiil, mivel |S| végtelen Igy, haszndlva a 7.27. Lemmét is, azt kapjuk, hogy
S = 18] =[S\ Ss| =15\ (S")esl.
Ez viszont azt jelenti, hogy o4 eleme annak a (p, p)-tipusi Baer-Levi félcsoportnak (p =
|S|), amely S! énmagdba vald leképezéseibél 4ll. O
Bizonyitas nélkiil kozoljitk a kovetkezé tételt (1asd a [6] konyv Theorem 8.8. tételét).

7.29. Tétel Eqy S félcsoportot akkor és csak akkor lehet bedgyazni eqy idempotens elem
nélkili jobb egyszerisitéses, jobb egqyszeri félcsoportba, ha S idempotens elem nélkiili jobb
eqyszerusitéses félcsoport.

Feladatok

7.1. (Megoldas: 17.22.) Mutassuk meg, hogy bal egyszerii félcsoport minden jobb
unitér részfélcsoportja bal egyszerti!

7.2. (Megoldds: 17.23.) Mutassuk meg, hogy ha N unitér, H pedig reflexiv unitér
részfélcsoportja egy S bal egyszerti félcsoportnak, akkor N N H # ().

7.3. (Megoldas: 17.24.) Mutassuk meg, hogy ha H és N egy S bal egyszerti félcsoport
olyan reflexiv, unitér részfélcsoportjai, melyeknek nincs nemtrivialis csoport-homomorf
képiik, akkor N = H.
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8. fejezet

Egyszeri és 0-egyszeru félcsoportok

Az egyszerti, illetve 0-egyszerii félcsoport fogalmakat kordbban mar definidltuk (4.1. De-
finicié, 4.6. Definicié). Ebben a fejezetben részletes vizsgalataikkal foglalkozunk.

8.1. Egyszeru félcsoportok

8.1. Tétel Ha eqy S félcsoport elddll minimadlis jobb oldali idedljainak uniojaként, akkor
S egyszeri félcsoport.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy S félcsoport el6édll R; (i € I) minimélis jobb idedljainak
uniéjaként. Legyenek x € S és y € R; tetszOleges elemek (i € I). Akkor yxS az S olyan
jobb oldali idealja, amelyik benne van az R; minimalis jobb oldali idedlban. Ezért

yrS = R;.
Ezért
S = Ujer Ry = UyesyxS = SaS.
A 4.2, Tétel szerint ez azt jelenti, hogy S egyszert félcsoport. m

A kovetkezo részben az egyszeri félcsoportok egy specialis tipusaval foglalkozunk.

8.2. Croisot-Teissier félcsoportok

Legyenek p és g olyan végtelen szamossagok, amelyekre p > ¢ teljesiil. Legyen A olyan
halmaz, melynek szamossdga nagyobb vagy egyenl mint p. Legyen & = {&; : i € I}
az A halmazon értelmezett paronként kiilonbozé olyan ekvivalenciareldciok halmaza,
amelyek szerint vett A/E&; faktorhalmazok mindegyike p szdmossagu. Az A halmaz egy
B részhalmazardl azt mondjuk, hogy £ altal jél szeparalt, ha B szdmossaga p és minden
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egyes &i-nek a B-re val6 & N (B x B) leszilikitése a B identikus relacidja, azaz B minden
Ei-osztalybol legfeljebb egy elemet tartalmaz. Minden ¢ € [ indexre jeldlje T; az A-
nak onmagaba valé mindazon (-)n; leképezéseinek halmazat, amelyekre a kovetkezok
teljesiilnek:

Lonon ' =&;

2. A-nak valamely, £ altal jol szeparédlt B részhalmaza esetén
(a) An; C B és
(b) [B\ Ani| =q.

Megjegyezziik, hogy ha A-nak van £ altal jol szeparalt részhalmaza, akkor a T; halmaz
egyetlen ¢ € I indexre sem iires.

A kovetkezékben egy ilyen esetre vonatkozd példat ismertetiink. Legyen I tetszole-
ges nem iires halmaz. Jeloljon E egy végtelen p szamossagi halmazt. Jelolje A az E
halmaznak 6nmagdaval képezett |I|-szeres descartes szorzatét, azaz A mindazon kivélasz-
tasi fiiggvények halmaza, amelyek minden 7I-beli ¢ indexhez egy FE-beli elemet rendelnek.
Tetsz6leges j € I index esetén legyen &; az A halmaz kovetkezd ekvivalenciarelacidja:
valamely a,b € A elem akkor és csak akkor dlljon relaciéban, ha a(j) = b(j). Az vilidgos,

hogy
|A/&;| = |E| = p.

Az is igaz, hogy az A halmaz mindazon b elemeinek B halmaza, amelyekre

teljesiil minden 4, j € I indexre, az A-nak egy, az £ altal jol szeparalt részhalmaza.

Ha az A halmaz tartalmaz £ altal jol szepardlt részhalmazt, akkor a fent definialt
leképezések U, T; halmazat CT (A, E, p, q)-val fogjuk jelolni.

8.2. Lemma CT(A,&,p,q) olyan idempotens elem nélkili félcsoportot alkot a leképezé-
sek kompoziciojdra nézve, amelyben a T; részhalmazok jobb oldali idedlt alkotnak.

Bizonyitds. Annak bizonyitdsédhoz, hogy CT(A,E,p,q) olyan félcsoport, amelyben a T;
részhalmazok jobb oldali idealt alkotnak elegendo azt megmutatni, hogy tetszoleges i, j €
I indexek ¢és tetszdleges £ € T;, n € T elemek esetén {n € T;. Legyenek tehét i,5 € I és
¢ €T, n €T} tetszdlegesek. Akkor

foft =&, nonl=¢,
tovabba megadhaté A-nak két olyan, £ altal jol szeparalt X és Y részhalmaza amelyekre

AEC X, AncCy,
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valamint

[ X\ AL =Y\ Anf = ¢
teljesiilnek. Ezen feltételekbol egyrészt

En)o(En)t=¢tonon o i =¢o&of  =Coixoft=tot Tt =

kovetkezik. Legyen
Z = Xn.

Akkor
|Z| = |X]| = p,

mert X jol szepardlt £ altal, s ezért n-nak X-re valo lesziikitése bijektiv. Mivel
ZCAnCY,

azaz Z benne van egy & &ltal j6l szeparélt részhalmazban, valamint |Z| = p, ezért Z jol
szeparalt £ altal. Az
AEC X

tartalmazas miatt
Aén C Xn=Z.

Az n-nak X-re valo lesziikitése bijekcid, ezért
q =X\ AL = |[(X\ AGn| = [Xn\ Agn| = |Z\ Anl.
A fentiek egyiitt azt eredményezik, hogy
&n €T

Ezzel megmutattuk, hogy CT (A, &, p, q) olyan félcsoportot alkot a leképezések kompozi-
ciéjara nézve, amelyben a T; részhalmazok jobb oldali idealt alkotnak.

A bizonyitas héatalévé részében megmutatjuk, hogy a CT(A, &, p,q) félcsoport nem
tartalmaz idempotens elemet. Tegyiik fel, indirekt mdédon, hogy a CT(A, &, p, q) félcso-
portnak van olyan ¢ eleme, amelyre €2 = £ teljesiil. Jelolje X az A halmaz egy olyan, £
altal jol szepardlt részhalmazat, amelyre A¢ C X és | X \ A¢| = ¢ all fenn. Mivel &-nek
X-re val6 lesziikitése bijekcid (a jolszeparalhatésag miatt), ezért

| X\ AE? =q.

Mivel
X¢ C Ag,

ezért viszont a £2 = ¢ feltétel miatt
XE\ A€ =0, u

ami ellentmond az el6z6 eredménynek, mivel ¢ végtelen szamossagot jelol.
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8.3. Definicié A CT(A,E,p,q) félesoportot Croisot-Teissier-féle félcsoportnak nevez-

8.4. Lemma Eqgy CT(A,E,p,p) félcsoportban a T; részhalmaz minden i € I index esetén
mainimdalis jobbidedl.

Bizonyitds. Legyen T; (i € I) egy S = CT(A,E,p,p) Croisot-Teissier-féle félcsoportot
definiél6 részhalmazok egyike. T; a 8.2. Tétel szerint az S félcsoport egy idedlja. Legyenek
&,n € T; tetszoleges elemek. Akkor megadhaté A-nak két olyan, & éltal jol szeparalt X
és Y részhalmaza amelyekre

AEC X, AnCY,

valamint

(XN AL =Y\ An| =p

teljesiilnek. Definialjuk A-nak 6nmagaba val6 ( leképezését a kovetkezdképpen. Eloszor
(-nak A&-n valo hatasat értelmezziik. Tetszéleges x € A esetén rendelje ( az x€ elemhez
az xn elemet. Mivel
Eol ™t =& =non!,

ezért ¢ jol definialt, egyértékii leképezés. Valdjaban ( az A¢ halmaznak az An halmazra
vald bijekcidja. Mivel X jol szeparalt £ éltal és mert A¢ C X, ezért minden € A elem
esetén X az x& osztalyabdl nem tartalmaz mas elemet. Ennek az osztalynak minden
eleméhez rendelje ¢ az xn elemet. Jelolje C' azon &; osztdlyok halmazat, amelyeknek
Aé&-vel vett metszete az iires halmaz. Mivel

’A/ gl| =D
ezért
ICl < p.
Mivel q végtelen és
Y\ An| = ¢,

ezért megadhaté C-nek Y\ An-ba egy olyan ¢ bijekcidja, amelyre

(Y \ A\ Co| =p

teljesiil. Vélasszunk egy ilyen 6-t, és definialjuk (-t a C' halmazhoz tartozo &; osztalyokon
a kovetkezoképpen: adott C-hez tartozd &; osztaly minden eleméhez ( rendelje hozza az
Y \ An halmaz azon elemét, amelyet ¢ az &; osztdlyhoz rendelt. Az vildgos, hogy

Co( ' =6,
ACCY
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Y\ A= [(Y \ An) \ Cd| = p.

Mindezek miatt
(€S=CT(AZE,p,p)

Tovabba az is nyilvanvald, hogy

£C=1.
Az el6z6ek alapjan tehat minden £ € T; elem setén
£ES =1,
Ebbdl viszont mar adédik, hogy 7; minimalis jobbidealja S-nek. [

8.5. Tétel Minden Croisot-Teissier-féle CT(A,E,p,p) félcsoport idempotens elem nél-
kiili egyszert félcsoport, amely T; (i € I) minimdlis jobbidedljainak unidja.

Bizonyitds. Legyen CT (A, &, p, p) tetsz6leges Croisot-Teissier-féle félcsoport. A 8.2. Lem-
ma szerint a CT (A, E, p,p) félcsoport nem tartalmaz idempotens elemet. A 8.4. Lemma
szerint a CT(A, &, p,p) félcsoportot definidlé T; (i € I) részhalmazok a CT(A,E,p,p)
félcsoport minimalis jobb oldali idedljai. Mivel CT(A, £, p,p) ezen jobb oldali idedlok
uniéja, ezért a 8.1. Lemma szerint CT'(A, &, p, q) egyszerti félcsoport. O

Bizonyitas nélkiil kozoljikk a kovetkez6 két tételt (lasd a [6] konyv Theorem 8.18. és
Theorem 8.19. tételeit).

8.6. Tétel Minden olyan idempotens elem nélkiily egyszeri félcsoportot, amely tartalmaz
legalabb eqy minimalis jobb idedlt, be lehet dgyazni eqy Croisot-Teissier-féle félcsoportba.

8.7. Tétel Eqy S félcsoportot akkor és csak akkor lehet bedgyazni eqy idempotens elem
nélkili jobb egyszeri félcsoportba, ha S nem tartalmaz idempotens elemet, €s tetszdleges
a,b € S elemek esetén az ax = bx egyenloségnek valamely x € S elemre valo teljesiilésébol
az kovetkezik, hogy ay = by minden y € S elemre.

8.3. 0-egyszeri félcsoportok

8.8. Lemma Legyen S olyan 0-egyszeri félcsoport, amely tartalmaz egy 0-minimdlis
bal oldali idedlt és egy 0-minimdlis jobb oldali idedlt. Akkor S bdrmely L 0-minimdlis
balidedljahoz tartozik legaldbb egy olyan R 0-minimdlis jobbidedl, amelyre LR # {0}
teljestil.
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Bizonyitds. Legyen L a 0-egyszerii S félcsoport tetszoleges balidedlja. Mivel LS az S
kétoldali idedlja, ezért

LS ={0} vagy LS=2S.

Ha LS = {0}, akkor L? = {0}. Mivel ez ellentmond a 4.16. Lemmanak, ezért LS = S.
lgy Le # {0} valamely ¢ € S elemre. A 4.20. Lemma duédlisa szerint S 0-minimélis
jobbidedlok uniéja. Igy ¢ € R az S valamely R O-minimalis jobbidealjara. Igy LR #
{0}. O

8.9. Lemma Legyen S eqy 0-eqyszeri félcsoport. Akkor S tetszéleges L 0-minimdlis bal
oldali idedlja és tetszdleges a € L\ {0} elem esetén Sa = L.

Bizonyitds. Mivel Sa az S félcsoport L altal tartalmazott bal oldali idealja, ezért
Sa = {0} vagy Sa=L.
Mivel S 0-egyszeri, ezért az a # 0 feltétel miatt
SaS =8,

felhasznalva a 4.7. Tételt is. Emiatt az Sa = {0} egyenl6ség nem teljesiilhet, ellenkezd
esetben ugyanis azt kapnénk, hogy S = {0}, ami ellentmondana annak a feltételnek,
hogy S 0-egyszerti. fgy csak az

Sa=1L

egyenloség teljesiilhet, mint ahogy azt allitottuk. n

8.10. Definicié Egy S félcsoport valamely e # 0 idempotens elemét primitiv idempotens
elemnek nevezziik, ha tetszéleges f idempotens elem esetén az f < e (1.39. Megjegqyzés)
feltételbol f = 0 vagy f = e kovetkezik.

8.11. Lemma Legyen S egy 0-eqyszeri félcsoport. Legyenek L, illetve R az S félcsoport
olyan 0-minimdalis bal oldali, illetve 0-minimalis jobb oldali idedljai, amelyekre LR # {0}
teljestil. Akkor érvényesek a kovetkezdk:

(1) LR = S;

(2) RL olyan félcsoport, amely eqy csoportbél nullelem adjungdldsdval szdrmaztathato
(azaz: nullelemes csoport);

(3) RL=RNL;
(4) R=eS, L =Se, RL =eSe, ahol e jeloli az RL \ {0} csoport eqységelemét;

(5) Az RL\ {0} csoport e egységeleme az S egy primitiv idempotens eleme.
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Bizonyitds. (1) : Mivel LR a 0-egyszerii S félcsoport nem-zéré ideélja, ezért

LR=2S.
(2) : Mivel
S = S? = LRLR,
ezért
RL # {0}.
Legyen
a € RL\ {0}
tetszoleges elem. Akkor
a€ R\ {0}
A 8.9. Lemma dudlisa miatt
aS = R.
Mivel
S =LR= La$,
ezért
La # {0}.

fgy La az S félcsoport L altal is tartalmazott nem-zérd bal oldali idealja. Ebbol
La =L
kovetkezik, mert L az S félcsoport 0-minimélis bal oldali idedlja. Kovetkezésképpen
RLa = RL.

A 7.2, Tétel miatt ez azt jelenti, hogy RL bal 0-egyszert félcsoport. A 7.7. Tétel mi-
att RL \ {0} egy bal egyszerii félcsoport, és RL ebbél a 0-elem adjungélasaval all eld.
Hasonléan igazolhatd, hogy RL jobb nullegyszerii félcsoport és RL \ {0} jobb egysze-
ri félcsoport. Mivel egy jobb egyszert és egyben bal egyszert félcsoport csoport, ezért
az el6z6ekbdl mar adddik, hogy RL \ {0} az S egy részcsoportja; ebbdl RL a 0-elem
adjungalasaval szarmaztathato.

(3) : Mivel RL C RN L nyilvanvaléan teljesiil, csak az R N L C RL tartalmazast
mutatjuk meg. Jelolje e az RL\ {0} csoport egységelemét. A 4.41. Lemma, illetve annak
dudlisa szerint (R \ {0}) N (R \ {0}) az S-félcsoport ehy H-osztalya. Ez tartalmazza az
e idempotens elemet, s ezért a 4.45. Tétel szerint ez a H-osztély sziikségképpen részcso-
portja S-nek. fgy R N L egy nullelemes csoport. Ha a € RN L, akkor a = ae € RL,
mivel a € R and e € L. Tehat

RNLCRL.
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(4) : Mivel e € L\ {0}, ezért a 8.9. Lemma miatt
Se = L.

Hasonléan adodik, hogy
eS =R.

fgy
RL = eSSe = eSe.
(5) : Tegyiik fel, hogy f az S olyan idempotens eleme, melyre

f<e
teljestil. Akkor
f € eSe.
Mivel (4) szerint
eSe = RL

RL pedig (2) miatt nullelemes csoport, melynek e az egységeleme, ezért f = 0 vagy f = e,
hiszen nullelemes csoportban csak két idempotens van, a nullelem és az egységelem.
Tehat e primitiv idempotens. O]

Feladatok

8.1. (Megoldas: 17.25.) Mutassuk meg, hogy egy félcsoport akkor és csak akkor kom-
mutativ és 0-egyszer(i, ha egy kommutativ csoportbol szarmaztathaté egy nullelem ad-
jungalasaval.

8.2. (Megoldds: 17.26.) Mutassuk meg, hogy nincs 0-egyszerti nil félcsoport.
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9. fejezet

Teljesen egyszeru és teljesen
0-egyszeru félcsoportok

Az €l6z6 fejezet mésodik részében vizsgalt Croisot-Teissier-féle félcsoportok specidlis
idempotens elem nélkiili egyszerti félcsoportok. Ebben a fejezetben specidlis idempo-
tens elemet tartalmazo egyszeri, illetve O-egyszerli félcsoportokat vizsgalunk.

9.1. Definicié Egy legaldbb kételemi egyszerti S félcsoportot [illetve egy 0-eqyszerd S
félcsoportot] teljesen egyszerinek [teljesen 0-egyszerinek] nevezink, ha tartalmaz egy
primitiv idempotens elemet. Az eqyelemi félcsoportot teljesen eqyszerinek tekintjik.

9.1. A teljesen 0-egyszeru félcsoportok jellemzései

9.2. Lemma Legyen S eqy teljesen 0-eqyszeri, félcsoport. Akkor S tetszdleges e pri-
mitiv idempotens eleme esetén L = Se, illetve R = eS az S félcsoport egy-eqy olyan
0-minimdlis bal oldali, illetve 0-minimdlis jobb oldali idedlja, amelyekre teljesiil, hogy
RL az S olyan 0-elemes részcsoportja, melynek eqységeleme e.

Bizonyitds. A bizonyitas sordan csak azt fogjuk részletesen igazolni, hogy R = eS az S
félcsoport O-minimalis jobb oldali idealja, mert ehhez hasonléan igazolhatd, hogy L = Se
az S félcsoport 0-minimélis bal oldali idealja. Eloszor is megjegyezziik, hogy mivel

e=e?ceS =R,

ezért

R # {0}.
Legyen A az S félcsoport olyan nem-null jobb oldali idedlja, amelyet az R részhalmazként
tartalmaz. Jelolje a az A egy tetszdleges elemét. Mivel

a € eS,
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ezért
ea = a.

Mivel az S félcsoport 0-egyszerii és a # 0, ezért

SaS =S
a 4.7. Tétel szerint, s ezért megadhatdk olyan 2.y’ € S elemek, hogy

7ay = e.
Bevezetve az

r=-ci'e é y=1'e
jeloléseket, fennallnak a kovetkezo egyenloségek:
ray =e, er=xe=ux, yYe=1y.

Legyen

f=ayx.

Ekkor
f2 = ay(zray)r = ayex = ayr = f,

ef = (ea)yxr = ayx = f,
fe=ay(ze) = ayx = f.
Tehat f az S félcsoport olyan idempotens eleme, amelyre

f<e

teljesiil. Mivel
e =e* = x(ayzr)ay = v fay,

ezért

f#0,
amibol

e=f
kovetkezik, hiszen e az S félcsoport primitiv idempotens eleme a feltétel szerint.
viszont

e =ayr € al,

amibol

R=eSCaS?C A
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kovetkezik. Ezért
A=R.

Tehat R az S félcsoport 0-minimélis jobb oldali idedlja.
Mivel e # 0 és az S félcsoport 0-egyszerii, ezért

LR = SeeS = SeS = S # {0},
amibdl a 8.11. Lemma szerint az kovetkezik, hogy RL\ {0} az S egy részcsoportja. Mivel
0+#eceSe=eS% =eSSe = RL,
ezért e az RL egységeleme. n

9.3. Tétel Eqy 0-egyszeri félcsoport akkor és csak akkor teljesen 0-egyszeri, ha tar-
talmaz legaldbb egy 0-minimdlis bal oldali idedlt és legalabb egy 0-minimadlis jobb oldali
idedlt.

Bizonyitds. Legyen S egy teljesen 0-egyszeri félcsoport. Akkor S tartalmaz legalabb egy
e primitiv idempotens elemet. A 9.2. Lemma szerint L = Se az S félcsoport 0-minimélis
bal idealja, R = eS pedig az S egy 0-minimalis jobb oldali idealja.

Forditva, tegyiik fel, hogy S olyan 0-egyszerti félcsoport, amely tartalmaz egy 0-
minimalis bal oldali, illetve 0-minimélis jobb oldali idealt. Legyen L tetszoleges 0-
minimalis bal oldali idedlja S-nek. A 8.8. Lemma miatt van olyan R 0-minimalis jobbidedl
S-ben, amelyre

LR # {0}

teljestil. A 8.11. Lemma (5) feltétele miatt S tartalmaz egy primitiv idempotens elemet,
s emiatt S teljesen 0-egyszerti. O

9.4. Kovetkezmény Minden teljesen 0-egyszerd félcsoport eléall 0-minimadlis bal [jobb]
oldali idedljainak uniojaként.

Bizonyitdas. Legyen S teljesen 0-egyszeri félcsoport. Az el6zo tétel miatt S tartalmaz
0-minimalis bal oldali és 0-minimalis jobb oldali idedlt. A 4.20. Tétel miatt S, mint
onmaga 0-minimdlis idedlja el6dll 0-minimadlis bal oldali (hasonléan, 0-minimadlis jobb

oldali) idedljainak uni6jaként. O

9.5. Definicié Egy nullelemes S félcsoportot 0-biegyszerinek neveziink, ha tetszoleges
nulldtol kilonbozd a és b elemei esetén (a,b) € D.

9.6. Tétel Minden teljesen 0-eqyszert félcsoport 0-biegqyszeri és requldris.
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Bizonyitds. Legyen S egy teljesen 0-egyszerii félcsoport. Legyenek a,b € S tetszdleges
nem-zéré elemek. Meg fogjuk mutatni, hogy a D b. A 9.4. Kévetkezmény szerint a
benne van S valamelyik L 0-minimalis bal oldali idealjaban, b pedig az S valamelyik R
0-minimalis jobb oldali idealjaban. A 8.9. Lemma szerint

L=Sa é R=10S.
A 4.41. Lemma, illetve annak dudlisa szerint,
L,=L\{0} és R,=R\{0}.

A 4.7. Tétel szerint

SaS =S = SbS.
fgy
S = 5% = 5b5SaS C S(bSa)s,
és ezért
bSa # {0}.
Mivel a € L és b € R, ezért
bSa C RN L,

amibol kovetkezik, hogy
bSa\ {0} C RyN L,,

és ezért

a D b.

Tehét az S félcsoport 0-biegyszerti.

Mivel S teljesen 0-egyszerii, ezért S\ {0} tartalmaz egy idempotens elemet. Mivel S\
{0} az S egy D-osztalya, és mert egy idempotens elem regularis, ezért a 6.8. Tétel szerint
S\ {0} minden eleme regularis. Mivel a 0-elem reguldris, ezért S reguléris félcsoport. [J

9.7. Tétel Legyen S eqy teljesen 0-eqyszeri félcsoport.
(1) Haa €S ésa* #0, akkor a®> € H, és H, csoport.
(2) Haa,be S ésab#0, akkor ab € R, N Ly,.

(3) Ha a,b € S, akkor H,H, = 0 vagy H,H, = R, N Ly; akarmelyik eset is dll fenn,
mindig igaz, hogy H,Hy, = Hgy.
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Bizonyitds. (1) Legyen S egy teljesen 0-egyszerti félcsoport és a € S tetszbleges az a? # 0
feltétellel. A 9.4. Kovetkezmény szerint van S-nek olyan O-minimalis L bal oldali idedlja,

hogy
a€ L.

Ekkor persze
0#a*€L

is teljesiil. A 4.41. Tétel szerint L \ {0} egy L-osztdlya S-nek. Mivel a® # 0, és ezért
a # 0, valamint a,a* € L\ {0}, ezért

a L a®
Hasonléan igazolhato, hogy

a R a*
Kovetkezésképpen

aH a?,

amibol a 4.45. Tétel miatt mar kovetkezik, hogy H, csoport.
(2) Tekintsiik S két olyan a és b elemét, amelyekre

ab # 0
teljesiil. A 9.6. Tétel miatt
aDb,
és ezért
RyN L, #0.
Legyen
ce RyNL,
tetszoleges elem. Akkor
02 € LaRb.

A 4.40. Tétel szerint L, R, benne van az S valamely D-osztalyaban. Mivel a 9.6. Tétel
szerint S 0-bisimple, ezért S-nek két D-osztélya van; ezek {0} és S\ {0}. Mivel a feltétel

szerint ab # 0, ezért csak
LaRb g S \ {O}

tartalmazas lehetséges. fgy
A #0.
Jelen tétel (1) allitdsa miatt H. = R, N L, csoport. A 4.46. Tétel miatt

ab € RaﬂLb.
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(3) Legyenk a és b tetszéleges S-beli elemek. Ha
ab =0,

akkor
HaHb - LaRb - {0}7

mivel a 4.40. Tétel szerint L, R, benne van az S valamely D-osztalydban, de S-nek csak
két D-osztalya van, {0} és S\ {0}. Ebbél viszont mar kovetkezik, hogy

H.H, = {0} = Hy = Hyp.
Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor
ab # 0.

Jelen tétel (2) allitdsa szerint
ab e R, N Lb,

és emiatt (felhaszndlva a 4.46. Tételt is)

HaHb = Ra N Lb = Hab‘ [l

9.8. Definicié Egy monoidot (jeldlje e az eqységelemet) biciklikus félcsoportnak neve-
ziink, ha megadhaté olyan {a,b} kételemi részhalmaza S-nek, amely generdlja S-et az
egyetlen ab = e generdlo reldcic mellett. Jelolése: C(a,b).

Egy C(a, b) biciklikus félcsoport minden eleme egyértelmiien irhaté b™a™ alakban (m
és n nemnegativ egészek).

9.9. Tétel Legyenek e,a,b eqy S félcsoport olyan elemei, amelyekre ae = ea = a, be =
eb = b, ab = e, ba # e teljesiilnek. Akkor az S félcsoport {(a,b) részfélcsoportjanak
minden eleme egyértelmiien kifejezhetd b™a™ (m és n nemnegativ egészek) alakban; igy
(a,b) biciklikus félcsoport.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy az a és b elem é&ltal generalt (a,b) részfélcsoport az S egy
olyan részmonoidja, melynek e az egységeleme. Az ab = e feltétel miatt (a,b) minden
eleme kifejezhet6 b™a™ alakban, ahol m és n tetszéleges nem-negativ egész szdmok (meg-
jegyezziik, hogy a® = b’ = €). M4r csak azt kell megmutatni, hogy az ilyen alakban val4
eloallitas egyértelmii. Ehhez el6szor megmutatjuk, hogy az a és b elemek rendje sziikség-
képpen végtelen. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy a véges rendi. Akkor megadhatdk
olyan h és k pozitiv egész szamok, hogy



Jobbrdl szorozva ezt az egyenléséget b"-nal, az ab = e feltétel miatt
a“ =e
adddik. Ekkor viszont
b=ceb=a"b=d""tab=d""te=ca""1

és igy
ba = da* = e,

amely ellentmond a ba # e feltételnek. Hasonléan igazolhatd, hogy b rendje végtelen.

A bizonyitas kovetkezd 1épéseként megmutatjuk, hogy az a" = bF egyenlSségnek
valamely h és k nem-negativ egészekre valo teljesiilésébol h = k = 0 kovetkezik. Tegyiik
fel, hogy

a = b
valamely h és k nem-negativ egészekre. Akkor

h+k kbk

a =a = €.

A bizonyitas el6z6 része miatt h + k = 0, amibol mar nyilvanvalé médon kovetkezik
h=0, k=0.

Specialis esetként elobb megmutatjuk, hogy e egyértelmiien all el6 ba™ formaban,
azaz a b"a® = e (h és k nemnegativ egészek) egyenléséghdl h = 0 és k = 0 kdvetkezik.
Tegyiik fel tehat, hogy

e=0b"a"

teljesiil valamely h és k nemnegativ egészekkel. Ha k£ = 0, akkor A = 0. Megmutatjuk,
hogy a k > 0 nem teljesiilhet. Ugyanis, ha k£ > 0, akkor

b=eb="0b"a"b=b"a"t,
amibdl az a elemmel torténd jobbrél valé szorzas utan
ba =bak =e

adodik, ami ellentmond a ba # e feltételnek.
A bizonyitas utolsé 1épéseként tegyiik fel, hogy
ba" = bla?

teljestil valamely m, n, 7, 7 nemnegativ egészekkel. Tegyiik fel, hogy ¢ # m. Az altalanos-
sag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ¢ < m. Ha megszorozzuk a fenti egyenloséget
balrél a’-vel,

b la™ = ol
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addédik. Ha j > n, akkor ezen utobbi egyenléségnek b™-nel jobbrél valé szorzasa utan

bm—i — aj—n

adddik, ami az el6z6ek miatt nem lehetséges, hiszen a b elem kitevéje, m —i pozitiv egész,
amirdl az el6z6 (specidlis) bizonyitasi részben mutattuk meg, hogy nem lehetséges. fgy J
és n kozott csak a j < n nagysagrendi viszony lehetséges. Viszont ez is ellentmondashoz
vezet, hiszen ha a fenti b 'a™ = a’ egyenléséget jobbrél megszorozzuk a ¢/ hatvannyal,
akkor

bm—la/n—j —e

adodik, ami nem lehetséges a fentiek miatt, mert m —i > 0. Ezzel a bizonyitast elvégez-
tiik. 0

9.10. Tétel Ha e eqy 0-eqyszerii, de nem teljesen 0-eqyszert S félcsoportnak valamely
nem-zéro idempotens eleme, akkor S tartalmaz olyan biciklikus részfélcsoportot, amely-
nek e az egqységeleme.

Bizonyitds. Mivel S nem teljesen 0-egyszerii, ezért az e idempotens elem nem primitiv.
Igy van S-nek olyan nem-zér6 f idempotens eleme, amelyre f < e teljesiil. Ezért

of = fef
és
e# f.

Mivel f # 0 és S 0O-egyszerti, ezért
SfS =S8,

és ezért megadhatdk olyan z,y € S elemek, hogy
rfy=e.
Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

u=-ecxf, v= fye.

Akkor
eu=uf =u, fuov=ve=v, uv=e.
Legyen
g = vu.
Akkor

2 _ _ _ _
g~ = vuvu = veu = vu = g,
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fg=fou=vu=y,
gf =vuf =vu=g.

fgy g az S félcsoport olyan idempotens eleme, amelyre

g<f

teljesiil. Mivel f < e, ezért
g <e.

Azt kaptuk tehat, hogy az S félcsoportnak van két olyan eleme, u és v, amelyekre
uv =e

és
vu # e,
tovabba
ue =u=eu, ve=1v=-ev

teljestilnek. Akkor viszont a 9.9. Tétel szerint (u,v) az S félesoport olyan biciklikus
részfélcsoportja, amelynek e az egységeleme. O

9.11. Kovetkezmény Ha e eqy eqyszeri, de nem teljesen egyszerii S félcsoportnak va-
lamely idempotens eleme, akkor S tartalmaz olyan biciklikus részfélcsoportot, amelynek
e az eqységeleme.

Bizonyitds. Legyen S egy olyan egyszerii félcsoport, amely nem teljesen egyszerti. Mivel
az egyelemi félcsoportot is teljesen egyszeriinek tekintjiik definici6 szerint, ezért |S| >
2. Az S egyszerlisége miatt ebbdl az is kovetkezik, hogy S nem tartalmaz nullelemet.
Legyen e az S egy idempotens eleme. Az vildgos, hogy az S° félesoport 0-egyszerfi,
de nem teljesen O-egyszerti. Tovabba, e az S° félecsoport nem nulla idempotens eleme.
A 9.10. Tétel szerint S°-nak van olyan (u,v) biciklikus részfélcsoportja, amelynek e az
egységeleme. Az uv = e # 0 feltétel miatt u,v € S. Igy (u,v) C S. O]

9.12. Tétel Egy 0-eqyszeri S félcsoport akkor és csak akkor teljesen 0-eqyszertd, ha
minden elemének valamely hatvdnya benne van S valamely részcsoportjaban.

Bizonyitds. Ha S teljesen 0-egyszerti félcsoport, akkor a 9.7. Tétel szerint S minden
eleme benne van S egy részcsoportjaban. Ugyanis, ha a az S tetszOleges eleme, akkor
vagy a® = 0 vagy pedig H, az S egy részcsoportja. Mivel {0} egyelemii részcsoportja
S-nek, ezért az a®> = 0 esetben is igaz, hogy a valamelyik hatvdnya a® benne van S
valamelyik részcsoportjaban.
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Forditva, tegyiik fel, hogy S olyan 0-egyszerii félcsoport, amelyben barmely elem
valamelyik hatvanya benne van S egy részcsoportjaban. Elészor megmutatjuk, hogy S-
nek van nem-nilpotens eleme. Legyen 0 # a € S tetszOleges elem. Akkor a 4.7. Tétel
szerint

a € Sal,

és igy
a = xay

valamely z,y € S elemekkel. Ekkor viszont
a=z"ay"

is teljestil tetszbleges n pozitiv egész szamra. Mivel a # 0, ezért pl. z™ # 0 minden
n pozitiv egész szamra, és igy x nem nilpotens elem. A feltétel szerint x valamely
hatvdnya benne van S egy részcsoportjaban; ennek a részcsoportnak az egységeleme
nem egyenld az S nullelemével. Akkor viszont S-nek van nem-zéré e idempotens eleme.
Ha S nem lenne teljesen 0-egyszerii, akkor a 9.10. Tétel szerint S tartalmazna egy (u,v)
biciklikus részfélcsoportot e egységelemmel (uv = e, vu # e). Megmutatjuk, hogy ez
ellentmondasra vezet. A feltétel szerint van olyan n pozitiv egész szam, amelyre u" benne
van S valamely részcsoportjaban. Jeldlje f ennek a részcsoportnak az egységelemét,
valamint z a p™ elem inverzét ebben a részcsoportban. Mivel

u"v" = e,
ezért
fe= fu™" =u"v" =e
Mivel
xu" = f,
ezért
fe=xu"e==zu" = f
A két egyenlséghol
e=f

adddik, és igy

Akkor viszont
v'u"t =xu" = f =e,

ami viszont ellentmond annak, hogy a (u,v) biciklikus részfélcsoport. ]

9.13. Kovetkezmény Minden periodikus 0-eqyszeri félcsoport teljesen 0-egyszeri.
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Bizonyitds. Az 1.33. Tétel szerint periodikus S félcsoport minden elemének valamely
hatvéanya benne van S egy részcsoportjaban. Igy a tétel allitasa kovetkezik a 9.12. Té-
telbol. 0

9.14. Tétel Minden véges 0-eqyszeri félcsoport teljesen 0-eqyszerii.

Bizonyitds. Mivel minden véges félcsoport periodikus, az allitas a 9.13. Tétel miatt nyil-
vanvalo. O]

9.2. Rees-féle matrixfélcsoportok, a Rees-tétel

Legyen G egy csoport. Jelolje G° (a kordbbiaknak megfeleden) azt a félcsoportot, amelyet
a G csoportbdl tgy szarmaztatunk, hogy ahhoz egy nullelemet adjungalunk. Legyen X
egy tetszbleges nem iires halmaz, és legyen i +— a; X-nek G°-ba vald leképezése. Ha
a; = 0 minden ¢ € X indexre, akkor a Y;cxa; Osszeget definidljuk tgy, hogy az legyen
egyenlé a 0 elemmel. Ha a; # 0 valamely 7 € X indexre, de az 0sszes toébbi ¢ € X
indexre a; = 0, akkor a Y;c ya; Osszeget szintén definialjuk gy, hogy az legyen egyenlo
az a; elemmel. Ha a; # 0 és a # 0 teljesiil valamely j # k indexekre, akkor a ¥;cxa;
Osszeget nem definialjuk.

Legyenek I és A tetsz6leges nem iires halmazok. A GY feletti I x A tipusi métrixot
Rees-matrixnak nevezziik, ha legfeljebb egy olyan eleme van, amely nem egyenlé a 0
elemmel. Ha ez az elem a G csoport a eleme, amely a métrixban az i-dik sorban, illetve
a j-dik oszlopban all (azaz az (i, j) rendezett parhoz van hozzarendelve), akkor a métrixot
(a);; médon is fogjuk jelolni. A (0);; kifejezést is fogjuk hasznélni; ez tetszéleges i € [
és j € A index esetén azt az I x A-tipusi Rees-matrixot fogja jelolni, amelynek minden
eleme a 0 elemmel egyenld, azaz az I x A tipust nullmatrixrdél van szé.

Legyen P = (py;) egy G° feletti tetsz6leges A x I tipusi matrix (vagyis nem fel-
tétleniil egy Rees-mdtrix). A tovabbiakban ezt a métrixot szendvicsmatrixnak fogjuk
nevezni. Ha (a);; és (b),+ tetszéleges I x A-tipusi Rees-matrixok, akkor a fenti végte-
len Osszeg definicidja és a matrixok szokasos szorzasanak definicidéja alapjan értelmezve
van az (a);; P(b),; métrixszorzat. Konnyen belathatd, hogy ez a szorzat megegyezik az
(apjb);s Rees-matrixszal.

9.15. Lemma Egy G° nullelemes csoport feletti tetszéleges I x A tipusi Rees-mdtrizok
tetszbleges rogzitett A x I-tipusi P szendvicsmdtriz esetén egy MO(G; I, A; P) mddon
jgelolt félcsoportot alkotnak az (a)ij o (b)y = (a)ijP(b)y = (apjrb)i modon definidlt mi-
veletre nézve.

Bizonyitds. A lemma el6tti megjegyzés alapjan nyilvanvalo. O]

9.16. Definicié Az el6z6 lemmdban szereplé M°(G; I, A\; P) félcsoportot (a G° null-
elemes csoport feletti I x A-tipusi, P szendvicsmdtrizi) Rees-féle mdtrizfélcsoportnak
nevezziik.

124



Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a kovetkezd tételt ([5]):

9.17. Tétel Ugyanazon G csoport feletti, M°(G; I, A; P) és M°(G;1,A; P') Rees-féle
matrizfélcsoportok izomorfak, ha létezik [-nek G-be egy i — u;, valamint A-nak G-be egy
A = vy leképezése gy, hogy p\; = vapaiu; minden i € I és X € A indexre teljesiil, ahol

P = (pxi) és P' = (p)-

9.18. Definicié FEgy P szendvicsmdatrixzot requldarisnak neveziink, ha minden sordban és
minden oszlopdban van legalabb egy nem nulla elem.

9.19. Tétel Egy S = M°(G;I,\; P) Rees-féle mdtrizfélcsoport akkor és csak akkor
requldris, ha a P szendvicsmdtriz requldris.

Bizonyitds. Legyen S = MY(G; I, \; P) egy G° 0-elemes csoport feletti P = (py;) szend-
vicsmatrixi Rees-féle matrixfélcsoport. Legyenek a,b € G; 1,5 € I; A\, u € A tetszOleges
elemek. Akkor

(@)ix 0 (0)ju 0 (a)in = (apr;bPuia)ir-
Ez a szorzat akkor és csak akkor egyenld az (a);, elemmel, ha

p/\jbpui = a_l'

Adott (a);» elemhez akkor és csak akkor létezik ilyen (b),, elem, ha py; # 0 és p,; # 0
teljesiil valamely j € I és u € A indexekre; ez pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha a
P szendvicsmétrix A-adik sora és i-dik oszlopa is tartalmaz egy-egy G-beli (nem-nulla)
elemet. Ebbdl mar kovetkezik a tétel allitasa. O

9.20. Definicié Ha eqy G° feletti A x I-tipusi requldris P = (py;) szendvicsmdtriz esetén
megadhato olyan \g € A és ig € I index, hogy minden © € I és minden A € A esetén
a Pri, €S Pryi elemek mindegyike vagy nulla vagy megegyezik a G csoport egységeleméve,
akkor azt mondjuk, hogy a P szendvicsmdtrix normalt.

9.21. Lemma Minden reguldris S = M°(G; I, A; P) Rees-féle mdtrizfélcsoport izomorf
eqy olyan S = M°(G; I, \; P') mdtrizfélcsoporttal, amelyben szerepld P’ szendvicsmdtrix
normdlt.

Bizonyitds. Legyen S = M°(G; I, A; P) egy Rees-féle matrixfélcsoport. A 9.17. Tételben
szereplo jeloléseket haszndlva, legyen u; (i € I) a py,; € G elem inverze, ha py,; # 0,
egyébként pedig legyen u; = e (e a G egységeleme); legyen tovdbba v, = e minden
A € A indexre. Legyen Q = (qn) az a G feletti A x I-tipust matrix, melyben ¢y; =
vAPxiti- Ebben a matrixban ¢y = Pagi(Prgi) " = € vagy ¢ = 0, az u-tél fiiggben.
A 9.17. Tétel szerint M°(G; I, A; P) és M°(G; 1, A; Q) egyméssal izomorfak. Ugyanezt
a gondolatmenetet alkalmazzuk )-ra, valamely rogzitett ig € I indexre, kapunk egy
olyan GV feletti A x I-tipusi P’ métrixot, amely normélt, valamint M°(G; 1, A; Q) és
MO(G; 1, A; P') egymaéssal izomorfak. EbbSl mar kivetkezik a lemma éllitdsa. ]
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9.22. Tétel Legyen S = MO(G;1,A; P) egy Rees-féle mdtrizfélcsoport. Akkor a kévet-
kezd feltételek eqymdassal ekvivalensek.

(1) S 0-egyszeri.
(2) S reguldris.
(3) S teljesen 0-egyszeri.

Bizonyitds. Legyen S = M%(G; I, A; P) egy Rees-féle matrixfélcsoport. Tegyiik fel, hogy
S nem reguléris. Akkor a 9.19. Tétel szerint a P szendvicsmatrixnak van olyan sora vagy
oszlopa, amelyben minden elem a nulla. Tegyiik fel, hogy az i-dik oszlopra igaz az, hogy
abban minden elem nulla. Konnyen ellenérizheto, hogy

R ={(a)n: a€ G, AeA}u{o}

az S félcsoport nem-zérd nilpotens idedlja. Az az eset, amikor a P szendvicsmatrix -
adik sora csupa nulla, hasonléan kezelhet6. Ebbol az kivetkezik, hogy S nem 0-egyszeri.
Tehat (1) implikalja (2)-t.

Tegyiik fel, hogy S regularis. Legyenek (a);x és (b);, az S félcsoport tetszdleges
elemei, ahol a # 0. A 9.19. Tétel szerint a P szendvicsmatrix i-dik oszlopaban, illetve
A-dik sordban vannak olyan elemek, pl. p,; és py, elemek, amelyek nem egyenldk a
nullelemmel. Legyen

¢ = b(puiapr) .

Jelolje e a G csoport egységelemét. Akkor
(©)ju(@)ir(€)on = (b)ju,
és igy
S(CL)Z‘]‘S =S.

A 4.7. Tétel alapjén ebbdl az kovetkezik, hogy S 0-egyszerti félcsoport. Tehét a (2) fel-
tételbdl kovetkezik az (1) feltétel. Ez a bizonyitéds el6z6 részével egylitt azt eredményezi,
hogy az (1) és (2) feltételek egymaéssal ekvivalensek.

A (3) feltételbol kovetkezik az (1) és igy a (2) feltétel. Elegendé mar csak azt megmu-
tatni, hogy a (2) feltételbdl kovetkezik a (3) feltétel. Tegyiik fel tehat, hogy S regulris.
Konnyen belathato, hogy S nem-zéré idempotens elemei pontosan az

€ix = (p;il)w\

matrixok. Mivel P regularis, ezért S-nek van nem-zéré idempotens eleme. Legyenek ¢,
és €, az S olyan nem-zéré idempotens elemei, amelyekre

€ixCip = €Ejulix = Ejp

126



teljestil. Akkor
(Pxi P3P i = (P PuaPi )ix = Py s
amibol
1=7 és A=p
és igy
€ix = Cjp
kovetkezik. Kovetkezésképpen S minden nem-zéré idempotens eleme primitiv. Tehat S
teljesen O-egyszert. Igy a (3) feltétel teljestil. ]

A kovetkezékben megmutatjuk, hogyan lehet Rees-féle félcsoportot konstrudlni egy
S félcsoport olyan D-osztalya segitségével, amely osztalynak minden eleme regularis.
Legyen D egy S félcsoport reguléris D-osztalya. Jelolje

{Rz ZEI}
és
{L)\I )\EA}

az S félcsoport D altal tartalmazott R-osztalyainak, illetve L-osztalyainak halmazat. A
D altal tartalmazott H-osztalyok halmaza

{Hix: i€, A€},
ahol
Hi)\ = Rz N L)\.

A 6.8. Tétel szerint D tartalmaz legalabb egy idempotens elemet. Jeloljon e egy D-beli
idempotens elemet. Jelolje Hy; az e-t tartalmazd H-osztalyt, valamint Ry, illetve L, az
R,, illetve L. osztalyokat; ezzel persze feltettiik, hogy 1 az I-nek és a A-nek is eleme,
de ez nem fog problémat okozni a tovabbiakban. A 9.7. Tétel szerint Hy; részcsoportja
S-nek.

Tetszoleges i € I, illetve tetszoleges A € A indexekhez valasszunk ki egy

r; € Hy,

illetve egy
qx € Hin

elemet. Ezek segitségével definidljunk a HY, nullelemes csoport feletti A x I-tipusi P =
(pyi) matrixot a kévetkezéképpen:

_ Jari, haqr € Hu,
Pi 0 kiilonben.
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Ennek a métrixnak a segitségével képezziik az MC(H,y; I, A; P) Rees-féle matrixfél-
csoportot. A 4.46. Tétel szerint g\r; € Hyq akkor és csak akkor teljesiil, ha H;, tartalmaz
egy idempotens elemet. A 6.8. Tétel szerint tetszéleges A € A index esetén L) tartalmaz
egy idempotens elemet. Ez az idempotens elem benne van valamelyik R; osztalyban, és
igy benne van a H;, osztalyban. Az elobb emlitettek miatt ez azt jelenti, hogy a P matrix
M-adik sordban tetszoleges A esetén mindig van legalabb egy nem nulla elem. Hasonlé igaz
az oszlopokra is. Tehdt a P métrix regularis. A 9.19. Tétel szerint az M°(Hyy; I, A; P)
Rees-féle matrixfélcsoport reguldris, s ezért a 9.22. Tétel miatt MY (Hyy; I, A; P) teljesen
0-egyszeri.

Az el6z6ekben definidlt MO(H,y; I, \; P) Rees-féle matrixfélcsoport konstrukciéjaban
szereplé Hyy részcsoport és az r; € H;p, illetve ¢, € Hipy, elemek masképp vald vélaszta-
saval mas-mas Rees-féle matrixfélcsoportot kapunk. Megmutathaté viszont, hogy ezek
egymassal izomorfak. Valgjaban azt fogjuk megmutatni, hogy mindegyikiik izomorf a D
osztaly altal a 4.47. Lemma el6tt definialt (77 %) félcsoporttal.

9.23. Tétel Legyen D eqy S félcsoport reguldaris D-osztalya, Hiy a D eqy részcsoportja
és r; € Hy, illetve qn € Hyy tetszdleges elemek. Akkor D minden eleme egyértelmiien
kifejezhetd r;aq; (a € Hyy) alakban. Tovdbbd

) miagy, ha a # 0,
@) = {O, ha a =0

az MO(Hyy; I, \; P) Rees-féle mdtrixfélcsoportnak a D osztdly segitségével definidlt
4.47. Lemmaban szerepld (T'; %) félcsoportra valé izomorfizmusa.

Bizonyitds. Legyen N\ € A tetszéleges. A 6.8. Tétel szerint a D &ltal tartalmazott R-
osztalyok, illetve L-osztalyok mindegyike tartalmaz idempotens elemet, ezért Ly-ban is
van idempotens elem; jelolje ey ezek egyikét. Legyen k € I az az index, amelyre

ey € Ry,

teljesiil. Ekkor
ey € Hpy.

Legyen b a Hy; = RN Ly H-osztaly tetszbleges eleme. A 6.11. Tétel (2) allitdsa szerint ez
a H-osztaly akkor és csak akkor tartalmazza a Hiy = Ry N Ly korabban mar kivalasztott
qx elem valamely inverzét, ha R, N Ly, = RN Ly = Hyy és RyN Ly, = RN Ly = Hyy
mindegyike tartalmaz idempotens elemet. Mivel Hy; részcsoport és az ey idempotens
elem a Hj) egy eleme, ezért Hyy = R N Ly tartalmazza ¢, egy inverzét, mégpedig
a 6.11. Tétel (3) allitdsa szerint pontosan egy inverzét. Jelolje ¢} ezt az inverzet, e
pedig a Hy; csoport egységelemét. A 4.42. Tétel szerint e bal oldali egységeleme az
R. = Ry = R,, osztalynak és igy
€Gx = QX
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Mivel Hpy = RyNLy = Ry NL,, tartalmazza az ey idempotens elemet, ezért a 4.46. Tétel
A
szerint
q,\qg\ € Rq/\ N Lq; = Rl N L1 = HH,
és igy
NGy = e,
mert ¢,¢) idempotens eleme az e egységelemes Hy; csoportnak (csoportnak viszont pon-

tosan egy idempotens eleme van). Legyen s = ¢, és s’ = ¢}. Akkor es = gy és ¢\s' = e,
mivel eqy = ¢ és \g\Te. A 4.38. Tétel szerint az

z ag (€ L) é y —yd\ (ye Ly

Li-nek Ly-ra, illetve Ly-nak L;-re val6 olyan kolcsonosen egyértelmii, R-osztaly tartod
leképezései, amelyek egymads inverzei.

Az el6z6ekhez hasonléan, minden ¢ € [ indexhez van a korabban mér kivalasztott
ri € Hy = R; N Ly elemnek R;-ben van olyan r; inverze, hogy az

x —=rz(xeR) é y —ry(yeR)

leképezések L-osztaly tartd, kolesonosen egyértelmii leképezések, amelyek egymaés inver-
zei. A 4.39. Tétel szerint

= rxgy (v € Hy) é y = riygy (y € Hip)

minden ¢ € I és A € A indexre Hij-nek H;y-ra, illetve H;y-nak Hi;-re valé olyan kol-
csonosen egyértelmii leképezései, amelyek egymas inverzei. Mivel minden D-beli elem
pontosan egy H;y osztdlynak eleme, ezért a tételben definidlt ¢ leképezés M°-nak T-re
val6 kolesonosen egyértelmi leképezése. Ebbol pedig mar kovetkezik, hogy D minden
eleme el6dll a tételben megfogalmazott szorzatalakban egyértelmten.

Mar csak annak igazoldsa van hatra, hogy ¢ mivelettarté. Legyenek a,b € Hiq,
i,j €1 és A\ € A tetszbleges elemek. Mivel

o((a)ir o (b)ju) = d((apx;b)in)
¢((a)ir) * @((b)ju) = (riagy) * (r;bgy),

ezért azt kell megmutatni, hogy

o((aprjb)in) = (riagy) * (1r;0q,).

Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor
ij = 0.
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Ekkor
¢((apxjb)in) = ¢(0) = 0.
Tehat elegend6 azt megmutatni, hogy
(riaqy) * (rjbg,) =0

a (T x) félcsoportban. Mivel py; = 0, ezért a P szendvicsmatrix definicidja alapjan
qrj & Hi,
és ezért a a 4.46. Tétel szerint H;, nem tartalmaz idempotens elemet. Mivel
riagy € Hyx és  rjbg, € Hj,,

ezért a 4.46. Tétel miatt
Tia(bxrjqu ¢ Hi;u

és ezért a T-n értelmezett x miivelet definicigja szerint

(riagy) * (rjbg,) =0
(T'; *) félcsoportban.
A bizonyitas hatralévo részében vizsgaljuk a
Py # 0
esetet. Ekkor
qrj € Hip,

és ezért a a 4.46. Tétel szerint H;, tartalmaz idempotens elemet. Mivel

riaqy € Hyy  és  1;bg, € Hj,,

Ezért a 4.46. Tétel miatt
riaqar;ibg, € Hy,,

és ezért a T-n értelmezett * mivelet definicidja szerint
(riagx) * (r;bqu) = (riaqx)(r;bgu) = (riapa;bg,) = ¢((apa;b)).

Tehat mindkét esetben
d((apajb)in) = (riagy) * (r;bq,.). O

A kovetkezokben a teljesen 0-egyszeri félcsoportokat jellemezziik a Ress-féle matrix-
félcsoportok segitségével.
Eloszor bebizonyitjuk a kovetkezo tételt:
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9.24. Tétel Legyen S teljesen 0-eqyszert félcsoport, és jelolje D az S félcsoport 0-elemet
nem tartalmazo (egyetlen) D-osztdalydt. Akkor ezen D-osztallyal megszerkesztett, kizvet-
leniil a /.47. Lemma elétt definialt (T; ) félcsoport izomorf az S félcsoporttal.

Bizonyitds. A 9.6. Tétel miatt az S félcsoport 0-biegyszeri, azaz S-nek két D-osztalya
van: {0} és D = S\{0}. Igy tulajdonképpen az S alaphalmaz azonosithaté a T = DU{0}
halmazzal. Mar csak azt kellene belatni, hogy tetszéleges a,b € S = T elemek esetén
ab = axb. Legyenek a,b € S =T tetszbleges elemek. Ha

ab # 0,
akkor a 9.7. Tétel szerint
ab € Ra N Lb7
és igy a * mivelet definicigja alapjan
ab=a *b.
Ha
ab =0,
akkor viszont
ab ¢ R, N Ry,
és ezért a * mivelet definicidja alapjan
axb=0=ab.
Tehat az S = T halmazon az S-beli eredeti miivelet megegyezik a * mivelettel. m

Ezek utan megfogalmazzuk és bebizonyitjuk a fejezet fotételét.

9.25. Tétel (Rees-tétel) Egy félcsoport akkor és csak akkor teljesen 0-egyszerd, ha
1zomorf eqy nullelemes csoport feletti requldris Rees-féle matrizfélcsoporttal.

Bizonyitds. Legyen S olyan félcsoport, amely izomorf egy M°(G; I, A; P) reguléris Rees-
féle matrixfélcsoporttal. Akkor a 9.22. Tétel szerint S teljesen 0-egyszeri.
Forditva, legyen S egy teljesen O-egyszerti félcsoport. A 9.6. Tétel szerint S egy
0-biegyszerii félcsoport, és igy
S =D U{0},

ahol D az S félcsoport D-osztalya. Mivel S teljesen 0-egyszeri, ezért D tartalmaz leg-
alabb egy idempotens elemet. Mivel egy idempotens elem regularis, ezért a 6.8. Tétel
miatt D minden eleme reguléris. fgy megkonstrualhatunk D segitségével egy, az elo-
z6ekben tekintett MO(Hyy; I, A; P) Rees-féle matrixfélesoportot és a vele izomorf (T7; %)
félcsoportot. A 9.24. Tétel szerint az S félcsoport izomorf a (T'; *) félcsoporttal. lgy S
izomorf az MY(G; I, A; P) Rees-féle matrixfélcsoporttal. n
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9.26. Megjegyzés A Rees-féle matrizfélcsoportoknak van eqy masik fajta megkozelitése.
Eqgy G° nullelemes csoport, valamint I és A nem tires halmazok G° x I x A Descartes-
szorzatdn értelmezziink eqy * miveletet a kivetkezéképpen. Képezziink a G° elemeibdl
egy A x I tipusi P = (py;) mdtrizot, majd ennek felhaszndldsdval tetszdleges (g;i, ) €s
(h; j, 1) elemhdrmas esetén legyen

(ga 7:7 A) * <h7j7 :u) - (gpjkha Z.7 :U’>

Kénnyen ellenérizhets, hogy a x mivelet asszociativ. Az S = (G°x I x A; x) félcsoportban
a (0,4, \) alaki elemek egy idedlt alkotnak; az S félcsoportnak ezen idedl szerinti Rees-féle
faktorfélcsoportja izomorf az M° = (G°; I, A; P) Rees-féle mdtrizfélcsoporttal.

9.3. Teljesen egyszerii félcsoportok

A 4.8. Megjegyzés szerint, ha egy teljesen egyszeri félcsoporthoz egy nullelemet adjun-
galunk, akkor egy teljesen nullegyszerii félcsoportot kapunk. Tovabba, ha egy teljesen
nullegyszerti félcsoportban nincs nullatol kiilonb6zo nullosztd, akkor a 0-elem elhagyésa-
val egy teljesen egyszerti félcsoport keletkezik. Egy M? = (G%; I, A; P) Rees-féle matrix-
félcsoportban akkor és csak akkor nincs nullatol kiilonb6zo nullosztd, ha a P szendvics-
métrix egyetlen eleme sem nulla. Ha ez a helyzet, akkor az M° = (G°; I, A; P) félcsoport-
bdl a nullelem elhagyasaval keletkezett félcsoport izomorf egy olyan M = (G; 1, A; P)
moédon jelolt félesoporttal, amelynek alaphalmaza a G x I x A halmaz, a mivelet pedig
a kovetkezoképpen van értelmezve:

(g:3, A\)(hi g, 1) = (gpajhsi, p).

9.27. Definicié Egy G csoport elemeibdl képezett A x I tipusi P madtrizszal megkonst-
rudlt M = (G; I, \; P) félesoportot a G csoport feletti, P szendvicsmdtrizi, I x A-tipusi
Rees-féle matrizfélcsoportnak nevezzik.

Az el6z6 megjegyzés, valamint a Rees-tétel alapjan kimondhaté a kovetkezd tétel.

9.28. Tétel Egy félcsoport akkor és csak akkor teljesen egyszeri, ha izomorf egy csoport
feletti Rees-féle mdtrixfélcsoporttal.

9.29. Tétel Minden teljesen eqyszeri félcsoport gyengén reduktiv.
Bizonyitds. Legyen S teljesen egyszert félcsoport. Akkor a 9.28. Tétel szerint S izo-

morf egy G csoport feletti Rees-féle matrixfélcsoporttal. Jelolje (a,i, A); (b, j, ) az S két
tetszoleges elemét. Tegyiik fel, hogy

(a,i, A\)(z,t,7) = (b, 7, p)(z,t,T)
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(x,t,7)(a,i, \) = (x,t,7)(b, j, 1)

teljestil az S félecsoport minden (x,t,7) elemére. Ekkor

(ap)\txa iv T) = (bputxa jv T)

és
(xpn'aa ta )‘) - (.Tp-,-jb, ta ,U),
amibol
i=J, A=p
valamint

APl = apxeX = bputx

kovetkezik. Mivel a, b, x és p,; a G csoport elemei, ezért az utolsé egyenléséghdl
a=1b

kovetkezik. Tehat
(a,i,A) = (b, ], ).
Kovetkezésképpen S gyengén reduktiv. O

Bizonyitéas nélkiil kozoljiik a kovetkezo tételt.

9.30. Tétel Legyen S = M(G;1,J; P) eqy P = (p;;) szendvicsmdtrizi G csoport feletti
Rees-féle mdtrizfélcsoport (azaz, S egy teljesen eqyszeri félcsoport). Jeldlje Ty, illetve Ty
az I (balrdl hatd), illetve J (jobbrdl haté) dsszes transzformdcidinak félcsoportjdt. Akkor

QS) = {(k,a,h) € Tr x G x Ty (Vi€ L, € J) Pjni)aPloyhi = Pik(io)@PG)hi}-
Az Q(S) tetszbleges (k,a,h) és (f,b,g) elemeinek szorzata a kévetkezd:
(ks a,h)(f,0,9) = (ko [, apGon,pio)b: b 0 g).
Egy (k,a,h) € Q(S) elem akkor és csak akkor belsd bitranszldcio, ha k and h konstans

transzformdciok. Azonositva S-et Q(S) belsd részével, tetszéleges (k,a,h) € Q(S) és
(g;1,7) € S elemek esetén

(kv a, h)(ga Za]) = (apk(jo),ig; k’(@),j),

(.97 Z7])(k7 a, h’) = (gpj,(io)ha'; ia (j)h)
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9.4. Brandt-félcsoportok

Mint ahogy azt mér korabban definidltuk (5.3. Definicid), egy nem iires A halmaz esetén
az A x A halmaz valamely nem iires részhalmazanak A-ba val6 egyértelmii leképezését az
A halmazon értelmezett parcidlis miveletnek nevezziik. Egy parcialis mivelettel ellatott
halmazt parcidlis gruppoidnak neveziink.

9.31. Definicié Brandt-gruppoidon olyan B parcidlis gruppoidot értink, amelyre telje-
stilnek az aldbbiak:

(B1) Ha ab = ¢ (a,b,c € B) akkor a hdrom elem barmelyike egyértelmien meg van
hatarozva a mdsik ketto dltal.

(B2) B tetszdleges a,b,c elemeire teljesilnek az alabbiak:

(1) Ha ab és bc definidlva vannak, akkor (ab)c és a(bc) is definidlva vannak, és

(ab)e = a(be).

(2) Ha ab és (ab)c definidlva vannak, akkor bc és a(bc) is definidlva vannak, és

(ab)e = a(bc).

(3) Ha bc és a(be) definidlva vannak, akkor ab és (ab)c is definidlva vannak, és
(ab)e = a(bc).

(B3) B tetszéleges a eleméhez egyértelmiien léteznek olyan B-belie, f és a’ elemek, ame-
lyekre ea = af = a és a'a = f teljesiilnek.

(B4) Ha e és f B-nek olyan elemei, amelyekre e* = e, illetve f* = f teljesiil, akkor

létezik olyan B-beli a elem, hogy ea = af = a.

9.32. Lemma Legyen B eqgy parcialis gruppoid. Jeloljon 0 egy olyan szimbolumot, amely
nem reprezentdl egyetlen B-beli elemet sem. Az S = B® = BU{0} halmazon definidljunk
egy o mieletet a kovetkezdképpen (a,b € B):

b ab, ha ab definidlva van B-ben,
aob=
0 eqyébként;

tovabba
aoc0=00a=000=0.

S = BY akkor és csak akkor alkot félesoportot a o miveletre nézve, ha B teljesiti
a 9.31. Definicio (B2)(2) és (B2)(3) feltételeit.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy B parcidlis gruppoid teljesiti a 9.31. Definicié (B2)(2)
és (B2)(3) feltételeit. Legyenek
a,b,c e B°

tetszoleges elemek. Ha ezen elemek valamelyike egyenld a 0 elemmel, akkor
ao(boc)=0=(aob)oc.

A tovabbiakban tehat feltehetjiik, hogy

a,b,c e B.
Ha
ao(boc)#0,
akkor
boc#0,

amibdl a o miivelet definiciéja miatt kovetkezik, hogy a be és a(be) szorzatok definidlva
vannak B-ben és
bc =boc,

valamint

a(bc) =ao (boc).

A 9.31. Definicié (B2)(3) feltétele szerint B-ben definidlva vannak az ab és (ab)c szorzatok,
és
(ab)e = a(be).

A o mivelet definicigja alapjan
ab=aob

és
(ab)e = (aob)oc.
gy
ao(boc)=a(bc)= (ab)e=(aob)oc.
Hasonléan igazolhat6 az

ao(boc)=a(bc) = (ab)c= (aob)oc

egyenléség teljesiilése az (a o b) o c # 0 esetben. Még az ao(boc) =0¢és (aob)oc=0
eset targyaldsa van hatra, de ekkor az

ao(boc)=(aob)oc

egyenloség nyilvanvaléan teljesiil, hiszen mindkét oldali kifejezés egyenld a 0 elemmel.
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Forditva, tegyiik fel, hogy S = B° félcsoport a tételben definialt o miiveletre nézve.
Legyenek a, b, c € B tetsz6leges elemek. Tegyiik fel, hogy a bc és a(be) szorzatok definidlva
voltak az B-n értelmezett eredeti parcialis mivelet szerint. Akkor

boc=bc
és
ao(boc)=a(bc).
A o miivelet asszociativitdsa miatt
(aob)oc=ao(boc).
Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy
(aob)oc#0,

és persze az is, hogy
aob#0.

A o miivelet definicidja alapjan ez azt jelenti, hogy ab és (ab)c szorzatok értelmezve
vannak B-ben és
ab=aob,

(ab)e = (aob)oc.
A o miivelet asszociativitdsa miatt
(ab)e = a(be)

is kovetkezik. Tehét a (B2)(3) feltétel teljesiil. Hasonléan igazolhat6 a (B2)(2) feltétel
B-ben valo teljesiilése. O]

9.33. Definicié Egy B Brandt-gruppoidbdl az el6z6 lemma szerint szarmaztatott S = B°

félesoportot Brandt-félcsoportnak nevezziik. Eqy kicsit részletesebben: Brandt-félcsoporton
eqy olyan 0-elemes S félcsoportot értiink, amely teljesiti a kovetkezd feltételek mindegyi-

két:

(Al) Ha a, b ésc az S olyan elemei, amelyekre ac = bc # 0 vagy ca = cb # 0 teljestil,
akkor a = b.

(A2) Ha a, b és ¢ az S olyan elemei, amelyekre ab # 0 és bc # 0 teljestilnek, akkor
abc # 0 is teljesiil.
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(A3) Az S tetszdleges a # 0 eleméhez létezik eqy és csak egy olyan e € S elem, melyre
ea = a tleljesiil, eqy és csak egy olyan f € S elem, amelyre af = a teljesiil, valamint
eqy €s csak egqy olyan o' € S elem, amelyre a’'a = f teljesil (e-t az a bal oldali
eqységelemének, f-et az a jobb oldali eqységelemének, a’'-t pedig az a inverzének is
szoktdk nevezni).

(A4) Ha e és f a nullelemtdl kilonbozé idempotens elemek, akkor eSf # {0}.

Megjegyezziik, hogy a fenti definiciéban szereplé feltételek nem ﬁiggetl,enek. Bebizo-
nyithat6, hogy az (A1) és (A2) feltételek az (A3) feltételbdl kovetkeznek. Igy érvényes a
kovetkezo tétel.

9.34. Tétel A 9.33. Definicidban szerepld (Al) és (A2) feltételek az (A3) feltétel ko-
vetkezményet, igy eqy 0-elemes S félcsoport akkor és csak akkor Brandt félcsoport, ha
teljesiti a 9.33. Definicicban szerepld (A3) és (A4) feltételeket.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy 0-elemes S félcsoport teljesiti az (A3) feltételt. Ah-
hoz, hogy megmutassuk az (A1) és (A2) feltételek teljesiilését, elészor néhany el6készito
részeredményt bizonyitunk. Legyen a € S tetszoleges elem. Jeldlje e az a bal oldali egy-
ségelemét, f pedig az a jobb oldali egységelemét. Jelolje a’ az a inverzét. Ekkor ea = a,
af =aés da= f. Megmutajuk, hogy a kovetkezd egyenléségek is teljesiilnek:

e2=e, fP=Ff fd=de=d, ad=e. (9.1)
Mivel az ea = a feltételbdl

kovetkezik, ezért
e’ =e, (9.2)

mert az a bal oldali egységeleme egyértelmiien meghatarozott. Hasonlbéan igazolhato,

hogy
=1 (9.3)

Mivel

ezért

ugyancsak az a bal oldali egységelemének egyértelmii létezése miatt. Az
(d'e)a=d'(ea) =da=f

teljesiilésébol
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adodik az a elem inverzének egyértelmii 1étezése miatt. Ez azt jelenti, hogy e az a’ elem
jobb oldali egységeleme. Hasonléan igazolhatd, hogy

fd =d, (9.6)

és igy f az a’ elem bal oldali egységeleme. Mivel (a fentiek szerint) aa’ = e, ezért a az o
elem inverze, azaz

(a") = a. (9.7)

A bizonyitas kovetkezo részében megmutatjuk, hogy S tetszoleges e és f idempotens
elemei esetén az ef # 0 feltételbdl e = f kovetkezik. Legyen tehat e és f az S két
idempoten eleme. Tegyiik fel, hogy

ef #0.
Legyen
a=ef.

Akkor ea = a és af = a. Legyen d' az a elem inverze, azaz az S azon egyértelmiien
meghatédrozott eleme, amelyre a’a = f teljesiil. A (9.4) és a (9.6) eredmények miatt

e=ad = (ef)a =e(fd)=ed,

amibol
a =e
kovetkezik, hiszen az e elemnek 6nmaga az egyértelmiien meghatarozott jobb oldali egy-

ségeleme, itt viszont azt kaptuk eredményiil, hogy a’ is jobb oldali inverze e-nek. Ekkor
viszont (felhasznélva (9.7)-t is)

kovetkezik. Mivel
ece=e=a=-cef,

ezért
e=f.

Az eddigi eredmények felhasznélasaval a kovetkezokben bebizonyitjuk, hogy valamely
a,b € S elemek esetén ab # 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha az a elem jobb oldali
egységeleme megegyzik a b elem bal oldali egységelemével. Tekintsiink tehéat két S-beli a
és b elemet. Jelolje f az a jobb oldali egységelemét, e pedig a b bal oldali egységelemét.
Tegyiik fel, hogy

ab # 0.

(A 9.2) és (9.3) egyenldségek miatt
C=c =]
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Mivel
0 # ab = (af)(eb) = a(fe)b,

ezért

fe#0.
A bizonyitas el6z6 részének eredményét hasznélva,

e=f.
Forditva, tegyiik fel, hogy

e=f.
Akkor

f=[f*=fe=(da)bV) = d (ab)V,

és igy

ab # 0.

A bizonyitas kovetkez6 részében most mar megmutatjuk, hogy teljesiil az (A1) felté-
tel. Ehhez tegyiik fel, hogy
ac =bc # 0

valamely a,b,c € S elemekre. Az elézéek miatt a ¢ elem e bal oldali egységeleme meg-
egyezik az a és b elemek jobb oldali egységelemével. Ha ¢ jeloli a ¢ elem inverzét, akkor

/
cc =e,

és igy
a=ae = a(cd) = (ac)d = (be)d = b(cd) = be = b.
Hasonléan igazolhatd, hogy a ca = cb # 0 feltételbdl a = b kovetkezik.

A bizonyitds hatralév részében megmutatjuk, hogy az (A2) feltétel is teljesiil. Le-
gyenek a, b, c € S olyan elemek, amelyek esetén

ab#0 és bc#D0.

Ekkor (az el6z6eknek megfeleléen) az a elem jobb oldali egységeleme megegyezik a b elem
bal oldali egységelemével, ami jol lathatéan az bc szorzatnak is bal oldali egységeleme.

Igy
a(be) # 0. O

Bizonyitas nélkiil kozoljiikk az alabbi tételt (1asd az [5] kényv Theorem 3.9 tételét).
9.35. Tétel Egy 0-clemes S félcsoporton az alabbi feltételek eqgymdssal ekvivalensek.
(1) S egy Brandt félcsoport.
(2) S egy teljesen 0-egyszert inverz félcsoport.
(3) S izomorf egy olyan reguldris M° = (G°1I,1;E) Rees-féle mdtrizfélcsoporttal,

amely az I x I tipusi E eqységmdtrizszal van definidlva.
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Feladatok

9.1. (Megolddas: 17.27.) Mutassuk meg, hogy egy L balzéré félcsoport és egy R jobbzérd
félcsoport L x R direkt szorzata teljesen egyszerti!

9.2. (Megoldds: 17.28.) Mutassuk meg, hogy két félcsoport direkt szorzata akkor és
csak akkor teljesen egyszerti, ha mindkét félcsoport teljesen egyszert!

9.3. (Megoldas: 17.29.) Mutassuk meg, hogy egy teljesen 0-egyszerii félcsoport minden
0-t4l kiilonboz6 idempotens eleme primitiv!
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10. fejezet

Félcsoportok félhalo-felbontasa

10.1. Definicié Legyen C félcsoportok eqy osztilya. Eqy S félcsoport valamely o kong-
ruencidjat C-kongruencidanak nevezziik, ha az S/o faktorfélcsoport benne van C-ben; az
ehhez tartozo particiot az S félcsoport C-felbontdasanak nevezziik. Ha o a legszikebb C-
kongruencia (ha létezik ilyen), akkor a hozzd tartozo particict S legbdvebb C-felbontdsdnak
nevezziik, s az S/o faktorfélcsoportrdl azt mondjuk, hogy az S legbévebb C-homomorf ké-

pe.

10.2. Megjegyzés Az vildgos, hogy haV félcsoportoknak tetszoleges varietdsa, akkor az
S-en értelmezett V-kongruencidk metszete is V-kongruencia, s igy létezik S-nek legszii-
kebb V-kongruencidja, azaz legbovebb V-felbontdsa. Megemlityik, hogy félcsoportok eqy V
osztdalydat varietdsnak nevezziik, ha megadhato azonossagoknak olyan I csalddja, hogy V
mindazon félcsoportokbol dll, amelyek teljesitik az Z-ben lévd azonossagok mindegyikét.

10.1. Félcsoportok legsziikebb félhal6-kongruenciaja

Mint ahogy azt mér kordbban definidltuk (1.38. Definicid), ha egy S félcsoport minden
eleme idempotens, akkor az S félcsoportot kotegnek nevezziik. Egy kommutativ koteg-
re azt mondjuk, hogy félhdlé. Mivel tetszéleges félcsoportban igaz, hogy akarmennyi
félhalo-kongruencia metszete is félhalo-kongruencia, ezért minden félcsoportnak létezik
legsziikebb félhalo-kongruencidja. Ebben a fejezetben megkonstrualjuk tetszoleges fél-
csoport legsziikebb félhalé-kongruenciajat.

10.3. Definicié Egy félcsoportot félhdlo-felbonthatatlannak neveziink, ha az univerzdlis
reldcioja az egyetlen félhdlo-kongruencidja.

A kovetkezokben megmutatjuk, hogy minden félcsoport felbonthaté félhalo-felbontha-
tatlan félcsoportok félhalojara.
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Legyen S egy félcsoport. Jeldlje o az S félcsoport azon binér relaciéjat, amely szerint
az S félcsoport a és b elemeire (a,b) € o akkor és csak akkor teljesiil, ha a osztja a b elem
valamelyik hatvanyat, azaz megadhato olyan m pozitiv egész szam, illetve megadhatok
olyan z,y € S! elemek, amelyekre

xay = 0"

teljesiil. Az vildgos, hogy o reflexiv relacié. Jeldlje p a o relacid tranzitiv lezartjat, azaz
az S félcsoport azon relacidjat, amely szerint az S félcsoport valamely a és b elemére az
(a,b) € o feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha megadhat6 az S elemeinek olyan

a=ag,a,...,a, =0b
sorozata, amelyben szerepl6 a; (i = 0,1,...n — 1) elemek mindegyikére teljesiil, hogy
(OJZ', ai+1) € 0.

10.4. Lemma FEqy S félcsoport tetszoleges a és b elemei, valamint akdrmilyen m pozitiv
egész szam esetén a™b™ o ab o ba.

Bizonyitds. A bizonyitast az m-re vonatkozé teljes indukcioval végezziik. Legyen S fél-
csoport, a és b pedig tetszbleges S-beli elemek. Mivel

ocCo

(2, 2) €0

minden = € S elemre, ezért (a o definicidja miatt)
ab o baba = (ba)? o ba.

Tehat az allitas igaz m = 1-re:
ab o ba. (10.1)

Tegyiik fel, hogy m > 1 és az allitas igaz minden m-nél kisebb kitevore. Akkor az
indukcids feltétel és az elézéekben nyert (10.1) eredmény felhasznéldsival ad6dik, hogy
tetszoleges a, b € S elemek esetén

ambm — a(am—lbm) 0 (am—lbm)a o (am—lbm)2 o (am—lbm) —

— (amflbmflﬂj 0 b(amilbmil) o (amflbm71)2 o (amflbmfl) 0 ab 0 ba.

Tehat
a™b™ o ab o ba. O
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10.5. Lemma Ha (a,b) € o teljesil eqy S félcsoport valamely a és b elemei esetén,
akkor tetszdleges ¢ € S elemre (ca, cb) € o és (ac,be) € p.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (a,b) € o teljesiil egy S félcsoport valamely a és b elemei
esetén. Akkor léteznek olyan S'-beli x és y elemek, valamint megadhaté olyan m pozitiv
egész szam, hogy

xay = b™.

Legyen ¢ € S tetszOleges elem. Akkor a 10.4. Lemma szerint
ca o (ayc)? o ayc o (¢"zay)? o c"xay = "b™ o cb.

Ebbol mar adédik
(ca,cb) € o.
fgy
ac o ca o cb o be. O

Legyen A\ az S félcsoport azon reldcidja, amely szerint az S félcsoport a és b elemeire
(a,b) € X akkor és csak akkor teljesiil, ha (a,b) € 0 és (b,a) € p.

10.6. Tétel Tetszdleges S félcsoport esetén a A relacio az S félcsoport legsziikebb félhd-
lokongruencidja. A X-osztdlyok félhdlo-felbonthatatlan félcsoportok.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy A az S félcsoport egy ekvivalenciarelaciéja. Mivel g a o tran-
zitiv lezartja, ezért a 10.5. Lemma szerint g balrdl kompatibilis és jobbrél kompatibilis
az S-beli miiveletre nézve. Igy X is rendelkezik ezekkel a tulajdonsdgokkal. Kovetkezés-
képpen A az S félcsoport egy kongruencidja (hasznalva a 2.22. Tételt is). Mivel

(z,2*) €0 é (2*1) €0
tetszbleges x € S elem esetén, ezért \ koteg-kongruencia, azaz
(z,2%) € A

minden x € S elem esetén. A 10.4. Lemma alapjan viszont vildgos, hogy A kommutativ
kongruencia. Tehat A az S félcsoport félhalo-kongruencidja.

Legyen & az S félcsoport tetszdleges félhalo-kongruencidja. Legyen Y = S/€. Defini-
aljunk az S félcsoporton egy <, relaciot a kévetkezoképpen: x < y akkor és csak akkor,
hax e S,, ye S (a,f€Y)ésa<p (azaz, af = ). Az igy definidlt <, relaciéra
teljesiil, hogy

(T, y) €6 +— x<cyésy <.
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Megjegyezziik azt is, hogy az (z,y) € o feltétel maga utdn vonja x <¢ y teljesiilését. Igy
az (a,b) € p feltételbdl a <, b kovetkezik. Tegyiik fel, hogy

(a,b) € A
teljesiil az S félcsoport valamely a és b elemeire. Akkor
a<¢b és b<¢a,
amibdl

(a,0) € €

kovetkezik. Tehét
ACE.

Ez éppen azt bizonyitja, hogy A az S félcsoport legsziikebb félhdlé-kongruenciaja.

Legyen S, az S félcsoport egy A-osztdlya. Mivel S/\ elemei idempotensek, ezért S,
félcsoport. Megmutatjuk, hogy S, félhalé-felbonthatatlan. Legyenek a,b € S, tetszole-
ges elemek. Mivel (a,b) € A, ezért van az S elemeinek olyan

a=ag,...,ap =b=1bg,...,by =a

sorozata, amelyben minden elem (az utolsét nem szémitva) osztja a kovetkez6 valamely
hatvanyat, azaz

i1y =a;" (i=1,...,k)
és

zj1bjquj1 = by (j=1,...,1)

teljestil alkalmas m;, n; > 1 pozitiv egész szamokra és x;,y;, zj, u; € S elemekre. fgy
ap <x o<y agp <xbp <y <yl
amibol
aXbXa; \b;
kovetkezik minden ¢ = 1,...,k;j = 1,...,t indexre. Ez azt jelenti, hogy a fenti sorozat-
ban szerepld a; és b; elemek mindegyike benne van S,-ban. Az

e
Ti—1@i—1Yi—1 = a; '

egyenldségbol
(aii1)ai—1(yi—1a:) = a:-niH
kovetkezik. Megjegyezziik, hogy mivel

m;+2
a; <) ;i <ya; 7,
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ezért
;Ti—1,Yi—10; € Sa.

Hasonléan igazolhato, hogy
bjyj—lauj—lbj S Sa.

Jeldlje o4, 04, illetve A\, az S, félcsoporton definidlt o, o, illetve A relacidkat. Az el6z6-
ekbol kovetkezden

A;—1 Oq Q4 (221,,]{)
és
bj,1 Oq bj (]21,,t)
Igy
a 0o b, boa a.
Kovetkezésképpen

a A, b.

Tehat A\, az S, félcsoport univerzalis relacidja. Mivel \, az S, félcsoport legsziikebb
félhalo-kongruenciaja, ezért S,-nak csak egyetlen félhélé-kongruenciaja van, az univer-
zalis relacié. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy S, félhalo-felbonthatatlan. ]

10.7. Kovetkezmény Minden félcsoport felbonthato félhdlo-felbonthatatlan félcsopor-
tok félhdlojdra.

Bizonyitds. A 10.6. Tétel alapjan nyilvanvald. ]

10.8. Kovetkezmény FEgy S félcsoport akkor és csak akkor félhalo-felbonthatatlan, ha
tetszdleges a,b € S elemek esetén megadhato S elemeinek egy olyan

a=ap, - ,a,=>
sorozata, amely esetén az a;_q elem osztja az a; elem valamelyik hatvanydt (i =1,...,n).
Bizonyitds. Az allitas a 10.6. Tétel kdvetkezménye. O]

10.2. Arkhimédeszi félcsoportok félhalgja

10.9. Definicié Egy S félcsoportot arkhimédeszi félcsoportnak neveziink, ha barmely két
elemét véve, mindegyik osztoja a mdasik eqy alkalmas hatvanydanak.

10.10. Lemma Minden arkhimédeszi félcsoport félhdlo-felbonthatatlan.

Bizonyitds. A 10.8. Kovetkezmény szerint nyilvanvalo. [
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10.11. Kovetkezmény Minden egyszeri félcsoport félhalo-felbonthatatlan.

Bizonyitas. Mivel a 4.2. Tétel szerint egy félcsoport akkor és csak akkor egyszerti, ha
tetszoleges a eleme esetén SaS = S, ezért minden egyszert félcsoport arkhimédeszi. Igy
a 10.10. Lemma miatt igaz az allitas. m

10.12. Definicié Egy S félcsoportot bal (jobb) Putcha-félcsoportnak nevezink, ha min-
den z,y € S elem esetén azy € xS' (y € Sx) feltételbsl y™ € x2St (™ € S'a?)
kovetkezik valamely m pozitiv egész szammoal.

Egy S félcsoportot Putcha-félcsoportnak neveziink, ha minden x,y € S elem esetén
azy € StaSt feltételbsl y™ € S1a?St kovetkezik valamely m pozitiv egész szammal.

10.13. Lemma S akkor és csak akkor bal (jobb) Putcha-félcsoport, ha tetszdleges x,y €
S elemekhez és tetszoleges n pozitiv egész szamhoz megadhato olyan m pozitiv egész szam,
amelyre (zy)™ € z"S* ((zy)™ € S'y") teljesiil.

Bizonyitds. Legyen S egy bal Putcha-félcsoport. Mivel zy € xS*, ezért megadhaté olyan
t pozitiv egész szam, amelyre

(zy)' € 225!
teljesiil. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy minden k pozitiv egész szamhoz van olyan p
pozitiv egész szam, hogy .

(zy)? € 2* S
Legyen n tetszoleges pozitiv egész szam. Tegyiik fel, hogy

oF > n.

Akkor
(zy)™ € 2"S* C 22" 8!
teljesiil valamely m pozitiv egész szamra.
Forditva, tegyiik fel, hogy egy S félcsoport teljesiti azt a feltételt, hogy tetszoleges
x,y € S elemekhez és tetszoleges n pozitiv egész szamhoz megadhatd olyan m pozitiv
egész szam, amelyre

(zy)™ € 2"S!
teljesiil. Tegyiik fel, hogy
y € xS
valamely z,y € S elemekre. Ekkor
y* = zu,

ahol u az S valamely eleme. Ha alkalmazzuk az S-re vonatkozé feltételiinket n = 2
esetre, akkor megadhatd olyan m pozitiv egész szam, amelyre

y*" = (zu)™ € 2°5.
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Ez viszont azt jelenti, hogy S bal Putcha-félcsoport. A jobb Putcha-félcsoportokkal
kapcsolatos allitas bizonyitasa a bal oldali esethez hasonlé. O]

10.14. Lemma Minden bal (jobb) Putcha-félcsoport egyben eqy Putcha-félcsoport.

Bizonyitds. Legyen S egy bal Putcha-félcsoport. Legyenek a,b € S tetszoleges elemek a
be Stast

feltétellel, azaz
b= zay

valamely z,y € S! elemekkel. Feltehetjiik, hogy az = és y elemek valamelyike S-ben van,
mert a = b-re az allitas igaz. Akkor viszont a 10.13. Lemma szerint megadhaté olyan m
pozitiv egész szam, hogy
(a(yz))™ € a®S*.
Ebbdl viszont
bt = (zay)™ ™ = z(ayr)may € Sta®S?

adodik. Tehat S Putcha-félcsoport. A jobb oldali eset bizonyitdsa a bal oldali esethez
hasonléan bizonyithato. O]

10.15. Tétel Eqy S félcsoport akkor és csak akkor bonthato fel arkhimédeszi félcsoportok
félhdlojara, ha S Putcha-félcsoport. FEbben az esetben a félhdlo-felbontdasnak megfeleld
legsziikebb félhdlo-kongruencia a kovetkezo:

n=1{(a,b) €S xS: (ImneN")a" e SbS, " € SaS}.

Bizonyitds. Legyen S egy Putcha-félcsoport. Legyen 7 a tételbeli reldacié. Vilagos, hogy
n az S reflexiv és szimmetrikus relaciéja. (Megjegyezziik, hogy 7 tetszéleges S félcso-
port esetén reflexiv és szimmetrikus.) Megmutajuk, hogy 7 tranzitiv is S-en. Legyenek
a,b,c € S tetszoleges elemek az

(a,b) €1
és
(b,c) €n
feltétellel. Ez azt jelenti, hogy
a™ € SbS, b"e SaS

és

b e SeS, e Sbs
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teljesiil valamely m,n,t, k pozitiv egész szamokkal. Mivel S Putcha-félcsoport, ezért
pinden r pozitiv egész szamhoz megadhaté olyan u pozitiv egész szam, amelyre

e Sb*'S
teljesiil. Tegyiik fel, hogy
2" > n.
Akkor
e Sh¥' S C Sas.
Hasonléan,

a’ € SeS

valamely v pozitiv egész szammal. Kovetkezésképpen n tranzitiv.
Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy 7 kongruencia S-en, Tekintsiink olyan S-beli a és b
elemeket, amelyekre

(a,0) €m

teljesiil. Ez azt jelenti, hogy megadhatok olyan m,n pozitiv egész szamok és olyan
x,y,u,v € S elemek, amelyekre

a™ =ubv, b" = zxay.

Legyen s € S tetszdleges. Jeloljon k olyan pozitiv egész szamot, amelyre
oF >m
teljesiil. Mivel S Putcha-félcsoport, és mivel sa € S*aS!, ezért megadhaté olyan ¢ pozitiv

egész szam, hogy .
(sa)' € Sa*' S.

Igy 1éteznek olyan e, f € S elemek, hogy
(sa)! = ea® f = ea™a® ™ f = eubva® ™.

Ebbdl viszont . .
(sa)™ = eu(bva® ~™fs)a € Sbva® " fsS

addédik. Mivel S Putcha-félcsoport, ezért megadhaté olyan p pozitiv egész szam, amelyre
(sa)? € S(bva® ™ f5)*S C SsbS
teljesiil. Hasonléan bizonyithato, hogy

(sb)? € SsaS
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valamely ¢ pozitiv egész szammal. Igy
(sa, sb) € n.

Tehat n az S félcsoport balkongruenciaja. Hasonléan igazolhatd, hogy n az S félcsoport
jobbkongruenciaja. Kovetkezésképpen n az S félcsoport kongruenciaja. Mivel

(a,a®) €7
és

(bc,cb) € n
teljesiil tetszéleges a, b, c € S elemekre, ezért az Y = S/n faktor félcsoport félhald. fgy
az S félesoport az S, (o € Z) n-osztalyok félhaldja. Megmutatjuk, hogy az S félecsoport
Sa (v € Z) részfélesoportjai arkhimédeszi félcsoportok. Legyen S, tetszéleges n-osztaly.

Akkor tetszoleges a,b € S, elemekhez megadhatok olyan m,n pozitiv egész szamok,
valamint olyan z,y,u,v € S elemek, hogy

xay =b0", ubv=a".

Tegyiik fel, hogy
S SW? y € Ss.

Akkor

a=av €Y,
azaz

Sa = Saqs-
Mivel
(zayz)a(yray) = b
és
xayr, yray € Says = Sas

ezért

b’ e S,aS.,.
Hasonléan,

" e S,bS,,.

Igy S, arkhimédeszi félcsoport.

Megmutatjuk, hogy n az S félcsoport legszlikebb félhalé-kongruencidja. Legyen o
az S félesoport tetszéleges félhalé-kongruencidja. Tegyiik fel, hogy (a,b) € n valamely
a,b € S elemekre, azaz ray = b és ubv = o’ teljesiil valamely x,y,u,v € S elemekre és
valamely 1, 7 pozitiv egész szamokkal. Akkor

a o a =ubv o ub™v = urayby o raubvy =
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za’ ™y o zay = b o b.
Ezért
n C o.

Forditva, tegyiik fel, hogy egy S félcsoport Y félhaldja S, (o € Y) arkhimédeszi
félcsoportoknak. Tegyiik fel, hogy
be StaSt

valamely a,b € S elemekre. Akkor
ray = b

valamely z,y € S elemekkel. Vildgos, hogy zay = b és xa’y ugyanabban az S, osztaly-
ban vannak. Mivel S, arkhimédeszi félcsoport, ezért megadhaté olyan k pozitiv egész
szam, amelyre

vk e Syza’yS, C Sa®S

teljesiil. Ez viszont annyit jelent, hogy az S félcsoport Putcha-félcsoport. O]

10.16. Kovetkezmény Legyen S olyan félcsoport, amely elédll S, (o € Y ) arkhiméde-
szi félcsoportok Y félhdlojaként. Akkor S tetszdleges G részcsoportjdhoz van olyan o € Y
elem, hogy G C S,.

Bizonyitds. Mivel a G elemei az S félcsoport ugyanazon n-osztalyahoz tartoznak, ezért
az allitas nyilvanvalo. O]

10.17. Kovetkezmény Minden bal (jobb) Putcha-félcsoport felbonthaté arkhimédeszi
félesoportok félhdlojara.

Bizonyitds. A 10.14. Lemma és a 10.15. Tétel szerint nyilvanvalo. O

10.18. Kovetkezmény Minden kommutativ félcsoport elédll kommutativ arkhimédeszi
félesoportok félhdlojaként.

Bizonyitds. Legyen S kommutativ félcsoport. Legyenek a,b € S tetszoleges elemek.
Tegyiik fel, hogy
be StaSh.
Akkor megadhatdk olyan x,y € S! elemek, melyekre
b= zay
teljesiil. Mivel S kommutativ, ezért

1 = (way)® = ey

amibdl

v’ € S'a*S!
kovetkezik. Tehat S Putcha-félcsoport. A 10.15. Tétel szerint S kommutativ arkhimé-
deszi félcsoportok félhaldja. m
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10.19. Definicié Egy 0-elemes S félcsoportot nil félcsoportnak neveziink, ha minden a
eleméhez megadhato olyan n pozitiv egész szam, amelyre a™ = 0 teljesil. Eqgy S félcso-
portot nilpotens félcsoportnak neveziink, ha S™ = {0} teljesiil valamely n pozitiv egész
szamra.

Minden nilpotens félcsoport nil, de a forditott allités dltaldban nem igaz. Ervényes
viszont a kovetkezo.

10.20. Lemma Minden véges nil félcsoport nilpotens.

Bizonyitds. Legyen S véges nil félcsoport. Az S végessége miatt megadhatd olyan n
pozitiv egész szam, hogy S jobb oldali idedljainak barmely szigortian csokkend lanca
nem hosszabb n-nél. Legyenek

A1, A2, ..., Qn, Ani1 €S
tetszoleges elemek. Az
a1S' D a1azS' D - Day---a, St D ag - anan g St

lanc hossza n + 1, ezért
al...aksl = al...akak+151

valamely 1 < k < n egész szamra. fgy megadhato olyan x € S elem, amelyre
ap---Qp = ay - QAT

teljesiil. Ebbdl
ai---aQ =ay - ak(ak+1x)t

kovetkezik minden t pozitiv egész szamra. Mivel S nil félcsoport, ezért
(agp12)™ =0

valamely m pozitiv egész szamra, amibol
ay---ap =0,

és igy
ay--a, =0

adddik. Tehét
S" = {0}7

azaz, S nilpotens félcsoport. n
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Vilagos, hogy minden nil félcsoport arkhimédeszi. A nil félcsoportok fontos szere-
pet jatszanak az idempotens elemet tartalmazoé arkhimédeszi félcsoportok szerkezetének
leirasaban. Ezt mutatja a kovetkezo struktiratétel.

10.21. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor idempotens elemes arkhimédeszi fél-
csoport, ha idempotens elemet tartalmazo egyszeri félcsoportnak nil félcsoporttal valo
tdedlbovitése.

Bizonyitds. Legyen S olyan arkhimédeszi félcsoport, amely tartalmaz egy e idempotens
elemet. Az vilagos, hogy K = SeS az S egy idedlja. Mivel S arkhimédeszi, ezért S
minden idedlja tartalmazza S 6sszes idempotens elemét. Ervényes ez K-rais. Legyen A
az S tetszoleges idedlja. TetszOleges a € A elem esetén

e€ StaS' C A
(mert S'aS! és A az S idedljai), amibdl
KCA

kovetkezik. Tehat K az S félcsoport magja. fgy K az S egy minimalis idedlja, s ezért
K egy idempotens elemet tartalmazo egyszert félcsoport. Az vilagos, hogy S a K-nak
az S/ K Rees-féle faktorfélcsoporttal val6 idealbovitése. Mivel S arkhimédeszi félcsoport,
ezért az S/K Rees-féle faktorfélcsoport nil félcsoport.

Forditva, tegyiik fel, hogy egy S félcsoport egy idempotens elemes, egyszerii K fél-
csoportnak egy () nil félcsoporttal vald idealbévitése. Feltehetjiik, hogy S = K U Q*,
ahol @* = @ \ {0}. Legyenek a,b € S tetsz6leges elemek. Mivel @ nil félcsoport, ezért
megadhatok olyan n és m pozitiv egész szamok, amelyekre

a”, b" e K.

K egyszert félcsoport, ezért
a" € K"K C S'bS,

azaz b osztja az a elem n-edik hatvanyat. Hasonldan,
v e StaS?,
Azaz a osztja a b elem m-edik hatvanyat. Tehat S arkhimédeszi félcsoport. O

10.22. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor olyan kommutativ arkhimédeszi fél-
csoport, amely tartalmaz idempotens elemet, ha elddll eqy kommutativ csoportnak egy
kommutativ nil félcsoporttal valo idedlbovitéseként.
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Bizonyitds. Legyen S olyan kommutativ arkhimédeszi félcsoport, amely tartalmaz egy
idempotens elemet. A 10.21. Tétel szerint S egy egyszertt K félcsoportnak egy N nil
félcsoporttal valo idealbovitése. Mivel a kommutativ egyszerti félcsoport mindegyike
csoport (7.4. Tétel), ezért K egy kommutativ csoport. Mivel N az S epimorf képe, ezért
N kommutativ. Tehat S a K kommutativ csoportnak az N kommutativ nil félcsoporttal
valé idedlbovitése.

Forditva, tegyiik fel, hogy S olyan félcsoport, amely eléall egy kommutativ K cso-
portnak egy kommutativ N nil félcsoporttal valé idealbévitéseként. A 10.21. Tétel miatt
S idempotens elemet tartalmazé arkhimédeszi félcsoport. Legyenek a,b € S tetszoleges
elemek. Ha ab ¢ K (azaz ab # 0 az N-ben; 0 az N nulleleme), akkor ab = ba # 0 N-ben,
és igy ab = ba ¢ K az S félcsoportban. Ha ab € K, (azaz ab = 0 az N-ben), akkor
ba = 0 az N-ben és igy ba € K az S-ben, amibdl

ab = (ab)e = a(be) = a(e(be)) = (ae)(be) = (be)(ae) = b(e(ae) = b(ae) = (ba)e = ba

kovetkezik. Tehét
ab = ba

mindkét esetben. Kovetkezésképpen S kommutativ félcsoport. O

10.23. Tétel Idempotens elem nélkili kommutativ arkhimédeszi félcsoportok mindegyi-
kének van nemtrivialis csoport-epimorf képe.

Bizonyitds. Legyen S egy idempotens elem nélkiili kommutativ, arkhimédeszi félcsoport.
Legyen a € S tetszéleges. Legyen tovabba

H,={xeS: (Im,neN") za™ = a"}.

Vildgos, hogy a' € H, minden pozitiv egész t kitevire. Egyszertien igazolhatd, hogy H,
reflexiv és unitér részfélcsoportja S-nek. Mivel S arkhimédeszi, ezért tetszoleges b € S
elem esetén van olyan x € S elem, hogy zb megegyezik az a valamely hatvanyaval, s ezért
xb € H,. Ha S valamely a elemére H, # S, akkor az S félcsoport Py, fékongruencia
szerinti faktorcsoport nem trividlis. Ha H, = S volna minden S-beli a elemre, akkor
a € Hy2 ésigy
a(a2>m — (a2)n

teljesiilne valamely pozitiv egész n és m kitevokre. Mivel a bal oldali kitevé paratlan
a jobb oldali paros, ezért az a elem periodikus elem lenne, s ezért S tartalmazna egy
idempotens elemet az 1.29. Tétel szerint. Ez viszont nem lehetséges az S-re tett feltétel
szerint. O

10.24. Tétel Tetszoleges S félcsoportra az aldbbu feltételek egymadssal ekvivalensek:

(1) S egy egyszerii bal és jobb Putcha-félcsoport.
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(2) S egy teljesen eqyszeri félcsoport.

Bizonyitds. Legyen S egy egyszerii bal és jobb Putcha-félcsoport. Legyen x € S tetszo-
leges elem és n > 3 tetszoleges egész szam.Megmutatjuk, hogy x™ az S félcsoport egy
regularis eleme. Mivel S egyszerii félcsoport, ezért

"% e Sa"S
és ezért megadhatok olyan u,v € S elemek, amelyekre
" = zux"vr

teljesiil. Az zu elemmel balrdl, a vx elemmel jobbrdl szorozgatva ezt az egyenléséget azt
kapjuk, hogy tetszoleges m pozitiv egész szam esetén

" = (zu)"z" (vz)™.
A 10.13. Lemma szerint megadhaté olyan m pozitiv egész szam, amelyre
(xu)™ € 2"S

és
(vx)™ € Sa"

teljesiil. fgy
" e " Sx",

azaz x" az S félcsoport egy reguldris eleme. A 6.2. Lemma szerint ekkor viszont az S
félcsoport tartalmaz legaldabb egy idempotens elemet. Ezek utan megmutatjuk, hogy az
S félcsoport teljesen egyszerti. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy S nem teljesen egyszerti.
Akkor a 9.11. Koévetkezmény szerint S tartalmaz egy

C=(p,g;pq=¢)
biciklikus félcsoportot (itt az e idempotens elem a C' egységeleme). Az vildgos, hogy
qp € S'p.

Mivel S jobb Putcha-félcsoport, ezért

qp = (qp)™ = xp’

valamely z € S és alkalmas m pozitiv egész szammal. Igy

ze=ap’¢* = qpq° = ¢° € C,
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valamint
zep® = xp’,

és ezért

qp = xp® = zep® = ¢°p’.
Ez viszont ellentmondéas, mert C elemeit egyértelmiien lehet el6édllitani ¢“p¥ alakban.
Tehat S valoban teljesen egyszerti.

Forditva, tegyiik fel, hogy S egy teljesen egyszerti félcsoport. Akkor a 9.28. Tétel sze-
rint S izomorf egy P szendvicsmatrixi, G csoport feletti Rees-féle M = M(G; 1, J; P)
métrixfélcsoporttal. Azonositsuk S-et M-mel. Legyenek (a;i,7), (b;k,n) € S tetszole-
ges elemek. Akkor

(G; i? j)(b> ka n) = (G; i? j)Q((pj,iapj,i)_lpjkb; ia n) € <a7 7;7 j)257
amibdl adédik, hogy S egy bal Putcha-félcsoport. Hasonléan igazolhatd, hogy S jobb

Putcha-félcsoport. O

10.25. Definicié Egy A félcsoportnak valamely Q) nullelemes félcsoporttal valo S bovi-
tésérdl akkor mondjuk, hogy retrakt bévités, ha (azonositva A-t S azon idedljdval, amely
szerinti Rees-féle faktorfélcsoportja izomorf Q-val) megadhato S-nek A-ra olyan homo-
morfizmusa, amely A elemeit fizen hagyja.

10.26. Tétel Tetszoleges S félcsoporton a kovetkezd feltételek eqgymdssal ekvivalensek.
(1) S idempotens elemet tartalmazd, arkhimédeszi bal és jobb Putcha-félcsoport,

(2) S egy teljesen egyszerti félcsoportnak egy nil félcsoporttal vald retrakt bévitése.

Bizonyitds. Legyen S egy olyan arkhimédeszi bal és jobb Putcha-félcsoport, amely tar-
talmaz legalabb egy idempotens elemet. A 10.24. Tétel szerint S egy idempotens elemet
tartalmazo egyszerti K félcsoportnak az N = S/K nil félcsoporttal valé idedl-bévitése.
Az vildgos, hogy egy bal és jobb Putcha-félcsoport tetszoleges idedlja is bal és jobb
Putcha-félcsoport. fgy K is jobb és bal Putcha-félcsoport. Ebbol viszont a 10.24. Tétel
szerint az kovetkezik, hogy K teljesen egyszerii, s ezért a 9.28. Tétel miatt izomorf egy
M(I; G, J; P) Rees-féle métrixfélcsoporttal. Mivel K gyengén reduktiv a 9.29. Tétel mi-
att, ezért az 5.20. Tétel szerint K az Q(K) transzlacids burok egy idedlja. A 9.30. Tétel
szerint

QUE)={(k,a,h) €Ty x G x Ty:(Vi € 1,7 € J) Pjr(e)aPio)hi = Piktio) WP ()hi }
Az Q(K) transzlaciés burok két elemének (k,a, h)-nak és (f,b, g)-nek a szorzata
(ka a, h)(f7 b7 g) = (k o f7 ap(jo)h,f(io)b7 ho g)
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Tovabba, ha (g;i,7) € K és (k,a,h) € Q(K) tetszéleges elemek, akkor

(ka a, h)(ga Zaj) = (ap(jo)h,ig; k(/L)?]) €K
és
Egy (k,a,h) € Q(K) bitranszlacié akkor és csak akkor bels6 bitranszlacio, ha k és h
konstans transzformacick. Az 5.21. Tétel szerint Q(K)-nak van olyan N = S/K-val valé
(57, +) idedlbdvitése, amelynek S egy részfélcsoportja. Jelolje e az Q(K) egységelemét.
Akkor
o x—x+e

S’-nek Q(K)-ra valé retrakt homomorfizmusa. Az S’ félcsoporton érvényes miivelet ¢
altal meg van hatarozva: Ha x,y € N* = N — {0} és s,t € Q(K), akkor x +t = ¢(x)t,
t+x =to(x), s+t = st; haxy # 0 N-ben, akkor z + y = zy, ha xy = 0 N-ben akkor
viszont = 4+ y = ¢(x)p(y). Megmutatjuk, hogy ¢-nek S-re vald lesziikitése S-nek K-ra
val6 retrakt homomorfizmusa. Elegend6 azt megmutatni, hogy minden s € N* esetén
o(s) € K, azaz ¢(s) a K egy bels6 bitranszlacidja. Legyen s az N* egy tetsz6leges eleme,
és legyen
o(s) = (k,a,h) € Q(K).

Mivel N nil félcsoport, ezért
s"e K
valamely n pozitiv egész szammal. fgy
(k,a,h)" = (ko,b, ho).
Legyen
(9:1,7) € K
tetszoleges elem. Mivel S egy bal Putcha-félcsoport, ezért a 10.13. Lemma szerint meg-
adhaté olyan m pozitiv egész szam és olyan z € S elem, hogy
(s(g34,5))" = s"x.
Legyen
o(x) = (ky, by, hy) € Q(K).
Akkor
((ap(jo)h,igpj,k(i))m_lap(jo)h,i9§ k(i), j) = (apgoynig; k(i),5)™
= ((k;a,h)(g:4,9))™ = (&(s)(g:4,9))™ = (s(g:4,5))™ = ¢((s(g;4,5))™) =
(b(snx) = (ka a, h)n¢(x) = <k07 b7 hO)(kaza bma hz) = (k07 bpho,kx(io)bxa (hO)hm)
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Ebbl
k(i) = ko

adodik minden ¢ € I indexre, azaz k konstans transzformécié. Az S-re vonatkozd jobb
Putcha feltétel felhasznéalasaval, hasonléan bizonyithaté, hogy h is konstans transzfor-
macio. fgy
o(s) € K.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy (1)-bél kovetkezik (2).
Mivel egy teljesen egyszert félcsoport arkhimédeszi jobb és bal Putcha-félcsoport,
ezért konnyen ellendrizhetd, hogy (2)-bél kovetkezik (1). O

10.3. Félcsoportok eros félhaldja

10.27. Definicié Legyen Y egy félhdlo, és legyenek S, (v € Y ) tetszdleges félcsoportok
igy, hogy So N Sz =0 minden o # B (o, f € Y) esetén. Tegyiik fel, hogy minden oo >
(a, B €Y ) esetén van olyan (-)¢pa.pg homomorf leképezése S,-nak Ss-ba, hogy az aldbbiak
teljesiilnek

(1) Gan =ids,, (x€Y),

(2) ¢apodpy = Gar minden a> > (a, 5,7 €Y ) esetén.

Az S = Uquey Sa halmazon definidljunk egqy x miveletet a kovetkezoképpen. Ha a € S, €s
b € Sg, akkor legyen

a*xb= (a)gba,aﬁ(b)gbﬂt)&ﬁ?

ahol a jobb oldalon (a)¢a.ap €5 (b)Ps.ap ko20tt az Sup félcsoportbeli miiveletet kell tekinte-
ni. Konnyen ellendrizhetd, hogy S erre a miveletre nézve félcsoportot alkot, és S az S,
félcsoportok Y félhaloja. Ezt a félcsoportot az S, félcsoportok erds félhdlojanak nevezzik
és S =[Y; Sa, ¢apl-val jeloljik. A {¢aplasp leképezés-csalddot az S-en értelmezett
miveletet meghatdarozo homomorfizmusok tranzitiv rendszerének nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a > 8 esetén S, U Sg retrakt bévitése Sg-nak.

Egy S félcsoportot Clifford-félcsoportnak neveziink, ha S reguldris és idempotensei S
minden elemével felcserélhetoek. A 6.20. Tétel szerint minden Clifford-félcsoport inverz

félcsoport. A kovetkezo tétel a Clifford-félcsoportok szerkezetérdl is fontos informéciot
ad.

10.28. Tétel Tetszoleges S félcsoport esetén az alabbi feltételek eqymdssal ekvivalensek:

(1) S részcsoportok félhdldja.
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(2) S részesoportok erds félhdldja.
(3) S Clifford-félcsoport.

Bizonyitds. Vildgos, hogy az (1) és (2) feltételek ekvivalencidjahoz elegendd csak azt
bizonyitani, hogy (1)-bél kovetkezik (2). Legyen az S félcsoport a G, részcsoportok Y
félhaldja (o € V). Legyenek « és 3 tetszbleges Y-beli elemek az o > 3 feltétellel. Ha eg
jeloli Gg egységelemét, akkor

Yap: 0> aeg (a € Gy)

a G, részcsoportnak a G részcsoportba valé leképezése. Mivel tetszdleges a,b € G,
esetén

(ab)pa,s = (ab)es = a(beg) = a(es(beg) = (aes)(bes) = (a)Pa,s(b)Pas;

ezért ¢, g homomorfizmus. Az vilagos, hogy

Pa,a = idGe
minden « € Y-ra. Legyenek a, 3,7 € Y tetszéleges elemek ugy, hogy a > 3 > ~. Akkor

egey = (€5)P8,

miatt ege, a G, egységeleme, azaz

€3y = €.
Ezért tetszoleges a € G, esetén

(@)pa,y = aey = aegey = (@)Pa,p © Pp,y-
Tovabba, tetszbleges o, 5 € Y és tetszbleges a € Gy, b € G esetén
ab = (ab)eap = (acap)(beas) = (a)Pa,ap(b)Ps.as-

Ezért S a G, (a € Y) részesoportok erds félhaldja.

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy (2)-bdl kévetkezik (3). Tegyiik fel, hogy az
S félesoport G, (o € Y) csoportok erds félhaldja. Az vildgos, hogy S minden eleme
regularis. Az S idempotens elemei a G, csoportok egységelemei. Ha e, € G, idempotens
elem b, (€ Gp) pedig tetszileges elem S-ben, akkor

eabp = (€a)Paas(b3) P08 = €ap(bs)dp.ap =
= (bs) 9,08 = ((05)Pp.0p)€as = (b5)Pp.a5(€a)Paas = bsea-
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Tehét S Clifford-félcsoport. A bizonyitds hatralévd részében megmutatjuk, hogy (3)-bél
kovetkezik (1). Legyen S egy Clifford-félcsoport. Akkor (definici6 szerint) S regularis
és S idempotensei felcserélhetoek S barmelyik elemével. Legyen a € S tetszoleges elem.
Mivel S regularis, ezért van S-nek olyan x eleme, amelyre axza = a teljesiil. A 6.2. Lem-
ma szerint ax és ra idempotens elemek. fgy ezek az elemek az S tetszoleges elemével
feleserélhetdek, azaz benne vannak az S félesoport Z(S) centrumdban. Emiatt

ra = zaxa = z(ax)a = (ax)ra = ax(xa) = a(ra)r = arar = ax.

Igy az S félesoport teljesen reguléris (Idsd a 6.15. Definiciét). A 6.16. Tétel szerint S el4ll
csoportok unidjaként. Az 1.42. Tétel szerint S el6éll diszjunkt G; (i € I) részcsoportok
unidjaként. Megmutatjuk, hogy S a G; (i € I) csoportok félhaléja. Jeldlje e;, illetve e;
a G, illetve G; (i, € I) részcsoport egységelemét. Mivel e;, e; € Z(.5), ezért

€i€j = €;¢€;.

Tovabba
)
2 _ 22
(eiej)” = ejej = eej,

azaz van olyan Gy (ki € I) részcsoport, hogy e;e; = eje; a Gy, egységeleme. Jelolje ezt
az egységelemet e;. Ha a € G; és b € G, tetszlleges elemek, akkor (e;, e; € Z(S) miatt)

(ab)er, = (ab)(ese;) = (ae;)(be;) = ab
és (az el6z6hoz hasonléan)
er(ab) = ab, (ba)e, = ba, e(ba) = ba.

Tehat
ab,ba € e S N Sey, = epSey.
Tgy
GiGj,GjGi - ekSek.

Jelolje a™', illetve b™! az a € G, illetve b € G, elem G, illetve G; csoportbeli inverzét.
Az el6z6ek szerint
b la a7t € e Sey.

Igy
(ab)(b™ra™') = aeja™t = ej(aa™t) = eie; = e

és (az el6z6hoz hasonldan)

(b"ra N (ab) = e, (ba)(a'b71) = ek, (a7'b1)(ba) = e.
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Az 1.41. Tétel szerint ez azt jelenti, hogy
ab,ba € G.,,

ahol G, jeloli az S félcsoport azon maximalis részcsoportjat, amelyben e, az egységelem.
Az vilagos, hogy

G, = G.
Igy
ab, ba € Gj..
Kovetkezésképpen
G;G;, GG, C G
Ebbdl mar kévetkezik, hogy az S félcsoport a G; (i € I) részesoportok félhaléja. O

10.4. Kotegek

Az el6zéekben mér definidltuk a koteg fogalmat (1.38. Definicid). A kotegek vizsgalata-
ban fontos szerepet jatszanak a derékszogl kotegek. Lassuk ezek egyik definiciéjat!

10.29. Definicio Legyenek A és B tetszédleges nem iires halmazok. Az A x B Descartes-
szorzaton definidljunk eqy miveletet a kovetkezéképpen: Ha (aq,by) €s (az,be) tetszbleges
A X B-beli elemek, akkor legyen (a1, b1)(as,bs) = (a1, bs). Kiénnyen ellendrizhetd, hogy
ezzel eqy asszociativ miveletet definidltunk A x B-n. Az igy definidlt félcsoportot derék-
sz20gU kotegnek nevezziik.

A kovetkezo tétel a derékszogii kotegek jellemzésével foglalkozik. Szerepet jatszik
benne a félcsoportok (kiilsé) direkt szorzata . Valamely A és B félcsoportok (kiils6) direkt
szorzatan értjiik azt a félcsoportot, melynek alaphalmaza az A x B Descartes-szorzat, és
tezsOleges (a1, b1), (a9, be) € A X B elempéarok esetén (ay,by)(az, ba) = (ayas, bibs).

10.30. Tétel Tetszbleges S félcsoporton a kovetkezd feltételek egymdssal ekvivalensek.
1) S derékszogi koteg;
2) S sehol sem kommutativ (minden a,b € S esetén ab = ba-bdl a = b kovetkezik);

4

(1)

(2)

(3) S koteg és teljesiti az aba = a azonossdgot;
(4) S kditeg és teljesiti az abc = ac azonossdgot;
(5)

5) S egy balzéro és egy jobbzérd félcsoport (kiilsé) direkt szorzata.
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Bizonyitds. Az nyilvanvalé, hogy (1)-bol kovetkezik (2). Megmutatjuk, hogy (2)-bél
kovetkezik (3): Legyen S sehol sem kommutativ félcsoport. Tetszéleges a € S elem
esetén a és a® egymassal felcserélhetdk, ezért a = a?, azaz S koteg. Mivel tetszbleges
a,b € S elemek esetén

a(aba) = aba = (aba)a,
ezért

a = aba.

gy S teljesiti (3)-at.

Most belatjuk, hogy (3)-bdl kovetkezik (4): Legyenek a, b, c € S tetszéleges elemek.
Akkor

abe = (aca)(be) = a(cabe) = ac.

Tehat S teljesiti (4)-et.

Megmutatjuk, hogy (4)-bél kovetkezik (5): Tegytiik fel, hogy S teljsiti (4)-t. Legyen
a € S tetszbleges elem. Legyen L = Sa és R = aS. Akkor sata = sa és asat = at
(s,t € S) miatt L egy balzérd, R pedig egy jobbzéré félcsoport. Megmutatjuk, hogy
S = LxR. Az (sa,at) € L x R elemmel legyen ¢((sa,at)) = sat. Mivel minden s € S
elemre s = sas, ezért ¢ sziirjektiv. Megmutatjuk, hogy ¢ injektiv. Tegyiik fel, hogy
o((sa,at)) = ¢((ua, av)) valamely s,t,u,v € S elemekre. Akkor sat = uav és igy

sa = sata = uava = ua,

valamint
at = asat = auav = av.

Tehét
(sa,at) = (ua,av),

amely azt eredményezi, hogy ¢ injekiv. Mivel
8((sa,at)(ua, av)) = ((sa, av)) = sav
és
o((sa,at))o((ua, av)) = (sat)(uav) = sav,

ezért ¢ homomorfizmus. Tehéat ¢ egy izomorf leképezése az L x R direkt szorzatnak az S-
re. Mér csak annak igazoldsa van hatra, hogy (5)-bél kovetkezik (1). De ez a derékszogi
koteg definicidja alapjan nyilvanvalo. O

10.31. Tétel Tetszoleges S kdteg esetén
o={(a,b) € SxS: a=aba ésb=bab}

az S legszikebb félhdlo-kongruencidja.
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Bizonyitds. Az nyilvanvald, hogy o reflexiv és szimmetrikus. Megmutatjuk, hogy o
tranzitiv. Tegyiik fel, hogy aob és boc teljesiil az S koteg valamely a, b, c elemeire.

Akkor
a = aba = a(bcb)a = ab(cba)(cba) = a(beb)a(cba) = (aba)(cba) = acba

és, hasonléan,
a = abca.

Ezekbdl viszont
a = (acba)(abca) = (ac)(bab)(ca) = a(cbc)a = aca
addédik. Hasonlé modon bizonyithatd, hogy
¢ = cac.

fgy acc. Tehdt o tranzitiv.
Megmutatjuk, hogy o jobbkongruencia. Legyenek a,b,c € S tetszbleges elemek.
Tegyiik fel, hogy acb. Akkor

(ac)(abe)(ac) = (ac)(abe)(abac) = a(cab)(cab)(ac) = a(cab)(ac)
= (ac)(abac) = (ac)(ac) = ac,
(abc)(ac)(abe) = (ab)(ca)(ca)(be) = (ab)(ca)(be) = (abe)(abe) = abe.
fgy acoabe. Tovabba,
(be)(abe)(be) = (be)(abe) = (babe)(abe) = b(abe)(abe) = (bab)e = be,
(abc)(be)(abe) = (abc)(abe) = abe.

Igy beoabe. Mivel o tranzitiv, ezért acobe. Tehét o jobbkongruencia. Hasonléan bizo-
nyithaté, hogy o balkongruencia. Ezért o kongruencia. Mivel

ab = (ab)(ba)(ab)
ba = (ba)(ab)(ba),

ezért aboba. fgy S/o kommutativ koteg, azaz félhalo.
Legyen 7 az S koteg tetszoleges félhélo-kongruencidja. Akkor az acb feltételt teljesito
a,b € S elemekre
a = abatbab = b

kovetkezik. Tehat o C 7, azaz o az S koteg legsziikebb félhalé-kongruenciaja. n
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10.32. Kovetkezmény Minden kiteg derékszogi kitegek félhdloja.

Bizonyitds. Legyen S tetszoleges koteg. A 10.31. Tétel szerint
o={(a,b) € S xS : a=aba és b=bab}

az S legsziikebb félhdlo-konguencidja. Ha A az S egy o-osztalya, akkor barmely a,b € A
esetén (a,b) € o miatt a = aba. Tehat A-ban teljesiil a 10.30. Tétel (3)-as feltételében
szerepl6 azonossagot, s ezért A derékszogi koteg. Tehdat az S koteg derékszogi kotegek
félhaléja. O

10.33. Tétel Legyen Y félhalo. Tetszoleges v € Y elem esetén legyenek L. és R, tet-
szbleges nem dires halmazok gy, hogy L, N Ly = R, N Rs = 0, ha § # ~. Legyen
Sy = L, x R,. Minden v > § esetén legyenek adottak valamely o : S, — T(Ls) €s
Bys: S, — T(Rs) fiiggvények. Jeldlje 04((;"7”), illetve BA(Z’(S“) az (i, ) € S, elemhez az o,
illetve B, dltal rendelt T (Ls)-beli, illetve T (Rys)-beli elemet.

Tegyiik fel, hogy minden v,8 € Y és minden (i,u) € S,, (j,v) € Ss elemekre teljestil-
nek a kovetkezok.

(1) [a54) =4, (6854 = p,

(2) [a(i’“)a(j”')] =k, [ﬁ(i’“)a(j’y)] = & valamely (k,§) € S5 elemre,

Yoy 78,0 Y78 6,76
(3) a (2) jelsléseit haszndlva, minden € < ~0 esetén chif;) = al aijdy) 57“) =
gi%u) (gjﬂ/)‘

Legyen S = Uyey So. A fenti jeloléseket haszndlva, definialjunk egy * miwveletet S-en a
kovetkezéképpen (i, ) x (j,v) = (k,&). Akkor (S,*) koteg. Forditva, minden kiteget igy
lehet konstrudlns.

Bizonyitds. Annak bizonyitdsa, hogy (S, x) koteg, technikai jellegii. Ahhoz, hogy minden
koteget a tételben részletezett modon lehet konstrudlni, tekintsiink egy tetszoleges S
koteget. A 10.32. Kévetkezmény szerint S el6all S, derékszogl kdtegek Y félhalojaként.
A 10.30. Tétel miatt minden v € Y esetén vannak olyan L. balzéré és R, jobbzéré
félcsoportok, hogy S, = L, x R,. S,-t azonositani fogjuk L, x R,-val, és S-et S =
Usey (Ly X R,) forméban tekintjiik. Természetesen feltehetjiik, hogy L,NLs = R,NRs =
(), ha ~ # 6.

Legyenek v és § tetszoleges Y-beli elemek gy, hogy v > 9. Legyen (i,p1) € S,
tetszéleges. Ha (j,v) € Sy, akkor (i, u)(j,v) = (k, &) € Ss, és igy

(k, &) = (6, ) (5, V)I(@, ) (G, v)1 (G, v) = (R, §) (G, v) = (R, v),
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és ezért £ = v. Ha (j,0) € Sy, akkor
(i, 1) (5, 0) = (&, w0, v) (G, 0)] = (@, w) (G, v)] (G, o) = (k,v)(4,0) = (k,0)

amely azt mutatja, hogy k£ nem fiigg a v-tél. Igy definidlhatunk egy a fuggvenyt
Ls-n, amely teljesiti a kovetkezo feltételt:

(i, 1) (G, v) = (a2 5,v) (i, 1) € Sy, (G,v) € S5 > D).

Ennek dudlisaként, definialhatunk egy ﬁ fuggvenyt Rs-n, amely teljesiti a kovetkezo
feltételt:

()@ 1) = Gy vBS3") () € Sy (yv) € S5 7 2 6).
Ez lehetové teszi, hogy definidljuk a kovetkezo fiiggvényeket.

st (i) = ol ((i,p) € Sy, v 6

Bost (i) = B ((i,1) € 8y, 7 > 6.

(1) kozvetleniil kovetkezik a((; o és B( ) definiciéjabél. Legyen (i,p) € S, és (j,v) € Ss.

Akkor (i, pu)(j,v) = (k, &) valamely (k; €) € Sys-ra. Legyen € < 0 és legyen (I,n) € S..
Akkor

(@501, m) = (k. ©)(Ln) = (i, 1) (7, ) (1, 1) = (alPal 1, n)

és igy
(Gw)

(k,8) (3, /,L)a e

OZEW(S _Oéefy

Ebbél kovetkezik a (2) formula; az € = ~¢ vdlasztds mellett pedig az (1) formula.
Ugyanebbél adédik (3) elsé képlete, ha feltessziik, hogy ¢ < 7. A (2) és (3) mdso-
dik képlete az els6 képletek dudlisai. A (2)-bél és (k, &) definicidjabdl adddik, hogy
(1, 1) (7,v) = (i, p) * (j,v). Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

Feladatok

10.1. (Megoldds: 17.50.) Egy S félcsoport valamely F' részfélcsoportjét filternek ne-
vezziik, ha S tetszOleges a, b elemei esetén ab € F-bol a,b € F kovetkezik. Legyen J egy
S félesoport filtereinek valamely nem {ires részhalmaza. Mutassuk meg, hogy

o;={(a,b) e SxS: (VFe€J)a,be F vagy a,b ¢ F}
az S félcsoport egy félhalo-kongruencidja.

10.2. (Megoldds: 17.51.) Mutassuk meg, hogy egy S félcsoport tetszéleges félhals-
kongruencidja az el6z6 feladatban szereplé médon konstrualhato!

164



10.3. (Megoldds: 17.52.) A 10.8. Kovetkezmény felhasznaldsa nélkiill mutassuk meg,
hogy minden arkhimédeszi félcsoport félhalo-felbonthatatlan.

10.4. (Megoldds: 17.33.) Egy S félcsoportot gyengén kommutativ félcsoportnak neve-
ziink, ha tetszéleges a,b € S elemekhez megadhaték olyan z,y € S! elemek és olyan n
pozitiv egész szam, amelyekre (ab)” = xa = by teljesiil. Mutassuk meg, hogy gyengén
kommutativ S félcsoport el6all arkhimédeszi félcsoportok félhaldjaként!

10.5. (Megoldds: 17.3/.) Mutassuk meg, hogy egy gyengén kommutativ félcsoport
arkhimédeszi komponensei gyengén kommutativak!
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11. fejezet

Félcsoportok szubdirekt szorzata

11.1. Definicié Akkor mondjuk, hogy eqy S félcsoport az S; (i € 1) félcsoportok szub-
direkt szorzata, ha az S; (i € I) félesoportok direkt szorzatanak van olyan S-sel izomorf
T részfélcsoportja, hogy a direkt szorzat S; (i € I) félcsoportokra vald projekcicinak T-re
valo leszikitése sziirjektiv.

11.2. Tétel Legyen S tetszéleges félcsoport. Ha oy (i € 1) az S félcsoport olyan kong-
ruencidi, amelyekre Nicra; = g teljesil, akkor S az S/a; (i € I) faktorfélcsoportok
szubdirekt szorzata. Forditva, ha S az S; (i € I) félcsoportok szubdirekt szorzata, ak-
kor megadhatdk S-nek olyan «; (i € I) kongruencidi, amelyekre Nicjoy; = 1g, valamint

S; = S/a; (i € 1) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen S tetszoleges félcsoport, valamint «; (i € I) az S félcsoport olyan
kongruenciai, amelyekre N;era; = vg teljesiil. Jelolje S; (i € I) az S/« faktorfélesoportot.
Képezziik a [],.; S; direkt szorzatot. Jelolje ¢ S-nek a direkt szorzatba valé kévetkezo
leképezését: tetszileges s € S elem esetén legyen ¢(s) a direkt szorzat azon eleme, amely
tetszéleges i € I indexhez az S; = S/«; félecsoport azon elemét, azaz S azon «; szerini
osztalyat rendeli, amely az s elemet tartalmazza. Képletszertien:

(0(s))(2) = [s]a-

Az vilagos, hogy ¢ egyértelmii leképezés. Mivel tetszlleges s,t € S esetén

(p(s2)) (1) = [st]a; = [slas[t]a; = (2())()(2(1))(7) = ((9(3)(2(2))(7),

ezért  az S félcsoportnak a direkt szorzatba valé homomorf leképezése. A kovetkezékben
megmutatjuk, hogy ¢ injektiv. Tegyiik fel, hogy

p(s) = (1)

valamely s,t € S elemekre. Akkor minden ¢ € I indexre
(0($))(@) = (1)),
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azaz

teljesiil, amibdl az adédik, hogy
(s:1) € Nieray.

Mivel N;era; = 1dg, ezért
s=1t.

Tehat ¢ valéban injektiv. Jelolje S* az S félcsoport ¢ szerinti képét. Legyen ¢ € [
tetsz6leges index. Tekintsiik az S; = S/a; félcsoport [s],, elemét. A o(s) € S* elemnek
a m; projekcid szerinti képe (p(s))(i) = [$]a,- gy a m; projekciénak az S* félcsoportra
valé lesziikitése sziirjektiv. Kovetkezésképpen S* és igy S az S; (i € I) félcsoportok
szubdirekt szorzata.

Forditva, tegyiik fel, hogy egy S félcsoport eléall bizonyos S; (i € I) félcsoportok
szubdirekt szorzataként. Akkor van az S; (i € I) félcsoportok direkt szorzatdnak olyan
S* részfélesoportja, hogy S izomorf S*-gal és a m; (i € I) projekcidknak S*-ra vald
lesziikitései sziirjektivek minden ¢ € I index esetén. Azonositsuk S-et S*-gal, s jelolje
(1 € I) a m; homomorfizmus S-re val6 lesziikitésének magjit. Tegyiik fel, hogy

(5,t) € Nicr0y.

Akkor minden 7; (i € I) esetén
mi(s) = mi(t)

teljesiil, amibdl az s = t egyenloség kovetkezik. Tehat N;cra; = tg. [

11.3. Definicié Egy S félcsoportot szubdirekt vrreducibilis félcsoportnak neveziink, ha S
barhogy is dll elé S; (i € 1) félcsoportok szubdirekt szorzataként, van legaldbb egy olyan
J € I index, melyhez tartozo projekcichomomorfizmus S-et izomorf médon képezi Sj-re.

11.4. Tétel Eqgy S félcsoport akkor és csak akkor szubdirekt irreducibilis, ha kongruen-
ciainak tetszoleges a1 € I csalddja esetén Mijcro; = tg akkor és csak akkor teljesiil, ha
van legaldbb eqy j € I index, hogy a; = tg.

Bizonyitds. A 11.2. Tétel alapjan nyilvanvald. ]

A szubdirekt irreducibilis félcsoportok szerepét mutatja a kovetkezo tétel:

11.5. Tétel (Birkhoff-tétel) Minden félcsoport felbonthato szubdirekt irreducibilis félcso-
portok szubdirekt szorzatdra.
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Bizonyitds. Legyen S tetszOleges félcsoport. Ha S egyelemii, akkor a tétel allitasa nyil-
vénval6. Tegyiik fel, hogy |S| > 2. Az S félcsoport tetszbleges, egyméstol kiilonbozo6 a és
b elemei esetén jelolje P, az S félcsoport mindazon ® kongruencidinak halmazét, amely-
re (a,b) ¢ @ teljesiil. P,;, # 0, mert tg € P,p. A P,p halmaz a reldcidk tartalmazdsara
nézve részben rendezett. Legyen

apCayC---Ca, C.o
P, p-beli kongruencidk egy mononon névekedo sorozata. Az vilagos, hogy
U?:lozl- € Pa,b-

Tehéat P, minden részlancanak van P, ;-ben felsé korlatja. A Zorn-Lemma miatt P, -
ben van maximalis elem. Jel6ljon 1 (a,b) egy maximalis elemet.

Kovetkezo 1épésként megmutatjuk, hogy az S/ (a, b) faktorfélcsoportok minden (a, b) €
S xS a # b elempar esetén szubdirekt irreducibilisek. Legyenek «;/1(a,b) (i € I) az
S/ (a,b) faktorfélcsoport olyan kongruenciéi, amelyekre

Nier(ai/Y(a, b)) = Ls/p(an)
teljesiil. A 2.30. Tétel szerint S-ben

Nicra; = Y(a,b).
Mivel ¥(a, b) maximalis S azon a kongruenciai kozott, melyekre (a,b) ¢ « teljesill, ezért
van olyan j € [ index, hogy
a; = w(aa b),
azaz
a;/¥(a,b) = Ls/y(ab)-

A 11.4. Tétel miatt ez éppen azt jelenti, hogy az S/v(a,b) faktorfélesoport szubdirekt
irreducibilis.

A bizonyitas hatralévé részében megmutatjuk, hogy az S félesoport eléall az S/ (a, b)
(a,b € S,a # b) faktorfélcsoportok szubdirekt szorzataként. A 11.2. Tétel miatt elegendé
megmutatni, hogy

Napes,azpt(a, b) = idsg.
Legyenek z,y € S tetszéleges elemek. Tegyiik fel, hogy

x #y.
Akkor
(2,y) & ¥(z,y),
amibél
(2,y) & Napes,arpt(a,b)
kovetkezik. Tehat
Napesazp?(a, b) = idg. =
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11.1. Szubdirekt irreducibilis félcsoportok

11.6. Tétel Tetszdleges S félcsoportra a kévetkezd hdrom feltétel eqymdssal ekvivalens.
(1) S szubdirekt irreducibilis.
(2) St szubdirekt irreducibilis.

(3) SY szubdirekt irreducibilis.

Bizonyitds. Mivel az egyelemi és kételemii félcsoportok szubdirekt irreducibilisek, felte-
hetjiik, hogy |S| > 2. Feltehetjiik tovabbd azt is, hogy St # S és S° # S. Elbszor is
megjegyezziik, hogy ha o egy S! félecsoport olyan kongruencidja, melynek S-re valé o*
lesziikitésére a* = 1g teljesiil, akkor v = 1g1. Ugyanis, ha a € S-re (a,1) € « teljestl,
akkor minden b € S elem esetén (ab,b) € « és (ba, b) € o, amibdl ab = ba = b kiovetkezik,
hiszen ab,ba € S, és b € S a-osztalya csak b-t tartalmazza. Azt kaptuk, hogy a az S
félesoport egységeleme, s ezért S = S!, ami ellentmond az S # S* feltételnek.

(1)-bél kovetkezik (2): Tegyiik fel, hogy S szubdirekt irreducibilis félcsoport. Legyen
a; (i € I) az S kongruencidinak olyan csalddja, melyre

Niery; = Lg1
teljesiil. Jelolje of az «; (i € I) kongruencia S-re val6 lesziikitését. Akkor
Niero; = Lg.
Mivel az S félcsoport szubdirekt irreducibilis, ezért valamely j € I indexre
o =idsg.
Az elozéekben tett megjegyzés szerint ebbol
a; = tdg

kovetkezik. A 11.4. Tétel szerint S* szubdirekt irreducibilis.
(2)-b8l kovetkezik (1): Legyen S! szubdirekt irreducibilis. Legyen o (i € I) az S
félcsoport kongruencidinak olyan csalddja, amelyre

*
Nicrt; =Ls

teljesiil. Tetszbleges i € I indexre jeldlje o; az St félcsoport azon ekvivalenciareldcidjat,
amely szerint az S? félcsoport egységeleme 6ndlléan alkot egy osztdlyt, az S elemeinek
a;-osztalya megegyezik az S-beli aj-osztdlyaval. Konnyen ellendrizhetd, hogy «; kong-
ruencia az S* félcsoporton és

ﬁidai = lg1.
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Mivel S! szubdirekt irreducibilis, ezért
a; =1lgs1

valamely j € I indexre, amibdl

*

kovetkezik. Igy S szubdirekt irreducibilis, azaz (1) teljesiil.

Az (1) és (3) feltételek ekvivalencidja az elézekhez hasonléan bizonyithaté a kovet-
kez6k figyelembevételével: Ha a egy S° félcsoport olyan kongruencidja, melynek S-re
valé a* lesziikitésére a* = 1g teljesiil, akkor @ = 1g0. Ugyanis, ha (a,0) € «, teljesiil
valamely a € S elemre, akkor minden b € S elemre (ab,0) € a és (ba,0) € «, amibél
ab,ba € S miatt ab = ba = a kovetkezik, azaz a az S nulleleme, s ezért S = S°, ami
ellentmond az S # S feltételnek. Ebbél a fentiekhez hasonléan igazolhaté, hogy az (1)
és (3) feltételek egymassal ekvivalensek. O

11.7. Definicié Egy S félcsoport szivén (ha létezik) az S azon legaldbb kételemi idedljdt
értyik, amelyet az S minden legaldbb kételemi idedlja részhalmazként tartalmaz. Egy
kételemii szivet primitiv szivnek nevezink.

Ha K egy S félcsoport szive, akkor K?(C K) idedlja S-nek, és gy K? = K vagy
K? = {0}. Az els6 esetben azt mondjuk, hogy K globdlisan idempotens , a masodik
esetben pedig azt, hogy K nilpotens .

11.8. Definicié Egy S félcsoport valamely c elemét diszjunktiv elemnek nevezziik, ha a
77{10} ={(a,b) € Sx S: (Vo,y € S') ray =c akkor és csak akkor, ha by = c}
kongruencia egyenld az S félcsoport identikus relacidjdval.

11.9. Tétel Ha egy nullelemes S félcsoportnak van nem-nulla diszjunktiv eleme, akkor
S-nek van szive, valamint az is igaz, hogy S 0sszes diszjunktiv eleme benne van ebben a
szivben.

Bizonyitds. Legyen k egy S félcsoport nem-nulla diszjunktiv eleme. Mivel
r(k)={seS: (Vx,y € S") zsy # k}
egy P%k}—osztély és egyben egy idealja is S-nek, ezért

r(k) = {0},

mivel 73{1k} = 1g. Legyen I az S olyan idedlja, amely tartalmaz a nullelemtol kiilonb6z6
elemet. Mivel r(k) = {0}, ezért az I tetszéleges a # 0 eleme esetén mindig megadhatdk
olyan z,y € S! elemek, hogy

ray = k.
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Igy

kel
Mivel a nullelemt6l k6lonbozo k diszjunktiv elem benne van minden nem-nulla idealban,
ezésrt S-nek van K szive. Az el6z6ekbdl az is kovetkezik, hogy S 6sszes diszjunktiv eleme
benne van K-ban. O

11.10. Tétel Minden legaldbb kételemi szubdirekt irreducibilis S félcsoportnak van leg-
aldbb két diszjunktiv eleme.

Bizonyitds. Legyen S szubdirekt irreducibilis félcsoport. Minden ¢ € S elemhez tekint-
sikk a 2.33. Tételben definidlt 73{16} kongruenciat. A 2.33. Tétel szerint {c} egy P{lc}—

osztaly. fgy
mcespgc} = ls.

Mivel S szubdirekt irreducibilis, ezért a 11.4. Tétel miatt van olyan d; € S elem, amelyre
73{10{1} = 15 teljesiil, azaz dy az S félcsoport diszjunktiv eleme. Az is vilagos, hogy

ﬁ(ceS\{dl})P{lc} =1g.

Ugyancsak az S félcsoport szubdirekt irreducibilitasat hasznalva, azt kapjuk, hogy van
olyan ds(# di) eleme S-nek, amelyre 73{1d2} = 1g teljesiil, azaz dy az S félecsoport d;-t6l
kiilonb6z6 diszjunktiv eleme. O

Az €l6z6 tétel miatt, ha egy szubdirekt irreducibilis félcsoportnak primitiv a szive,
akkor sziikségképpen diszjunktiv a nulleleme. Nem bizonyitjuk, de érvényes ennek az
allitasnak a megforditasa is, azaz igaz a kovetkezo tétel:

11.11. Tétel Egy primitiv szivii félcsoport akkor és csak akkor szubdirekt irreducibilis,
ha a nulleleme diszjunktiv.

11.12. Definicié Egy nullelemes S félcsoport As annullatordn értjik S mindazon x
elemienek osszességét, melyekre ©S = Sx = {0} teljesiil.

11.13. Tétel Egy nemtrividlis annulldtori félcsoport akkor és csak akkor szubdirekt ir-
reducibilis, ha van a nullelemtol kiilonbozo diszjunktiv eleme.

Bizonyitds. Legyen S egy nemtrivialis Ag annullatora félcsoport. Akkor S-nek van leg-
alabb két eleme. Ha S szubdirekt irreducibilis, akkor a 11.10. Tétel szerint S-nek van
legalabb két diszjunktiv eleme, igy van a nullelemtol kiillonboz6 diszjunktiv eleme.

Forditva, tegyiik fel, hogy S-nek van a nullelemtdl kiillonbozé k diszjunktiv eleme.
Akkor a 11.9. Tétel szerint S-nek van K szive, amely tartalmazza S 6sszes diszjunktiv
elemét. Legyen g € Ag \ {0} tetszéleges. Akkor tetszéleges u € S elem esetén

ug = gu = 0.
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fgy
g € r(k)U{k}.

Mivel r(k) = {0}, ezért g = k, igy As = {0, k} = K, amibdl az kévetkezik, hogy a K sziv
primitiv. Megmutatjuk, hogy 0 az S diszjunktiv eleme. Legyenek e # f az S teszOleges
elemei. Mivel £ diszjunktiv, ezért

gy megadhatdk olyan z,y € St elemek, amelyekre

rey==~k, xfy#k

teljesiil. Ha

zfy =0,
akkor

(. f) & Ploy-

Ha pedig

xfy # 0,
akkor megadhatdk olyan u,v € St elemek, hogy

uxr fyv =k,

mivel r(k) = {0}. Mivel xfy # k, ezért u és v egyike benne van S-ben. Mivel k € Ag,
ezért
ukv = 0.
Tgy
uzreyv = ukv = 0.
Tehat megint
<€7 f ) ¢ ,PJ}O}
Ebbdl mér koévetkezik, hogy
Tehat 0 diszjunktiv elem. A 11.11. Tétel miatt S szubdirekt irreducibilis. O

11.14. Definicié Egy olyan S félcsoportot, amelynek magja az S eqy részcsoportja, ho-
mocsoportnak nevezink.

11.15. Tétel Eqy nullelem nélkili szubdirekt irreducibilis homocsoport sziikségképpen
csoport.
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Bizonyitds. Legyen S egy nullelem nélkiili homocsoport. Jelolje G az S magjat e pedig
a G részcsoport egységelemét. Mivel S nem nullelemes, ezért |G| > 2. Jelolje ¢ az S
félcsoportnak a G csoportra valé kovetkezo leképezését: tetszoleges s € S elem esetén
legyen

©o(s) = es.
Mivel G az S félcsoport idedlja, ezért ¢ az S félcsoportnak a G részcsoportba vald
leképezése. Mivel
€g =g
minden g € G elemre, ezért ¢ az S félcsoportnak a G részcsoportra vald leképezése.
Legyenek s,t € S tetszoleges elemek. Akkor

p(st) = e(st) = (es)t = ((es)e)t = (es)(et) = p(s)p (1),

felhasznalva azt is, hogy es € G és e a GG egységeleme. Tehat ¢ az S félcsoportnak a
GG részcsoportra valé homomorfizmusa. Jelolje o ennek a homomorfizmusnak a magjat,
azaz

a={(a,b) € SxS: ea=eb}.

A 3.3. Lemma szerint o az S félcsoport kongruenciarelaciéja. Jelolje g a G idedl szerinti
Rees-féle kongruenciat. Tegyiik fel, hogy

(a,b) e anp

valamely a,b € S elemekre. Mivel

(a,b) € S,
ezért

a=b vagy a,beq.

Mivel

(a,b) € a,
azaz

ea = eb,

ezért az a,b € G esetben is
a=ea=eb=0>

adédik. Tehat
anp=ug.

Ha S szubdirekt irreducibilis, akkor oo = 1g, ugyanis a |G| > 2 feltétel miatt § = tg nem
lehetséges. Mivel tetszoleges s € S elem esetén

e(es) = es,
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azaz,
(s,es) € a,

ezért
s=es € (.

[gy S C G, azaz S =G. O

11.2. Szubdirekt irreducibilis kommutativ félcsopor-
tok

Adott p primszadm esetén jelolje Zy~ az 6sszes n pozitiv egész kitevore tekintett p"-edik
komplex egységgyokok multiplikativ csoportjat. Egy csoportot kvdziciklikus p-csoportnak
neveziink, ha izomorf a Z,~ csoporttal.

11.16. Tétel Egy kommutativ csoport akkor és csak akkor szubdirekt irreducibilis, ha
izomorf eqy kvaziciklikus p-csoport (p egy primszam) valamely részcsoportjaval.

Bizonyitds. Legyen S egy kommutativ szubdirekt irreducibilis csoport. Akkor S-nek van
egy A legsziikebb, nem csak az e egységelemet tartalmazo részcsoportja. Ezért A egy
p primrendi ciklikus csoport. Legyen e # s € S tetszéleges. A része az s elem altal
generdlt [s] ciklikus részcsoportnak. Igy [s] nem lehet végtelen (mert végtelen ciklikus
részcsoport minden részcsoportja végtelen ciklikus részcsoport). Ezért s rendje oszthaté

p-vel, és igy [s] tartalmaz p-edrendii elemet. Ha [s] rendje p®r, ahol p nem osztja r-et,
akkor
[s] = [s"] x [s7].

Mivel A & [s7], ezért [s"] = {e}. [gy s rendje p valamely pozitiv kitevéjii hatvanya. Tehét
S egy p-csoport. Mivel S szubdirekt felbonthatatlan, ezért direkt felbonthatatlan is. Jol
ismert csoportelméleti eredmény, hogy egy direkt felbonthatatlan p-csoport izomorf a
kvaziciklikus p-csoport egy részcsoportjaval. Mivel a forditott allitas nyilvanvald, ezért
a tételt bebizonyitottuk. O

11.17. Tétel Eqy félcsoport akkor és csak akkor globdlisan idempotens szivi szubdirekt
irreducibilis kommutativ félcsoport, ha izomorf G-vel vagy G°-lal vagy F-fel, ahol G eqy
kvaziciklikus p-csoport (p primszam) valamely legaldbb kételemi részcsoportjdval izomorf,
F' pedig eqy kételemi félhalo.

Bizonyitds. Legyen S egy globdlisan idempotens szivii szubdirekt irreducibilis félcsoport.

Jelolje K az S szivét. El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor S nem tartalmaz null-
elemet. Akkor K egyszeri, és igy a 7.4. Tétel szerint K egy csoport, azaz S nullelem
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nélkiili homocsoport. A 11.15. Tétel szerint S egy csoport. Ebbdl pedig a 11.16. Tétel
felhasznalasaval ad6dik, hogy S izomorf egy kvaziciklikus p-csoport (p egy primszam)
valamely legalabb kételemii részcsoportjaval.

A kovetkezokben tegyiik fel, hogy S-nek van egy 0 nulleleme. Megmutatjuk, hogy
S-ben a nem-nulla elemek egy részfélcsoportot alkotnak. Tegyiik fel, indirekt mddon,
hogy

ab=10

valamely a,b € S nem nulla elemekre. Vilagos, hogy
A={beS: ab=0}

az S-nek egy nem-nulla idedlja. fgy az S félecsoport K szive ennek az A idedlnak rész-
halmaza. Akkor viszont

aK = {0}.

Legyen
B={aeS: aK ={0}}.

Vildgos, hogy B az S egy nemnulla idedlja, és igy
K C B,
amibdl
K* = {0}
kovetkezik. Ez ellentmond annak a feltételnek, hogy K globélisan idempotens. Ezért

S =Gui{ol,

ahol G az S félcsoport egy részfélcsoportja. Mivel a feltétel szerint S szubdirekt irredu-
cibilis, ezért a 11.6. Tétel miatt GG szubdirekt irreducibilis kommutativ félcsoport.
Ha G-nek van egy 0*-gal jelolt nulleleme, akkor

{0,07}

az S félcsoport egy idedlja, amely egyben az S szive. Tehat S olyan szubdirekt irreduci-
bilis félcsoport, melynek szive primitiv. A 11.11. Tétel miatt az S nulleleme diszjunktiv,
azaz

Py ={(a,0) € Sx S: (Va,y e S') zay =0 & xby = 0} = 5.

Mivel G részfélesoport és S = G U {0}, ezért tetszbleges a € G elem esetén zay = 0
akkor és csak akkor, ha x = 0 vagy y = 0. Ha a két eset koziil barmelyik is teljesiil,
akkor tetszéleges b € G elem esetén xby = 0. Tehét valamely z,y € S elemekre vagy
Gy N {0} = 0 vagy 2Gy = {0}. Igy tetszbleges a,b € G esetén

(aa b) € P{lo}a
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amibdl a 73{10} = 15 egyenldség miatt a = b kovetkezik. Tehdt |G| = 1. Kovetkezésképpen
S egy kételemi félhalo.

Ha G-nek nincs nulleleme, akkor G egy globélisan idempotens szivii szubdirekt ir-
reducibilis (kommutativ) félcsoport, s igy a bizonyitas eléz6 része miatt G egy legaldbb
kételemi részcsoportja egy kvaziciklikus p-csoportnak (p egy primszam). Az S félcsoport
pedig ebbdl szarmaztathaté egy nullelem adjungaldséval, azaz S = G°.

Az vilagos, hogy a tételben szerepld félcsoportok globdlisan idempotens szivil szub-
direkt irreducibilis kommutativ félcsoportok. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

11.18. Tétel Egy nemtrividlis annulldtori kommutativ félcsoport akkor és csak akkor
szubdirekt irreducibilis, ha van a nullelemtol kilonbozo diszjunktiv eleme.

Bizonyitds. A 11.13. Tétel szerint trivialis, mert az idézett tétel tetszéleges nemtrivialis
annullatorid S félcsoportra érvényes. n

11.19. Tétel Egy legalabb kételemii kommutativ S félcsoport akkor és csak akkor trivi-
alis annulldtorid, nilpotens szivi szubdirekt irreducibilis félcsoport, ha tartalmaz eqy eqy-
ségelemet, eqy nem-nulla diszjunktiv elemet, valamint eqy nulldtol kilonbozo nullosztot
ugy, hogy a nem-nullosztok halmaza S-nek eqy szubdirekt irreducibilis részcsoportja.

Bizonyitds. Legyen S olyan legaldbb kételemii kommutativ szubdirekt irreducibilis fél-
csoport, melynek K szive nilpotens, és az annullatora trivialis. A 11.10. Tétel szerint
S-nek van legalabb két diszjunktiv eleme, s ezek mindegyike benne van K-ban. fgy a
nem-nulla diszjunktiv elem nolloszté. Legyen

F={fes; Kf={0}}.

Mivel K% = {0}, ezért
K CF

Az vildgos, hogy F az S egy idedlja. Mivel S annulldtora csak S nullelemét tartalmazza,
ezért K nem annullatora S-nek, és igy

F #S.
Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket.
G:S—F, KOIK—{O}, FOIF—K

Ekkor
{{0}7 KO) F07 G}

az S félesoport olyan diszjunkt részhalmazai, melyek tnidja S (Fy lehet iires is). Ha
g € G, akkor

gK # {0},
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azaz
9K =K,
mert gK ideédlja S-nek. Vildgos, hogy I = {s € S; gs = 0} idedlja S-nek. K-t nem

tartalmazza I, ezért
I= {0}7

azaz g nem nulloszté. Mivel az F' elemei nulloszték, ezért G az S nem-nullosztdinak
halmaza. Mivel S szive legaldbb két elemet tartalmaz, ezért minden k € K elemre

K = Sk =GkuU{0}
teljesiil, azaz van olyan e € S elem, hogy

ek = k.

Legyen
J={seS; es=s}.

Lathato, hogy J az S félcsoport legalabb két elemet tartalmazé idealja. Igy

KCJ
Ezért

ek =k
minden k € K elemre. Akkor viszont

e"k =k

minden pozitiv egész n-re és minden k£ € K elemre. Legyen
a={(a,b) € S xS; e"a=e™b valamely n, m pozitiv egész szamokra}.
Vildgos, hogy a az S félcsoport olyan kongruencidja, amelyre o| K = 1 teljesiil. Akkor
aNpg =tg,

ahol pg jeloli az S félcsoport K szerinti Rees-féle kongruenciajat. Mivel S szubdirekt
irreducibilis és px # 1g, ezért
o = st

Mivel (es, s) € o minden s € S elemre, ezért
es=s

minden s € S elemre, azaz e az S félcsoport egységeleme.
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Legyenek g € G és k € K tetszbleges elemek. Akkor
Ggk = Ko,
és igy van olyan ¢g; € G elem, melyre
g9k =k

teljesiil. Az el6z6ekhez hasonléan igazolhatd, hogy ¢1g az S félcsoport egységeleme. fgy
g1 a g elem inverze. Tehat G az S félcsoport egy részcsoportja.
Tegyiik fel, hogy

g1k = g2k
teljestil valamely ¢q, g2 € G és k € K, elemekre. Akkor
k= g1 9ok,

és igy g, 'g2 az S félcsoport egységeleme, azaz

g1 = g2.

Mivel Gk = Ky, ezért ezen eredménybdl az kévetkezik, hogy a G és K halmazok szdmos-
saga megegyezik. Legyen n a G csoport valamely H részcsoportja dltal meghatérozott
kongruencidja. Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

n* = {(a,b) € Sx S; acbH}.

Nem nehéz belatni, hogy n* az S félcsoport olyan kongruenciaja, melynek G-re vald
leszlikitése n. Jelolje n;, ¢ € I a G egy olyan kongruencia-csalddjat, melyre

Nicrns = idg

teljestil. Jelolje nf (i € I) az S azon kongruencidjat, melyet 7; segitségével az el6z6
modon definidlunk. Ha kq, ks € Ky, akkor

k1 = gk

valamely g € G elemmel. Ezért (ki, ko) € n pontosan azt jelenti, hogy ki € koH; vagy,
hogy van olyan g; € H; elem, melyre k; = kog; teljesiil, azaz kog = kog;, azaz (a fentiek
miatt) g = ¢;, ami azza ekvivalens, hogy g € H;. fgy (k1, ko) € Nienf akkor és csak
akkor, ha g € N H;, amely akkor és csak akkor teljesiil, ha g = e, azaz ha k; = ko.
Tehat

pr N (Mierm)) = ts.
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Mivel S szubdirekt irreducibilis, ezért van olyan ¢ € I index, hogy
n; = dsg

és igy n; = idg. Tehat G egy szubdirekt irreducibilis csoport.

Forditva, tegyiik fel, hogy S olyan egységelemes kommutativ félcsoport, melynek
trivialis az annullatora, tartalmaz egy nem-nulla diszjunktiv elemet és egy nem-nulla
nullosztot, tovabba az is teljesiil, hogy a nem nullosztok G halmaza S egy szubdirekt
irreducibilis részcsoportja. Megmutatjuk, hogy S szubdirekt irreducibilis félcsoport. El6-
szOr is megjegyezziik, hogy az S egységeleme benne van G-ben, és igy megegyezik a G
egységelemével. Legyen ky az S egy nem-nulla diszjunktiv eleme. A 11.9. Tétel szerint
S-nek van K szive. Ha f egy nullelemtdl kiillonb6z6 nullosztd, akkor ff; = 0 valamely
f1 # 0 elemmel. Minden k£ € K-hoz megadhatdk olyan x,y € S elemek, hogy

xfry = k.
fgy
fk=xffiy=0,
ami annyit jelent, hogy k£ annulldlja az F' = S — G halmazt. fgy

FK = {o}.

Ha G-nek csak egy eleme van, akkor S = F! és F olyan félcsoport, melynek annulldtora
legalabb két elemti, tovabba tartalmaz egy nem-nulla diszjunktiv elemet. A 11.19. Tétel
szerint I szubdirekt irreducibilis. A 11.6. Tétel miatt ekkor S = F* is szubdirekt
irreducibilis.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy G-nek egynél tobb eleme van. Mivel G szubdirekt
irreducibilis, ezért van G-nek egy legsziikebb, nem csak az egységelemet tartalmazo H
részcsoportja. Jelolje n az S egy tetszéleges nem-identikus kongruenciajat. A tekintett kg
diszjunktiv elemet tartalmazoé n-osztaly legalabb kételemii. Ugyanis, ha egyelemii lenne,
akkor S tetszoleges olyan egymastol kiilonbozo a és b elemei esetén, amelyekre

(a,0) €m

teljesiil, az kovetkezne, hogy
(vay, zby) € 7

minden z,y € S! esetén, amib6l pedig az adddna, hogy zay = ko akkor és csak akkor,
ha xzby = ky. Ez viszont ellentmond annak, hogy kq diszjunktiv elem. Igy tehat 1étezik
olyan S-beli s # ky elem, amelyre

(57 kO) €n
teljestil. Ha s ¢ K, akkor az s elem altal generdlt SsS idedl (val6di médon) tartalmazza
K-t, s ezért

rsy = ko
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valamely z,y € S elemekre, amibdl

(xkoy, ko) €n

kovetkezik. Ha zy € G, akkor
s = (zy) ko € K,

ami ellentmond az s ¢ K feltételnek. fgy

xy ¢ G.
Mivel S\ G = F és FK = {0}, ezért
xkoy = 0.
gy
(k()’ 0) €n
és
(hko, 0) en

minden h € H elemre. Tehat
{(u,v) € S x S; u=wvagy u,v € Hky} Cn.

Ha s € K, akkor
s = goko

valamely go € G elemre, mert K = Skg = Gko U {0}. Ebben az esetben a G csoport
mindazon ¢ elemeinek halmaza, melyekre (gko, ko) € 7 teljesiil a G egy nem-identikus
részesoportjat alkotja (ez a részcsoport tartalmazza a gy # e elemet). Igy H benne van
ebben a részcsoportban és ezért

{(u,v) € S x S; u=wvvagy u,v € Hky} Cn.
Tehat mindkét esetben azt kaptuk, hogy

{(u,v) € S x S; u=wvvagy u,v € Hky} Cn.
Jelolje ny az S Osszes nem-identikus kongruencidinak metszetét. Az

{(u,v) € S x S; u=wvvagy u,v € Hko} C 1o

és
|Hko| > 2
miatt ny # ts. fgy S szubdirekt irreducibilis. m
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Feladatok

11.1. (Megoldds: 17.35.) Mutassuk meg, hogy az alabbi Cayley-tablaval definialt fél-
csoport szubdirekt irreducibilis!

(& f k’1 ]{32 0
ele e Kk Kk O
Jf f ke k O
kl kl kl 0 0 0
kol ky ke 0O 0 O
0O;]0 O O 0 O

Mely elemek alkotjék a félcsoport szivét?

11.2. (Megoldds: 17.36.) Mutassuk meg, hogy az alabbi Cayley-tablaval definialt fél-
csoport szubdirekt irreducibilis!

O OO oo
SO OO oo

oS & 2 o
oS &2 2 00
oS e o Q|
oo oo

Mely elemek alkotjak a félcsoport szivét?
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12. fejezet

Kongruencia-felcserélheto
félcsoportok

12.1. Definicié Egy S félcsoportot kongruencia-felcserélhetd félcsoportnak neveziink, ha
kongruencidi eqymassal felcserélhetdek, azaz az S félcsoport tetszdleges o és B kongru-
encidi esetén ao f = o a.

12.2. Tétel Minden csoport kongruencia-felcserélhetd félcsoport.

Bizonyitds. Legyenek « és 8 egy G csoport tetszéleges kongruenciai. Akkor léteznek
(egyértelmiien) a G csoportnak olyan N, illetve M normélis részcsoportjai, amelyek az
a, illetve a § kongruencidkat meghatarozzak (pl. « esetén (a,b) € a akkor és csak akkor,
ha ab™! € N). Tegyiik fel, hogy

(a,b) e a0

teljesiil valamely a,b € G elemekre. Akkor van olyan x € G elem, hogy
(a,x) e v és (x,b) € B,

azaz
ar ™t e N és xb'e M.

Ebbdl viszont
abt e NM = MN

adddik, ami miatt megadhatok olyan m € M és n € N elemek, amelyekre
ab~t =mn
teljesiil. Ekkor viszont

anb) t=ab'n Tt =me M
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miatt

(a,nb) € B.
Mivel
(nb)b™' =n € N,
ezért
(nb,b) € a.
Kovetkezésképpen
(a,b) € Boa.
Tehat
aofS C foa.

A forditott tartalmazds hasonléan igazolhaté. Igy

aof=pfoa 0

Bizonyitéas nélkiil kozoljiik az alabbi eredményt:

12.3. Tétel Egy M(G;1,J; P) Rees-féle matrizfélcsoport akkor és csak akkor kongruencia-
feleserélhetd, ha |I| <2 és |J] < 2.

12.1. Kongruencia-felcserélheto félcsoportok idealjai

12.4. Tétel Ha I tetszdleges idedlja, o pedig tetszoleges kongruencidja eqy kongruencia-
felcserélhets S félcsoportnak, akkor I benne van S wvalamely a-osztdlyaban vagy pedig
a-osztalyok unioja.

Bizonyitas. Legyen I tetszoleges idedlja, o pedig tetszoleges kongruencidja egy kongruencia-
felcserélhet6 S félcsoportnak. Ha I nem része egyetlen o osztalynak sem, és nem all el
a-osztalyok unidjaként sem, akkor megadhatdk olyan a,b € S elemek, amelyekre

(a,b0) ¢ o, [a]aNI#D, a¢l, bel

teljesiil. Akkor tetszoleges
x € lalaNI

elem esetén
(CL,(L’) ca (.I‘7b) € or

teljesiil, ahol oy jeloli az S félcsoport I idealja szerinti Rees-féle kongruenciét. fgy

(CL7b)GOéOQ]:Q]OOé7
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azaz megadhat6 S-nek olyan y eleme, hogy

(a,y) € or (y,b) € .

Mivel a ¢ I, ezért
és igy

ami ellentmondaés. [

12.5. Tétel Kongruencia-felcserélhetd félcsoport idedljai lancot alkotnak a tartalmazds-
ra nézve.

Bizonyitds. Jeldlje I és J egy kongruencia-felcserélhet6 S félcsoport tetszoleges idedljait.
A 12.4. Tétel szerint I benne van valamelyik pj-osztdlyban vagy pj-osztdlyok unidja.
Mivel

INJ#0,

ezért az elso esetben [ C J, a méasodik esetben pedig J C I. ]

12.6. Tétel Nil félcsoport akkor és csak akkor kongruencia-felcserélhetd, ha idedljar ldn-
cot alkotnak a tartalmazaisra nézve.

Bizonyitdas. Legyen S nil félcsoport. Ha S kongruencia-felcserélhetd, akkor a 12.5. Tétel
szerint az S idedaljai lancot alkotnak a tartalmazasra nézve.

Forditva, tegyiik fel, hogy S idedljai lancot alkotnak a tartalmazasra nézve. Legyen
az S tetszoleges kongruencidja. Megmutatjuk, hogy ez mindig egy idedl szerinti Rees-féle
kongruencia. Ha a az identikus relécid, akkor o igy tekinthetd, mint az S nulleleme altal
definidlt Rees-féle kongruencia. Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy « # tg. Legyenek a és
b olyan elemek, amelyek nem egyenlék egymassal és

(a,b) € .

Tekintsiik az altaluk generalt foidealokat. Mivel a feltétel szerint S idealjai lancot al-
kotnak a tartalmazasra nézve, ezért e két idedl valamelyike tartalmazza a masikat. Az
altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy

StaSt C STbS*
Akkor megadhatdk olyan x,y € S* elemek, hogy

a = xby,
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és igy

(b, xby) € a.
Ebbdl viszont

(b, z"by") € «

kovetkezik minden n pozitiv egész szamra. Mivel a # b, ezért x és y valamelyike eleme
S-nek, amibdl kovetkezik, hogy x vagy y valamelyik hatvanya egyenl6 nullaval. Ebbdl
viszont

(b,0) € «,
és igy

(a,0) € a
kovetkezik. Azt kaptuk, hogy ha egy a-osztdly nem egyelemii, akkor az a 0-at tartalmazd
a-osztaly. Mivel a 0-val a-relaciéban 4ll6 elemek halmaza S-nek egy [ idedlja, a az [
ideal szerinti Rees-féle kongruencia. Mivel S-nek csak Rees-féle kongruencidi vannak,

ezért az S kongruenciai lancot alkotnak a tartalmazasra nézve. Ebbdl mar kovetkezik,
hogy S kongruencia-felcserélheto félcsoport. n

12.2. Kongruencia-felcserélhet6 félcsoportok epimorf
képei
12.7. Tétel Kongruencia-felcserélhetd félcsoport tetszoleges epimorf képe is kongruencia-

felcserélheto.

Bizonyitds. Legyen ¢ egy kongruencia-felcserélhetd S félcsoportnak valamely T félcso-
portra valé6 homomorfizmusa. Jelolje o a ¢ homomorfizmus magjat. A homomorfizmus-
tétel miatt
T=S5/o.
Legyenek o/ = a/o és ' = /o a T félcsoport tetszéleges kongruencidi. Tegyiik fel,
hogy
([alo, [b]5) € a0 B

valamely a,b € S elemekre. Akkor van olyan = € S elem, hogy

([alo, [2]o) € o és ([z],, [b],) € 5.

Ekkor
(a,z) e v és (x,b) € B,

azaz

(a,b) e xo B =foaq,
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és ezért van olyan y € S elem, hogy

(a,y) € és (y,b) € a.

Ekkor viszont
(lalo, [ylo) € B és ([ylo, [bs) € o,
amibol
([a]s, [b]) € B0 o

kovetkezik. fgy
O/OB/QBIOO/.

Hasonléan igazolhato a forditott tartalmazas. fgy

a/O/B/:ﬁIOO/. D

12.8. Tétel Ha S olyan kongruencia-felcserélhetd félcsoport, amely tartalmaz egqy valodi
idedlt, akkor S-nek nincs nemtrividlis csoport-epimorf képe.

Bizonyitds. Legyen S olyan kongruencia-felcserélhetd félcsoport, amelyben van egy valé-
di (azaz az S-t6l kiillonboz6) I idedl. Legyen o az S olyan kongruenciédja, amely szerinti
faktorfélcsoport csoport. Jelolje ¢ az S félcsoportnak az S/o csoportra valé természetes
homomorfizmusat. A 12.4. Tétel szerint I benne van valamely o-osztalyban vagy pedig
o-osztalyok unidja. Az elsé esetben az I-t tartalmazé o-osztély ¢ szerinti képe az S/o
csoport nulleleme. Ez nem lehetséges, mivel egy legalabb kételemi csoportnak nincs
nulleleme. A masodik esetben az I ¢-szerinti képe az S/o csoport egy valédi idedlja, ami
szintén ellentmondds, hiszen nemtrivialis csoportnak nincs valédi idealja. O

12.9. Tétel Legyen I eqy S félcsoport idedlja, @ pedig I-nek eqy G csoportra valo homo-
morfizmusa. Akkor megadhato S-nek G-re olyan ¢ homomorfizmusa, melynek I-re valo
lesziikitése megeqgyezik f-fel.

Bizonyitds. Legyen I egy S félcsoport olyan idedlja, amelynek van egy GG csoportra vald
¢ homomorfizmusa. Jelolje o ennek az epimorfizmusnak a magjat. A 2.38. Tétel szerint
van [-nek olyan H reflexiv unitér részfélcsoportja, hogy ¢ = Py, ahol Py jeloli az I
félcsoport H szerinti, a 2.32. Definiciéban értelmezett fokongruenciajat. Legyen « az S
félcsoport kovetkezd relacija: Tetszbleges a,b € S elemek esetén (a,b) € a pontosan
akkor, ha minden x,y € I elem esetén az zay € H tartalmazas akkor és csak akkor
teljesiil, ha teljesiil az xby € H tartalmazas. Nem nehéz belatni, hogy « az S félcsoport
egy kongruencidja és a|I = Py. Mivel tetszbleges a € S és h € H elemre (ha,a) € a és
mert ha € I, ezért S/a = G. EbbSl mar kovetkezik a tétel allitésa. O
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12.10. Tétel Ha egy kongruencia-felcserélhets S félcsoportnak I eqy valodi idedlja, ak-
kor sem S-nek, sem I-nek nincs nemtrividlis csoport-epimorf képe.

Bizonyitds. A 12.8. Tétel és a 12.9. Tétel szerint nyilvanvalo. O
12.11. Tétel Egy S félhdlo akkor és csak akkor kongruencia-felcserélhetd, ha |S| < 2.

Bizonyitds. Legyen S kongruencia-felcserélhet6 félhalo. Emlékeztetiink arra, hogy az
"e < f (e, f € S) akkor és csak akkor, ha ef = e” reldcié parciélis részbenrendezés
S-en. Konnyen ellenérizhetd, hogy tetszéleges e € S elem esetén {z;x < e} az S ideélja.
A 12.5. Tétel szerint S idealjai lancot alkotnak a tartalmazdsra nézve, igy ez a parcialis
rendezés jélrendezés S-en, azaz S barmely a és b eleme esetén a kovetkezok valamelyike
teljesiil: a < b, @ = b, a > b. Tegyiik fel, hogy |S| > 3. Legyenek a > b > c az S
tetszoleges elemei. Akkor az

X={zeS:z>a}, Y={yeS:a>y>c}, Z={z€85: c>t}

részhalmazok az S egy osztalyozasat adjak. Konnyen ellenérizhetd, hogy az ehhez tarto-
z6 o ekvivalenciarelaci6 az S félhalé egy kongruencidja. Az S/o télhalé egy haromelemi
félhalo, amely a 12.7. Tétel szerint kongruencia-felcserélhetd. Az viszont kénnyen iga-
zolhaté, hogy a haromelem félhédlék nem kongruencia-felcserélhetoek. Ez ellentmondas.
Tehét | S| < 2. O

12.12. Tétel Minden kongruencia-felcserélhetd félcsoport vagy félhalo-felbonthatatlan,
vagy eldall két félhdlo-felbonthatatlan félcsoport félhdlojaként.

Bizonyitds. Legyen S kongruencia-felcserélheto félcsoport. A 10.7. Kévetkezmény szerint
S eloall félhalo-felbonthatatlan félesoportok Y félhaléjaként. Mivel Y az S félcsoport
epimorf képe, ezért Y is kongruencia-felcserélheté a 12.7. Tétel szerint. A 12.11. Té-
tel felhaszndldsdval addédik, hogy |Y| < 2, ami annyit jelent, hogy S vagy félhélé-
felbonthatatlan (amikor |Y| = 1) vagy eléall két félhals-felbonthatatlan félesoport félha-
16jaként (ha Y| = 2). O

12.13. Tétel Ha egy kongruencia-felcserélhetd S félcsoport két félhdlo-felbonthatatlan
S1 €s Sy részfélesoportjainak félhaloja mégpedig gy, hogy SoS1 C Sy, akkor Sy eqyszert
félesoport.

Bizonyitds. Legyen I tetszoleges idealja Si-nek. Akkor I U S, idedlja S-nek. Jeldlje A az
S félcsoport legsziikebb félhalokongruenciajat; ennek osztalyai Sy és Sy. Mivel az I U Sy
ideal belemetsz mindkét A-osztalyba, ezért a 12.4. Tétel miatt 1 U Sy = S, és igy I = Si.
Tehat S egyszert félcsoport. O
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12.3. Kommutativ kongruencia-felcserélheto félcsopor-
tok

12.14. Tétel Egy kommutativ arkhimédeszi félcsoport akkor és csak akkor kongruencia-
felcserélhetd, ha izomorf vagy eqy csoporttal, vagy egy olyan kommutativ nil félcsoporttal,
amelyben az oszthatosag teljes rendezés.

Bizonyitds. Legyen S egy kongruencia-felcserélheté kommutativ, arkhimédeszi félcso-
port. Ha S egyszeri, akkor a 7.4. Tétel szerint S egy csoport. Ha nem egyszerii, akkor
a 12.8. Tétel szerint nincs nemtrivialis csoport-epimorf képe. Akkor viszont S tartal-
maz egy idempotens elemet a 10.23. Tétel miatt. A 10.22. Tétel szerint S eléall egy
kommutativ G csoportnak egy N kommutativ nil félcsoporttal val6 idealbdvitéseként.
A 12.8. Tétel miatt |G| = 1 és igy S izomorf N-nel. A 12.6. Tétel miatt S idedljai lancot
alkotnak a tartalmazdasra nézve, s ezért S-ben az oszthatésag teljes rendezés. A 12.2. Té-
tel és a 12.6. Tétel miatt a tételben felsorolt félcsoportok kongruencia-felcserélhetéek. [

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az alabbi eredményt (1asd a [10] cikk Theorem 13. tételét):

12.15. Tétel Egy kommutativ nem-arkhimédeszi félcsoport akkor és csak akkor kongruencia-
feleserélheto, ha elodll eqy G csoport és eqy olyan N nil félcsoport félhdlojaként, amely

G csoporthatds szerinti orbitjai olyan kommutativ nil félcsoportot alkotnak, melyben az
oszthatosadg teljes rendezés.

Feladatok

12.1. (Megoldds: 17.37.) Mutassuk meg, hogy egy haromelemii félhalé nem kongruencia-
felcserélheto.

12.2. (Megoldds: 17.38.) Mutassuk meg, hogy egy félcsoport idedljai akkor és csak ak-
kor alkotnak lancot a tartalmazésra nézve, ha féidedljai lancot alkotnak a tartalmazasra
nézve ([39]).
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13. fejezet

Félcsoportok beagyazasa
csoportokba

A fejezet elso tételében félcsoportoknak csoportokba valé bedgyazhatdsdgara adunk sziik-
séges feltételt.

13.1. Tétel Ha egy S félcsoport bedgyazhato eqy csoportba, akkor S egyszerisitéses fél-
cSoport.

Bizonyitdas. Tegyiik fel, hogy egy S félcsoport bedgyazhaté egy G csoportba. Akkor
van G-nek olyan T részfélcsoportja, amely az S félcsoporttal izomorf. Elegendo azt
megmutatni, hogy T egyszertsitéses. Legyenek a,b,x € T tetszoleges elemek. Tegyiik
fel, hogy

za = zb.

Mivel G csoport, ezért 1étezik az v € T' C G elemnek inverze G-ben, azaz létezik olyan
rted

elem, hogy

e = e,

ahol e jeloli a G csoport egységelemét. fgy
a=cea=(z7'w)a=1"(va) =27 (2b) = (x7'2)b = eb = b.

Tehat T bal egyszertisitéses. Hasonléan igazolhatd, hogy T jobb egyszertiisitéses is. [

13.1. Kommutativ félcsoport beagyazasa csoportba

Kommutativ félcsoportok esetén az "egyszertiisitéses” fogalom nem csak sziikséges, hanem
elégséges feltétel is csoportokba vald beagyazhatdsaghoz, azaz igaz a kovetkezd tétel:
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13.2. Tétel Egy kommutativ S félcsoport akkor és csak akkor dgyazhato be eqy csoport-
ba, ha az S félcsoport egyszeriisiléses.

Bizonyitds. A 13.1. Tétel miatt elég csak azt megmutatni, hogy minden kommutativ
egyszerisitéses félcsoport bedgyazhaté egy csoportba. Legyen tehat S tetszdleges kom-
mutativ, egyszerisitéses félcsoport. Az S x S Descartes-szorzaton definidljunk egy «
relaciot a kovetkezoképpen:

(a,b) a (c,d) akkor és csak akkor, ha ad = cb.

Megmutatjuk, hogy o ekvivalenciarelacid. Az vilagos, hogy « reflexiv és szimmetrikus.

Tegyiik fel, hogy
(a,b) a (¢;d) ¢és (¢,d) a (e, f)

valamely a, b, c,d, e, f € S elemekre. Akkor
ad=cb és cf =ed,
amibdl
(af)e=a(cf) = aled) = (ad)e = (cb)e = (eb)c

adodik, felhasznalva néhanyszor, hogy S kommutativ félcsoport. Mivel S egyszertisitéses,
ezért az utébbi egyenl6séghbol

af =eb
kovetkezik, ami azzal ekvivalens, hogy
(a,0) a (e, f).

Tehéat a ekvivalenciarelacié az S x S halmazon. Megmutatjuk, hogy o az S x S kom-
mutativ félcsoport kongruenciaja. Legyenek a, b, c,d, z,z € S tetszoleges elemek az

(a,b) a (c,d)

feltétellel. Akkor
ad = cb,

amibdl
razd = xczb

kovetkezik. Ezen utobbi egyenloség ekvivalens az
(2,2)(a,b) = (va, 2b) a (zc, 2d) = (z, 2)(c,d)

feltétellel. Tehat o balkongruencia, és igy kongruencia az S x .S kommutativ félcsoporton.
Az S félcsoport kommutativitasa miatt

(a,a) a (b,b)
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tetszoleges a,b € S elemek esetén. Tovabba, ha
(a,b) a (c,c)
valamely a, b, c € S elemekre teljesiil, akkor
ac = cb,
amibdl S kommutativitasa és egyszeriisitésessége miatt
a=1b

ad6dik. Tehat az S x S direkt szorzat Osszes (a,a) alaki elemeinek E halmaza egy
a-osztaly. Mivel tetszoleges a, b, c € S elemek esetén

(a,a)(b,c) = (ab,ac) a (b,c),

valamint

(b,c)(a,a) = (ba,ca) a (b,c),

ezért az E osztaly az (S x S)/a faktorfélecsoport egységeleme. Mivel tetszéleges a,b € S
elemek esetén az (a,b)(b,a) és (b,a)(a,b) szorzatok benne van az E osztélyban, ezért a
(b,a) elemet tartalmazé a-osztély az (a,b) elemet tartalmazé a-osztdly inverze. Tehdt
az (S x S)/a faktorfélesoport csoport.

Tekintsiik az S félcsoportnak az (S x S)/a faktorcsoportba val6 azon ¢ leképezését,
amely az S félcsoport a eleméhez az (a?, a) osztdlyat rendeli. Ha

p(a) = o(b),
akkor
(a®,a) o (0°,D),
amibdl
a’b = ba,
azaz
a=1b

kivetkezik. Tehat ¢ injektiv. Mivel tetszéleges a, b € S elemek esetén ¢(ab) az ((ab)?, ab)
elemet tartalmazé osztdly, ¢(a)p(b) pedig (a?, a) és a (b*,b) elemeket tartalmazé oszté-
lyok szorzata; ezen utébbi osztdlyok szorzata az ((ab)?,ab) elemet tartalmazé osztdly,
felhasznélva, hogy a2b? = (ab)?. Igy ¢(ab) = ¢(a)p(b). Tehét ¢ homomorfizmus. Kovet-
kezésképpen ¢ az S félcsoportnak az (S x S)/a csoportba valé bedgyazasa. O]

191



13.2. Egy elégséges feltétel

13.3. Definicié Egy S félcsoportot jobb reverzibilis félcsoportnak neveziink, ha tetszéle-
ges a,b € S elemek esetén Sa N Sb +# (.

13.4. Tétel Minden jobb reverzibilis, egyszeriisitéses félcsoportot be lehet dgyazni egy
csoportba.

Bizonyitds. Legyen S egy jobb reverzibilis, egyszeriisitéses félcsoport. Jelolje Zg az S
Osszes kolesonosen egyértelmii parcidlis transzformacioinak félecsoportjat, azaz az S szim-
metrikus inverz félcsoportjat (6.25. Definicid). Tetszéleges oo € Zg elem esetén jelolje
D(«) és R(«) az « leképezés értelmezési tartomanyat, illetve értékkészletét (azaz a kép-
halmazéat).

Tetszoleges a € S elem esetén tekintsiik az S félcsoport a eleméhez tartozé g, belso
jobb transzlaciéjat; D(g,) = S, R(0.) = Sa, és tetszéleges © € S elemre (x)p, = za.
Mivel S bal egyszertisitéses, ezért o, € Zg. Ugyanezen ok miatt S bal reduktiv, és ezért
az 5.11. Lemma szerint ¢ : a — g, (a € S) az S félcsoportnak az Zg félcsoportba vald
izomorfizmusa. Egy g, leképezés (a € S) inverze az a g, € Zg parcialis transzformécio,
melyre D(g,') = Sa, R(o;!) = S, és tetsz6leges x € S elem esetén (za)o, ' = z.

Jelolje H a Zg félesoport (S)¢p = {0, : a € S} részfélesoportja altal generalt inverz
részfélesoportjat. Ennek az inverz félcsoportnak minden eleme véges sok o, illetve gb_l
(a,b € S) alaku leképezés szorzata. Mivel mindkét tipusi leképezés értelmezési tarto-
manya és értékkészlete az S félcsoport egy-egy bal oldali idedlja, ezért az S félcsoportra
vonatkozo jobb reverzibilitas miatt szorzatuk nem lehet az iires leképezés, s ezért H nem
tartalmazza az tires leképezést, azaz az Zg nullelemét.

Vezessiik be a kovetkezo jelolést: tetszoleges o, f € Zg leképezések esetén jelentse

aCp

azt a feltételt, hogy
D(a) € D(B)

(x)a = ()8 (Vx € D(a).

A H halmazon definidlunk egy ~ relaciot a kovetkezoképpen:
a~B (@BeH) & (yeH) 7Ca, vC4B

Megmutatjuk, hogy ~ kongruenciareldcié a H félcsoporton. Az vildgos, hogy ~ reflexiv
és szimmetrikus. A tranzitivitds igazolasahoz tegyiik fel, hogy

an~f ~ry
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teljesiil valamely «, 8,7 € H leképezésekre. Ez azt jelenti, hogy megadhatdk olyan
01,09 € H leképezések, hogy

61ga7 51@57 52g67 52g7

Ekkor
D(8) € D(a) N D(B), D(&) € D(B) N D().
Legyen
0= 5252_151
Akkor
D(5) € D(d2)
Ezért, ha
z € D(0),
akkor
()6 = (((2)02)05 1)1 = (2)61 = () = ()52
fgy
5g5lgaés5§52§7
Tehat

o~ .

A kovetkezdkben megmutatjuk, hogy ~ a H félcsoport kongruenciarelacidja. Tegyiik fel,

hogy
a~ao f~pF

valamely o, o/, 3, 8’ € H elemekre. Akkor vannak olyan H-beli v és § elemek, amelyekre
TCa,yCd,0CB6Cp

teljesiil. Ebbdl
V0 Cafés o Ca'f

kovetkezik. fgy
af ~ad'f.
Tehat ~ a H félcsoport egy kongruenciaja.
A bizonyitas kovetkezo részében megmutatjuk, hogy a

G=H/~

faktorfélcsoport csoport. Ehhez elegendé megmutatni, hogy adott a, 8 € H elemekhez
léteznek olyan £, n € H elemek, hogy a& ~ na ~ B teljesiil. Vilagos, hogy

=a"'fésn=Pa”
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alkalmas elemek, hiszen
aatp C B és faat C B.

Mivel H nem tartalmazza az iires leképezést, ezért a G csoport nem egyelemi.
Jelolje (1) a H félesoportnak a G csoportra valé természetes homomorfizmusét.
Megmutatjuk, hogy ¥-nek (S)¢-re valé lesziikitése injektiv. Tegyiik fel tehat, hogy

(0a)¥ = (00)¥
valamely a,b € S elemekre. Akkor o, ~ gy, és igy van olyan v € H elem, hogy

v <€ 00 Y C O

Mivel H nem tartalmazza az iires leképezést, ezért D(v) # (). Legyen

x € D(v)
tetszoleges elem. Akkor
ra = xb,
amibol
a=>

és igy 0, = o kovetkezik.
Mivel ¢ izomorf médon képezi le S-et (S)p-re, ezért a 1p-re éppen most bizonyitottak
miatt (-)(¢ o) az S félesoportnak a G csoportba val6 bedgyazasa. O

13.3. Egyszerisitéses félcsoport hanyadoscsoportja

13.5. Definicié Eqgy G csoportrol azt mondjuk, hogy eqy eqyszerisitéses S félcsoport
bal hdnyadoscsoportja, ha G részfélcsoportként tartalmaz S-et, és G minden g eleme
felirhaté g = a='b alakban valamely a,b € S elemekkel.

13.6. Tétel Egy egyszerisitéses S félcsoportnak akkor és csak akkor van bal hdnyados-
csoportja, ha S jobb reverzibilis.

Bizonyitds. Legyen S olyan egyszertsitéses félcsoport, melynek van G bal hanyadoscso-
portja. Akkor G minden eleme felirhaté a='b alakban valamely a,b € ¢(S) elemekkel.
Legyenek a,b € S tetszoleges elemek. Akkor vannak olyan x,y € S elemek, hogy

ab™t =271y,

Ebbol
ra = yb
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adodik, s ezért

San Sb 0.

Tehat S jobb reverzibilis félcsoport.
Forditva, tegyiik fel, hogy S jobb egyszeriisitéses és jobb reverzibilis félcsoport. A 13.4. Té-
tel szerint feltehetjiik, hogy van olyan G csoport, amelynek S részfélcsoportja. Legyen

G'={a'b: a,be S}

Megmutatjuk, hogy G' a G csoport egy részcsoportja, amibdl méar kovetkezik, hogy G’
az S félcsoport bal hanyadoscsoportja. Ha

a'be @,
akkor
(a'b) ' =bltac .

Tehat G’ zart az inverzképzésre nézve. Legyenek
a ‘b, ctde &

tetszéleges elemek. Mivel S’ jobb reverzibilis, ezért vannak olyan z,y € S’ elemek,
amelyekre
xb = yc

teljesiil. Akkor viszont G-ben
be™! =2 ly,

és igy
a'betd =a a7 yd = (va) " (yd) € G'.

Tehat G’ zart a G-beli miveletre nézve. Tehat G’ a G egy részcsoportja. O

13.7. Tétel Jobb reverzibilis, egyszeriisitéses félcsoport barmely két (Gy;-) és (Ga;0) bal
hdnyadoscsoportjai esetén létezik Gy-nek Ga-re olyan izomorfizmusa, amely S elemeit

fixen hagyja.

Bizonyitds. Legyenek (G1;-) és (Ga;0) egy egyszeriisitéses, jobb reverzibilis S félcsoport
bal hanyadoscsoportjai. Legyen

pla™t-b) =a"tob.

Megmutatjuk, hogy ¢ a G1-nek Gs-re vald izomorfizmusa. Mindenekel6tt megmutatjuk,
hogy ¢ injektiv. Tegyiik fel, hogy

$la™-b) = ¢(c™" - d)



valamely a, b, c,d € S elemekre. Akkor
alob=clod,

amibdl
b=aoc lod

adodik. Mivel S jobb reverzibilis, ezért vannak olyan x,y € S elemek, amelyekre
xra = yc

és igy

és ezért

Ebbdl pedig

azaz
xb =yd
adddik. Ez viszont G1-ben a
b-dl =271y,
azaz a
b=z"1.y-d

egyenlOséget eredményezi. A fenti za = yc egyenléséghol

adodik, s ezért
Igy

Tehat ¢ injektiv.
Legyenek
al bt -de Gy

tetszoleges elemek. Mivel S jobb reverzibilis, ezért megadhaték olyan x,y € S elemek,
amelyekre

xb = yc,
és igy

b-cl=a1.yésboct=aloy
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teljesiil. Ennek alapjan
(@t b)-(ct-d)=(wa)™" (yd) és (atob)o(ctod) = (za) ' o (yd).

Tehat
¢((a™ ) - (¢ - d)) = d((za)™" - (yd)) = (wa) ™" o (yd),
Ha B0 o - d) = (a 0B o (7 od) =a o (boc ) 0 d) =
ato(xtoy)od) = (za) ' o (yd).

Tehat ¢ homomorfizmus. Kovetkezésképpen ¢ a (7 csoportnak a (G5 csoportra vald
izomorf leképezése. Az vilagos, hogy ¢ az S elemeit fixen hagyja. [

Feladatok

13.1. (Megoldds: 17.39.) Mutassuk meg, hogy egy gyengén kommutativ félcsoport
akkor és csak akkor agyazhaté be csoportba, ha egyszertsitéses.

13.2. (Megoldds: 17.40.) Mutassuk meg, hogy ha egy S félcsoport bedgyazhat6 egy
periodikus csoportba, akkor S is periodikus csoport!
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14. fejezet

Félcsoportok beagyazasa csoportok
uniojaba

14.1. Definicié Egy S félcsoportrol azt mondjuk, hogy bal [jobb] szeparativ , ha az ab =
a’ és ba = b* Jab = b* és ba = a?] feltételekbdl a = b kivetkezik minden a,b € S
elemre. Egy olyan félcsoportot, amely bal szepartiv és eqyben jobb szeparativ is, szeparativ
félcsoportnak neveziink. Egy S félcsoportot gyengén szeparativ félcsoportnak nevezink,
ha a®> = ab = b? az a = b teljestilését eredményezi tetszbleges a,b € S elemekre.

Vildgos, hogy minden bal [jobb, gyengén] egyszertisitéses félcsoport bal [jobb, gyen-
gén| szeparativ. A gyengén szeparativ félcsoportok fontossdgéara utal a kovetkezé tétel.

14.2. Tétel Ha eqy S félcsoport beagyazhato egy olyan félcsoportba, amely csoportok
unidja, akkor S gyengén szeparativ.

Bizonyitdas. Tegyiik fel, hogy egy S félcsoportot be lehet agyazni egy H félcsoportba,
amely részcsoportjainak uniéja. Azonositsuk S-et H azon részfélcsoportjaval, amellyel
az S izomorf. A 1.42. Tétel szerint H diszjunkt részcsoportok unidja. Legyenek a,b €
S C H tetszoleges elemek. Tegyiik fel, hogy

a’ = ab = b°.

Ekkor a és b a H félcsoport ugyanazon részcsoportjanak elemei. Beszorozva balrdl a fenti
egyenloség bal oldali részét az a elem szoban forgo részcsoportbeli inverzével, azt kapjuk,

hogy
a=b.

Tehat S gyengén szeparativ. m
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A kovetkez6 részben megmutatjuk, hogy kommutativ félcsoportok esetén a csoportok
unidjaként el6allé félcsoportba vald beagyazhatdsagnak nem csak sziikséges, hanem elég-
sége feltétele is a gyengén szeparativitdas. Ehhez viszont néhany elokészité eredményre
van sziikségiink. Ezért el6szor ezeket targyaljuk.

A 10.18. Koévetkezmény szerint minden kommutativ félcsoport eléall kommutativ ar-
khimédeszi félcsoportok félhaléjaként. A kovetkezOkben a gyengén szeparativ kommu-
tativ félcsoportokat fogjuk jellemezni az ezen félhélé-felbontasban szereplé arkhimédeszi
komponensek segitségével. Mindenekelott bebizonyitunk egy tételt, amely megmutatja,
hogyan konstrudlhatjuk meg a kommutativ félcsoportok legsziikebb gyengén szeparativ
kongruencigjat.

14.1. Kommutativ félcsoportok legsziikebb gyengén
szeparativ kongruenciaja

14.3. Tétel Tetszoleges kommutativ S félcsoport esetén
o={(a,b) € SxS: (In,meNT)ab™ =b""", ba" =a""}
az S félcsoport legszikebb gyengén szeparativ kongruencidja.

Bizonyitds. Legyen S tetszoleges kommutativ félcsoport. Az vilagos, hogy o reflexiv és
szimmetrikus. Megmutatjuk, hogy o tranzitiv is. Mindenek el6tt megjegyezziik, hogy
ha

ab™ = bm—i—l’ ba" = an—i—l

teljesiil valamely a, b € S elemre és m, n pozitiv egészre, akkor mindig van olyan ¢ pozitiv
egész szam (pl. t = max{m,n}), hogy

abl = b, ba! = o't
Legyenek a, b, c € S tetszbleges elemek az
acb, ésboc
feltétellel. Akkor léteznek olyan n és m pozitiv egész szamok, melyekre
ab™ =" ba" = g™t

és

be™ = b = pm

Y

Legyen
k=mn+1)(m+1)—1=n(m+1)+m.
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Akkor

ac® = ac"™MVM = q(bd™)"e™ = ab" ™t =

_ bn+lcm(n+1) _ (bcm)n—H — C(m+1)(n+1) — Ck+1.
Hasonléan igazolhato, hogy
Igy
a o c.

A kovetkezo6 1épésként megmutatjuk, hogy o az S félcsoport egy kongruenciaja. Mivel
S kommutativ félcsoport, ezért elegendd azt megmutatni, hogy o az S egy jobbkongru-
encidja. Legyenek a,b,c € S tetszoleges elemek. Tegyiik fel, hogy

aob.

Akkor

ab™ =" ba" = g™t
valamely n pozitiv egész szamra. Akkor
(ac)(be)™ = ab"c"tt = "M = (be)" T
Hasonléan igazolhato, hogy
(be)(ac)™ = (ac)™.

Kovetkezésképpen
ac o be.

Tehat o az S félcsoport egy jobbkongruencidaja. Megmutatjuk, hogy o gyengén szeparativ
kongruencia. Legyenek a,b € S tetszoleges elemek. Tegyiik fel, hogy

a’® o ab o b2

Ekkor léteznek olyan m és n pozitiv egész szamok, melyekre
(ab)(a2)m — (a2>m+1 és (ab)(bz)” — (b2>n+1'

Akkor viszont

ba2m+1 — 2m+2 éS ab2n+1 — b2n+2'

a
fgy
a o b.

Tehat o az S félcsoport egy gyengén szeparativ kongruenciaja.
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Mar csak annak igazoldsa van hatra, hogy o az S legszlikebb gyengén szeparativ
kongruencidja. Ehhez tekintsiik S egy tetszoleges gyengén szeparativ ¢ kongruenciajat.
Tegyiik fel, hogy

aocb

teljesiil az S valamely a és b elemeire. Meg fogjuk mutatni, hogy a 0 b. Az a és b elemekre
tett feltétel szerint megadhaté olyan n pozitiv egész szam, hogy

ab” = bt ba™ = o™t
Ekkor persze
ab™ o b és ba™ p a™ .

Ha n =1, akkor
a’ o ab p b,

amibol a p kongruencia gyengén szeparativ tulajdonsaba miatt
aob

kivetkezik. Tehat feltehetjiik, hogy n > 2. Akkor (n = 2 esetén az ab" 2 = ab® szorzatot
a-nak tekintve)

(abn71>2 — (abn72)<abn> 0 (abn72)bn+1 — (abnflbn —

— (abn)bnl 0 bn+1bn71 — (bn)2
Ezekbdl az egyenldségekbdl, az = ab™ ! és y = b" jeldléseket bevezetve, a kovetkezd
adodik:
w* 0wy 0y

Mivel o gyengén szeparativ kongruencia, ezért

aob,
azaz,
ab™ ! o b
Hasonléan igazolhato, hogy
ba" ! o a™.

Ezzel megmutattuk, hogy az
ab™ 0 bn+1 és ba™ 0 an—H

feltételbol kovetkezik az

ab" !t o b és ba"t o a”
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eredmény. A gondolatmenetet tovabb folytatva, végiil is azt kapjuk, hogy
a® o ab p b,

amibdl a o kongruencia gyengén szeparativ tulajdonsaba miatt

aob
kovetkezik. Tehat
o C o,
azaz o az S félcsoport legsziikebb gyengén szeparativ kongruenciaja. O]

14.4. Kovetkezmény Ha a és b eqy kommutativ, gyengén szeparativ S félcsoport két
olyan eleme, amelyekre ab™ = b™*! és ba™ = a™*! teljesiil valamely m és n pozitiv egész
szamokkal, akkor a = b.

Bizonyitds. Mivel egy kommutativ gyengén szeparativ S félcsoport esetén az 1g identikus
relacio szeparativ, ezért o C 1g az elozo tétel miatt. Ebbol mar kovetkezik az allitas. [

14.2. Kommutativ gyengén szeparativ félcsoportok

14.5. Tétel Egy kommutativ félcsoport akkor és csak akkor gyengén szeparativ, ha ar-
khimédeszi komponensei eqyszerisitésesek.

Bizonyitds. Legyenek S; (i € I) egy kommutativ S félcsoport arkhimédeszi komponensei.
Tegyiik fel, hogy S gyengén szeparativ. Akkor az S; (i € I) félcsoportok mindegyike
gyengén szeparativ. Legyenek a,b,x € S; (i € I) tetszileges elemek. Tegyiik fel, hogy

ar = bx.
Mivel S; arkhimédeszi félcsoport, ezért 1éteznek olyan u,v € S elemek, hogy
ru=a" és zv=10"
teljesiil valamely m és n pozitiv egész szamokra. Akkor
m+

a™t = qxu = bru = ba™

és
b = brv = azv = ab™.

A 14.3. Tétel szerint
a o b.
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Mivel S; gyengén szeparativ, ezért a 14.4. Kovetkezmény szerint a = b. Tehat S; egysze-
risitéses félcsoport.

Forditva, tegyiik fel, hogy az S; (i € I) arkhimédeszi komponensek egyszeriisitésesek.
Legyenek a,b € S tetszoleges elemek az

a’> =ab=b*

feltétellel. Ha a € S; és b € S;, akkor a® = b? és a* € S;, valamint b? € S; miatt i = j
és a,b € S;. Mivel S; egyszertisitéses, ezért az a? = ab = b? feltételbdl a = b kdvetkezik.
Tehéat S gyengén szeparativ. m

Ezek utan ratérhetiink a fejezet {6 tételére:

14.6. Tétel Egy kommutativ S félcsoport akkor és csak akkor dgyazhato be olyan fél-
csoportba, amely részcsoportjainak unidja, ha S gyengén szeparativ.

Bizonyitds. Ha egy S kommutativ félcsoport bedagyazhaté egy olyan félcsoportba, amely
részcsoportjainak unidja, akkor a a 14.2. Tétel szerint S gyengén szeparativ.

Forditva, legyen S olyan kommutativ félcsoport, amely gyengén szeparativ. A 10.18. Ko-
vetkezmény szerint S el6all S; (i € I) arkhimédeszi félcsoportok Y félhdlojaként. A 14.5. Té-
tel szerint minden egyes S; félcsoport egyszeriisitéses. Mivel az .S; félcsoportok kommu-
tativak, ezért a bal oldali idealjaik mindegyike kétoldali idedl. Mivel egy félcsoportban
tetszoleges két idedl metszete soha nem {ires, ezért az S; félcsoportok jobb reverzibilisek.
fgy a 13.6. Tétel szerint minden egyes S; félcsoportnak van G; hanyados csoportja (G;
minden eleme kifejezhetd ab™! alakban valamely a,b € S; elem segitségével; ab™! = cd™!
akkor és csak akkor, ha ad = bc). Mivel az S; félcsoportok paronként diszjunktak, felte-
hetjiik, hogy a G; csoportok is ilyenek. Legyen

T - UiGIGi'

A T halmazon definialunk egy o miiveletet a kovetkezoképpen: Legyenek a € G; és
be Gj (i,5 € I) tetszéleges T-beli elemek. Akkor

a=aja;" ésb=bby"
valamely a1, as € S; és by, by € S; elemekkel. Legyen
aob= (albl)(ang)_l.

Az vildgos, hogy a ob € G;;. Megmutatjuk, hogy ha a = asay’ és b = bsby', akkor
(a1by)(azby) ™' = (azbs)(asbs) ™!, és igy az a o b szorzat fiiggetlen az a, illetve b elem S,
illetve S; elemeinek segitségével valo eldéllitastol. Valéban, ha a-ra és b-re az

a=aza;" ésb=bsb;"
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eloallitas is érvényes, akkor
a1aq = Qaoas és b1b4 = b3b3,

ezért
(a1b1)(asbs) = (azba)(azbs)

teljesiil S;;-ben. Ekkor viszont

(a1by)(azbe) " = (asbs)(asbs) ™"

valéban teljesiil G;-ben.
A kovetkezokben megmutatjuk, hogy a o miivelet asszociativ. Legyenek

a:alagl e G, b:blbgl € G, c:clcgl € Gy
tetszéleges elemek (7,7, k € I). Akkor
(aob)oc= ((arb)(azbs)™") o (c1¢5") = ((arbr)er)((azhs)er) ™! =

= (a1(bicr))(as(bac)) ™" = (ara3") o ((brcy)(baca)™") = ao (boc).

Igy T olyan félesoport, amely a G; (i € I) csoportok unidja, és az is igaz, hogy T
részhalmazként tartalmazza S-et. Mar csak azt kell megmutatni, hogy tetszdleges a,b €
S elemek esetén aob megegyezik az a és b elemek S félcsoportbeli ab szorzataval. Legyenek
tehat a € S; és b€ S; (i,7 € I) tetszOleges elemek. Mivel

a=a’a"tés =01,

ezért G;.-ben
ij

aob= (a’?)(ab)™! = (ab)*(ab)™* = ab. O

Feladatok

14.1. (Megoldds: 17.41.) Mutassuk meg, hogy minden gyengén szeparativ félcsoport
gyengén reduktiv!

14.2. (Megoldds: 17.42.) Egy S félcsoportot gyengén egyszeriisitésesnek neveziink, ha
tetszoleges a,b,c € S elemek esetén az ac = bec és ca = cb feltételek egyiittes teljesiilé-
sébol a = b kovetkezik. Mutassuk meg, hogy ha egy gyengén kommutativ S félcsoport
arkhimédeszi komponensei gyengén egyszeriisitésesek, akkor S gyengén szeparativ!
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15. fejezet

Félcsoportalgebrak

A fejezet els6 harom szakaszaban Osszefoglaljuk a test feletti asszociativ algebrakkal
kapcsolatos azon legfontosabb fogalmakat, illetve eredményeket, amelyek a negyedik sza-
kaszban felhasznalasra keriilnek a félcsoportalgebrak vizsgalata soran.

15.1. Véges dimenzids algebrak kitiintetett elemei

15.1. Definicié Egy F test feletti algebrdan olyan A = (A;+,-) gydrit értink, amely
esetén (A;+) vektortér F felett és tetszdleges a,b € A és tetszdleges a € F esetén

(wa)b = a(ab) = a(ab)
teljesiil. Az algebra dimenzidjin az algebranak, mint F feletti vektortérnek a dimenziojdt
értyiik.
Ebben a jegyzetben mindvégig véges dimenzids algebrakkal fogunk foglalkozni.

15.2. Definicié Egy A algebra részalgebrdjin A-nak olyan részhalmazdt értjik, amely
A-nak, mint vektortérnek altere, s eqyben részqyiirije A-nak, mint gyirinek.

Mivel egy vektortér tetszoleges B D C alterei esetén dimB > dimC', ezért ha egy A
algebra dimenziéja n € NT, akkor A részalgebrdinak nincs n + 1-nél hosszabb szigortian
csokkend lanca.

15.3. Definicié Egy A algebra idedljan A-nak olyan részalgebrdjat értjik, amely idedlja
A-nak, mint gyiirinek.

15.4. Definicié Egy A algebra a elemét nilpotens elemnek nevezzik, ha megadhaté olyan
n pozitiv egész szdm, amelyre a™ = 0 teljesil. Az a € A elemet valodi nilpotens elemnek
nevezziik, ha minden © € A elem esetén xa nilpotens elem (ekkor ax is nilpotens, mert
(za)" = 0-b6l (ax)" ™ = a(xa)"x = 0 kévetkezik).
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15.5. Definicié Egy algebra a elemét idempotens elemnek nevezziik, ha a® = a.

15.6. Tétel Minden olyan véges dimenzios algebrdaban, amely tartalmaz legaldbb eqgy
nem nilpotens elemet, van legalabb eqy nullatol kiilonbozo idempotens elem.

Bizonyitds. Legyen a egy F test feletti véges dimenzids A algebra nem nilpotens eleme.
Legyen n > 1 az A dimenzidja. Akkor az a,a?,...,a""! elemrendszer linedrisan fiig-
g6 F felett, azaz megadhatdk olyan F-beli aq, s, ..., a,1 elemek, amelyek kozott van
legalabb egy elem, amely nem az [F nulleleme, tovabba teljesiil az

ara+ aa® + -+ appa”t =0

egyenloség.
Vizsgéljuk elGszor azt az esetet, amikor ay # 0. Akkor a fenti egyenléség

ara+ca=0

alakban irhaté, ahol
C=Qaa+ -+ ayp1a”.

Mivel a # 0 és a; # 0, ezért

c# 0.
A fenti aja + ca = 0 egyenl6séghbdl
c
a= <_Oé_1 a
addédik. Ezen utébbi egyenloséghdl
k= (- g
g

kovetkezik minden k pozitiv egész szamra. fgy

C .9 1 c n
JR— = - — — oQ ...+an a =
() =~ () aaa o+ i)

1 n c
= ——(oa+ + apaa") = ——,
(0%} (631

azaz —c/ay az A algebra nullelemtél kiilnboz6 idempotens eleme.

A kovetkezokben vizsgaljuk azt az esetet, amikor a; = 0. Jeldlje mg azt a legkisebb
indexet, amelyre a,,, # 0, tovabba jeldlje mo + h < n + 1 azt a legnagyobbat azon
J < n+ 1 index koziil, amelyre a; # 0. Tehat a fenti

ara+ apa® + - Fappa”t =0
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egyenloség tényleges alakja

h
Qg @™ + -+ + Q@™ =0

)

amely legfeljebb h + 1 nem nulla tagot tartalmaz. Szorozzuk be ezt az egyenl6séget
rendre a-val, a’-tel, és igy tovabb, a(mo—Dh_ya]. fgy, az eredeti mellett, (mg — 1)h 10j
egyenloség is teljesiil. Ezen 1j és a kiindul6 egyenletekben az a elem legkisebb hatvanya
mg, a legnagyobb hatvanya pedig mo + h + (mg — 1)h = mo(h + 1). Jeloljiik az a™°
hatvanyt b-vel. Akkor a vizsgalt egyenletekben b legkisebb hatvénya 1 (ez a kiinduld
egyenlet els6 tagja), legnagyobb hatvénya pedig h + 1 (ez az 1j egyenletek koziil az
utolsé egyenlet utolsé tagja). Az egyenletekben az a elemnek legfeljebb moh + 1 szamu
kiilonb6z6 hatvanya szerepel; ezek koziil legfeljebb h + 1 olyan van, ahol a kitevo az
mg pozitiv egész szamszorosa (ezek a b elem kiilonboz6 pozitiv egész kitevds hatvényai),
és legfeljebb (mg — 1)h olyan, ahol a kitev6é nem oszthaté mp-lal. Mivel ezen utébbi
hatvanyok szama nem nagyobb az egyenletek szamanal, ezért ezek kifejezhetdk a b pozitiv
egész kitevos hatvanyaival, és igy a kiindulé egyenlet

AU+ +ab" =0

alakra hozhato, amelyben «,,, # 0 és még legalabb egy masik egyiitthaté sem egyenlo a
nullaval. Mivel a b elem nem nilpotens, ezért a bizonyitas elso részét a b elemre alkalmazva
(az ottani a helyett) adddik, hogy az A algebranak van nem nulla idempotens eleme. [J

15.7. Tétel Legyen A olyan véges dimenzios algebra, amelynek nem minden eleme nil-
potens. Akkor A tetszéleges mem wvalodi a nilpotens eleméhez van olyan 0 # e¢ € A
idempotens elem és olyan x € A elem, hogy ax = e.

Bizonyitds. Legyen a € A tetszoleges nem valodi nilpotens elem. Akkor aA az A al-
gebra egy részalgebraja. Ha ez nem tartalmaz idempotens elemet, akkor a 15.6. Tétel
miatt minden eleme nilpotens. Ez viszont azt jelenti, hogy a valédi nilpotens elem, ami
ellentmond a feltételnek. fgy aA tartalmaz legalabb egy nullatdl kiilonboz6 e idempotens
elemet, s ezért ax = e teljesiil valamely = € A elemre. m

15.8. Tétel Egy véges dimenzids A algebra dsszes valodi nilpotens elemeinek halmaza
az A algebrdanak egy idedlja.

Bizonyitds. Legyen A egy F test feletti véges dimenzios algebra. El6szor megmutatjuk,
hogy ha a az A algebra valédi nilpotens eleme, akkor tetszoleges a € F elem esetén aa
is valédi nilpotens elem. Legyen a € A tetszoleges valodi nilpotens elem. Akkor minden
s € A és minden « € F esetén megadhato olyan n pozitiv egész szam, hogy

0= ((as)a)"” = (s(aa))",
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amibol mar kévetkezik, hogy aa valédi nilpotens elem.

Az el6z6ekbdl az is kovetkezik, hogy valamely a valédi nilpotens elem ellentettje, azaz
—a is valddi, hiszen —a = (—1)a. Itt —1 jeloli az F test egységelemének ellentettjét.

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy ha a az A algebra valédi nilpotens eleme, akkor
tetszéleges s € A elem esetén sa és as is valddi nilpotens elemek. Ha a valédi nilpotens
elem, akkor tetszoleges z,s € A elemek esetén megadhatd olyan n pozitiv egész szam,

hogy
0= ((zs)a)" = (z(sa))".

Tehat sa valodi nilpotens elem. Hasonléan igazolhatd, hogy as is valédi nilpotens elem.

Mar csak annak bizonyitasa van hatra, hogy az A algebra valddi nilpotens elemeinek
Osszege is valodi nilpotens. Legyenek a és b az A algebra valédi nilpotens elemei. Tegyiik
fel, indirekt médon, hogy a+ b nem valédi nilpotens elem. Akkor a 15.7. Tétel miatt van
A-nak olyan e # 0 idempotens eleme, hogy valamely = € A elemre

(a+b)x =ax+br=e.

A fentiek miatt ax és bx valédi nilpotens elemek. fgy eaxe és ebre nilpotens elemek. Ha
n jeloli eaxe nilpotencidjanak fokat, akkor

0 = (eaze)" = (e — ebxe)" = e — cbue,

azaz
e = chbxe

teljesiil valamely ¢ € A elemmel. Ez viszont ellentmondas, mert cbxe valédi nilpotens
elem, e pedig egy nem nulla idempotens elem. Tehat két valédi nilpotens elem Gsszege
is sziikségképpen valédi nilpotens elem. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O]

Egy A algebra valamely B idedlja esetén a B elemeibdl képezhetd Osszes k-tényezos
szorzatok (k egy pozitiv egész szdm) halmaza altal generdlt altér az A algebra idedlja.
Ezt az idealt a B ideal k-dik hatvdnyanak nevezziik (és B* médon jeloljiik).

15.2. Véges dimenzids algebra nilpotens idealjai

15.9. Definicié Egy A algebra B idedljat nil idedlnak nevezziik, ha minden eleme nil-
potens. Egy B idedlt nilpotens idedlnak neveziink, ha megadhato olyan k pozitiv egész
szdm, amelyre B¥ = {0} teljesiil, azaz a B elemibdl képezhetd Gsszes k-tényezds szorzat
eqyenld az A nullelemével.

Az nyilvanvalé, hogy egy algebra minden nilpotens idedlja nil. Az allitds megfordi-

tasa altalaban nem igaz. Véges dimenziéju algebrék esetén mas a helyzet. Ervényes a
kovetkezo tétel.
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15.10. Tétel Véges dimenzios algebra minden nil idedlja nilpotens.

Bizonyitds. Legyen B egy véges dimenzids A algebra egy idedlja. Legyen a B dimenzidja
n. Legyenek by, ..., 0,10 € B tetszbleges elemek. Az vilagos, hogy

b1B,bibaB, . .. biby -+ - by 1B, biby - - by y1by 2B
a B ideal olyan részalgebrai, amelyekre
B 2 b1baB 2 -+ 2D biby - by B 2 biby -+ byp1byi 2B

teljesiil. Mivel ennek a lancnak a hossza n + 2, ezért ez a lanc nem lehet szigortan
monoton csokkend, azaz van olyan k € {1,...,n+ 1} index, hogy

by 0B = by - bybys1 B.

Mivel
by - brbryr € by -+ - 0B,

ezért

bi -+ bybri1 € by -+ - bpbr 1 B,

és ezért van olyan z € B elem, amelyre

by brbryr = by -+ - by
teljesiil. Ebbdl az egyenloséghdl

by« bpbrir = by - bkbk+1$t

adodik minden pozitiv egész t kitevore. Mivel B nil idedl, ezért 2™ = 0 valamely pozitiv
egész m kitevore. Ebbdl pedig
by brbry1 =0

kovetkezik. Mivel k + 1 < n + 2, ezért
by« by byyo =0,
és igy
Bn-i—? _ {0} ]

15.11. Megjegyzés Mivel egy véges dimenzios A algebra minden B részalgebrdja is
véges dimenzios algebra és B idedlja onmagdnak, ezért ha B minden eleme nilpotens,
akkor B nilpotens, azaz megadhato olyan k pozitiv egész szam, hogy B elemibdl képezett
k-tényezos szorzatok mindegyike egyenld a nullelemmel.
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15.12. Megjegyzés Az vildgos, hogy eqy algebra valddi nilpotens elemeinek mindeqgyike
nilpotens. A 15.8. Tétel szerint eqy véges dimenzios algebra dsszes valodi nilpotens elemesi
idedlt alkotnak. fgy ebben az idedlban minden elem nilpotens. Kdvetkezésképpen ez az
1dedl nilpotens idedl.

Egy A algebrat nilpotens algebranak neveziink, ha A* = {0} valamely k pozitiv egész
szamra. Véges dimenzidju algebra esetén ez azzal ekvivalens (lasd a 15.10. Tételt), hogy
minden eleme nilpotens.

15.13. Tétel Véges dimenzios nilpotens algebra minden epimorf képe is nilpotens.

Bizonyitds. Legyen A egy véges dimenzids nilpotens algebra és ¢ az A-nak egy T algeb-
rara valé homomorfizmusa. Legyen p(x) € T (x € A) tetsz6leges elem. Akkor van olyan
n pozitiv egész szam, hogy

(p(2))" = (") = (04) = Or,

ahol 04 és Op jeloli az A, illetve a T algebra nullelemét. fgy 7T minden eleme nilpotens.
Mivel T is véges dimenzios algebra, ezért a 15.10. Tétel miatt 7 nilpotens. [

15.14. Tétel Ha egy véges dimenzios A algebranak B olyan nilpotens idedlja, hogy az
A/B faktoralgebra nilpotens, akkor A is nilpotens.

Bizonyitds. Jelolje ¢ az A algebréanak az A/B faktoralgebréra valé természetes homo-
morfizmusat. Legyen a € A tetszdleges elem. Akkor van olyan n pozitiv egész szam,

hogy
(p(a))" =045

Ez viszont azt jelenti, hogy

a" € B,
és ezért
(a")* =04
valamely pozitiv egész k kitevore. Tehat A minden eleme nilpotens. A 15.10. Tétel miatt
A nilpotens algebra. ]

15.15. Tétel Véges dimenzios A algebra dsszes nilpotens idedljainak U dsszege szintén
nilpotens; U tartalmazza A 0sszes nilpotens bal oldali idedljat és osszes nilpotens jobb
oldali idedljat is.
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Bizonyitds. Legyenek B és C egy véges dimenzids A algebra nilpotens idedljai. Akkor
(B+C)/B=C/(BNC).

A 15.14. Tétel miatt B+C nilpotens idedl. Tehat A-ban véges sok nilpotens idedl 6sszege
is nilpotens.
Legyen a € U tetszbleges. Akkor megadhaték olyan A-beli Aj,..., Ay nilpotens
idealok, hogy
a=a;+- -+ ag

valamely a; € A; (i = 1,...k) elemekre. Mivel az A, ..., A; nilpotens idedlok Gsszege
nilpotens, ezért az a € A; +- - -+ Ay elem is nilpotens. Tehat &/ minden eleme nilpotens.
A 15.10. Tétel miatt U nilpotens ideal.

Legyen R az A algebra egy nilpotens jobb oldali idealja. Akkor R+ AR az A algebra
egy idealja. Teljes indukciéval bizonyithato, hogy

(R + AR)" C R" + AR"

teljesiil tetszoleges n pozitiv egész szam esetén. Mivel R nilpotens, ezért az el6z6 tartal-
mazasbol kovetezik, hogy R + AR is nilpotens. Mivel

RCR+ AR,

ezért R minden eleme nilpotens, és igy a 15.11. Megjegyzés szerint R nilpotens, azaz
R C U. Hasonléan igazolhatd, hogy U tartalmazza az A algebra Gsszes nilpotens bal
oldali idealjat is. O]

15.16. Definicié FEgy véges dimenzids A algebra dsszes nilpotens idedljanak dsszegét az
algebra nilradikaljanak nevezziik, és R-rel jelolyiik.

15.17. Tétel Véges dimenzios algebra nilradikdlja megegyezik a valodi nilpotens eleme-
ek halmazaval.

Bizonyitds. Legyen R egy véges dimenziés A algebra nilradikalja. Jelolje V az A valédi
nilpotens elemeinek halmazat. A 15.12. Megjegyzés miatt

VCR.

Har € R és a € A, akkor ar € R és igy R nilpotens volta miatt ar nilpotens elem, ami
miatt a valddi nilpotens elem, s ezért a € V. Tehat

RCV.

Kovetkezésképpen
R=V. ]
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15.3. Féligegyszerii algebrak

15.18. Definicié Egy A algebrat féligegyszeri algebrdnak neveziink, ha nilradikdlja tri-
vidlis, azaz R = {0}.

Bizonyitéas nélkiil kozoljiik az aldbbiakat:

15.19. Tétel (Wedderburn 1. tétele) Eqy véges dimenzids A algebra akkor és csak akkor
féligegyszert, ha elddll véges sok olyan A; (i =1,...,n) kétoldali idedljinak

A=A10--- DA,

direkt dsszegeként, amelyek mindegyike egyszert algebra (azaz nincs valddi idedljuk). A
direkt felbontdsban szerepld idedlok az A algebra dltal egyértelmien meg vannak hatdroz-
va.

A 15.19. Tételben szereplé felbontdsban eléfordulé A; (i = 1,...,n) idedlokat az A
algebra egyszerii komponenseinek nevezziik. Ezek szamét Cl(A)-val jeloljiik és az A
algebra osztalyszamanak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a 15.19. Tételben szerepl6 A algebra barmely nem-nulla B idealja
esetén megadhatok az

A=A - DA,

felbontasban szerepl6 idedlok koziil olyanok, amelyek unidja a B ideal.

15.20. Tétel Legyen
A=B; DBy, D "'Bn38m+1:{0}

eqy I test feletti véges dimenzids A algebra relativ idedlsorozata (azaz B;yq idedlja B;-
nek (i = 1,...,m)). Az A algebra akkor és csak akkor féligegyszerd, ha a B;/B;i1
(i=1,...,m) faktoralgebrdk mindegyike féligegyszerii. Ebben az esetben

Cl(A) = Zn: CUB;/Bit1).

15.21. Tétel (Wedderburn 2. tétele) Eqy F test feletti véges dimenzids A algebra ak-
kor és csak akkor egyszerti, ha izomorf eqy F test feletti divizidalgebra (olyan algebra,
amely ferdetest) elemeibdl képezett n x n-tipusi mdtrizok teljes mdtrizgyirijével, ahol
n egy pozitiv egész szam. Az n egyértelmiien, a divizicalgebra pedig izomorfia erejéig
egyértelmien van meghatdrozva az A algebra dltal.
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15.4. Félcsoportalgebrak

15.22. Definicié Legyen S eqy félcsoport, F pedig eqy test. Az S félcsoport F feletti al-
gebrdjdn eqy olyan F feletti A algebrdt értink, amely tartalmaz egy olyan S részhalmazt,
amely bdzisa A-nak, mint vektortérnek, és eqyben az A algebra multiplikativ félcsoport-
janak eqy olyan részfélcsoportja, amely izomorf S-sel.

15.23. Tétel Tetszoleges S félcsoport és tetszoleges F test esetén létezik S-nek F feletts
algebrdja.

Bizonyitds. TetszOleges S félcsoport és tetszoleges IF esetén jelolje F[S] az S félcsoportnak
az [F testbe valo 0sszes olyan
a: s +— as)

leképezéseinek halmazat, amelyek esetén az S mindazon s elemeinek halmaza, amelyek-
re a(s) # 0 teljesiil, véges vagy iires. Nem nehéz ellendrizni, hogy F[S] kommutativ
csoportot alkot az

a+b s — a(s)+b(s)

miiveletre nézve. Tovabba F[S] vektortér F felett, ha egy o € F skaldrral valé szorzast
az alabbi médon értelmezziik:

(a) : s — aa(s).

Definidljunk az F[S] halmazon egy szorzast a kovetkez6képpen: valamely a,b € F[S]
elemek szorzata legyen az a ¢ € F[S] elem, amelyre

TYy=s

teljesiil tetszéleges s € S elem esetén. Nem nehéz beldtni, hogy ezzel a miivelettel F[S]
egy F feletti algebra.
Tetszbleges s € S elem esetén jelolje 5(t) az F[S] kovetkezd elemét:

_ 1, hat=s
5(t) = :
0, hat#s.

Itt 1, illetve 0 az F test egységelemét, illetve nullelemét jeloli. Nem nehéz belatni,
hogy ezen 5(t) leképezések S halmaza az F[S] algebra multiplikativ félcsoportjanak olyan
részfélcsoportja, amely izomorf az S félcsoporttal (s +— 3 egy izomorfizmus). Tovébba,
S az F[9] egy bézisa. O
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Ha a € F[S] tetszOleges, és sq,...s, az S mindazon elemeinek halmaza, amelyekre
a(s;) #0 (i=1,...,k), akkor

a = iS5 + - - + xSy, (15.1)

ahol a; = a(s;) (i =1,...,k).

Ha az S elemeit azonositjuk az S elemeivel, akkor a (15.1) egyenléség a kovetkezd
alakban is frhaté:
a = o181+ -+ qpSg.

Véges S = {s1,..., s} félcsoport esetén F[S] tetszbleges a eleme
a= o181+ + apSy

alakban irhaté, mert azoknak a tagoknak az egyiitthatéi, amelyek ténylegesen nem
szerepelnek az Osszegben valaszthatok O-nak. Igy ha a = o181 + -+ + aps, és b =
p1s1 4 -+ + Bnsn az F[S] tetszéleges elemei, valamint £ € IF, akkor

a+b= (a1+ﬁl)81+"'+ (an+ﬁn)3n7
fa = (§ar)si+ - + (§an)sn,
ab =181+ + VnSn,
ahol v, = 0, ha s; ¢ S?, egyébként pedig

Ve = Z a;f3;.

1<i,j<n;s;sj=sk

Bizonyitas nélkiil kozoljik a kovetkezd tételt (14sd az [5] konyv 5.2 alfejezetében
talalhat6 Maschke’s Theorem néven szerepld tételt).

15.24. Tétel (Maschke-tétel) Legyen G egy véges csoport, F pedig eqy tetszdleges test.
Az F[G] algebra akkor és csak akkor féligegyszerii, ha az F test karakterisztikdja nem
osztja a G csoport rendjét.

15.25. Definicié Legyen S egy 0-elemes félcsoport, F pedig egy test. Jelolje Foy[S] azt
az F feletti algebrdt, melynek van olyan B bdzisa, amelyre B U {0} az Fo[S] algebra
multiplikativ félcsoportjinak az S félcsoporttal izomorf részfélcsoportja.

Az vildgos, hogy egy 0O-elemes S félcsoport esetén F[0] az F[S] félcsoportalgebra egy
idedlja. Tovabba az is igaz, hogy Fo[S] = F[S]/F[0]. Az F[S]/F[0] faktoralgebraban
B ={s+F[0]: s€ S\O0} egy bazis.
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15.26. Megjegyzés Ha eqy S félcsoporthoz adjungdlunk egy nullelemet (fiiggetleniil at-
tdl, hogy S-ben van-e nullelem vagy nincs), akkor az igy keletkezett S U {0} félcsoportra
Fo[S U{0}] = F[S] teljesiil.

15.27. Tétel Bdrmely S félcsoport tetszéleges T idedlja esetén F[S]/F[T] = Fo[S/T].

Bizonyitds. Legyen T az S félcsoport tetszéleges idedlja. Az vilagos, hogy F[T] idedlja
F[S]-nek. Ha s,t € S\ T és s # t, akkor

(s +F[T)) N (¢t + F[T)) = 0.

Ellenkez6 esetben s — t az F[T]-nek lenne eleme, ami s,¢ € S\ T miatt nem lehetsé-
ges, hiszen F[T] elemei a T elemeibdl F-beli egyiitthatékkal képezett formalis osszegek.
Legyen

B={s+F[T]: s€S\T}.
Vildgos, hogy B U F[T] az F[S]/F[T] algebra multiplikativ félcsoportjanak az S/T fak-
torfélcsoporttal izomorf részfélcsoportja. Az is igaz, hogy B az F[S] algebra bazisa. Igy
F[S]/F[T] = Fo[S/T)]. O

15.28. Tétel Véges 0-elemes S félcsoport esetén az F[S| algebra akkor és csak akkor
féligegyszerti, ha az Fy[S| algebra féligegyszeri.

Bizonyitds. Jelolje 0 az S nullelemét. Legyen FF tetszOleges test. A 15.24. Tétel miatt
F[0] féligegyszerii. A 15.27. Tétel szerint

Fo[S] = F[S]/F[0].
Mivel
F[S] D F[0]
az [F[S] algebra egy relativ idedlsorozata, ezért a 15.20. Tétel szerint F[S] akkor és csak
akkor féligegyszerti, ha F[S]/F[0] = Fy[S] féligegyszerti. O

Egy véges S félcsoport mindig tartalmaz
S=528>2--25,28,.1=0

fésorozatot (lasd a 4.34. Definiciét). A 4.36. Tétel szerint S barmely két fésorozata
egymassal izomorf.

15.29. Tétel Egy véges S félcsoport esetén az F[S| algebra akkor és csak akkor féligegy-
szertd, ha az S félcsoport tetszdleges

S=528>2--28,284,1=0

fbsorozatihoz tartozo F[S;/S;+1) (1 =1,...,n) algebrdk mindegyike féligegyszerd (megje-
gyezziik, hogy S,/0 = S, ).
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Bizonyitas. Legyen
S=528D2--28,284,4=0

egy véges S félecsoport fésorozata. Megédllapodva abban, hogy F[(] jelolje az F[S] félcso-
portalgebra {0} idedljat, az

F[S] =F[Si] D F[Ss] D - D F[S,] D F[Sp41] = {0}
sorozat az F[S] félcsoportalgebra idedljainak egy sorozata. A 15.27. Tétel szerint
F[S;]/F[Sis1] =2 FolSi/Siz1]; (=1,...,n—1).
Ugyanakkor

F[Sn]/F[Sn1] = F[Sn] = Fo[Sn] = FolSn/Snt1].

A 15.20. Tétel szerint F[S] akkor és csak akkor féligegyszerti, ha a fenti F[S;]/F[S; 1]
(1 =1,...,n) faktorok mindegyike féligegyszerti. Igy, a 15.28. Tételt is hasznalva, F[S]
akkor és csak akkor féligegyszerii, ha az F[S;/S;11] algebrdk mindegyike féligegyszerti. ]

A 4.33. Definici6 szerint egy S félcsoportot féligegyszerii félcsoportnak neveziink, ha
féfaktorai (azaz a fésorozatainak faktorai) egyszertiek vagy 0-egyszeriiek.

15.30. Tétel Ha egy véges S félcsoport esetén az F[S] félesoportalgebra féligegyszeri,
akkor az S félcsoport féligegqyszeri.

Bizonyitds. Legyen S olyan félcsoport, amely esetén F[S] féligegyszerii algebra. Legyen
S=828>2--285,28.,=0

az S egy fésorozata. A 15.29. Tétel szerint az F[S;/S;11] algebrak mindegyike féligegy-
szeri. A 15.28. Tétel szerint az Fy[S;/S;+1] algebrdk mindegyike féligegyszerii. Ebbdl
méar kovetkezik, hogy az S;/S;. ;1 faktorfélcsoportban nem lehet barmely két elem szorza-
ta nulla, mert ha az lenne, akkor az Fy[S;/S;+1] algebrdban is barmely két elem szorzata
a nulla lenne, ami viszont ellentmondana annak a ténynek, hogy az Fy[S;/S;;1] algebra
féligegyszerti. [

A fejezet végén bizonyitas nélkiill megemlitiink specialis félcsoportok félcsoportal-
gebrajaval kapcsolatos néhany tételt (1dsd az [5] konyv Theorem 5.21., Corollary 5.24.,
Corollary 5.25. és Theorem 5.26. eredményeit).

15.31. Tétel Legyen S egy véges kommutativ félcsoport, F pedig eqy test. Az F[S] fél-
csoportalgebra akkor €s csak akkor féligegyszert, ha S elodll olyan csoportok unidjaként,
melyek rendje nem oszthato az F test karakterisztikdjdval.
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15.32. Tétel Ha eqy véges eqyszerd S félecsoport valamely F test feletti F[S] algebrdja
féligegyszerii, akkor S csoport.

15.33. Tétel Ha egy véges S félcsoport valamely F test feletti F[S] algebrdja féligegy-
szert, akkor S magja (azaz S dsszes idedljanak metszete) az S részcsoportja.

15.34. Tétel Egy véges inverz S félcsoport valamely F test feletti F[S| algebrdja akkor
és csak akkor féligegyszert, ha az F test karakterisztikdja 0 vagy olyan primszam, amely
nem osztja S egyetlen részcsoportjanak rendjét sem.

Feladatok

15.1. (Megoldds: 17.43.) Mutassuk meg, hogy tetszéleges G véges, kommutativ p-
csoport (p primszéam) és tetszéleges p-karakterisztikaju IF test esetén az F[G] csoportal-
gebra minden bal oldali nullosztéja nilpotens.

15.2. (Megoldds: 17.//.) Mutassuk meg, hogy ha G egy véges p-csoport (p primszam)
és I egy p-karakterisztikaju test, akkor tetszéleges g € G elem esetén e — g az F[G]
csoportalgebra nilpotens eleme, ahol e a G csoport egységeleme!
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16. fejezet

e po

Félcsoportok matrixreprezentacioi

Ebben a fejezetben egy specialis matrixreprezentacioval, véges félcsoportok jobbregularis
reprezentacidjaval kapcsolatos matrixreprezentacioval foglalkozunk.

16.1. Jobbregularis reprezentacio

Legyen S egy véges félcsoport, F pedig egy test. Az S x S halmaznak az F testbe
valé egyértelmli A leképezéseit [F test feletti S-matrixoknak nevezziik. Ha rogzitjilk egy
n-elemi S félcsoport elemeinek egy

{s1,...,8n}

sorrendjét, akkor minden S-métrix felirhaté a szokasos "tabldzatos” forméban: egy A
matrixhoz tartozdé n X n-es tablazat i-dik soranak j-dik eleme megegyezik az [F test
A(s;, s;) elemével. A bizonyitasok egyszeriibbé tétele végett a vizsgdlt S félcsoporthoz
tartoz6 S-matrixokat a félcsoport valamely rogzitett sorrendjéhez tartozo, az el6zéekben
részletezett tablazatos formaban fogjuk tekinteni.

Jelolje 1, illetve 0 egy F test egységelemét, illetve nullelemét. Egy véges S =
{s1,...,8,} félcsoport tetszéleges s eleméhez tekintsiik a kovetkez$ S-matrixot:

ahol

NOJ ha s;s = s,
“ 10 kiilsnben.

Ezt a matrixot az S elemhez tartozé F test feletti jobb métrixnak nevezziik (ldsd az 1.
Fejezetet). Az 1.11. Tétel szerint

Re: s— RO
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az S félecsoport F test feletti n-edfoki reprezentacidja. Ez lényegében az S félcsoport
jobbregularis reprezentécidja. Ez a reprezentacié akkor és csak akkor hii (azaz injektiv),
ha S bal reduktiv, azaz tetszoleges a,b € S elemek esetén az xa = xb feltételnek minden
x € S elemre vald teljesiilésébol a = b kovetkezik.

Tetsz6leges n-elemii véges S félcsoport és tetszéleges F test esetén jelolje A(Rp(S))
az IF test feletti n X n tipusi matrixok M, (F) teljes matrixalgebrdjanak az Rp(S) altal
generalt részalgebrajat.

16.2. Félcsoportok direkt szorzatanak jobbregularis
reprezentacidja

16.1. Tétel Tetszioleges véges bal reduktiv S és Sy félcsoportok, valamint tetszoleges F
test esetén
dim[A(Rp(S1))]dim[A(Rr(5:))] = dim[A(Rr(S1 X S2))].

Bizonyitas. Legyenek Sy = {a;:i=1,...,|S1|} és So={b; : j =1,...,|5]|} tetszéleges
véges bal reduktiv félcsoportok, F pedig tetszdleges test. Tekintsiik az Sy és So félcso-
portok jobbreguldris reprezentéciéit. Jelslje A(%) és B az a; € S; és b; € Sy elemek
F feletti (a fenti sorrendhez tartozd) jobb matrixait. Tekintsiik az Sy x Sy félcsoport
eleminek kovetkezd elrendezését:

Sl X SQ - {(alabl); R <a17b\32|); ce (a\51|>bl); ceey (a|S1|ab|52|)}'

Nem nehéz észrevenni, hogy egy (a;, b;) € S x Sy elemhez (az el6bb részletezett sorrend
szerint) tartozé I feletti C(@%) jobb métrix olyan C,(f;’bj) (k,t € {1,...,|S1]}) matrixok
blokkmatrixa, amelyekre ’
it = ofy'B

teljestil, ahol a,(sz) (k,t = 1,...,]51]) jeloli az A%) méatrix k-dik sordnak ¢-dik elemét.
Mivel S; és S5 bal reduktiv félcsoportok, ezért S; x S, is bal reduktiv. fgy annak jobbre-
guldris reprezentacidja hii. Tegyiik fel, hogy dimA(Ry(S1)) = m és dimA(Rg(S2)) = n.
Jelolje By és By az A(Rp(S1)), illetve a A(Rp(S2)) részalgebrak egy-egy bazisat. Tegyiik
fel, hogy By = {Al@) . Al és B, = {BO), ... B} | Megmutatjuk, hogy a
Clb) (7 =1,...m;j =1,...n) matrixok az A(Rp(S; x Sy)) részalgebrdnak egy bazisat
alkotjak.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a C(@+%) (i =1,...m;j = 1,...n) métrixok line4-
risan fiiggetlenek FF felett, tegyiik fel, hogy

E?ZIEEIIYj,iC(ahbj) = Omnxmn
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valamely v;,; € F skalarokkal. Akkor tetszéleges k,t € {1,...|S1|} indexekre
n m a;,b;
Ejzlzizl'yj,icl(g,t 2 — Onxm
azaz
E?:1Z;117j7ia§§z)]3(bj) = Onxn

adddik. Ekkor viszont
E?:1(2£17j7ia,(£;))B(bj) = 0nxn,

amibdl tetszéleges j = 1,...,n (and every k,t = 1,...,|51]) index esetén
Zizlfyj,ia](g;) =0,

mert a B®V ... B®) mitrixok linedrisan fiiggetlenek F felett. Mivel a +;; egyiitthaték
nem fiiggnek k-to6l és t-t0l, ezért

Z”riil/Yj,iA(ai) = Om><m

adédik minden j = 1,...,n indexre. Mivel a A1) . . A(m) matrixok linedrisan fiig-
getlenek F felett, ezért v;; = 0 minden j =1,...,n és ¢ =1,...,m indexre.

A kévetkezékben megmutatjuk, hogy a C@b) (i = 1,...m;j = 1,...n) matrixok
generaljak az A(Rp(S; X Sz)) részalgebrat. Legyen (z,y) € S; x Sy tetszdleges elem.
Mivel By bazisa az A(Rp(S2)) részalgebréanak, ezért megadhatdék olyan 5; € F (j =
1,...,n) skaldrok, amelyekre

B® — E?ZlﬁjB(bj)

teljestil. Ekkor viszont tetszéleges k,t € {1,...,|S1|} indexek esetén
B = T3 B

Mivel By bazisa az A(Rrp(S1)) részalgebranak, ezért magadhatok olyan o € F (i =

1,...,m) skaldrok, melyekre
Al — EzrilaiA(ai),
azaz,
al(:,ct) = 21‘1104@'“1(5;)
teljesiil tetszoleges k,t = 1,...,|S| esetén. Igy
0/ BY = 57 6;(S1 agafly ) B®) =
S (Bj00) (a7 B®)),
amibol

x, n m (ai:b')
Cl(c,ty) = Zj:lziﬂ(ﬂjai)ck,t !
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kiovetkezik tetszéleges k,t = 1,...,|Si| indexekre. Mivel az «; (1 = 1,...,m) és f;
(j =1,...,n) egylitthat6k nem fiiggnek k-tdl és t-t6l, ezért

clrv) = Z?:1E£1(ﬁjai)c(ai’bj)~ O

16.2. Tétel Legyen F eqy test és legyenek Sy, Sy tetszoleges véges bal reduktiv félcsopor-
tok. Akkor
A(Rr(51)) @ A(Re(S52)) Zag A(Re(S1 X 52)),

ahol ® a tenzori szorzds, = 414 pedig az algebra-izomorfizmus jele.

Bizonyitds. A 16.1. Tétel jeloléseit haszndljuk. Tekintsiik az A(Rg(S1)) és A(Rr(S2))
vektorterek

A(Rr(S1)) @ A(Rp(S2))

tenzori szorzatat.

Az
A @) & B (t=1,....m;5=1,...n)

tenzorok egy bazisat alkotjdk a A(Rr(S1))®A(Rr(S2)) tenzori szorzatnak, melyek kozott
a szorzas a kovetkezoképpen van értelmezve:

(A) @ BED)(Al) @ Bl)) = (Alaiar) @ Bl
A 16.1. Tétel szerint
{Clb) . =1 . m;j=1,...,n}
bézisa az A(Rp(S1 X S3)) algebranak. Kozottik a szorzas:
Claibi) Clarb) — Cx(aiansbsbe)

Mivel
dim(A(Rr(S1)) ® A(Rp(S2)) = dim(A(Rr(S1 x S2)))
a 16.1. Tétel miatt, ezért a
¢ : (AW @B®)) s Cl@b) =1 .. . m;j=1,...n

leképezés az A(Ryp(5S1)) ® A(Rp(Sz2)) vektortérnek az A(Rp(S1 x Ss)) vektortérre vald
izomorfizmusa. Mivel

¢((A(ai) ® B(bj))(A(ak) ® B(bt))) — ¢((A(aiaak) ® B(bjybt)» _
— Claiar:bibe) — laiby)(arbe) — x(aibs) Crlarbe) —
= G((A) @ BO))o((A) @ BO),
ezért ¢ az A(Rp(51)) ® A(Rr(S2)) tenzori szorzatnak az A(Rp(S1 X S3)) algebrara vald

algebra-izomorfizmusa. m
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16.3. Félcsoportok félhalgjanak jobbregularis repre-
zentacidja

16.3. Tétel Legyen S olyan véges félcsoport, amely valamely bal reduktiv A és B félcso-
portok félhdloja. Akkor

dimA(Rz(S)) > dimA(Rg(A)) + dimA(Rg(B)).

Bizonyitds. Vilagos, hogy A és B valamelyike idedlja S-nek. Tegyiik fel, hogy A teljesiti
ezt a feltételt. Ha c,d € S olyan elemei S-nek, amelyekre zc = xd teljesiil minden x € S
elemre, akkor ¢? = cd és dc = d%. Mivel S az A és B félhaléja, ezért cd és de mindketten
vagy A-ban, vagy mindketten B-ben vannak. fgy ¢ és d mindketten vagy A-ban vagy
B-ben vannak. Mivel A és B bal reduktiv, ezért ¢ = d. Tehat S bal reduktiv, és igy az S
jobbregularis reprezentacidja hii. Legyen A = {aq,...,a,} és B = {by,...,b,}. Legyen
A@ (i =1,...n), illetve B®%) (j = 1,...,m) az a; € A, illetve a b; € B elemhez (a
fenti sorrend szerint) tartoz6 jobb matrix.
Tekintsiik az S elemeinek kovetkezo sorrendjét:

S:{al,...,an,bl,...,bm}.

Az S félcsoport s elemeihez (ezen rogzitett sorrend szerint) tartozé C) jobb matrixok
olyan
Cy) (k,t € {1,2})

blokkok 2 x 2-tipusu matrixai, amely blokkokra a kovetkezdk teljesiilnek: a Cgs} blokk
(ai) _

n x n-tipusit, a Cy) blokk m x m-tipusi, tovabba tetszéleges a; € A elem esetén C\%) =
Ao, CgaQ) = 0p,xm, tetszdleges b; € B esetén pedig ng) = B®). Tegyiik fel, hogy
dimA(Rr(A)) =k és dimA(Rp(B)) =t.

Legyen A (i =1,... k) illetve B®) (j = 1,...,t) egy-egy bézisa az A(Rp(A), illetve
A(Rp(B) algebranak. Megmutatjuk, hogy a C@) & C®) (i = 1,... k;j = 1,...1)
matrixok egyiitt egy linearisan fiiggetlen rendszert alkotnak. Tegyiik fel, hogy

S0 C + 58 B,C%) = 0 () -

Akkor ,
Zf:laicé?é) + Eé‘:lﬁjcg,é) = Omxms

és igy
Eg'zlﬁjB(bj) = 0m><m7
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mert Cgf") = O0pxm €8 ng;) = B®) minden a; € A és b; € B elem esetén. Mivel a B/
(7 = 1,...t) matrixok linearisan fiiggetlenek, ezért 5; = 0 minden j = 1,...,t indexre.

Igy )
Ei:laic(al) = 0(n+m)><(n+m),

amibdl

kovetkezik. Mivel az A(%) (i = 1,...k) métrixok linedrisan fiiggetlenek, ezért a; = 0
minden ¢ = 1, ..., k indexre. Tehat a

clen .. clw ¢t ct)
matrixok linearisan fliggetlenek. fgy

16.4. Tétel Legyen S olyan véges félcsoport, amely eldall valamely bal reduktiv A és B
félcsoportok erds félhdldjaként gy, hogy AB C A. Ha dimA(Rp(B)) = |B| akkor

dimA(Rs(S)) = dimA(Rs(A)) + dimA(R=(B)).

Bizonyitdas. A 16.3. Tétel jeloléseit hasznaljuk. Mivel S az A = {ay,...,a,} and B =
{b1,..., by} félcsoportok félhaldja, és mert A idedlja S-nek, ezért megadhaté B-nek A-
ba olyan ¢ homomorfizmusa, hogy bja; = (b;)pa; teljesiil minden b; € B és a; € A
elemre. Ez a homomorfizmus indukélja az {1, ..., m} halmaznak az {1,...,n} halmazba
val6 kovetkez6é o* leképezését: ¢*(j) = i akkor és csak akkor, ha (b;)¢ = a;. Ebbél
kovetketik, hogy a Cg‘z) métrix j-dik sora (j = 1,...,m) megegyezik az A(%) matrix
(p*(7))-dik soraval tetszéleges a; € A elem esetén. Igy, ha egy Zle £;Al%) linedris
kombinécié egyenls egy A@ (a € A) métrixszal, akkor Y% ﬁngf{) egyenld a Cé“{
métrixszal. Mivel dimA(Rp(B)) = |B| = m, ezért a 16.3. Tétel bizonyitdsa szerint a

cl .. clw ¢t . clm

matrixok linedrisan fiiggetlenek. Megmutatjuk, hogy generaljdk is az IF(,1m)x(n+m) al-
gebra A(Rr(S)) részalgebrajat. Ehhez elegendd azt megmutatni, hogy minden C(%)
(j = k+1,...,n) matrix eléall az C@) .. Clw) CO)  Cln) matrixok linearis
kombindciéjaként. Legyen C@, a € {a;,1,...,a,} tetszleges matrix. Akkor

k
A@ =Y gA@)
=1
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valamely f3; € F skalarokkal. A fentiek szerint ebbol az egyenléséghol

k

Cg‘? - Z ﬁng,lf)

i=1

kovetkezik, és igy
k

@ =3 g,Cce,
=1
Tehat a
Cl . clw ¢t . cbm

méatrixok az A(Rp(S)) részalgebra egy bézisat alkotjak. Kovetkezésképpen

dimA(Rz(S)) = dimA(Rgs(A)) + dimA(Rg(B)). O

16.5. Tétel Ha egy véges S félcsoport valamely bal reduktiv S, (o € Y') félcsoportok Y
félhdloja, akkor
dimA(Ry(S)) > Y _ dimA(Rz(S,)).

acY

Bizonyitds. Az éllitast az n = |Y|-re vonatkozo teljes indukciéval végezziik. Az n = 1
esetben az allitas nyilvanval6. Az n = 2 eset a 16.3. Tételbdl adodik. Tegyiik fel a
tovabbiakban, hogy n > 3. Tegyiik fel azt is, hogy az allitas igaz minden n-nél kisebb
szamossagu Y félhalo esetén. A tovabbiakban tekintsiink egy olyan esetet, amelyben
szerepl6 Y félhalora |Y| = n teljesiil. Legyen S olyan véges félcsoport, amely bal reduktiv
Sa, a € Y félesoportok Y félhaldja. Mivel Y félhélo és |Y| > 3, ezért megadhatdk olyan
a, B €Y elemek, amelyekre

af #
teljesiil. Jelolje I az Y félhalé 3 eleme altal generalt idedljat. Vildgos, hogy

Ig={¢eY: ¢f=¢}
Mivel
B,ap € Ig,

ezért az aff # [ feltételbol
[1g| > 2

kovetkezik.
ElGszor tekintsiik azt az esetet, amikor Iz # Y. Ekkor |V \ Ig] < n — 2. Mivel Iz
részfélcsoportja Y-nak, ezért az S félesoport Se (£ € I3) részfélcsoportjainak Ag-val jelolt

224



unidja az S félesoport egy részfélesoportja. Mivel Iz C Y, ezért (az indukcids feltétel
miatt)
dzmA(R]F Aﬁ Z d@mA RF(S&))
gelg
Mivel I idedlja Y-nak, ezért az S félcsoport az S, (n € Y\ Ig) részfélcsoportok és az
Ap részfélesoport félhaldja. Mivel |V \ Iz +1 < n — 1, ezért (az indukcids feltételt is
hasznélva)
dimA(Rg(S)) > dimA(Re(Ag)) + Y dimA(Rz(S,)).
neY\Ig
Ez és a fenti
dzmA(RF Aﬁ Z dZTTL.A R]F(Sg))
¢els

egyenlotlenség egyiittesen a

dimA(Rg(S)) > Y _ dimA(Rz(S,))

acY

egyenlotlenséget eredményezik.

A kovetkezOkben azt az esetet vizsgdljuk, amikor Iz = Y. Ebben az esetben 3 az
Y egységeleme, és igy &n # 5 minden 3 ¢ {&,n} elemekre. Valéban, ha lennének olyan
&,m €Y elemek, amelyekre € # 3, n # [ és né = [ teljesiilne, akkor minden o € Y elem
esetén azt kapnank, hogy ané = aff = a, amibdl aé = a kovetkezne. Ez azt jelentené,
hogy £ az Y egységeleme, amely nem lehetséges amiatt, mert [ is az Y egységelem
és & £ [. Igy X = Y \ {B} az Y egy részfélhaldja. Jelolje S* az S félesoport azon
részfélcsoportjat, amely az Sy, 7 € X részfélcsoportok X félhdléja. Akkor S az S* és Sp
részfélcsoportok félhaldja, s ezért a 16.3. Tétel miatt

dimA(Rz(S)) > dimA(Rw(S™)) + dimA(Rg(Ss)).
Mivel | X| = |Y| — 1, ezért (az indukcids feltételt is haszndlva)
dimA(Rg(S*)) > ) dimA(Rg(S,)).
TeX

Kovetkezésképpen
dimA(Re(S)) > Y dimA(Rz(Sa)).

acY ]

16.6. Tétel Legyen S olyan véges félcsoport, amely valamely bal reduktiv S, (o € Y')
félcsoportok Y félhdldja. Ha minden o € Y index esetén dimA(Rg(Sas)) = |Sal, akkor
dimA(Rg(S)) = |95].
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Bizonyitds. A 16.5. Tétel felhasznaldsaval

> [Sal = 18] > dimA(Rz(S)) > > dimA(Rg(Sa)) = > [Sal

acy agYy agYy
adddik, és igy dimA(Rr(S)) = |S]. O
16.7. Tétel Ha egy véges S félcsoport S, (o € Y ) monoidok Y félhdldja, akkor
dimA(Rg(S)) = |S|.

Bizonyitds. Az vildgos, hogy minden M monoid bal reduktiv, és dimA(Rp(M)) = |M].
Igy az allitas a 16.6. Tétel kovetkezménye. O

16.8. Tétel Ha S véges Clifford félcsoport, akkor tetszoleges F test esetén
dimA(Rr(S)) = |S|.

Bizonyitdas. A 10.28. Tétel szerint egy félcsoport akkor és csak akkor Clifford félcsoport,
ha csoportok félhaléja. Igy az éllitas a 16.7. Tétel kovetkezménye. O]

16.9. Tétel Ha S véges félhdlo, akkor tetszdleges F test esetén dimA(Rp(S)) = |S].

Bizonyitas. Mivel egy félhalé egyelemi félcsoportok félhédlédja, ezért az allitas a 16.7. Tétel
kovetkezménye. O

Feladatok

16.1. (Megoldds: 17.45.) Mutassuk meg, hogy véges S = {s1,...,8,} félcsoport és
tetsz6leges IF test esetén » " ;R = 0 akkor és csak akkor teljesiil valamely o; € F
skaldrok esetén, ha Y " | a;s; az F[S] félcsoportalgebra jobb annulldtoranak eleme.

16.2. (Megoldds: 17./6.) Tetsz6leges véges, n-elemti S = {s1,..., s,} félcsoport és tet-
sz6leges F test esetén jelolje R az F[S] félcsoportalgebranak az M, (IF) teljes matrixalgeb-
raba valé kovetkezo reprezentdcidjat: Ri(agsi+- - +ans,) = arRp(s1)+- -+, Rr(sy)-
Mutassuk meg, hogy Rj magja (KerRj = {a € F[S] : Rj(a) = 0) megegyezik az F[S]
félcsoportalgebra jobb oldali annullatoraval!
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17. fejezet

Megoldasok

Az 1. fejezet feladatainak megoldasai

17.1. (az 1.1. feladat megolddsa) Vilagos, hogy

0 1 10
() _ ®) _
R =[5 ] R =15 0]

és (R)2 = R@ RORY = R® ROR@ = R@ (R®)2 = R®). Tehat SE félcsopor-
tot alkot a matrixok szorzasara nézve. Ugyanakkor R(WR® = R(® £ R = R(®) gy
S nem félesoport a vizsgalt miiveletre nézve (pl. (ba)b = b* = a # b = ba = b(ab)).

17.2. (az 1.2. feladat megolddsa) Tetszéleges ay,as, a3 € A és by, by, b3 € B elemek
esetén ((ai, by) * (az,b2)) * (as,b3) = (ay,b) * (as,b3) = (a1,b3) = (a1,b1) * (ag,b3) =
(ay,b1) * ((ag, be) * (a3, bs)). Tehat a miivelet asszociativ. Tovabbd, tetszéleges (a,b) €
A x B esetén (a,b)* = (a,b) * (a,b) = (a,b), és igy az ((A x B);*) félesoport minden
eleme idempotens.

17.3. (az 1.3. feladat megolddsa) Tetszleges a,b € S és tetszbleges z,y € A elemek
esetén (ab)(xy) = a(b(zy)) = a((bx)y) = (a(bz))y = ((ab)x)y. Tehat S zart az A-beli
miiveletre nézve. Mivel tetszéleges a, b, ¢ € S esetén a(bc) = (ab)c, ezért S az A gruppoid
egy részfélcsoportja.

17.4. (az 1.4. feladat megolddsa) Az vildgos, hogy véges félcsoportnak véges sok rész-
félcsoportja van. Forditva, tegyiik fel, hogy S olyan félcsoport, amelynek véges sok
részfélesoportja van. Az S tetszéleges eleme altal generalt ciklikus részfélcsoport nem
lehet végtelen, mert végtelen ciklikus részfélcsoportnak végtelen sok részfélcsoportja van,
amelyek az S-nek is részfélcsoportjai. Mivel S minden eleme benne van az altala gene-
ralt részfélcsoportban, ezért S el6all véges ciklikus részfélcsoportok tnidjaként. Mivel a
feltétel miatt a ciklikus részcsoportok szama véges, ezért S el6all véges sok véges ciklikus
részfélesoport unidjaként. Ebbdl mér kévetkezik, hogy S véges sok elemet tartalmaz.
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A 2. fejezet feladatainak megoldasai

17.5. (a 2.1. feladat megolddsa) Az vilagos, hogy o reflexiv és szimmetrikus. A o
tranzitivitasanak igazolasahoz tegyiik fel, hogy valamely a,b,c € S elemekre teljesiilnek
az (a,b) € o és (b,c) € o feltételek. Akkor ab™ = b"™1 ba™ = a"™!, be" = "t és
b = b1 teljesiil valamely n pozitiv egész szamra. Igy a2 = a"tla" ! = ba"a"! =
ba?"~1 = ... = b"a™. Hasonléan adddik, hogy ¢** = b"c". fgy ac®™ = ab"c" = et =
bbc® = bc®" = b = "t = 2 Az elézbekhez hasonléan igazolhatd, hogy
ca® = a2 Tehét (a,¢) € o. Igy o tranzitiv. Kovetkezésképpen o ekvivalencia
relacio.

17.6. (a 2.2. feladat megolddsa) Legyen S tetszéleges jobbzérd félcsoport! Legyen o az
S halmazon értelmezett tetszoleges ekvivalenciarelacié! Ha (a,b) € « valamely a,b € S
elemekre, akkor tetszéleges s € S elem esetén as = s = bs, és ezért (as,bs) € a.
Tehat « jobb kongruencia. Tovabba, sa = a o b = sb, amibdl kovetkezik, hogy a bal
kongruencia. A 2.22. Tétel szerint « az S egy kongruenciarelaciéja. Balzérd félcsoportok
esetén a megoldas hasonlé.

17.7. (a 2.5. feladat megolddsa) Legyen S olyan jobbzéré félcsoport, amelyben barmely
két kongruencia felcserélhet6 egymassal. A 2.1. Feladat szerint S minden ekvivalencia-
relacioja kongruenciarelacid, ezért S barmely két ekvivalenciareldcidja felcserélheto egy-
massal. Tegyiik fel, hogy |S| > 2. Legyenek a,b,c¢ € S paronként kiilonb6z6 elemek.
Jelolje a,p az S azon ekvivalenciarelacidjat, melynek osztilyai az S kételemd {a,b}
részhalmaza, valamint ezen részhalmaz komplementerében 1év6 elemek mint egyelemi
részhalmazok. Jelolje oy . a kételemi {b, ¢} részhalmazzal az el6zéek mintdjara definidlt
ekvivalenciareldciét. Mivel (a,b) € ayy és (b,¢) € ap,., ezért (a,c) € agyp 0 ap,.. Mivel a
feltétel szerint agp 0 . = Qpe 0 gy, €zért (a,c) € . © gy, azaz létezik olyan x € S
elem, hogy (a,x) € o és (x,¢) € agyp. Mivel a ¢ {b, c}, ezért a = x és igy (a,c) € agp,
amibdl ¢ € {a, b} kovetkezik, ami viszont ellentmond annak a feltételnek, hogy a, b, ¢
az S félcsoport paronként kiilonbozé elemei. Tehat sziikségképpen |S| < 2 A forditott
allitas igazolasa igen egyszerii. A megoldéas hasonlé abban az esetben, amikor S balzéro
félcsoport.

17.8. (a 2.4. feladat megolddsa) Legyen S egy haromelemi félhalé. Mivel S véges, ezért
S-nek van 0 nulleleme (ez az S harom elemének szorzata). Jeloljikk a mésik két elemet
a-val, illetve b-vel. Ha ab = 0, akkor I = {0,a} és J = {0, b} idedlok. Legyen a az S
azon ekvivalenciareldcidja, melynek osztélyai I = {0,a} és {b}, tovabbd jelolje § az S
azon ekvivalenciareldci6ja, melynek osztalyai J = {0,b} és {a}. Konnyen ellendrizhetd,
hogy « és ( az S kongruenciareldciéi. Mivel (a,0) € «a és (0,b) € 3, ezért (a,b) € ao .
Ha a0 8 egyenld lenne a o« relaciéval, akkor (a,b) € B o« teljesiilne, azaz lenne S-nek
olyan y eleme, hogy (a,y) € B és (y,b) € « teljesiilne. Az els6 feltételbél y = a adddna,
ami miatt (a,b) € « teljesiilne, ami viszont nem lehetséges. Tehdt awo 5 # o . Ha
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ab = ba # 0, akkor ab = ba = a vagy ab = ba = b. Vizsgalhatjuk csak az egyik (pl.
ab = ba = a) esetet. Jeldlje v azt az ekvivalenciarelaci6t, melynek osztélyai {a,b} és
{0}. Legyen « az el6z6ekben definidlt ekvivalenciarelacié. Nem nehéz belatni, hogy o
és v az S kongruenciareldciéi. Mivel (0,a) € « és (a,b) € v, ezért (0,b) € ao~. Ha
(0,b) benne lenne a v o « relaciéban, akkor lenne S-nek olyan x eleme, hogy (0,z) € ~
és (z,b) € a teljesiilne. Ebbl z = 0, illetve (0,b) € « kovetkezne, ami ellentmondds.
Tehdt ao 8 # o .

17.9. (a 2.5. feladat megolddsa) Az vildgos, hogy a o relacié ekvivalenciarelacié. Meg-
mutatjuk, hogy o az S félcsoport jobbkongruenciaja, illetve balkongruenciaja. Tegyiik
fel, hogy (a,b) € o valamely a,b € S elemekre, azaz xa = xb minden =z € S elemre
teljesiil. Legyen ¢ € S tetszileges elem. Akkor xac = xbc, azaz (ac,bc) € p. Tehat
o0 jobbkongruencia. Mivel z(ca) = (zc)a = (xc)b = x(cb), ezért (ca,cb) € o. Tehdat o
balkongruencia. fgy a 2.22. Tétel miatt g az S félcsoport kongruenciaja.

A 3. fejezet feladatainak megoldasai

17.10. (a 3.1. feladat megoldisa) Legyen Fx egy X halmaz feletti szabad félcsoport.
A 3.15. Tétel szerint tetszoleges S félcsoport és tetszéleges f: X +— S leképezéshez
megadhato az Fx szabad félcsoportnak az S félesoportba valdé olyan homomorfizmusa,
amelyre ¢(x) = f(z) teljesiil tetszbleges © € X esetén.

Forditva, tegyiik fel, hogy F' olyan félcsoport, melynek van olyan X részhalmaza,
amely generalja F-et és minden S félcsoport esetén X-nek S-be vald tetszoleges f le-
képezése kiterjeszthetd F-nek S-be valé ¢ homomorfizmusava. Vdélasszuk S-et és f-et
specialis médon; legyen S = Fx és f = idx, azaz X-nek S = Fx-be valé azon leképezése,
amely X minden elemének (S-beli) 6nmagat felelteti meg. A feltétel szerint van F-nek
Fx-be olyan ¢ homomorfizmusa, amely X minden eleméhez 6nmagat rendeli. Legyenek
1, ..., T, € X tetszoleges elemek. Legyen zq---x, € Fx tetszbleges elem. Mivel az
F-beli zy - - - x,, szorzathoz ¢ az Fx félcsoport p(xy) -+ p(x,) = x1 - - - x,, elemét rendeli,
ezért ¢ sziirjektiv. Ha p(xy -+ x,) = @(y1 - - ym) valamely z1, ..., Zp, Y1, ... Ym € X ese-
tén, akkor (mivel ¢ homorfizmus és X elemein az identikus) Fx-ben x1 -2, = y1 - Ym,
amibol n = m és x; = y; kovetkezik minden ¢ = 1,...,n indexre. Tehat F-ben
X1 Ty =Y1° Ym- fgy ¢ injektiv. Kovetkezésképpen F' izomorf Fx-szel.

17.11. (a 3.2. feladat megolddsa) Legyenek X és Y olyan halmazok, amelyekhez 1é-
tezik egy f : X — Y bijektiv leképezés. Tekintsiik az Fx és Fy szabad félcsopor-
tokat. a 3.1.Feladat szerint megadhaté olyan ¢ : Fx +— Fy homomorfizmus, amely
az [ kiterjesztése. Legyen y;---y, € Fy tetszOleges elem. Mivel az Fx félcsoport
f7H ) -+ f7H(yn) eleméhez ¢ az Fy félesoport o(f~H(y1)) -+ o(f(yn)) =

= (7)) - fF(f"Hyn)) = yx1 - - - Y elemét rendeli, ezért o sziirjektiv. Ha p(zy - - x,)
egyenld ¢(x) - - - 2! )-mel valamely x1,...,z,,2),... 2, € X esetén, akkor Fy-ban
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flzy) - fzn) = f(2)) -+ f(2)), amibl n = m és f(x;) = f(z}) kovetkezik minden
i=1,...,n indexre. Mivel f bijektiv, ezért x; = 2z, minden ¢ = 1, ..., n indexre. Tehat
F-ben xy---x, = x)-- -2/ . Igy ¢ injektiv. Tehéat az Fx és Fy szabad félcsoportok

-
izomorfak.

A 4. fejezet feladatainak megoldasai

17.12. (a 4.1. feladat megolddsa) Indirekt médon, tegyiik fel, hogy van olyan S nil
félcsoport, amely O-egyszerti. Akkor S? # {0} (ekkor S\ {0} # 0)és S nek csak két
idedlja van: S és {0}. Legyenek a,b € S\ {0} tetszbleges elemek az a # b feltétellel.
A 4.7. Tétel szerint SaS = S = SbS. Igy megadhatdk olyan x,y,u,v € S elemek, hogy
a = xby és b = uav. Ekkor a = zuavy, amib8l a = (zu)"a(vy)™ kovetkezik tetszbleges
pozitiv egész n-re. Mivel a # b, ezért zu € S vagy vy € S. Igy (zu)™ = 0 vagy (vy)* =0
valamely pozitiv egész m, illetve k szamokra. Igy a = 0, amibol b = 0 is kovetkezik.
Tehat S\ {0} csak egy elemet tartalmazhat. Ha a jeldli ezt az elemet, akkor a® = 0,
mivel S nil félcsoport. Ekkor viszont S?{0}, ami ellentmondds. Tehédt nem fordulhat eld,
hogy egy nil félcsoport 0-egyszerii lenne.

17.13. (a 4.2. feladat megolddsa) Legyen S egy R-kommutativ félcsoport. Az S fél-
csoport Green-féle R ekvivalencidja bal oldali kongruencia. El6szér megmutatjuk, hogy
jobbkongruencia is. Legyenek a, b, s € S tetsz6leges elemek. Tegyiik fel, hogy (a,b) € R.
Akkor megadhatdk olyan x,y € S* elemek, hogy a = bz és b = ay. Ha a = b, akkor
as = bs és igy (as,bs) € R. Ha a # b, akkor x,y € S. Mivel az S félcsoport R-
kommutativ, ezért as = bxs € bsxS! és bs = ays € asyS'. Tehat (as,bs) € R. fgy
R jobb oldali kongruencia. A 2.22. Tétel miatt R az S félcsoport kongruencigja. Mivel
tetszbleges a,b € S elemek esetén ab € baS' és ba € abS", ezért (ab,ba) € R. Tehat R
az S félcsoport kommutativ kongruencidja.

Forditva, tegyiik fel, hogy S olyan félcsoport, amelyen a Green-féle R ekvivalencia

kommutativ kongruencia. Akkor tetszéleges a,b € S elemek esetén (ab,ba) € R, azaz
abS' = baS', amibél kévetkezik, hogy ab € baS*.

Az 5. fejezet feladatainak megoldasai

17.14. (az 5.1. feladat megolddsa) Legyen S olyan félcsoport, melynek van bal oldali
egységeleme. Legyenek a,b € S tetszolegesek. Tegyiik fel, hogy za = xb teljesiil minden
x € S elemre. Ha x helyébe az S egy bal oldali egységelemét irjuk, kapjuk az a = b
egyenloséget.

17.15. (az 5.2. feladat megolddsa) Egy S félcsoport esetén az a — g, (a € S) leképezés
akkor és csak akkor injektiv, ha tetszoleges a,b € S elemek esetén a p, = g, feltételbdl,
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azaz az (r)o, = (v)op egyenl6ségnek minden z € S elemre vald teljesiilésébdl a = b
kovetkezik. Mivel az (x)o, = (x)gp egyenléség az xa = xb egyenléséget jelenti, ezért mér
kovetkezik a feladat allitésa.

17.16. (az 5.3. feladat megolddsa) Csak a balzéro esetet vizsgéljuk. Legyen L tetszole-
ges balzéré félcsoport. Ha A az L tetszéleges 6nmagaba vald leképezése, akkor tetszéleges
a,b € L elemek esetén A(ab) = A(a) = (A(a))b. Tehat A az L egy bal transzlacidja, azaz
L minden 6nmagaba valé leképezése bal transzlacié. Legyen p az L tetszoleges jobb
transzlaciéja. Akkor tetszbleges a,b € L elemek esetén a = a((b)p) = (ab)o = (a)o.
Tehat L-nek csak egyetlen jobb transzlacidja van; ez az L identikus leképezése. Ha A
az L tetszbleges onmagédba valo leképezése, és ¢ jeloli L identikus leképezését, akkor tet-
szOleges a,b € L esetén a(A(b)) = a = ab = ((a)t)b. Tehdt (A, ¢) ldncszemet alkotnak.
Az L transzldcids burka (£2(.S)) az 6sszes olyan (A, ¢) parbdl 4ll, ahol X az L tetszOleges
onmagdaba vald leképezése. A (A\,¢) — A leképezés Q(L)-nek az L &sszes 6nmagaba vald
leképezéseinek félcsoportjara vald izomorfizmus.

17.17. (az 5.4. feladat megolddsa) Legyen G tetszoleges csoport. Jelolje (A, 0) a G
transzlaciés burkdnak egy elemét. Jelolje e a G egységelemét. Akkor A(e) = e(A(e) =
((e)o)e = (e)o. Legyen g € G tetszleges elem. Akkor A(g) = Aeg) = A(e)g és
(9)o = (ge)o = g((e)o). Tehét A, illetve p a G ugyanazon eleméhez tartozé belsé bal-,
illetve jobb transzlaciéi. gy Q(G) izomorf Qy(G)-vel. Mivel G gyengén reduktiv, ezért
G izomorf Qy(G)-vel. Kovetkezésképpen G transzlacios burka, Q(G) izomorf G-vel.

17.18. (az 5.5. feladat megolddsa) Legyenek (a,b) és (¢, d) tetszéleges L x R-beli elemek.
Tegyiik fel, hogy minden (x,y) € L x R elemre (a,b)(z,y) = (¢, d)(z,y) és (z,y)(a,b) =
(z,y)(c,d). Akkor (a,y) = (az,by) = (a,b)(z,y) = (¢,d)(z,y) = (cx,dy) = (c,y), és igy
a = c¢. Tovéabba, (z,b) = (za,yb) = (z,y)(a,b) = (z,y)(c,d) = (xc,yd) = (z,d), és igy
b = d. Kovetkezésképpen (a,b) = (¢, d).

A 6. fejezet feladatainak megoldasai

17.19. (a 6.1. feladat megolddsa) Legyen x € S az a € S elem, y € S pedig a b € S
elem inverze. Akkor axa = a, xrax = x, byb = b és yby = y. A 6.2. Tétel szerint ax,
xa, by, yb idempotens elemek, igy egymassal felcserélhetéek a 6.20. Tétel szerint. Ekkor
ab(yx)ab = a(by)(za)b = a(za)(by)b = (axa)(byb) = ab és (yx)(ab)(yx) = y(za)(by)z =
y(by)(za)z = (yby)(raz) = yx. Tehdt (ab)™' =b~ta ™t

17.20. (a 6.2. feladat megolddsa) Legyen S egy kommutativ regularis félcsoport. Akkor
S teljesen regularis, és ezért a 6.16. Tétel szerint S kommutativ csoportok tnidja.
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17.21. (a 6.5. feladat megolddsa) Legyen a egy S reguléris félcsoport tetszoleges eleme.
Akkor van olyan z € S elem, amelyre

ara = a

teljesiil. A 6.2. Lemma szerint ax és xa idempotens elemek. Ha S-nek csak egyetlen
idempotens eleme van, akkor
ar = xa,

és ezért az a elem teljesen regularis. fgy S teljesen regularis félcsoport. A 6.16. Tétel
szerint S csoportok unidja. Mivel S csak egyetlen idempotens elemet tartalmaz, ezért S
csoport.

A 7. fejezet feladatainak megoldasai

17.22. (a 7.1. feladat megolddsa) Legyen U egy bal egyszeri S félcsoport jobb unitér
részfélcsoportja. Legyenek a,b € U tetszileges elemek. Mivel S bal egyszerti, ezért
a 7.2. Tétel dudlisa szerint van S-nek olyan x eleme, amelyre xa = b teljesiil. Mivel
U jobb unitér, ezért a,xa € U az x € U tartalmazast eredményezi. Tehat Ua = U
tetszoleges a € U esetén. Ez a 7.2. Tétel szerint éppen azt jelenti, hogy U bal egyszerti.

17.23. (a 7.2. feladat megolddsa) Legyen b € N tetszéleges elem. A 7.1.Feladat szerint
N bal egyszerti. fgy van olyan z € N elem, melyre b = zb teljesiil. Tekintsiik a H altal
definidlt Py f6kongruenciat (2.32. Definici). A 2.38. Tétel szerint (figyelembe véve,
hogy S-nek 6nmagatdl kiilonboz6 idedlja) Py az S félcsoport csoport-kongruencidja; H
ennek egyetlen osztalya, mégpedig a faktorcsoport egységeleme. Ezért tetszoleges h € H
elem esetén (b, hd) € Py. lIgy (xb,hdb) € Py. Mivel Py csoport-kongruencia, ezért
(x,h) € Py. Mivel h € H és H egyetlen cal Py-osztaly, ezért x € H, amib6l z € N
miatt N N H # () kovetkezik.

17.24. (a 7.3. feladat megolddsa) A 7.2. Feladat szerint N N H # (). Konnyen igazolha-
t6, hogy N N H reflexiv unitér részfélcsoportja S-nek, igy N-nek is és H-nak is. Mivel az
N félcsoport N N H reflexiv, unitér részfélcsoportja szerinti f6kongruencia csoportkong-
ruencia, ezért az N-re vonatkozé feltétel miatt N N H = N. Hasonléan addédik, hogy

NNH=H. Tehdt N = H.

A 8. fejezet feladatainak megoldasai

17.25. (a 8.1. feladat megolddsa) Legyen S egy kommutativ, 0-egyszer(i félcsoport.
Tegyiik fel, hogy ab = 0 teljesiil valamely S-beli a # 0 és b # 0 elemekre. Mivel
A={x e S: xb= 0} idedlja S-nek és a € A, ezért az S félcsoport 0-egyszeriisége
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miatt A = S. Igy Ab = {0}. Legyen B = {y € S : ay = {0}}. Vildgos, hogy B
az S egy idedlja, és b € B. Ezért B = S, amibdl S? = {0} kovetkezik. Ez viszont
ellentmond az S félcsoport O-egyszeriiségének (ugyanis S* # {0}). Tehat G = S — {0}
az S félesoport részfélesoportja. Ha [ ideédlja G-nek, akkor I U {0} # {0} idedlja S-nek,
amibdl I U {0} = S kovetkezik. Ebb6l pedig I = G adédik. Tehat G egy kommutativ
egyszert félcsoport, ami miatt G egy csoport. fgy S = G°. Az vildgos, hogy kommutativ
G csoport esetén G° egy kommutativ 0-egyszerti félcsoport.

17.26. (a 8.2. feladat megolddsa) Legyen S egy 0-egyszerti nil félcsoport. Akkor |S| > 2.
Legyenek a,b € S tetszOleges elemek az a # 0 és b # 0 feltétellel. Akkor SaS = S és
SbS = S a4d.7. Tétel szerint. fgy megadhatok olyan x, y, u, v € S elemek, hogy a = zby és
b = uav. EbbAl a = ruavy adédik. Mivel S nil félcsoport, ezért van olyan n pozitiv egész
szam, hogy a = (zu)"a(vy)” = 0a0 = 0. Tehdt a = b. Kovetkezésképpen S = a U {0}.
Mivel S nil félcsoport, sziikségképpen a? = 0, és igy S? = {0}, ami ellentmondas.

A 9. fejezet feladatainak megoldasai

17.27. (a 10.1. feladat megolddsa) Legyen L egy balzérd, R pedig egy jobbzéro félcso-
port. Ha |L| = |R| = 1, akkor S = L x R egyelemii, s ezért teljesen egyszerii. Tegyiik
fel, hogy |S| > 2. Legyen I az S egy idedlja. Legyen (a,b) € I tetsz6leges elem. Akkor
tetszéleges (x,y) € S elemre (z,y) = (zax, yby) = (z,y)(a,b)(x,y) € I, amibdl kivetke-
zik, hogy S = L x R egyszert félcsoport. Az vilagos, hogy S minden eleme idempotens.
Legyen (e, f) € S tetsz6leges elem. Ha valamely (a,b) € S elemre (a,b) < (e, f), azaz
(a,b) = (a,b)(e, f) = (e, f)(a,b), akkor (a,b) = (a, f) = (e,b), amibdl (a = e és b = f,
azaz (a,b) = (e, f) adédik. Tehét S minden eleme primitiv idempotens. Igy S = L x L
teljesen egyszerti.

17.28. (a 9.2. feladat megolddsa) Legyenek A és B tetszOleges félcsoportok. Legyen
S = A x B. Tegyiik fel, hogy A és B teljesen egyszerii félcsoportok. Feltehetjiik, hogy
|A] > 1 és |B| > 1. Legyen (a,b) € S tetszOleges elem. Mivel A és B egyszert, ezért
AaA = A és BbB = B. Igy (A x B)(a,b)(A x B) = AaA x BbB = A x B. Tehat
A x B egyszeri félcsoport. Legyenek e € A és f € B primitiv idempotens elemek. Akkor
tetszOleges (a,b) € A x B idempotens elem esetén az (a,b) < (e, f) feltételbél, azaz az
(a,b) = (a,b)(e, f) = (e, f)(a,b) feltételbdl (a,b) = (ae,bf) = (ea, fb), amibél pedig
a =ae = ea és b = bf = fb kovetkezik. Mivel e és f primitiv idempotensei A-nak,
illetve B-nek, ezért a = e és b = f, azaz (a,b) = (e, f). Tehat (e, f) az S = A x B direkt
szorzat primitiv idempotens eleme. Tehat S teljesen egyszert félcsoport.

Forditva, tegyiik fel, hogy S = A x B teljesen egyszerii. Feltehetjiik, hogy |A| > 1 és
|B| > 1. Ha I4 az A félcsoport egy idedlja, akkor 14 x B az A x B félcsoport idedlja,
és 1gy megegyezik A x B-vel, amibdl I, = A kovetkezik. Tehat A egyszerti félcsoport.
Hasonléan igazolhatd, hogy B is egyszerii. Legyen (e, f) az Ax B egy primitiv idempotens
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eleme. Akkor e az A idempotens eleme. Ha a = ae = ea teljesiil valamely A-beli a
idempotens elemre, akkor (a, f) = (a, f)(e, f) = (e, f)(a, f), amibdl (a, f) = (e, f), azaz
a = e kovetkezik. tehdt e az A primitiv idempotens eleme. Hasonléan igazolhatd, hogy
f a B primitiv idempotens eleme. Tehat A és B teljesen egyszerii félcsoportok.

17.29. (a 9.5. feladat megolddsa) Legyen S egy teljesen O-egyszerti félcsoport. A 9.25. Té-
tel szerint S izomorf egy reguldris Rees-féle métrixfélcsoporttal. Legyen (a);; tetszo-
leges nem nulla idempotens elem. Legyen (b)y; egy tetsz6leges nem nulla idempo-
tens elem a (b)i < (a);; feltétellel. Akkor (b)r: = (b)we(a)i; = (a)ij(b)ge, amibol
(b))t = (bpria)k; = (apjrb)i kovetkezik. fgy k=1i,t=jésb=bp,a = apjyb kovetkezik.
Mivel (b)g # 0, ezért b = p;;!, és fgy a b = bpya egyenlbséghdl b = p,'pya = p;;'pra = a
adédik. Igy (a)ij = (b)ke- Tehdt (a);; primitiv idempotens. Kévetkezésképpen S minden
nem nulla idempotens eleme primitiv.

A 10. fejezet feladatainak megoldasai

17.30. (a 10.1. feladat megolddsa) Az nyilvanvald, hogy o; az S félecsoport ekvivalen-
ciarelacidja. Legyenek a,b, s € S tetszileges elemek. Tegyiik fel, hogy (a,b) € o;. Ha
a,b € F valamely F filterre, akkor sa,sb € F vagy sa,sa ¢ F attdl fiiggden, hogy
s € F,vagy s ¢ F. Ha a,b ¢ F, akkor tetszbleges s € S esetén sa,sa ¢ F, mert F
komplementere prim idedl. Tehat o; bal oldali kongruencia. Hasonléan addédik, hogy o
jobb oldali kongruencia. Tehat o; az S félcsoport egy kongruencidja. Mivel minden F'
filterre és minden a € S elemre a? € F akkor és csak akkor teljesiil, ha a € F, ezért
(a,a®) € oy minden a € S elemre. Tehat az S/o; faktorfélcsoport egy koteg. Tegyiik fel,
hogy ab € F teljesiil S valamely F filtere és valamely a, b elemei esetén. Akkor a € F' és
b € F, de ekkor ba € F. Ezért (ab,ba) € 0, s ezért az S/o; taktorfélcsoport egy félhald.

17.31. (a 10.2. feladat megolddsa) Legyen o egy félhalé-kongruencidja egy S félcsoport-
nak. Jeloljiik az S/o félhalét Y-nal, és a o-osztélyokat S,-val (v € V). Adott o € Y
elem esetén legyen Fi, = Ugsq, geySs. Ha > a és 0 > a, azaz fa = o és da = a,
akkor fda = «, és ezért 50 > «. Ebbdl az adédik, hogy F,, részfélcsoportja S-nek. Ha
Bd > «, azaz féa = «, akkor fa = o and da = «, és igy B > «a és § > a. Ez viszont
azt jelenti, hogy F, filter. Legyen J az F,, filterek halmaza. Megmutatjuk, hogy ¢ = 0.
Ha (a,b) € o, akkor a,b € F, vagy a,b ¢ F, minden «a € Y-ra. Ezért (a,b) € o;. Tehat
o C 0. Tegyiik fel, hogy (a,b) € 0;. Jelolje £ és n az Y azon elemeit, amelyekre a € Se
és b € S, teljesiil. Mivel a € Fg, ezért b € F¢, amibdl n > &£ kovetkezik. Mivel b € F,),
ezért a € F,, amib6l & > n kovetkezik. Ezért £ = 7, azaz (a,b) € 0. Tehat o, C o.
Kovetkezésképpen o = 0.

17.32. (a 10.3. feladat megolddsa) Legyenek a és b egy S arkhimédeszi félcsoport tet-
szOleges elemei. Akkor a" = xby és b™ = uav teljesiil valamely pozitiv egész n és m
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szamra, valamint S valamely z, y, u, v elemeire. Legyen 7 tetszéleges félhalo-kongruencia
S-en. Akkor

a1 a" = by T xb™ Ty T2b™Yb = 2uavyb T(xby)(uav) =

+1

a"(uav) Tua" v Tuav = ™ Tb.

Tehéat 7 az S félcsoport univerzélis relacidja. fgy S félhélo-felbonthatatlan.

17.33. (a 10.4. feladat megolddsa) Legyen S gyengén kommutativ félcsoport. A 10.15. Té-
tel miatt elegend6 azt megmutatni, hogy S Putcha-félcsoport. Legyenek a,b € S tet-
sz8leges elemek. Tegyiik fel, hogy a osztja b-t, azaz xay = b teljesiil valamely z,y € S!
elemekre. Akkor (bx)a(yb) = b®. Mivel bz, a,yb € S, ezért megadhatd olyan m pozitiv
egész szam, valamint olyan u,v € S elemek, amelyekre v(bx)a = ((bx)a(yb))™ = a(yb)u.
Ebbél 0™ = ((bx)a(yb))*™ = v(bxr)aa(yb)u adédik. Tehdt a? osztja a b elem 6m-edik
hatvanyat.

17.34. (a 10.5. feladat megolddsa) Legyen S gyengén kommutativ félcsoport. Az el6z8
feladat szerint S el6all S, (« € Y') arkhimédeszi félcsoportok Y félhdl6jaként. Legyen
a €Y tetszoleges. Akkor tetszéleges a,b € S, elemekhez megadhaté olyan m pozitiv
egész szam, valamint olyan z,y € S elemek, amelyekre za = (ab)™ = by teljesiil. Ha
r € S ésy €85, akkor az o = o é na = «a, azaz S,S¢ C So és 5,5, C Sa.
Igy (ab)z,€ S., y(ab) € S, és ((ab)x)a = (ab)™' = b(y(ab)). Tehdt S, gyengén
kommutativ.

A 11. fejezet feladatainak megoldasai

17.35. (a 11.1. feladat megolddsa) A félcsoport szive: K = {0, kq, ko}.
17.36. (a 11.2. feladat megolddsa) A félcsoport szive: K = {0,u,v}.

A 12. fejezet feladatainak megoldasai

17.37. (a 12.1. feladat megoldisa) Legyen S egy haromelemii félhéls. Akkor S-nek
van nulleleme (a hdrom elem szorzata). Jelolje a nullelemet 0, a mésik két elemet pedig
a és b. Tegyiik fel, hogy S kongruencia-felcserélheté. Ha ab = 0, akkor I = {0,a} és
J ={0,b} az S idedljai. A 12.5. Tétel szerint kongruencia-felcserélhet6 félcsoport idealjai
lancot alkotnak a tartalmazasra nézve, igy ab # 0. Vizsgaljuk az ab = a esetet. Akkor
I = {0,a} az S idedlja. Legyen « az S félhalé azon ekvivalencidja, melynek osztalyai
{a,b} és 0. Vildgos, hogy « az S félhalé kongruencidja is. A 12.4. Tétel szerint [-nek
benne kellene lenni valamely a-osztalyban, vagy el kellene allni a-osztalyok unidjaként.
Itt viszont egyik sem teljesiil. Tehat az ab = a feltétel is ellentmondashoz vezet. Hasonld
a helyzet az a = b feltétel esetén is. Igy S nem lehet kongruencia-felcserélheto.
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17.38. (a 12.2. feladat megolddsa) Elegend6 azt megmutatni, hogy ha a féidedlok lancot
alkotnak a tartalmazasra nézve, akkor az idealok is lancot alkotnak a tartalmazasra nézve.
Legyen tehat S olyan félcsoport, melynek foidedljai lancot alkotnak a tartalmazasra
nézve. Legyenek A és B az S tetszOleges idealjai. Tegyiik fel, hogy A € B és B € A.
Akkor vannak olyan a € A és b € B elemek, hogy a ¢ B és b ¢ A. A feltétel szerint
J(a) C J(b) vagy J(b) C J(a). Az els6 esetben J(b) C B miatt a € B, ami ellentmondas.
Hasonl6 okok miatt a mésodik feltétel is ellentmondasra vezet. Igy S tetszéleges A és B
idedljai esetén az A C B vagy B C A feltételek egyikének kell teljesiilni. Tehat S idedaljai
lancot alkotnak a tartalmazéasra nézve.

A 13. fejezet feladatainak megoldasai

17.39. (a 13.1. feladat megolddsa) A 13.1. Tétel szerint, ahhoz, hogy egy S félcsoport
beagyazhaté legyen egy csoportba, sziitkségképpen S-nek egyszertisitésesnek kell lennei.
Forditva, tegyiik fel, hogy S gyengén kommutativ, egyszertsitéses félcsoport. Legyenek
a,b € S tetszbleges elemek. Mivel S gyengén kommutativ, ezért van olyan n pozitiv
egész szam, hogy

(ab)" € Sa.
Mivel
(ab)™ € Sb
nyilvanvaléan teljesiil, ezért
SanSbh# 0.

Tehéat S jobbreverzibilis. A 13.4. Tétel szerint minden jobb reverzibilis, egyszertisitéses
félcsoport beagyazhaté egy csoportba.

17.40. (a 13.2. feladat megolddsa) Tegyiik fel, hogy egy S félcsoport bedgyazhaté egy
periodikus G csoportba. Feltehetjiik, hogy S C G. Legyen s € S tetszdleges elem. Mivel
G periodikus, ezért megadhatd olyan n pozitiv egész szam, hogy e = " € S. Ebbol mér
kovetkezik a feladat allitasa.

A 14. fejezet feladatainak megoldasai

17.41. (a 1j.1. feladat megolddsa) Legyen S gyengén szeparativ félcsoport. Legyenek
a,b € S tetszoleges elemek. Tegyiik fel, hogy ax = bx és xa = xb teljesiill minden
r € S elemre. Akkor az elsé egyenl6ségbdl az x = b véalasztdssal ab = b?, a méasodik
egyenldséghdl az x = a valasztdssal a?> = ab adddik. Tehédt a?> = ab = 2. Mivel S
gyengén szeparativ, ezért ezen utobbi egyenléségbol a = b kovetkezik. Tehat S gyengén
reduktiv.
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17.42. (a 14.2. feladat megolddsa) Legyen S gyengén kommutativ félcsoport. Akkor S
el6dll gyengén kommutativ arkhimédeszi S, (o € Y') félcsoportok félhaljaként. Tegyiik
fel, hogy ezek mindegyike gyengén egyszeriisitéses. Legyenek a,b € S tetszoleges elemek.
Tegyiik fel, hogy a? = ab = b?>. Akkor van olyan o € Y elem, hogy a,b € S,. Az

a’> =ab="b*
feltételbdl
(ba)(ba) = b(ab)a = b*a = b*(ba) = (ab)(ba)
(ba)(ba) = b(ab)a = ba® = (ba)a* = (ba)(ab)

kovetkezik. Mivel ab, ba € S, és S, gyengén egyszeriisitéses, ezért

ab = ba.

fgy
a’ = ab = ba = b°.

Mivel S, gyengén egyszertisitéses, ezért a = b. Tehat S gyengén szeparativ.

A 15. fejezet feladatainak megoldasai

17.43. (a 15.1. feladat megolddsa) A véges p-csoportok sziikségképpen p-hatvény ren-
diiek. Jelolje ¢ = p" a G rendjét. Legyen a € F|[G] tetszOleges elem. Akkor g =
o191 + -+ + ogg, valamely aq,...,04 € F skaldrokkal. Ha a bal oldali nulloszto, ak-
kor van olyan 0 # b € F[G] elem, hogy 0 = ab, amibdl a?%b = 0 kovetkezik. Mi-
vel az F[G] csoportalgebra kommutativ, ezért érvényes benne a binomidlis tétel, és
igy (figyelembe véve, hogy F karakterisztikdja p) a? = (alphaigi + -+ + @,9,)? =
afgf +---+algl =aje+---+ale=(af + -+ al)e, ahol e jeloli a G csoport egység-
elemét. Igy 0 = a% = (af +---al)eb = (af + --- af)b, amibdl b # 0 miatt (af + ---ad)
kovetkezik. Igy a? = (af + -+ + af)e = O0e = 0. Tehét a nilpotens elem.

17.44. (a 15.2. feladat megolddsa) Legyen a G rendje p*. Mivel e felcserélhetd g-vel és F
karakterisztikdja p, ezért a binomidlis tétel alkalmazaséaval (e — g)pk =e— gpk =e—e=0.
A 16. fejezet feladatainak megoldasai

17.45. (a 16.1. feladat megolddsa) Jelolje (F)™ az F test elemibdl képezett n-elemii soro-
zatok vektorterét. Jol ismert tény, hogy megadhat6 az F[S] félcsoportalgebra {si, ..., s,}
bazisanak segitségével az F[S] vektortérnek az (F)™ vektortérre valé ¢ izomorfizmusa.
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Egy a € F[S] elem ¢(a) képét az a elem {s1, ..., s,} bazisra vonatkozé koordinatas alak-
janak nvezziik. Jelolje ¢; az s; € S C F[S] elem koordinatas alakjat, azaz azt az n-elemi
sorozatot, melynek i-dik eleme az F egységeleme, a tobbi pedig az F nulleleme. Jeldlje
k*iazt at e {1,...,n} indexet, amelyre szs; = s; teljesiil. Vildgos, hogy az R
matrix k-dik sora egyenld e;,; € (F)" vektorral, és igy > | ;R = 0 akkor és csak
akkor teljesiil, ha minden & = 1,...,n indexre Y "  aje,,; = 0 teljesiil, ahol 0 az (F)"
nullvektorat jeloli. Ezen utébbi egyenléség akkor és csak akkor teljesiil (IF)™-ben minden
k =1,...,n indexre, ha >  a;sps; = 0, azaz s,(> ., ais;) = 0 teljesiil az F[S] fél-
csoportalgebraban minden £ = 1,...,n indexre. Ez pedig éppen azzal ekvivalens, hogy
Sor, ais; az F[S] félesoportalgebra jobb annulldtordnak eleme.

17.46. (a 16.2. feladat megolddsa) c1s1 + - - + ays, € F[S] akkor és csak akkor van
benne az R magjaban , ha oy REV 4 -+, R = 0. Az eléz6 feladat szerint ez akkor
és csak akkor teljhesiil, ha ays; + - - - + a8, benne van F[S] jobb oldali annulldtoraban.
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elem periédusa, 18

elem rendje, 18
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epimorfizmus, 39

félcsoport, 8

félcsoport szive, 170

félcsoport test feletti algebrdja, 213
félcsoportalgebra, 213

félcsoportok erds félhaldja, 157
félcsoportok szubdirekt szorzata, 166
félhalo, 21

félhalo-felbonthatatlan félcsoport, 141
féligegyszert algebra, 212
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faktorfélcsoport, 30

generatorrendszer, 16

globdlisan idempotens sziv, 170
Green-relaciok, 56

gruppoid, 8

gyengén egyszertisitéses félcsoport, 204
gyengén kommutativ félcsoport, 165
gyengén reduktiv félcsoport, 71
gyengén szeparativ félcsoport, 198

halmazok Descartes szorzata, 6
homocsoport, 172

homomorfizmus, 39

homomorfizmus magja, 39
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idealbovités, 65
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inverz, 14

inverz félcsoport, 86
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kommutativ félcsoport, 8
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kongruencia, 28

kongruencia-felcserélhet6 félcsoport, 182

kongruenciarelacio, 28

kvaziciklikus p-csoport, 174

Light-féle asszociativitasi teszt, 8

miivelet, 6
monoid, 14
multiplikativ {rasméd, 6

Neumann-féle inverz, 80
nil félecsoport, 151
nilpotens algebra, 210
nilpotens elem, 205
nilpotens félecsoport, 151
nilpotens sziv, 170
nilradikal, 211

Putcha-félcsoport, 146
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részalgebra, 205
részfélcsoport, 16

Rees matrix, 124

Rees-féle faktorfélcsoport, 51
Rees-féle kongruencia, 51
Rees-féle matrixfélcsoport, 124
reflexiv relacio, 26

regularis elem, 78

reguléris félcsoport, 83
relaciok kompozicidja, 24

szabad félcsoport, 43

szeparativ félcsoport, 198
szimmetrikus inverz félcsoport, 90
szimmetrikus relacié, 26

szubdirekt irreducibilis félcsoport, 167

teljes bal transzformaciofélcsoport, 68
teljes jobb transzformaciéfélcsoport, 68
teljesen 0-egyszerii félcsoport, 114
teljesen egyszerti félcsoport, 114
teljesen regularis elem, 85

teljesen regularis félcsoport, 85
természetes homomorfizmus, 39
transzformacio, 68

transzlacios burok, 71

tranzitiv relacié, 26

valodi idealok, 92
valédi nilpotens elem, 205

zéro6 félcsoport, 14
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