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4.3. Rees-féle kongruencia, Rees-féle faktorfélcsoport . . . . . . . . . . . . . . 51
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Bevezető

Mivel szinte minden, a gyakorlatban fontos algebrai struktúra defińıciójában szerepel a
szóban forgó műveletre (műveletekre) vonatkozóan az asszociativitás követelménye, ezért
elméleti szempontból hasznosak számunkra az olyan algebrai struktúrával kapcsolatos in-
formációk, amelyben egy művelet van értelmezve, s ez a művelet asszociat́ıv. Az ilyen
algebrai struktúrát félcsoportnak nevezzük. A félcsoportnak nem csak az algebrai struk-
túrák elméletében, hanem az alkalmazásokban is jut szerep. A számı́tógéptudományban
közvetlenül is alkalmazható automataelméletben, a karakterisztikus félcsoport révén, a
félcsoportelméleti eredmények felhasználást nyerhetnek. Itt utalunk a [9] könyvre és a
[3], [4] elektronikus jegyzetekre.

A félcsoportok elmélete lényegében a múlt század 40-es, 50-es éveiben vette kezdetét.
Magyar matematikusok is szép eredményeket értek el ezen a területen. Az irodalom-
jegyzékben emĺıtésre kerül tőlük példaként néhány olyan munka ([12], [14], [17], [18],
[20], [27], [30], [36], [37], [39]), amelyek témája kapcsolódik e jegyzet egyes fejezeteinek
témáihoz.

A félcsoport fogalma a csoport fogalmának, illetve a gyűrű fogalmának általánośıtá-
sa. A csoport olyan félcsoport, amelyen a tekintetbe vett művelet invertálható, a gyűrű
pedig egy olyan multiplikat́ıv félcsoport, amely egy másik művelettel, az úgynevezett
összeadással együtt bizonyos feltételeknek tesz eleget. Ez a tény a félcsoportelmélet
kialakulásának kezdetén determinálta a félcsoportelméleti kutatások jellegét. Egyrészt
jellemző volt, hogy a vizsgálatok középpontjában főleg olyan félcsoportok álltak, amelyek
sokban hasonĺıtottak a csoportokhoz, például abban, hogy minden elemnek van valami-
lyen értelemben vett inverze (reguláris félcsoportok, inverz félcsoportok). A kezdeti ku-
tatásokat másrészt az is jellemezte, hogy a félcsoportok vizsgálata során a gyűrűelmélet
főbb eredményeit igyekeztek átfogalmazni a félcsoportokra.

Az algebrai struktúrák vizsgálatában a kongruenciák központi szerepet játszanak.
Ebből a szempontból lényeges különbség van a félcsoportok és a fenti öszehasonĺıtásban
szereplő csoportok, illetve gyűrűk között. Egyrészt azért, mert amig a csoportok, illetve
gyűrűk esetében kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés van a kongruenciák és a csopor-
tok normális részcsoportjai, illetve a gyűrűk ideáljai között, addig a félcsoportok esetében
sokkal kedvezőtlenebb a helyzet. Ugyan egy félcsoport bizonyos részstruktúrái, például az
ideálok, vagy a reflex́ıv unitér részfélcsoportok meghatározzák az illető félcsoport egy-egy
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kongruenciáját, de a félcsoportok esetében nincsenek olyan részstruktúrák, amelyek köl-
csönösen egyértelmű módon determinálnák egy félcsoport kongruenciáit. Másrészt azért,
mert a félcsoportok esetén - ugyan két kongruencia infimuma (hasonlóan a csoportokhoz
és a gyűrűkhöz) megyegyezik a kongruenciák metszetével - két kongruencia szuprémuma
általában nehezen kezelhető. Ugyan ismert, hogy egy félcsoport két kongruenciájának
szuprémuma megegyezik a két kongruncia uniójának tranzit́ıv lezártjával, azonban ennek
az egyes vizsgálatokban való alkalmazása általában nehézkes. Vannak olyan kongruenci-
ákkal kapcsolatos konstrukciók, amelyek hatásosan alkalmazhatóak a csoportok, illetve
a gyűrűk vizsgálatakor, viszont a félcsoportok elméletében nem működnek kellőképpen,
az előzőekben részletezett okok miatt. A kongruenciákban megnyilvánuló különbözőség
korlátot szabott a fentebb vázolt általánośıtási törekvéseknek, s a félcsoportelmélet már
kialakulásának korai szakaszában kiérlelte a saját módszereit. Olyan speciális konstruk-
ciók jelentek meg a kutatásokban, illetve a már meglévők közül olyanok kerültek előtér-
be, amelyek eredményesen használhatók a félcsoportok vizsgálatában. Ilyenek például
a félcsoportok különböző t́ıpusú köteg-felbontásai, főleg a félháló-felbontás, illetve a fél-
csoportoknak szubdirekt irreducibilis félcsoportok szubdirekt szorzatára való felbontása.
A jegyzetben külön fejezetet szentelünk mind a félháló-felbontásnak, mind a szubdirekt
szorzatnak, ezen belül a szubdirekt irreducibilis félcsoportoknak.

A 17 fejezetből álló jegyzet a Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetemen
a Matematika Alapszak keretén belül ”Félcsoportelmélet” ćımmel tartott szabadon vá-
lasztható tárgyam előadásainak anyaga alapján készült. A jegyzet az [5], [6], [11], [20],
[25] [38] könyvek jelöléseit, fogalmait használja, és egyes fejezeteinek eredményei is fel-
dolgozásra kerültek. Beéṕıtésre került a [7], [10], [16], [19], [21], [23], [28], [32], [33], [34],
[39], [41] cikkekben publikált eredmények némelyike is.

Az 1. fejezetben a félcsoportelmélet legalapvetőbb fogalmaival, a 2. fejezetben a
félcsoportok kongruenciáival, a 3. fejezetben a félcsoportok homomorfizmusaival, a 4.
és 5. fejezetekben a félcsoportok ideáljaival, illetve ideálbőv́ıtéseivel, a 6. fejezetben a
reguláris félcsoportokkal és az inverz félcsoportokkal, a 7. és 8. fejezetekben a jobb (0-
)egyszerű, illetve a (0-) egyszerű félcsoportokkal, a 9. fejezetben a teljesen (0-) egyszerű
félcsoportokkal, a 10. fejezetben a félcsoportok félháló-felbontásával, a 11. fejezetben
a félcsoportok szubdirekt szorzatával, illetve a szubdirekt irreducibilis félcsoportokkal,
a 12. fejezetben a kongruencia-felcserélhető félcsoportokkal, a 13. és 14. fejezetekben
félcsoportoknak csoportokba, illetve csoportok uniójába való beágyazhatóságával, a 15.
fejezetben a félcsoportalgebrákkal, a 16. fejezetben félcsoportok jobbreguláris mátrix-
reprezentációjával foglalkozunk. Az egyes fejezetek végén feladatok találhatók. A 17.
fejezet ezek megoldásait tartalmazza.

A jegyzet lektorálását Szőke Magdolna végezte. Köszönetet mondok lelkiismeretes
munkájáért. Értékes megjegyzéseivel, javaslataival nagymértékben hozzájárult ahhoz,
hogy minden bizonýıtási részlet érthető, a jegyzet könnyen olvasható legyen.

Nagy Attila
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1. fejezet

A félcsoport és csoport fogalma

1.1. A művelet fogalma

1.1. Defińıció Legyen n tetszőleges pozit́ıv egész szám, és legyenek A1, . . . , An tetszőle-
ges nem üres halmazok. Az A1, . . . , An halmazok ebben a sorrendben képezett Descartes
szorzatán az

A1 × · · · × An = {(a1, . . . , an) : a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}

halmazt értjük, azaz mindazon n-elemű sorozatok halmazát, amely sorozatok mindegyi-
kében az i-dik elem az Ai halmaz valamely eleme.

1.2. Defińıció Legyen A tetszőleges nem üres halmaz, és legyen n tetszőleges pozit́ıv
egész szám. Az n-szeres A×· · ·×A Descartes szorzatnak az A halmazba való egyértelmű
leképezését az A halmazon értelmezett n-változós műveletnek nevezzük. Az A halmaz egy
elemének kijelölését az A halmazon értelmezett 0-változós műveletnek nevezzük.

1.3. Defińıció Egy olyan (nem üres) A halmazt, amelyen értelmezve van legalább egy
művelet, algebrai struktúrának nevezünk. Ennek jelölése: (A; Ω), ahol Ω jelöli az A
halmazon értelmezett műveletek halmazát. Az A halmazt az algebrai struktúra alaphal-
mazának is szokták nevezni.

Ebben a jegyzetben műveleten mindig kétváltozós műveletet fogunk érteni. Ha ∗ jelöl
egy A halmazon értelmezett (kétváltozós) műveletet, akkor az (a, b) ∈ A × A elempár
∗ szerinti képét ∗(a, b) helyett a ∗ b módon jelöljük. Az a ∗ a elemet jelölhetjük 2a-
val, de jelölhetjük a2-tel is, annak mintájára, hogy a számoknál a + a helyett 2a-t,
illetve a · a helyett a2-t ı́runk. Az első esetben azt mondjuk, hogy addit́ıv ı́rásmódot, a
második esetben multiplikat́ıv ı́rásmódot használunk. Addit́ıv ı́rásmód esetén a művelet
jeleként a + jelet, multiplikat́ıv ı́rásmód esetén a művelet jeleként a · jelet használjuk.
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Multiplikat́ıv irásmód esetén (ha nem okoz félreértést) a művelet jelét elhagyjuk, s az a ·b
kifejezés helyett egyszerűen ab-t ı́runk. Ebben a jegyzetben főleg multiplikat́ıv ı́rásmódot
használunk.

1.4. Megjegyzés Ha nem okoz félreértést, vagy ha nincs szükség rá, akkor egy algebrai
stuktúrát csak az alaphalmazával jelöljük. Ezek szerint, A jelölhet egy halmazt és egy
algebrai stuktúrát is.

1.5. Megjegyzés Egy műveletet táblázatos formában is megadhatunk. Például, egy A =
{a, b} alaphalmaz esetén a következő táblázatban

a b
a b b
b b a

az a-sor b-oszlopának eleme az ab műveleti eredmény; jelen példánkban ez egyenlő b-vel.
Egy, a fentieknek megfelelően konstruált táblázatot Cayley-féle művelettáblának nevezünk.

1.6. Defińıció Azt mondjuk, hogy egy A halmazon értelmezett művelet asszociat́ıv, ha
tetszőleges a, b, c ∈ A elemek esetén fennáll az

a(bc) = (ab)c

egyenlőség. A műveletről azt mondjuk, hogy kommutat́ıv, ha tetszőleges a, b ∈ A elemekre
teljesül az

ab = ba

egyenlőség. Azt mondjuk, hogy a művelet invertálható (az A halmazon), ha tetszőleges
(a, b) ∈ A×A elempárhoz megadhatók A-nak olyan x és y elemei, amelyekre teljesülnek
az

ax = b és ya = b

egyenlőségek.

1.7. Megjegyzés Ha egy legalább kételemű A halmazon azt a műveletet tekintjük, amely-
nél tetszőleges (a, b) ∈ A×A elempár esetén ab = b teljesül, akkor világos, hogy a műve-
let nem kommutat́ıv. Az is világos, hogy a szóban forgó művelet nem invertálható, mert
ugyan tetszőleges (a, b) ∈ A×A elempár esetén az ax = b egyenlőség az A halmaz x = b
elemére teljesül, de a 6= b esetén A-nak nincs olyan y eleme, amelyre ya = b teljesülne.

1.8. Megjegyzés Az egész számok halmazán az összeadás asszociat́ıv, kommutat́ıv és
invertálható. A szorzás is associat́ıv és kommutat́ıv, viszont nem invertálható. A ra-
cionális számok Q halmazán a szorzás asszociat́ıv és kommutat́ıv, valamint a Q \ {0}
halmazon invertálható.

7



1.2. A félcsoport fogalma

1.9. Defińıció Egy egyműveletes algebrai struktúrát gruppoidnak nevezünk.

1.10. Defińıció Egy S gruppoidról azt mondjuk, hogy félcsoport, ha az S-en értelmezett
művelet asszociat́ıv. Ha a művelet még kommutat́ıv is, akkor az S félcsoportot kommu-
tat́ıv félcsoportnak nevezzük.

Mindenekelőtt ismertetünk két módszert, amelyek alkalmasak annak eldöntésére,
hogy egy véges S gruppoid félcsoport-e vagy nem.

1. módszer:

Legyen (S; ·) véges gruppoid. Az S egy rögźıtett a eleme esetén definiáljuk az S elemei
között a következő műveleteket: x◦y = (x ·a) ·y, illetve x�y = x ·(a ·y). Világos, hogy az
S összes x, y elemére az (x ·a) ·y = x ·(a ·y) egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha a ◦
és � műveletek megegyeznek. Az x◦y műveleti eredményeket béırhatjuk egy táblázatba,
amely táblázat az S-en értelmezett eredeti művelet Cayley-féle művelettáblájából úgy
kapható meg, hogy annak x-sorát (x ∈ S) kicseréljük az xa-sorára. Hasonlóan, az
x � y műveleti eredményeket ugyancsak béırhatjuk egy táblázatba, amely táblázat az
S-en értelmezett eredeti művelet Cayley-féle művelettáblájából úgy kapható meg, hogy
annak y-oszlopát (y ∈ S) kicseréljük az ay-oszlopára. Tehát (S; ·) akkor és csak akkor
félcsoport, ha tetszőleges S-beli a elemhez az előzőekben feĺırt két táblázatban az azonos
helyen álló elemek egymással rendre megegyeznek. Az asszociativitás teljesülésének most
részletezett tesztelését Light-féle asszociativitási tesztnek nevezzük.

Tekintsük példaként a következő Cayley-féle művelettáblával definiált S = {a, b}
gruppoidot:

· a b
a b a
b b b

Az a elem által definiált ◦ művelethez tartozó táblázat:

a b
b b b
b b b

Az a elem által definiált � művelethez tartozó táblázat:

a b
a b a
b b b

Mivel ebben a két táblázatban már van eltérés, ezért a b elemhez tartozó táblázatokat
már nem is kell összehasonĺıtanunk; az eredeti Cayley-táblázattal definiált · művelet nem
asszociat́ıv.
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2. módszer:

Legyen S véges, n elemű gruppoid. Rögźıtsük S elemeinek egy sorrendjét. Legyen
ez például {s1, s2, . . . , sn}. Legyen F tetszőleges test. Jelölje 0, illetve 1 az F nullelemét,
illetve egységelemét. Tetszőleges s ∈ S elemhez definiáljunk egy F test feletti n×n-t́ıpusú
R(s) módon jelölt mátrixot a következőképpen:

R(s) = (r
(s)
i,j ),

ahol

r
(s)
i,j =

{
1, ha sis = sj

0, különben.

Az ı́gy definiált mátrixot az S gruppoid s eleméhez tartozó F test feletti (az S ele-
meinek fenti sorrendje által meghatározott) jobb oldali mátrixának nevezzük.

Az S gruppoid valamely s eleméhez tartozó jobb oldali mátrix duálisaként értelmez-
hetjük a bal oldali mátrixot is, azaz azt az F feletti n × n-t́ıpusú L(s) = (l

(s)
i,j ) mátrixot,

melynek l
(s)
i,j elemeit a következőképpen értelmezzük:

l
(s)
i,j =

{
1, ha ssj = si

0, egyébként.

Például, ha S a következő Cayley-táblázattal definiált gruppoid:

· s1 s2
s1 s2 s2
s2 s2 s1

akkor az S elemeihez az {s1, s2} sorred szerint hozzárendelt jobb oldali, illetve bal oldali
mátrixok a következők:

R(s1) =

[
0 1
0 1

]
, R(s2) =

[
0 1
1 0

]
,

L(s1) =

[
0 0
1 1

]
, L(s2) =

[
0 1
1 0

]
.

1.11. Tétel Egy véges S = {s1, s2, . . . , sn} halmazon értelmezett művelet esetén az aláb-
bi feltételek egymással ekvivalensek.

(1) A művelet asszociat́ıv az S halmazon.

(2) Tetszőleges si, sj ∈ S elemek esetén R(si)R(sj) = R(sisj).
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(3) Tetszőleges i, j ∈ S elemek esetén L(si)L(sj) = L(sisj).

Bizonýıtás. Jelölje est (1 ≤ t ≤ n) azt az n-elemű sorozatot, amelyben a t-edik elem az
F test egységeleme, a többi eleme pedig az F test nulleleme.

Legyenek si, sj ∈ S tetszőleges elemek. Világos, hogy az R(si)R(sj) mátrix k-dik sora

e(sksi)sj .

Mivel az R(sisj) mátrix k-dik sora
esk(sisj),

ezért
R(si)R(sj) = R(sisj)

akkor és csak akkor, ha
e(sksi)sj = esk(sisj),

azaz, ha
(sksi)sj = sk(sisj)

minden k ∈ S elemre. Következésképpen az (1) és (2) feltételek egymással ekvivalensek.
Mivel az L(si)L(sj) mátrix k-dik oszlopa

esi(sjsk),

továbbá az L(sisj) mátrix k-dik oszlopa

e(sisj)sk ,

ezért
L(si)L(sj) = L(sisj)

akkor és csak akkor teljesül, ha

esi(sjsk) = e(sisj)sk ,

azaz, ha
si(sjsk) = (sisj)sk

minden k ∈ S elem esetén. Igy az (1) és (3) feltételek ekvivalensek.

Az előző tétel lehetőséget ad egy kétváltozós művelet asszociativitásának tesztelésére:
ahhoz, hogy egy véges S gruppoid félcsoport legyen, szükséges és elegendő, hogy telje-
süljenek az R(a)R(b) = R(ab) (illetve az L(a)L(b) = L(ab)) egyenlőségek tetszőleges S-beli
a és b elem esetén.
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1.3. Általános asszociativitás és kommutativitás

1.12. Tétel Legyen S egy félcsoport. Akkor tetszőleges n ≥ 3 egész szám és S elemeiből
képezett tetszőleges n elemű sorozat esetén az elemek adott sorrendben képezett szorzata
nem függ attól, hogy a szorzatot milyen zárójelezés mellett számı́tjuk ki.

Bizonýıtás. Legyen S tetszőleges félcsoport. A tétel bizonýıtását a szorzatban szereplő
elemszámra (n-re) vonatkozó teljes indukcióval végezzük. n = 3 esetén nincs mit bizo-
nýıtani, mert a tétel álĺıtása ebben a speciális esetben az asszociativitás defińıciója miatt
igaz.

Legyen n ≥ 4 tetszőleges egész szám. Tegyük fel, hogy az álĺıtást már igazoltuk
minden n-nél kisebb tényezőszámra. Legyenek a1, a2, . . . , an ∈ S tetszőleges elemek.
Megmutjuk, hogy az a1, a2, . . . , an ∈ S elemek ebben a sorrendben vett, tetszőleges
Z[a1, a2, . . . , an] zárójelezése szerinti szorzatára mindig igaz, hogy

Z[a1, a2, . . . , an] = (((a1a2) · · · )an−1)an.

Az világos, hogy a Z[a1, a2, . . . , an] szorzatban valamely i = 1, . . . , n− 1 indexre az ai és
az ai+1 elemek (aiai+1) formában szerepelnek. Ha ezt a szorzatot S egyetlen elemének
tekintjük, akkor a Z[a1, a2, . . . , an] szorzat az S félcsoport n − 1 elemének szorzataként
tekinthető. Az indukciós feltételt használva, a következőket kapjuk. Az i = 1 esetben
nýılvánvalóan teljesül a

Z[a1, a2, . . . , an] = (((a1a2) · · · )an−1)an.

egyenlőség. Ha 1 < i < n− 1, akkor

Z[a1, a2, . . . , an] = (((a1a2) · · · (aiai+1)) . . . )an;

mivel a jobb oldalon szereplő szorzat első tényezője n-nél kevesebb tényezőt tartalmaz,
ezért az megegyezik az

((a1a2) · · · an−2)an−1
szorzattal, és ı́gy

Z[a1, a2, . . . , an] = (((a1a2) · · · )an−1)an.

Végül vizsgáljuk az i = n− 1 esetet. Ekkor

Z[a1, a2, . . . , an] = (((a1a2) · · · )an−2)(an−1an).

A jobb oldalon szereplő szorzat az S félcsoport három elemének, az

x = ((a1a2) · · · )an−2,
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valamint az an−1 és az an elemek
x(an−1an)

szorzata, ami az asszociativitás miatt megegyezik az

(xan−1)an

szorzattal, és ı́gy
Z[a1, . . . , an] = (((a1a2) · · · )an−1)an.

1.13. Megjegyzés Egy S félcsoport tetszőleges a eleme és tetszőleges n pozit́ıv egész
szám esetén értelmezve van az an hatvány, amely olyan n-tényezős szorzat, melynek
minden tényezője a. Így

a1 = a, a2 = aa, a3 = aa2 = a2a, . . . .

Addit́ıv ı́rásmód esetén értelemszerűen az na alakú n-tagú összegről beszélhetünk; ekkor

1a = a, 2a = a+ a, 3a = a+ 2a = 2a+ a, . . . .

1.14. Tétel Legyen S tetszőleges kommutat́ıv félcsoport. Akkor tetszőleges n ≥ 2 egész
szám és S tetszőleges n számú eleme esetén az elemek szorzata nem függ az elemek
sorrendjétől.

Bizonýıtás. Legyen S tetszőleges kommutat́ıv félcsoport. A bizonýıtást az elemek szá-
mára (n-re) vonatkozó teljes indukcióval végezzük el. n = 2 esetén nincs mit bizonýıtani,
mert a tétel álĺıtása ebben a speciális esetben a kommutativitás defińıciója miatt igaz.

Legyen n ≥ 3 tetszőleges egész szám. Tegyük fel, hogy az álĺıtás igaz minden n-nél
kisebb tényezőszámra. Legyenek a1, . . . , an ∈ S tetszőleges elemek. Az előző tétel miatt
elegendő azt megmutatni, hogy

(((aπ(1)aπ(2)) · · · )aπ(n−1))aπ(n) = (((a1a2) · · · )an−1)an,

ahol π az {1, 2, . . . , n} halmaz tetszőleges permutációja.
Ha n = π(n), akkor

(((aπ(1)aπ(2)) · · · )aπ(n−1))aπ(n) = (((aπ(1)aπ(2)) · · · )aπ(n−1))an,

ahol a jobb oldali szorzat első tényezője (amely egy n − 1 tényezős szorzat) az indukci-
ós feltétel miatt megegyezik azzal a szorzattal, amelyben az elemek szigorúan növekvő
indexszel követik egymást, s ezért

(((aπ(1)aπ(2)) · · · )aπ(n−1))aπ(n) = (((a1a2) · · · )an−1)an.
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Ha j = π(n) 6= n, akkor

(((aπ(1)aπ(2)) · · · )aπ(n−1))aj = aj(((aπ(1)aπ(2)) · · · )aπ(n−1)).

A jobb oldalon szereplő szorzatban a második tényező az indukciós feltétel miatt át́ır-
ható úgy, hogy abban az első tényező indexe j + 1 legyen (a többi tényező sorrendje
tetszőleges). Az asszociativitás miatt az átalaḱıtott jobboldali szorzat egyenlő azzal a
szorzattal, amelyben az első tényező ajaj+1 (a többi tényező sorrendje tetszőleges). Az
ajaj+1 szorzatot S egyetlen elemének tekintve, az indukciós feltételt felhasználásával,
innen már könnyen adódik az

(((aπ(1)aπ(2)) · · · )aπ(n−1))aπ(n) = (((a1a2) · · · )an−1)an

egyenlőség.

1.4. Félcsoport kitüntetett elemei

1.15. Defińıció Egy S félcsoport valamely f elemét az S bal oldali [jobb oldali] null-
elemének nevezzük, ha minden S-beli a elem esetén fa = f [af = f ] teljesül. Egy S
félcsoport valamely elemét az S nullelemének nevezzük, ha az illető elem az S-nek bal
oldali és jobb oldali nulleleme.

Tetszőleges nem üres S halmaz esetén, S-en értelmezhetjük a következő műveletet:
tetszőleges a, b ∈ S esetén legyen ab = a [ab = b]. Világos, hogy ez a művelet asszociat́ıv,
azaz S erre a műveletre nézve félcsoport, amelyben minden elem bal oldali [jobb oldali]
nullelem.

1.16. Defińıció Egy olyan félcsoportot, amelyben minden elem bal oldali [jobb oldali]
nullelem, balzéró [jobbzéró] félcsoportnak fogunk nevezni.

1.17. Lemma Minden félcsoportnak legfeljebb egy nulleleme lehet. Ha egy félcsoport-
nak van jobb oldali és bal oldali nulleleme, akkor mindegyikből csak egy van, amelyek
egybeesnek, s a félcsoport egyetlen nullelemét adják.

Bizonýıtás. Ha e, illetve f egy félcsoport bal oldali, illetve jobb oldali nullelemei, akkor
e = ef = f . Ez bizonýıtja a lemma minden álĺıtását.

Tetszőleges S félcsoport esetén jelölje S0 azt a félcsoportot, amely megegyezik S-sel,
ha S-nek van nulleleme és |S| > 1, ellenkező esetben viszont azt a félcsoportot, melyet
S-ből úgy származtatunk, hogy az S halmazt kiegésźıtjük egy 0 /∈ S elemmel, s az
S ∪ {0} halmazon úgy értelezünk egy műveletet, hogy a művelet eredménye az S-beli
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elemek között legyen egyenlő az eredeti S-beli műveleti eredménnyel, viszont tetszőleges
x ∈ S ∪ {0} elem esetén x0 és 0x is legyen egyenlő a 0 elemmel. Világos, hogy S0

olyan félcsoport, amelynek van nulleleme. Az első esetben az eredeti, S-beli nullelem, a
második esetben az S-hez adjungált elem.

Tetszőleges S nem üres halmaz tetszőleges a eleme esetén definiálhatunk S-en egy
∗ műveletet a következőképpen: tetszőleges x, y ∈ S esetén legyen x ∗ y = a. Világos,
hogy (S, ∗) egy félcsoport, amelyben a nullelem. Ebben a félcsoportban bármely két elem
szorzata a nullelem. Egy ilyen félcsoportot zéró félcsoportnak nevezünk.

1.18. Defińıció Egy S félcsoport valamely e elemét a félcsoport bal oldali egységelemé-
nek nevezzük, ha S minden s eleme esetén fennáll az es = s egyenlőség. Félcsoport jobb
oldali egységelemének fogalma a bal oldali egységelem fogalmának duálisa. Egy félcsoport
valamely elemét a félcsoport egységelemének nevezünk, ha az bal oldali és egyben jobb
oldali egységeleme a félcsoportnak.

1.19. Tétel Minden félcsoportnak legfeljebb egy egységeleme van. Továbbá, ha egy fél-
csoportnak van jobb oldali és bal oldali egységeleme is, akkor azok egyenlőek, s az S
félcsoport egyetlen egységelemét adják.

Bizonýıtás. Jelölje e, illetve f egy S félcsoport bal oldali, illetve jobb oldali egységelemét.
Akkor

e = ef = f.

Ez bizonýıtja a tétel mindkét álĺıtását.

1.20. Defińıció Egy egységelemes félcsoportot monoidnak is nevezünk.

1.21. Megjegyzés Minden S félcsoporthoz adjungálhatunk egy, az S által nem tartal-
mazott e elemet, és az S ∪ e halmazon definiálhatunk egy ◦ műveletet úgy, hogy legyen

e ◦ s = s ◦ e = s

tetszőleges s ∈ S ∪ e esetén, s az S-beli műveletet változatlanul hagyjuk. Az világos, hogy
ezzel egy olyan félcsoportot definiáltunk, amelyben e egységelem.

Jelölés: Tetszőleges S félcsoport esetén jelölje S1 az S félcsoportot, ha S-ben van
egységelem, egyébként pedig jelölje azt a félcsoportot, amelyet S-ből egy egységelem
adjungálásával nyerünk az előző megjegyzésben szereplő módon.

1.22. Defińıció Egy e egységelemes S félcsoport valamely b elemét [c elemét] egy a ∈ S
elem bal oldali [jobb oldali] inverzének nevezzük, ha ba = e [ac = e] teljesül. Egy a−1 ∈ S
elemről azt mondjuk, hogy az a ∈ S elem inverze, ha a−1 az a elem bal oldali és jobb
oldali inverze is.
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1.23. Tétel Egységelemes félcsoportban minden elemnek legfeljebb egy inverze van. To-
vábbá, ha egy a elemnek van jobb oldali és bal oldali inverze is, akkor azok egyenlők, és
az a elem egyetlen inverzét adják.

Bizonýıtás. Jelölje a′, illetve a′′ egy egységelemes S félcsoport valamely a elemének bal
oldali, illetve jobb oldali inverzét. Akkor, e-vel jelölve az S egységelemét,

a′ = a′e = a′(aa′′) = (a′a)a′′ = ea′′ = a′′

adódik. Ez bizonýıtja a tétel mindkét álĺıtását.

1.5. A csoport fogalma; ekvivalens defińıciók

1.24. Defińıció Egy S félcsoportot csoportnak nevezünk, ha van egységeleme, és minden
elemének van inverze. Ha emellett még kommutat́ıv is a művelet, akkor kommutat́ıv
csoportról beszélünk.

1.25. Tétel Tetszőleges S félcsoporton a következő feltételek egymással ekvivalensek:

(1) S csoport;

(2) S-nek van olyan e jobb oldali egységeleme, hogy S minden elemének van S-ben e-re
vonatkozó jobb oldali inverze, azaz minden a ∈ S elemhez van olyan a−1 ∈ S elem,
hogy aa−1 = e;

(3) S-nek van olyan f bal oldali egységeleme, hogy S minden elemének van S-ben f -re
vonatkozó bal oldali inverze, azaz minden a ∈ S elemhez van olyan a−1 ∈ S elem,
hogy a−1a = f ;

(4) Az S-en értelmeztt művelet invertálható, azaz tetszőleges a, b ∈ S elemekhez vannak
olyan x, y ∈ S elemek, amelyekre ax = b és ya = b teljesül;

(5) Minden a ∈ S elemre Sa = S és aS = S.

Bizonýıtás. Az nyilvánvaló, hogy az (1) feltételből következik a (2) és a (3) feltétel. Mivel
tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén az x = a−1b és y = ba−1 elemekre teljesülnek az ax = b
és ya = b egyenlőségek, ezért az (1) feltételből következik a (4) feltétel is.

A következő lépésként megmutatjuk, hogy (2) maga után vonja (1)-et. Tegyük fel,
hogy az S félcsoportban van olyan e jobb oldali egységelem, hogy S minden elemének
van jobb oldali inverze erre a jobb oldali egységelemre nézve. Legyen a tetszőleges S-
beli elem. Jelölje a0 az a-nak, a1 az a0-nak egy-egy jobb oldali inverzét az e jobb oldali
egységelemre nézve, azaz

aa0 = e = a0a1.
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Akkor
a0a = (a0a)e = (a0a)(a0a1) = a0(aa0)a1 = a0ea1 = a0a1 = e,

tehát a0 bal oldali inverze a-nak e-re nézve. Így

ea = (aa0)a = a(a0a) = ae = a,

tehát e kétoldali egységeleme S-nek. Igy (1) teljesül.
Az előzőekhez hasonlóan igazolható, hogy a (3) feltételből következik az (1) feltétel.
Az eddigi eredményekből már az is következik, hogy az (1), a (2) és a (3) feltételek

egymással ekvivalensek.
Mivel a (4) és (5) feltételek nyilvánvalóan ekvivalensek, elegendő már csak azt megmu-

tatni, hogy a (4) feltételből következik az (2) feltétel. Ehhez tegyük fel, hogy tetszőleges
a, b ∈ S elemekhez vannak olyan x, y ∈ S elemek, amelyekre ax = b és ya = b teljesül.
Legyen a ∈ S tetszőleges, rögźıtett elem. Akkor megadható olyan e elem, amelyre ae = a
teljesül. Legyen b ∈ S tetszőleges elem. Akkor van olyan y ∈ S elem, hogy ya = b. Ezért

be = (ya)e = y(ae) = ya = b,

azaz e az S félcsoport jobb oldali egységeleme. Mivel a művelet invertálható, tetszőleges
a ∈ S elemhez megadható olyan a−1 ∈ S elem, hogy aa−1 = e. Tehát (2) teljesül.

1.6. Félcsoport részfélcsoportjai

1.26. Defińıció Egy S félcsoport valamely nem üres T részhalmazát az S félcsoport
részfélcsoportjának nevezzük, ha T zárt az S-beli műveletre nézve, azaz ab ∈ T teljesül
minden a, b ∈ T elem esetén.

1.27. Defińıció Egy S félcsoport valamely nem üres I részhalmazát bal oldali ideálnak
(vagy balideálnak) nevezzük, ha minden s ∈ S és minden a ∈ I elem esetén sa ∈ I, azaz
SI ⊆ I; a jobb oldali ideál (vagy jobbideál) fogalma a bal oldali ideál fogalmának duálisa.
Ha I jobbideálja és balideálja is egy S félcsoportnak, akkor azt mondjuk, hogy I kétoldali
ideálja (vagy ideálja) S-nek.

Az világos, hogy egy félcsoport minden balideálja (jobbideálja, ideálja) részfélcsoport.
Az ideálok részletesebb vizsgálatával a 4. fejezet foglalkozik.

1.28. Defińıció Egy S félcsoport valamely nem üres G részhalmazát az S félcsoport
generátorrendszerének nevezzük, ha S tetszőleges s eleméhez megadhatók G-nek olyan
g1, . . . , gn elemei, hogy s = g1g2 · · · gn. Ekkor az S = 〈G〉 jelölést használjuk. Ha S-nek
van véges sok elemet tartalmazó generátorrendszere, akkor azt mondjuk, hogy S végesen
generálható. Ha S-nek van egyetlen elemet tartalmazó generátorrendszere, akkor azt
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mondjuk, hogy S ciklikus félcsoport. S egy nem üres A részhalmaza esetén az A elemeiből
képezhető összes a1 · · · an (n ≥ 1, a1, . . . , an ∈ A) szorzat az S egy részfélcsoportját
alkotja, melyet az A által generált részfélcsoportnak nevezünk és 〈A〉-val jelölünk. Tehát
〈A〉 = ∪∞n=1A

n. Az világos, hogy 〈A〉 megegyezik az A-t tartalmazó részfélcsoportok
metszetével.

1.29. Tétel Tetszőleges S félcsoport tetszőleges a eleme esetén 〈a〉 izomorf vagy a pozit́ıv
egész számok addit́ıv félcsoportjával, vagy pedig 〈a〉 = {a, a2, . . . , ai, . . . , ai+m−1}, ahol i
az a legkisebb pozit́ıv egész szám, amelyhez van olyan i 6= j, hogy ai = aj, m pedig az
legkisebb pozit́ıv egész szám, amelyre ai = ai+m teljesül; ekkor az is igaz, hogy Ka =
{ai, . . . , ai+m−1} izomorf az egészek mod m addit́ıv csoportjával, (Zm; +)-szal.

Bizonýıtás. Legyen a egy S félcsoport tetszőleges eleme. Két esetet különböztetünk meg.
1. eset: ai = aj akkor és csak akkor teljesül valamely i és j pozit́ıv egész számra, ha

i = j. Ekkor a
ϕ : ai 7→ i

az < a > ciklikus félcsoportnak a pozit́ıv egész számok addit́ıv félcsoportjára való izo-
morfizmusa.

2. eset: Megadhatók olyan i 6= j pozit́ıv egész számok, amelyekre ai = aj teljesül.
Jelölje a továbbiakban i azt a legkisebb pozit́ıv egész számot, amelyre ai = aj teljesül
valamely j 6= i pozit́ıv egészre. Jelölje továbbá m azt a legkisebb pozit́ıv egész számot,
amelyre ai = ai+m. Ekkor persze

ai+km = ai+ma(k−1)m = aia(k−1)m = ai+ma(k−2)m = aia(k−2)m = · · · = ai,

és ezért tetszőleges pozit́ıv egész n esetén megadhatók olyan k és t nemnegat́ıv egészek
(t = 0, . . . ,m− 1), amelyekre n = km+ t, s ezért

ai+n = ai+km+t = ai+kmat = ai+t.

Így
〈a〉 = {a, a2, . . . , ai, . . . , ai+m−1}

és Ka = {ai, . . . , ai+m−1} az S félcsoport részfélcsoportja. Jelölje j azt a 0 ≤ j ≤ m− 1
egész számot, melyre i + j osztható m-mel. Mivel i, i + 1, . . . i + m− 1 egymást követő
m pozit́ıv egész szám, ezért egy és csak egy ilyen j szám létezik. Tetszőleges ai+t ∈ Ka

elemre
ai+jai+t = akmai+t = ai+km+t = ai+t,

ı́gy ai+j a Ka félcsoport egységeleme. Legyen ai+t ∈ Ka tetszőleges. Mivel 0 ≤ t ≤ m−1,
ezért megadható olyan 0 ≤ k ≤ m− 1 egész szám, hogy i+ t+ i+k osztható m-mel. Így

ai+tai+k = ai+j.
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Tehát ai+k az ai+t elem inverze, és ı́gy Ka részcsoportja az S félcsoportnak. Az elmon-
dottakból az is következik, hogy

ϕ : ai+t 7→ [i+ t]

izomorfizmusa Ka-nak (Zm; +)-ra, ahol [i + t] jelöli Zm-nek azt az elemét (Z azon
kongruencia-osztályát (mod m)), amely tartalmazza az i+ t számot.

1.30. Defińıció Egy S félcsoport valamely a eleme által generált ciklikus részfélcsoport
rendjét az a elem rendjének nevezzük és o(a)- val jelöljük. Egy véges rendű elemet peri-
odikus elemnek is szoktunk nevezni.

1.31. Megjegyzés Ha a egy S félcsoport véges rendű eleme, akkor az előző tételben sze-
replő jelöléseket használva, i-t az a elem indexének, a m-et pedig az a elem periódusának
nevezzük. Ezeket az elnevezéseket használva, azt kapjuk, hogy

o(a) + 1 = index + periódus.

1.32. Defińıció Egy S félcsoportot periodikus félcsoportnak nevezünk, ha minden eleme
periodikus.

1.33. Tétel Egy periodikus S félcsoport minden elemének valamely hatványa benne van
S egy részcsoportjában.

Bizonýıtás. Legyen a egy periodikus S félcsoport tetszőleges eleme. Az 1.29. Tétel sze-
rint Ka = {ai, . . . , ai+m−1} izomorf az egészek mod m addit́ıv csoportjával. Ebből már
következik a tétel álĺıtása.

William Burnside angol matematikus 1902-ben tette fel a következő kérdést: egy vé-
gesen generálható, véges rendű elemeket tartalmazó csoport szükségszerűen véges-e, vagy
nem. Ennek félcsoportelméleti megfelelője: egy végesen generált periodikus félcsoport
szükségszerűen véges-e, vagy nem. Erre a kérdésre 1984-ben adott választ A. Restivo és
C. Reutenauer ([32]). Tőlük származik a lentebbi 1.36. Tétel.

1.34. Defińıció Legyen n ≥ 2 tetszőleges egész szám. Azt mondjuk, hogy egy S félcso-
port rendelkezik n-re vonatkozóan a permutációtulajdonsággal, ha az S félcsoport eleme-
inek tetszőleges n-elemű s1, . . . , sn sorozatához magadható olyan n-edfokú nem-identikus
σ permutáció, hogy s1 · · · sn = sσ(1) · · · sσ(n).

1.35. Defińıció Azt mondjuk, hogy egy S félcsoport rendelkezik a permutációtulajdon-
sággal, ha rendelkezik valamely n ≥ 2 egész számra vonatkozóan a permutációtulajdon-
sággal.
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1.36. Tétel (Burnside probléma félcsoportokra) Egy végesen generált periodikus félcso-
port akkor és csak akkor véges, ha rendelkezik a permutációtulajdonsággal.

Bizonýıtás. Legyen S véges félcsoport. Ekkor S végesen generált és periodikus. Legyen

n = 1 + 2|S|,

ı́gy n ≥ 3. Megmutatjuk, hogy S rendelkezik n-re vonatkozóan a permutációtulajdon-
sággal. Legyenek s1, . . . , sn ∈ S tetszőleges elemek. Tekintsük az S félcsoport következő
elemsorozatát:

s1, s1s2, s1s2s3, . . . , s1s2 · · · sn.
Az n defińıciója miatt megadhatók olyan i, j, k egészek, amelyekre 1 ≤ i < j < k ≤ n
teljesül, és fennálnak a következő egyenlőségek:

s1 · · · si = s1 · · · sj = s1 · · · sk.

Legyen
u = s1 · · · si, x = si+1 · · · sj, y = sj+1 · · · sk,

ezért
u = ux = uxy,

amiből
uyx = uxyx = ux = uxy

adódik. Így
s1 · · · sk = s1 · · · sisj+1 · · · sksi+1 · · · sj,

amiből következik, hogy S rendelkezik a permutációtulajdonsággal.
Ford́ıtva, legyen S olyan végesen generált periodikus félcsoport, amely rendelkezik a

permutációtulajdonsággal. Akkor megadható olyan n ≥ 2 egész szám, hogy az S félcso-
port rendelkezik az n-re vonatkozó permutációtulajdonsággal. Jelölje A az S félcsoport
egy véges generátorrendszerét. A 3.15. Tétel szerint létezik az FA szabad félcsoportnak
az S félcsoportra való olyan ϕ homomorfizmusa, amely annak az

f : A 7→ A ⊆ S

leképezésnek a kiterjesztése, amely A minden elemének önmagát felelteti meg. Az FA
szabad félcsoport elemeit szavaknak fogjuk nevezni, és egy w ∈ FA szó hosszát |w| fogja
jelölni. Tekintsük az A halmaz egy teljes rendezését. Ennek seǵıtségével értelmezünk az
FA szabad félcsoporton egy < (teljes) rendezést a következőképpen. Tetszőleges u, v ∈
FA szavak esetén u < v akkor és csak akkor, ha u hossza kisebb v hosszánál, vagy
a két szó hossza megegyezik, de u megelőzi v-t az A-n tekintett teljes rendezés által
meghatározott lexikografikus rendezés szerint. A [33]-ben található 4.2.7 Tétel szerint
minden p ≥ 2n egész számhoz megadható olyan N(p) pozit́ıv egész szám, hogy minden
legalább N(p) hosszúságú FA-beli w szóra a következő két feltétel valamelyike teljesül.

19



(1) Léteznek olyan FA-beli u, v, x1, . . . , xn elemek (szavak), hogy w előáll w = ux1 · · ·xnv
alakban mégpedig úgy, hogy tetszőleges n-edfokú σ 6= id permutáció esetén

uxσ(1) · · ·xσ(n)v < w.

(2) Megadhatók olyan FA-beli u, v, x szavak, hogy w előáll

w = uxpv

alakban, ahol az x szó hossza legfeljebb n− 1.

Mivel S periodikus és A véges, ezért megadható olyan p ≥ 2n egész szám, hogy minden
legfeljebb n hosszúságú w szó esetén az S félcsoportban

ϕ(w)p = ϕ(w)p
′

teljesül valamely p′ < p kitevőre. Megmutatjuk, hogy S minden s eleméhez van olyan
N(p)-nél kisebb hosszúságú w szó, hogy s = ϕ(w). Ez már bizonýıtja, hogy az S félcso-
port véges. Legyen tehát s tetszőleges S-beli elem. Legyen w az FA szabad félcsoport
ϕ(s)−1 részhalmazának minimális eleme a fenti < rendezés szerint. Megmutatjuk, hogy
w hossza kisebb N(p)-nél. Tegyük fel ennek ellenkezőjét. Ekkor w-re teljesül a fenti (1)
és (2) feltétel valamelyike.

Vizsgáljuk először azt az esetet, amikor w-re a fenti (1) feltétel teljesül. Akkor léteznek
olyan FA-beli u, v, x1, . . . xn szavak, hogy w előáll

w = ux1 · · ·xnv

alakban mégpedig úgy, hogy tetszőleges n-edfokú nem-identikus σ permutáció esetén

uxσ(1) · · ·xσ(n)v < w.

Válasszuk σ-t olyannak, amely a permutáció-tulajdonság miatt az x1, . . . , xn elemsoro-
zathoz tartozik. Ekkor viszont

s = ϕ(w) = ϕ(uxσ(1) · · ·xσ(n)),

és ı́gy
uxσ(1) · · ·xσ(n) ∈ ϕ(s)−1.

Az (1) feltétel miatti
uxσ(1) · · ·xσ(n)v < w

eredmény viszont ellentmond annak, hogy w a ϕ(s)−1 halmaz minimális eleme.
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Vizsgáljuk most azt az esetet, amikor w-re a (2) feltétel teljesül. Akkor megadhatók
olyan FA-beli u, v, x szavak, hogy w előáll w = uxpv alakban és az x szó hossza legfeljebb
n− 1. Így

s = ϕ(w) = ϕ(uxpv) = ϕ(u)ϕ(xp)ϕ(v) = ϕ(u)ϕ(xp
′
)ϕ(v) = ϕ(uxp

′
v),

amiből
uxp

′
v ∈ ϕ(s)−1

következik. Mivel p′ < p, ezért az uxp
′
v szó hossza kisebb a w szó hosszánál, ami

ellentmond annak, hogy w a ϕ(s)−1 halmaz minimális eleme.
Mivel mindkét esetben ellentmondásra jutottunk, szükségképpen teljesül, hogy a w

szó hossza kisebb az N(p) pozit́ıv egész számnál. A fenti megjegyzés figyelembevételével
a tételt ezzel bebizonýıtottuk.

1.37. Defińıció Egy S félcsoport e elemét idempotens elemnek nevezzük, ha e2 = e,
azaz o(e) = 1.

1.38. Defińıció Ha egy S félcsoport minden eleme idempotens, akkor az S félcsoportot
kötegnek nevezzük. Egy kommutat́ıv kötegre azt mondjuk, hogy félháló.

1.39. Megjegyzés Tetszőleges S félcsoport idempotens elemeinek ES halmazán definiált
e ≤ f (e, f ∈ ES) akkor és csak akkor ha e = ef = fe reláció reflex́ıv, antiszimmetrikus
és tranzit́ıv, azaz egy parciális rendezés. A továbbiakban, ha idempotens elemek közöt-
ti parciális rendezésről lesz szó, akkor mindig a most definiált ≤ parciális rendezésre
gondolunk.

1.7. Félcsoport részcsoportjai

1.40. Defińıció Egy S félcsoport részcsoportján értjük S olyan részfélcsoportját, amely
csoport.

Ha e egy S félcsoport idempotens eleme, akkor {e} részcsoportja S-nek. Tehát S
minden e idempotens eleméhez tartozik S-nek legalább egy részcsoportja, amelynek e
az egységeleme. A következőkben egy félcsoport adott e idempotens eleméhez (az előbb
emĺıtett módon) tartozó részcsoportjaival foglalkozunk.

1.41. Tétel Egy S félcsoport tetszőleges e idempotens eleme esetén

Ge = {a ∈ S : a = ae = ea, aa′ = a′a = e valamely a′ ∈ S elemre}

S-nek olyan részcsoportja, amely tartalmazza S mindazon részcsoportjait, amelyekben
e egységelem. Minden ilyen Ge maximális részcsoportja S-nek (abban az értelemben,
hogy nincs S-nek olyan részcsoportja, amely valódi módon tartalmazná Ge-t). Továbbá
S bármely két különböző maximális részcsoportjának metszete üres.
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Bizonýıtás. Ha a, b ∈ Ge, akkor

e(ab) = (ab)e = ab

és
(ab)(b′a′) = (b′a′)(ab) = e.

Ezért Ge részfélcsoport. Az világos, hogy minden a ∈ Ge esetén az aa′ = a′a = e
feltételből (aa′)e = aa′ és e(a′a) = a′a következik, és ı́gy

a′aa′ ∈ Se ∩ eS.

Továbbá
(a′aa′)a = (a′a)(a′a) = e2 = e,

és
a(a′aa′) = (aa′)(aa′) = e2 = e.

Tehát
a′aa′ ∈ Ge.

Az előzőekből világos az is, hogy a′aa′ az a ∈ Ge elem Ge-beli inverze. Tehát Ge csoport.
A defińıció alapján világos, hogy Ge tartalmazza S mindazon részcsoportjait, amelyekben
e az egységelem. Ha Ge ∩ Gf 6= ∅ valamely e, f ∈ ES elemekre, akkor tetszőleges
x ∈ Ge ∩Gf elem esetén e = xx′ és f = x′′x (x′ ∈ Ge, x

′′ ∈ Gf ), s ezért

e = xx′ = (fx)x′ = f(xx′) = fe = (x′′x)e = x′′(xe) = x′′x = f,

amiből
Ge = Gf

következik. Ezért
Ge ∩Gf = ∅, ha e 6= f.

Ezzel a tételt bebizonýıtottuk.

1.42. Tétel Tetszőleges S félcsoporton az alábbi feltételek egymással ekvivalensek.

(1) S részcsoportjainak uniója.

(2) S diszjunkt részcsoportjainak uniója.

Bizonýıtás. Az 1.41. Tétel felhasználásával nyilvánvaló.
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Feladatok

1.1. (Megoldás: 17.1.) Mutassuk meg, hogy az S = {a, b} halmaz az

a b
a b a
b b a

Cayley-táblázattal definiált műveletre nézve nem alkot félcsoportot, de az elemeihez tar-
tozó jobb mátrixok félcsoportot alkotnak!

1.2. (Megoldás: 17.2.) Mutassuk meg, hogy valamely A és B halmazok A×B descartes
szorzata az (a1, b1)∗(a2, b2) = (a1, b2) műveletre nézve olyan félcsoportot alkot, amelynek
minden eleme idempotens.

1.3. (Megoldás: 17.3.) Mutassuk meg, hogy egy A gruppoid esetén

S = {a ∈ A : (∀x, y ∈ A) a(xy) = (ax)y}

az A egy részfélcsoportja.

1.4. (Megoldás: 17.4.) Mutassuk meg, hogy egy félcsoport akkor és csak akkor véges,
ha véges sok részfélcsoportja van.
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2. fejezet

Félcsoport kongruenciái

2.1. Binér relációk félcsoportja

2.1. Defińıció Egy X 6= ∅ halmazon értelmezett (binér) reláción az X × X halmaz
egy részhalmazát értjük. Az X halmaz összes binér relációinak halmazát BX jelöli. Az
(x, x) (x ∈ X) párok halmazát az X identikus relációjának nevezzük, és ιX-szel (vagy
csak ι-val) fogjuk jelölni. A teljes X ×X halmazt az X halmaz univerzális relációjának
nevezzük, és ωX-szel (vagy csak ω-val) fogjuk jelölni.

2.2. Defińıció Az X halmaz tetszőlges α és β relációi esetén azt mondjuk, hogy α része
β-nak (jel.: α ⊆ β), ha mint az X × X halmaz részhalmazai között fenáll a megfelelő
tartalmazás, azaz az (a, b) ∈ α feltételből (a, b) ∈ β következik.

2.3. Megjegyzés Két reláció akkor és csak akkor egyenlő egymással, ha mindegyik tar-
talmazza a másikat.

2.4. Defińıció Legyenek α és β egy X halmaz tetszőleges relációi. Jelölje α ◦β a követ-
kező relációt:

α ◦ β = {(a, b) ∈ X ×X : van olyan c ∈ X elem, hogy (a, c) ∈ α, (c, b) ∈ β}.

Ezt a relációt az α és β relációk kompoźıciójának nevezzük.

2.5. Tétel Tetszőleges X halmazon értelmezett összes (binér) reláció BX halmaza a re-
lációk kompoźıciójára nézve félcsoportot alkot.

Bizonýıtás. Legyenek α, β, γ ∈ BX tetszőlegesek. Ha

(a, b) ∈ (α ◦ β) ◦ γ
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valamely a, b ∈ X elemekre, akkor van olyan x ∈ X elem, hogy

(a, x) ∈ α ◦ β és (x, b) ∈ γ.

Ekkor, alkalmas y ∈ X elemre,

(a, y) ∈ α, (y, x) ∈ β és (x, b) ∈ γ.

Ekkor viszont
(a, y) ∈ α és(y, b) ∈ β ◦ γ

miatt
(a, b) ∈ α ◦ (β ◦ γ).

Így
(α ◦ β) ◦ γ ⊆ α ◦ (β ◦ γ).

Hasonlóan igazolható a ford́ıtott tartalmazás is. Ezért

(α ◦ β) ◦ γ = α ◦ (β ◦ γ).

2.6. Defińıció Tetszőleges α ∈ BX reláció esetén legyen α−1 = {(a, b) ∈ X × X :
(b, a) ∈ α}.

2.7. Lemma (α ◦ β)−1 = β−1 ◦ α−1 tetszőleges α, β ∈ BX esetén.

Bizonýıtás. Legyen
(a, b) ∈ (α ◦ β)−1.

Ekkor
(b, a) ∈ α ◦ β,

és ezért valamely x ∈ X elemre

(b, x) ∈ α és (x, a) ∈ β.

Így
(a, x) ∈ β−1 és (x, b) ∈ α−1,

tehát
(a, b) ∈ β−1 ◦ α−1.

Ebből
(α ◦ β)−1 ⊆ β−1 ◦ α−1

következik. Hasonlóan bizonýıtható a ford́ıtott tartalmazás is.
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2.8. Megjegyzés Tetszőleges α, β ∈ BX esetén α ⊆ β maga után vonja α−1 ⊆ β−1

teljesülését.

2.9. Defińıció Egy X halmazon értelmezett α relációról azt mondjuk, hogy reflex́ıv, ha
ι ⊆ α; szimmetrikus, ha α ⊆ α−1; tranzit́ıv, ha α ◦ α ⊆ α.

2.10. Megjegyzés Ha α szimmetrikus reláció, akkor α = α−1, mert az α ⊆ α−1 tar-
talmazásból α−1 ⊆ (α−1)−1 = α következik. Ha β reflex́ıv és tranzit́ıv, akkor β ◦ β = β,
mert az (a, b) ∈ β feltételből (a β reflexivitása miatti (b, b) ∈ β tartalmazást is használva)
(a, b) ∈ β ◦ β következik. Tehát a tranzitivitás miatti β ◦ β ⊆ β tartalmazás mellett a
β ⊆ β ◦ β tartalmazás is teljesül. Azért β ◦ β = β.

2.11. Megjegyzés Ha %0 egy S félcsoporton értelmezett reláció, akkor

%1 = %0 ∪ ι

a %0 relációt tartalmazó legszűkebb reflex́ıv reláció,

%2 = %0 ∪ %−10 ∪ ι

a %0 relációt tartalmazó legszűkebb reflex́ıv és szimmetrikus reláció.

2.12. Lemma Ha α és β egy X halmazon értelmezett reflex́ıv relációk, akkor α ◦ β is
reflex́ıv reláció X-en.

Bizonýıtás. Ha α, β ∈ BX reflex́ıv, akkor minden a ∈ X elem esetén

(a, a) ∈ α (a, a) ∈ β,

és ezért
(a, a) ∈ α ◦ β.

Tehát
ι ⊆ α ◦ β,

azaz α ◦ β reflexiv relációja X-nek.

2.13. Lemma Tetszőleges α, β ∈ BX szimmetrikus relációk esetén α ◦ β akkor és csak
akkor szimmetrikus, ha α ◦ β = β ◦ α.

Bizonýıtás. Legyenek α, β ∈ BX szimmetrikus relációk.
Először tegyük fel, hogy

α ◦ β = β ◦ α
teljesül. Akkor

α ◦ β = α−1 ◦ β−1 = (β ◦ α)−1 = (α ◦ β)−1

miatt α ◦ β szimmetrikus.
Ford́ıtva, tegyük fel, hogy α ◦ β szimmetrikus. Akkor

α ◦ β = (α ◦ β)−1 = (β)−1 ◦ (α)−1 = β ◦ α.

26



2.2. Ekvivalenciarelációk

2.14. Defińıció Az X halmazon értelmezett reflex́ıv, szimmetrikus és tranzit́ıv relációt
ekvivalenciarelációnak nevezzük.

2.15. Megjegyzés Egy S félcsoport % relációja esetén a

%t = % ∪ (% ◦ %) ∪ (% ◦ % ◦ %) ∪ · · ·

reláció a % relációt tartalmazó legszükebb tranzit́ıv reláció. Az S valamely w és w′ elemeire
tehát

(w,w′) ∈ %t

akkor és csak akkor teljesül, ha megadható S elemeinek olyan

w = w0, w1, . . . , wn = w′

sorozata, hogy
(wi, wi+1) ∈ %

teljesül minden i = 0, . . . , n − 1 indexre. Ez, illetve a 2.11. Megjegyzés alapján egy S
félcsoport tetszőleges %0 relációja esetén

(%0 ∪ %−10 ∪ ι)t

a %0 relációt tartalmazó legszükebb ekvivalencia reláció.

2.16. Tétel Tetszőleges α, β ∈ BX ekvivalenciarelációk esetén α ◦β akkor és csak akkor
ekvivalenciareláció, ha α ◦ β = β ◦ α.

Bizonýıtás. Legyenek α, β ∈ BX olyan ekvivalenciarelációk, amelyekre

α ◦ β = β ◦ α

teljesül. A 2.12. Lemma és a 2.13. Lemma szerint α ◦ β reflex́ıv és szimmetrikus. Mivel

(α ◦ β)2 = (α ◦ β) ◦ (α ◦ β)

= α ◦ (β ◦ α) ◦ β = α ◦ (α ◦ β) ◦ β

= (α ◦ α) ◦ (β ◦ β) = α ◦ β,

ezért α ◦ β tranzit́ıv is. Így α ◦ β ekvivalenciareláció.
Ford́ıtva, ha α ◦ β ekvivalenciareláció, akkor a 2.13. Lemma szerint α ◦ β = β ◦ α.
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2.3. Félcsoport kongruenciarelációi, faktorfélcsoport

2.17. Defińıció Egy S félcsoport valamely α relációjáról akkor mondjuk, hogy balról
kompatibilis (az S-beli műveletre nézve), ha tetszőleges S-beli a, b, s elemek esetén az
(a, b) ∈ α feltételekből (sa, sb) ∈ α következik. A jobbról való kompatibilitás fogalma a
balról való kompatibilitás fogalmának duálisa.

2.18. Tétel Tetszőleges S félcsoport balról [jobbról] kompatibilis relációinak halmaza a
BS relációfélcsoport részfélcsoportja.

Bizonýıtás. Legyenek α és β egy S félcsoport tetszőleges balról kompatibilis relációi.
Tegyük fel, hogy

(a, b) ∈ α ◦ β

teljesül az S valamely a és b elemeire. Ez defińıció szerint azt jelenti, hogy van S-nek
olyan x eleme, hogy

(a, x) ∈ α és (x, b) ∈ β.

Legyen s az S félcsoport tetszőleges eleme. Mivel α és β az S balról kompatibilis relációi,
ezért

(sa, sx) ∈ α és (sx, sb) ∈ β,

amiből
(sa, sb) ∈ α ◦ β

következik. Ebből már adódik a tétel balról kompatibilis relációkra vonatkozó álĺıtása.
A jobbról kompatibilis relációkra vonatkozó álĺıtás hasonlóan bizonýıtható.

2.19. Defińıció Egy S félcsoport valamely σ ekvivalenciarelációját balkongruenciának
nevezzük, ha σ balról kompatibilis az S-beli műveletre nézve, azaz ha S tetszőleges a, b, s
elemei esetén az (a, b) ∈ σ feltételből (sa, sb) ∈ σ következik. A jobbkongruencia fogalma
a balkongruencia fogalmának duálisa.

2.20. Defińıció Egy S félcsoport valamely α relációjáról akkor mondjuk, hogy kompati-
bilis (az S-beli műveletre nézve), ha tetszőleges S-beli a, b, c, d elemek esetén az (a, b) ∈ α
és (c, d) ∈ α feltételekből (ac, bd) ∈ α következik.

2.21. Defińıció Egy S félcsoport valamely σ ekvivalenciarelációját kongruenciareláci-
ónak (röviden: kongruenciának) nevezzük, ha kompatibilis az S-beli műveletre nézve,
azaz S tetszőleges a, b, c, d elemei esetén az (a, b) ∈ σ, (c, d) ∈ σ feltételekből (ac, bd) ∈ σ
következik.

2.22. Tétel Egy S félcsoport valamely ekvivalenciarelációja akkor és csak akkor kong-
ruenciareláció, ha az balkongruencia és egyben jobbkongruencia.
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Bizonýıtás. Legyen σ egy S félcsoport valamely ekvivalenciarelációja. Ha σ kongruen-
cia és (a, b) ∈ σ, (a, b ∈ S), akkor tetszőleges S-beli c elem esetén (mivel (c, c) ∈ σ)
következik, hogy

(ca, cb) ∈ σ

és
(ac, bc) ∈ σ.

Ford́ıtva, ha σ balkongruencia és jobbkongruencia, akkor tetszőleges S-beli a, b, c, d
eleleme esetén az (a, b) ∈ σ, (c, d) ∈ σ feltételekből

(ac, bc) ∈ σ és (bc, bd) ∈ σ

következik. Mivel σ tranzit́ıv, ezért

(ac, bd) ∈ σ.

2.23. Megjegyzés Ha %0 egy S félcsoport tetszőleges relációja, akkor a %0-t tartalmazó
kongruenciák halmaza nem üres, mivel ω, azaz az S univerzális relációja kongruencia
és %0 ⊆ ω. Mivel kongruenciák bármely rendszerének metszete is kongruencia, ezért
létezik egy, a %0-t tartalmazó legszűkebb % kongruencia; ez a %0-t tartalmazó összes S-beli
kongruenciának a metszete. Könnyen ellenőŕızhető, hogy az S félcsoport valamely a és b
elemeire (a, b) ∈ % akkor és csak akkor teljesül, ha megadható az S félcsoport elemeinek
olyan véges

a = c0, c1, . . . , cn = b

sorozata, hogy minden i = 1, . . . n− 1 indezhez megadhatók olyan

ui, vi ∈ S és xi, yi ∈ S1

elemek, hogy

ci = xiuiyi, ci+1 = xiviyi, és (ui, vi) ∈ %0 ∪ %−10 ∪ ι.

2.24. Tétel Egy S félcsoport kongruenciáinak halmaza akkor és csak akkor részfélcso-
portja a BS relációfélcsoportnak, ha S tetszőleges α és β kongruenciái esetén α◦β = β◦α.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy egy S félcsoport kongruenciáinak halmaza részfélcsoportja a
BS relációfélcsoportnak. Legyenek α és β az S félcsoport tetszőleges kongruenciái. Ekkor
persze α is és β is egy-egy ekvivalenciarelációja az S félcsoportnak. A feltétel miatt α◦β
az S félcsoport kongruenciája, s ezért ekvivalenciarelációja is. Így A 2.16. Tétel miatt
α ◦ β = β ◦ α. Tehát az S félcsoport bármely két kongruenciája egymással felcserélhető.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy egy S félcsoport tetszőleges kongruenciái egymással fel-
cserélhetőek. Legyenek α és β az S tetszőleges kongruenciái, tehát ekvivalenciarelációk.
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A 2.16. Tétel értelmében α ◦ β is ekvivalenciareláció. Mivel α és β bal kompatibilis
és jobb kompatibilis relációi S-nek, ezért a 2.18. Tétel miatt α ◦ β bal kompatibilis és
jobb kompatibilis ekvivalenciarelációja S-nek, és ı́gy α ◦ β az S félcsoport bal- és egyben
jobbkongruenciája. A 2.22. Tétel miatt ebből már következik, hogy α ◦β az S félcsoport
kongruenciája. Tehát az S félcsoport binér relációinak félcsoportján belül az S kong-
ruenciáinak halmaza zárt a ◦ műveletre nézve, azaz S kongruenciáinak halmaza az S
relációfélcsoportjának részfélcsoportja.

2.25. Megjegyzés Egy S félcsoport kongruenciáinak L(S) halmaza a relációk tartal-
mazására, mint parciális rendezésre nézve háló. Ebben a hálóban az identikus reláció a
legkisebb elem, az univerzális reláció a legnagyobb elem.

2.26. Tétel Legyen σ egy S félcsoport kongruenciarelációja. Ekkor a σ-osztályok S/σ
faktorhalmaza a σ-osztályok [a]σ[b]σ = [ab]σ módon definiált szorzására nézve félcsoportot
alkot.

Bizonýıtás. A σ ekvivalenciareláció S-beli műveletre való kompatibilitása miatt [a]σ[b]σ =
[ab]σ művelet az S/σ faktorhalazon. Mivel tetszőleges a, b, c ∈ S elemek esetén

([a]σ[b]σ)[c]σ = [ab]σ[c]σ

= [(ab)c]σ = [a(bc)]σ = [a]σ[bc]σ

= [a]σ([b]σ[c]σ),

ezért a művelet asszociat́ıv, ami bizonýıtja a tétel álĺıtását.

2.27. Defińıció Az előző tételben szereplő félcsoportot az S félcsoport σ kongruencia
szerinti faktorfélcsoportjának nevezzük.

2.28. Defińıció Legyenek α és β egy S félcsoport olyan kongruenciái, amelyekre α ⊆ β
teljesül. Jelölje β/α az S/α fektorfélcsoport azon binér relációját, amely szerint két S/α-
beli [a]α és [b]α elemre

[a]α β/α [b]α ⇔ a β b.

2.29. Tétel Tetszőleges S félcsoport tetszőleges α ⊆ β kongruenciái esetén β/α az S/α
faktorfélcsoport kongruenciarelációja.

Bizonýıtás. Az világos, hogy β/α ekvivalenciareláció. Legyenek [a]α és [b]α az S/α fak-
torfélcsoport olyan elemei, amelyekre

[a]α β/α [b]α
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teljesül. Ez azzal ekvivalens, hogy a β b. Legyen [s]α ∈ S/α tetszőleges.

[s]α[a]α = [sa]α β/α [sb]α = [s]α[b]α,

mert
sa β sb.

Tehát β/α az S/α faktorfélcsoport bal oldali kongruenciája. Hasonlóan igazolható, hogy
β/α az S/α faktorfélcsoport jobb oldali kongruenciája. A 2.22. Tétel szerint β/α az S/α
faktorfélcsoport kongruenciája.

2.30. Tétel Tetszőleges S félcsoport tetszőleges α kongruenciája esetén kölcsönösen egy-
értelmű megfeleltetés van az S/α faktorfélcsoport kongruenciái és az S félcsoport α-t
tartalmazó kongruenciái között. Ennél a megfeleltetésnél az S valamely β ⊇ α kongru-
enciájának az S/α faktorfélcsoport β/α kongruenciája felel meg.

Bizonýıtás. A 2.29. Tétel szerint

φ : β 7→ β/α

az S félcsoport α kongruenciáját tartalmazó kongruenciák halmazának az S/α faktorfél-
csoport kongruenciáinak halmazába való egyértelmű leképezése. Megmutatjuk, hogy φ
szürjekt́ıv és injekt́ıv.

Legyen β∗ az S/α faktorfélcsoport tetszőleges kongruenciája. Jelölje β az S félcso-
porton a következőképpen értelmezett relációt: valamely a, b ∈ S elemek esetén

a β b ⇐⇒ [a]α β
∗ [b]α.

Könnyen ellenőrizhető, hogy β az S félcsoport egy kongruenciarelációja, valamint hogy

φ(β) = β/α = β∗.

Tehát φ szürjekt́ıv.
A φ injektivitásának vizsgálatához tegyük fel, hogy

φ(β) = φ(γ)

teljesül az S félcsoport valamely α-t tartalmazó β és γ kongruenciáira. Tegyük fel, hogy

a β b

valamely a, b ∈ S elemekre. Akkor

[a]α β/α [b]α,
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és ı́gy a φ(β) = φ(γ) feltétel miatt

[a]α γ/α [b]α,

és ı́gy
a γ b.

Tehát
β ⊆ γ.

Hasonlóan igazolható, hogy
γ ⊆ β.

Tehát
β = γ.

Következésképpen φ injekt́ıv.

2.4. Csoport-, illetve nullelemes csoport-kongruenciák

2.31. Tétel Legyen S tetszőleges félcsoport és H az S tetszőleges nem üres részhalmaza.
Akkor a

PH = {(a, b) ∈ S × S : (∀x, y ∈ S) xay ∈ H ⇔ xby ∈ H}
reláció az S félcsoport egy kongruenciája; a

WH = {c ∈ S : (∀x, y ∈ S) xcy /∈ H}

részhalmaz vagy üres vagy olyan ideálja S-nek, amely egy PH-osztály.

Bizonýıtás. Az világos, hogy PH ekvivalencia reláció. Mivel tetszőleges a, b, c, x, y ∈ S
elemek esetén az

x(ca)y ∈ H, azaz (xc)ay ∈ H
akkor és csak akkor teljesül, ha

(xc)by ∈ H, azaz x(cb)y ∈ H,

ezért az
(a, b) ∈ PH

feltételből
(ca, cb) ∈ PH

következik. Tehát PH az S félcsoport egy bal oldali kongruenciája. Hasonlóan igazolható,
hogy PH az S jobb oldali kongruenciája. Így a 2.22. Tétel szerint PH az S félcsoport egy
kongruenciája.

Ha c ∈ WH és s, x, y ∈ S tetszőleges elemek, akkor x(sc)y = (xs)cy /∈ H és ı́gy
sc ∈ WH . Hasonlóan igazolható, hogy cs ∈ WH . Tehát, ha WH nem üres, akkor az S
egy ideálja. Az világos, hogy (az utóbbi esetben) WH egy PH-osztály.
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2.32. Defińıció Az előző tételben definiált PH kongruenciát a S félcsoport H részhal-
maza által definiált főkongruenciának nevezzük.

A következő tétel előtt emlékeztetünk arra, hogy tetszőleges S félcsoport esetén S1

jelöli azt a félcsoportot, amely megegyezik S-sel abban az esetben, ha S-ben van egység-
elem, egyébként pedig S-ből egy egységelem adjungálásával nyerhető.

2.33. Tétel Legyen H egy S félcsoport tetszőleges nem üres részhalmaza. Akkor

P1
H = {(a, b) ∈ S × S : (∀x, y ∈ S1) xay ∈ H ⇔ xby ∈ H}

az S félcsoport kongruenciája; a H részhalmaz P1
H-osztályok uniója; a

W 1
H = {c ∈ S : (∀x, y ∈ S1) xcy /∈ H}

részhalmaz vagy üres vagy olyan ideálja S-nek, amely egy P1
H-osztály.

Bizonýıtás. Az világos, hogy P1
H ekvivalenciareláció. Legyenek a és b az S félcsoport

olyan elemei, amelyekre
(a, b) ∈ P1

H

teljesül. Legyen s ∈ S tetszőleges elem. Akkor minden x, y ∈ S1 elemre

x(sa)y = (xs)ay ∈ H

akkor és csak kkor, ha
x(sb)y = (xs)by ∈ H.

Tehát
(sa, sb) ∈ P1

H ,

és ı́gy P1
H balkongruencia. Hasonlóan igazolható, hogy P1

H jobbkongruencia. Így a 2.22. Té-
tel miatt P1

H az S félcsoport kongruenciája.
Mivel tetszőleges h ∈ H és a /∈ H elemek esetén

1h1 ∈ H és 1a1 /∈ H,

ezért
(h, a) /∈ P1

H .

Ebből már következik, hogy a H részhalmaz P1
H-osztályok uniója.

Legyen
c ∈ W 1

H

tetszőleges elem. Akkor az S félcsoport tetszőleges s eleme esetén

sc ∈ W 1
H .
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Ellenkező esetben léteznének olyan x, y ∈ S1 elemek, amelyekre

(xs)cy = x(sc)y ∈ H

teljesülne, amiből
c /∈ W 1

H

következne. Mivel ez ellentmond a c ∈ W 1
H kiinduló feltételnek, ezért valóban

sc ∈ W 1
H .

Hasonlóan igazolható, hogy
cs ∈ W 1

H .

Tehát ha W 1
H nem üres, akkor az S félcsoport ideálja. A defińıció alapján világos, hogy

(az utóbbi esetben) W 1
H egy P1

H-osztály.

2.34. Defińıció Egy S félcsoport H részhalmazát bal unitér részhalmaznak nevezzük, ha
tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén az a, ab ∈ H feltételből b ∈ H következik. A jobb unitér
részhalmaz fogalma a bal unitér részhalmaz fogalmának duálisa. Egy részhalmazt unitér
részhalmaznak nevezzük, ha az egyszerre bal unitér és jobb unitér részhalmaz.

2.35. Tétel Egy S félcsoport tetszőleges unitér H részfélcsoportja esetén PH = P1
H .

Továbbá az is igaz, hogy WH = W 1
H .

Bizonýıtás. Az világos, hogy
P1
H ⊆ PH

tetszőleges H ⊆ S részhalmaz esetén. A ford́ıtott tartalmazási reláció igazolásához
tekintsünk két elemet, a-t és b-t az S félcsoportból. Tegyük fel, hogy (a, b) ∈ PH valamely
S-beli a és b elemek esetén. Legyenek u, v ∈ S1 tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy

uav ∈ H.

Akkor tetszőleges h1, h2 ∈ H elemek esetén

(h1u)a(vh2) ∈ H,

mert H részfélcsoport. Mivel h1u, vh2 ∈ S, ezért

(h1u)b(vh2) ∈ H.

Mivel H bal unitér, ezért a h1, h1ubvh2 ∈ H tartalmazásokból

ubvh2 ∈ H

34



következik. Mivel H jobb unitér, ezért az ubvh2, h2 ∈ H tartalmazásokból

ubv ∈ H

következik. Hasonlóan igazolható, hogy ha ubv ∈ H, akkor uav ∈ H. Következésképpen

(a, b) ∈ P1
H .

Így
PH = P1

H .

Az világos, hogy ha c ∈ W 1
H valamely c ∈ S elemre teljesül, akkor c ∈ WH . Ha pedig

d ∈ WH teljesül valamely d ∈ S elemre, akkor d ∈ W 1
H is teljesül. Ugyanis, ha d nem lenne

eleme W 1
H-nak, akkor léteznének olyan x, y ∈ S1 elemek, amelyekre xdy ∈ H teljesülne.

Akkor viszont tetszőleges h1, h2 ∈ H elemek esetén (h1x)d(yh2) ∈ H teljesülne, mivel
H részfélcsoport. Ez viszont azt jelentené, hogy d /∈ WH , mivel h1x, yh2 ∈ S. Ez pedig
ellentmondás. Az előzőekből már következik, hogy WH = W 1

H .

2.36. Defińıció Egy S félcsoport valamely H részhalmazát reflex́ıv részhalmaznak ne-
vezzük, ha tetszőleges a, b ∈ S esetén ab ∈ H akkor és csak akkor teljesül, ha ba ∈ H.

2.37. Defińıció Egy félcsoportot nullelemes csoportnak nevezünk, ha valamely G cso-
portból úgy származtatható, hogy G-hez egy nullelemet adjungálunk.

2.38. Tétel Ha H egy S félcsoport reflex́ıv és unitér részfélcsoportja, akkor az S/PH
faktorfélcsoport csoport vagy nullelemes csoport.

Ford́ıtva, ha σ egy S félcsoport olyan kongruenciája, hogy az S/σ faktorfélcsoport
csoport vagy nullelemes csoport, akkor megadható az S félcsoportnak olyan reflex́ıv és
unitér H részfélcsoportja, amelyre σ = PH teljesül.

Bizonýıtás. Legyen H egy S félcsoport reflex́ıv unitér részfélcsoportja. A 2.31. Tétel,
illetve a 2.33. Tétel szerint PH , illetve P1

H az S félcsoport kongruenciái. Mivel a feltétel
szerint H unitér, ezért

PH = P1
H .

A 2.33. Tétel szerint WH egy PH-osztály, H pedig osztályok uniója. Legyenek a, b ∈ H
tetszőleges elemek. Megmutatjuk, hogy H egyetlen osztály. Tegyük fel, hogy xay ∈ H
valamely x, y ∈ S elemekre. Mivel H reflex́ıv, ezért

yxa ∈ H.

Mivel H unitér és a ∈ H, ezért
yx ∈ H.
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Mivel H részfélcsoport és b ∈ H, ezért

yxb ∈ H,

amiből H reflexivitása miatt
xby ∈ H

következik. Hasonlóan igazolható, hogy az xby ∈ H feltételből xay ∈ H következik.
Tehát

(a, b) ∈ PH .
Következésképpen H egy PH-osztály.

Legyenek a, b ∈ S \WH tetszőleges elemek. Akkor megadhatók olyan x, y, u, v ∈ S
elemek, melyekre

xay, ubv ∈ H
teljesül. Mivel H reflex́ıv, ezért

yxa, bvu ∈ H.
Mivel H részfélcsoport, ezért

yxabvu ∈ H,
amiből

ab /∈ WH

következik. Így S \WH félcsoport. Ha WH nem üres, akkor az S/PH faktorfélcsoportban
a WH-nak megfelelő elem nullelem (mivel az S ideálja), s a faktorfélcsoport úgy áll elő,
hogy annak egy részfélcsoportjához ((S \ WH)/PH-hoz) a WH-nak megfelelő nullelem
van adjungálva. Megmutatjuk, hogy (S \WH)/PH a faktorfélcsoport egy részcsoportja.
Legyenek s, x, y ∈ S és h ∈ H tetszőleges elemek. H reflexivitása miatt

xshy ∈ H

akkor és csak akkor teljesül, ha
yxsh ∈ H,

amely a H unitér volta miatt akkor és csak akkor igaz, ha

yxs ∈ H.

Ez utóbbi tartalmazás a H reflexivitása miatt akkor és csak akkor igaz, ha

xsy ∈ H.

Következésképpen H a faktorfélcsoport jobb oldali egységeleme. Hasonlóan igazolható,
hogy bal oldali egységelem is. Legyen a ∈ S \WH tetszőleges elem. Akkor vannak olyan
S-beli x és y elemek, hogy

xay ∈ H,
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azaz
yxa ∈ H.

Mivel yx /∈ WH , ezért az yx elemet tartalmazó PH-osztály az a elemet tartalmazó PH-
osztály bal oldali inverze. Ezzel beláttuk, hogy az S/PH faktorfélcsoport vagy csoport
vagy nullelemes csoport.

Megford́ıtva, legyen α egy S félcsoport olyan kongruenciája, melyre az S/α faktor-
félcsoport csoport vagy nullelemes csoport. Jelölje H az S félcsoport azon α-osztályát,
amely a faktorfélcsoport egységeleme. Az világos, hogy H reflex́ıv és unitér részfélcso-
portja S-nek. Megmutatjuk, hogy PH = α. Jelölje ϕ az S félcsoportnak az S/α faktor-
félcsoportra való természetes homomorfizmusát. Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek.
Az

a, b ∈ WH

feltétel akkor és csak akkor teljesül, minden x, y ∈ S elem esetén

xay, xby /∈ H,

azaz
ϕ(x)ϕ(a)ϕ(y) 6= e, ϕ(x)ϕ(b)ϕ(y) 6= e,

ahol e jelöli az S/α faktorfélcsoport egységelemét. Ez utóbbi pedig azzal ekvivalens, hogy

ϕ(a) = ϕ(b) = 0,

ahol 0 jelöli az S/α faktorfélcsoport nullelmét. Tegyük fel a továbbiakban, hogy a, b ∈
S \WH . Ha

(a, b) ∈ PH
akkor vannak olyan x, y ∈ S elemek, amelyek esetén

ϕ(x)ϕ(a)ϕ(y) = e = ϕ(x)ϕ(b)ϕ(y).

Ebből
ϕ(a) = ϕ(b)

adódik, azaz
(a, b) ∈ α.

Ford́ıtva, ha
(a, b) ∈ α,

akkor minden x, y ∈ S elemre
(xay, xby) ∈ α,

és ezért xay ∈ H akkor és csak akkor, ha xby ∈ H, mivel H egy α-osztálya S-nek. Ezzel
bebizonýıtottuk, hogy PH = α.
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Feladatok

2.1. (Megoldás: 17.5.) Mutassuk meg, hogy tetszőleges S félcsoport esetén σ = {(a, b) ∈
S × S : (∃n ∈ N+) abn = bn+1, ban = an+1} ekvivalenciareláció!

2.2. (Megoldás: 17.6.) Mutassuk meg, hogy tetszőlege jobb zéró [bal zéró] félcsoport
minden ekvivalenciarelációja kongruenciareláció!

2.3. (Megoldás: 17.7.) Mutassuk meg, hogy egy S jobb zéró [bal zéró] félcsoportban
minden α és β kongruenciára akkor és csak akkor teljesül az α ◦ β = β ◦ α egyenlőség,
ha |S| ≤ 2.

2.4. (Megoldás: 17.8.) Mutassuk meg, hogy egy háromelemű félhálóban megadhatók
olyan α és β kongruenciák, amelyekre nem teljesül az α ◦ β = β ◦ α egyenlőség!

2.5. (Megoldás: 17.9.) Mutassuk meg, hogy tetszőleges S félcsoport esetén az % =
{(a, b) ∈ S × S : (∀x ∈ S) xa = xb} reláció kongruenciareláció!
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3. fejezet

Félcsoport homomorfizmusai

3.1. Defińıció Egy S félcsoportnak egy T félcsoportba való φ leképezését homomorfiz-
musnak nevezzük, ha S tetszőleges a és b elemei esetén φ(ab) = φ(a)φ(b) teljesül. Ha
a φ homomorfizmus szürjekt́ıv, akkor azt is szoktuk mondani, hogy φ epimorfizmus, és
ekkor T az S félcsoport homomorf (vagy epimorf) képe. Ha a φ homomorfizmus injekt́ıv,
akkor azt mondjuk, hogy φ az S félcsoportnak a T félcsoportba való beágyazása. Ha a
φ homomorfizmus bijekt́ıv (azaz szürjekt́ıv és injekt́ıv), akkor azt mondjuk, hogy φ az
S félcsoportnak a T félcsoportra való izomorfizmusa; ekkor φ inverze T -nek S-re való
izomorfizmusa, s ezért azt is mondjuk, hogy S és T egymással izomorfak. Egy félcso-
port önmagába való homomorfizmusait a félcsoport endomorfizmusainak, önmagára való
izomorfizmusait pedig a félcsoport automorfizmusainak nevezzük. Egy S félcsoport en-
domorfizmusai a leképezések kompoźıciójára nézve monoidot (egységelemes félcsoportot)
alkotnak, melyben az invertálható elemek az S automorfizmusai.

3.2. Megjegyzés Ha σ egy S félcsoport kongruenciarelációja, akkor a ϕ : s 7→ [s]σ
(s ∈ S) az S félcsoportnak az S/σ faktorfélcsoportra való homomorfizmusa. Ezt a homo-
morfizmust természetes (vagy kanonikus) homomorfizmusnak nevezzük.

3.3. Lemma Legyen ϕ egy S félcsoportnak valamely T félcsoportba való homomorfiz-
musa. Akkor kerϕ = {(a, b) ∈ S × S : ϕ(a) = ϕ(b)} az S félcsoport kongruenciája.

Bizonýıtás. Az világos, hogy kerϕ ekvivalenciareláció. Mivel tetszőleges a, b, s ∈ S ele-
mekre az (a, b) ∈ kerϕ feltételből

ϕ(sa) = ϕ(s)ϕ(a) = ϕ(s)ϕ(b) = ϕ(sb)

következik, ezért kerϕ balkongruencia S-en. Hasonlóan bizonýıtható, hogy kerϕ jobb-
kongruencia S-en.

3.4. Defińıció Ha ϕ egy S félcsoportnak egy T félcsoportba való homomorfizmusa, akkor
az S félcsoport kerϕ kongruenciáját a ϕ homomorfizmus magjának nevezzük.
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3.5. Megjegyzés Ha σ az S félcsoport egy kongruenciája és ϕ S-nek az S/σ faktorfél-
csoportra való természetes homomorfizmusa, akkor kerϕ = σ

3.1. Homomorfizmustétel, Izomorfizmustételek

3.6. Tétel (Homomorfizmustétel) Ha ϕ az S félcsoportnak egy T félcsoportra való (szür-
jekt́ıv) homomorfizmusa, akkor T ∼= S/kerϕ.

Bizonýıtás. Tetszőleges x ∈ T esetén legyen

Φ(x) = [a]kerϕ ,

ahol a ∈ S olyan elem, amelyre x = ϕ(a) teljesül. Ha

ϕ(a) = x = ϕ(b)

teljesül valamely a, b ∈ S elemekre, akkor

[a]kerϕ = [b]kerϕ ,

amiből következik, hogy Φ a T félcsoportnak az S/kerϕ faktorfélcsoportba való jól de-
finiált, egyértelmű leképezése. A ϕ szürjektivitása azt biztośıtja, hogy minden t ∈ T
elemnek legyen képe. A φ azért szürjekt́ıv, mert ϕ értelmezési tartománya S. A Φ
injektivitásának bizonýıtásához tegyük fel, hogy

Φ(ϕ(a)) = Φ(ϕ(b))

valamely a, b ∈ S elemek esetén. Akkor

[a]kerϕ = [b]kerϕ ,

azaz
(a, b) ∈ kerϕ,

és ezért
ϕ(a) = ϕ(b).

Tehát Φ valóban injekt́ıv. Mivel tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén

Φ(ϕ(a)ϕ(b)) = Φ(ϕ(ab)) = [ab]kerϕ = [a]kerϕ [b]kerϕ = Φ(ϕ(a))Φ(ϕ(b)),

ezért Φ homomorfizmus. Tehát Φ a T félcsoportnak az S/kerϕ faktorfélcsoportra való
izomorfizmusa.
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3.7. Következmény Tetszőleges S félcsoport esetén, ha ϕ1 : S 7→ T1 és ϕ2 : S 7→ T2
olyan szürjekt́ıv homomorfizmusok, melyekre kerϕ1 = kerϕ2 teljesül, akkor T1 ∼= T2.

Bizonýıtás. Az álĺıtás a homomorfizmustétel következménye, mert

T1 ∼= S/kerϕ1
∼= S/kerϕ2

∼= T2.

3.8. Lemma Legyen S tetszőleges félcsoport és H az S-nek egy részfélcsoportja. Akkor
S tetszőleges σ kongruenciája esetén

[H]σ = {s ∈ S : (∃h ∈ H) (s, h) ∈ σ}

az S félcsoport részfélcsoportja.

Bizonýıtás. Ha s1, s2 ∈ [H]σ, akkor

(s1, h1), (s2, h2) ∈ σ

alkalmas h1, h2 ∈ H elemekkel. Mivel

h1h2 ∈ H

és
(s1s2, h1h2) ∈ σ,

ezért [H]σ részfélcsoportja S-nek.

Legyen σ egy S félcsoport kongruenciája. Legyen X az S egy nem üres részhalmaza.
Jelölje σ|X a σ-nak X-re való leszűḱıtését, azaz σ|X = {x, y ∈ X ×X : (x, y) ∈ σ}.

Ha X σ-osztályok uniója, akkor σ|X helyett σ-t is fogunk használni.

3.9. Tétel (I. Izomorfizmustétel) Legyen σ az S félcsoport tetszőleges kongruenciája, H
pedig tetszőleges részfélcsoportja. Akkor [H]σ/σ ∼= H/(σ|H).

Bizonýıtás. Legyen ϕ a [H]σ félcsoportnak a [H]σ/σ faktorfélcsoportra való természetes
homomorfizmusa. A [H]σ defińıciója miatt

ϕ([H]σ) = ϕ(H),

és ı́gy ϕ-nekH-ra való leszűḱıtésH-nak ϕ([H]σ)-ra való homomorfizmusa, melynek magja
σ|H . Ezért [H]σ/σ ∼= H/(σ|H).
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3.10. Tétel (II. Izomorfizmustétel) Legyenek α és β egy S félcsoport tetszőleges kong-
ruenciái az α ⊆ β feltétellel. Akkor

β/α = {([a]α, [b]α) ∈ S/α× S/α : (a, b) ∈ β}

(a, b ∈ S) az S/α faktorfélcsoport kongruenciája, és (S/α)/(β/α) ∼= S/β.

Bizonýıtás. A 2.29. Tétel szerint β/α az S/α faktorfélcsoport kongruenciája. Legyenek
ϕ1, illetve ϕ2 az S-nek S/α-ra, illetve S/α-nak (S/α)(β/α)-ra való természetes homo-
morfizmusai. Valamely a, b ∈ S elemekre

(a, b) ∈ kerϕ1◦ϕ2 ⇔ ((a)ϕ1)ϕ2 = ((b)ϕ1)ϕ2 ⇔ ([a]α)ϕ2 = ([b]α)ϕ2;

az utóbbi egyenlőség azzal ekvivalens, hogy

([a]α, [b]α) ∈ β/α,

ami az (a, b) ∈ β teljesülését jelenti. Tehát kerϕ1◦ϕ2 = β. A homomorfizmustétel miatt
(S/α)/(β/α) ∼= S/β.

3.11. Tétel Legyen α egy S félcsoport tetszőleges kongruenciája. A β 7→ β = β/α
leképezés az S félcsoport α-t tartalmazó kongruenciáinak hálóját izomorf módon képezi
le az S/α faktorfélcsoport kongruenciáinak hálójára.

Bizonýıtás. Az S/α faktorfélcsoport tetszőleges β kongruenciája esetén jelölje β∗ az S
félcsoport azon relációját, amelynél az S két eleme, mondjuk a és b, akkor és csak akkor
állnak relációban, ha ([a]α, [b]α) ∈ β. Könnyen igazolható, hogy β∗ az S félcsoport
kongruenciája és β∗ = β. Mivel az S félcsoport tetszőleges τ ⊇ α kongruenciája esetén
(τ)∗ = τ , ezért a % 7→ % és τ 7→ τ ∗ leképezések egymás inverzei. Így β 7→ β = β/α
leképezés az S félcsoport α-t tartalmazó kongruenciáinak hálóját bijekt́ıv módon képezi
az S/α félcsoport kongruenciáinak hálójára. Itt nem részletezzük, de könnyen igazolható,
hogy a leképezés (háló-) homomorfizmus.

3.2. Szabad félcsoportok

Tetszőleges X 6= ∅ halmax esetén jelölje FX az X elemeiből képezhető összes véges soro-
zatok halmazát. Ezen az X halmazon értelmezünk egy szorzásnak nevezett · műveletet a
következőképpen. Tetszőleges X-beli [x1, . . . , xm] és [y1, . . . , yn] sorozatok esetén legyen
[x1, . . . , xm] · [y1, . . . , yn] = [x1, . . . , xm, y1, . . . , yn].

3.12. Tétel Tetszőleges X 6= ∅ halmaz esetén (FX ; ·) félcsoport.
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Bizonýıtás. Legyenek ω1 = [x1, . . . , xk], ω2 = [y1, . . . , ym], ω3 = [z1, . . . , zn] tetszőleges
FX-beli sorozatok. Akkor

(ω1 · ω2) · ω3 = [x1, . . . , xk, y1, . . . , ym] · ω3 =

= [x1, . . . , xk, y1, . . . , ym, z1, . . . , zn] =

= ω1 · [y1, . . . , ym, z1, . . . , zn] = ω1 · (ω2 · ω3).

3.13. Defińıció Az előzőekben definiált (FX ; ·) félcsoportot az X halmaz feletti szabad
félcsoportnak nevezzük. Az FX szabad félcsoport seǵıtségével képezett F1

X monoidot (egy-
ségelemes félcsoportot) az X halmaz feletti szabad monoidnak nevezzük; az FX-hez ad-
jungált egységelemre az ”̈ures szó” kifejezéssel szoktunk hivatkozni.

3.14. Tétel Azonośıtva az X halmaz x elemét az egyelemű [x] sorozattal, X az FX
szabad félcsoport egy generátorredszere.

Bizonýıtás. Mivel tetszőleges FX-beli [x1, . . . , xm] sorozat esetén

[x1, . . . , xm] = [x1] · [x2] · · · [xm],

ezért az álĺıtás nyilvánvaló.

Az előző tétel alapján az FX-beli tetszőleges [x1, . . . , xm] sorozatot x1 · · ·xm szorzat-
alakban is ı́rhatjuk.

3.15. Tétel Legyen S tetszőleges félcsoport és X 6= ∅ tetszőleges halmaz. Akkor X-nek
az S-be való tetszőleges egyértelmű φ leképezéséhez megadható az FX szabad félcsoportnak
az S félcsoportba való olyan φ∗ homomorfizmusa, melynek X-re való leszűḱıtése egyenlő
φ-vel, azaz φ(x) = φ∗(x) teljesül minden x ∈ X elemre.

Bizonýıtás. Valamely φ : X 7→ S leképezés esetén értelmezzünk egy

φ∗ : FX 7→ S

leképezést a következőképpen. Tetszőleges x1 · · · xm ∈ FX esetén legyen

φ∗(x1 · · ·xm) = φ(x1) · · ·φ(xm).

Mivel tetszőleges
x1 · · ·xm; y1 · · · yn ∈ FX

elemek esetén

φ∗((x1 · · ·xm) · (y1 · · · yn)) = φ∗(x1 · · ·xm · y1 · · · yn) =

= φ∗(x1 · · ·xm)φ∗(y1 · · · yn)

teljesül, ezért φ∗ az FX szabad félcsoportnak az S félcsoportba való homomorfizmusa. A
φ(x) = φ∗(x) egyenlőségnek minden x ∈ X elemre való teljesülése nyilvánvaló.
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3.16. Tétel Minden S félcsoport izomorf egy szabad félcsoport valamely faktorfélcso-
portjával.

Bizonýıtás. Legyen S tetszőleges félcsoport. Tekintsük az S halmaz feletti szabad félcso-
portot. Jelölje φ az S halmaz identikus leképezését. A 3.15. Tétel szerint megadható az
FS szabad félcsoportnak az S félcsoportra olyan φ∗ szürjekt́ıv homomorpizmusa, mely-
nek S-re való leszűḱıtése φ. Így a félcsoportokra érvényes homomorfizmus-tétel szerint
az S félcsoport izomorf az FX/kerφ∗ faktorfélcsoporttal.

Az előzőek alapján lehetőségünk van arra, hogy konstruáljunk olyan S félcsoportot,
amelyet valamely X részhalmaza generál, és a generáló elemekre valamely vi = wi (i ∈ I)
azonosságok, másnéven definiáló relációk teljesülnek (vi és wi a generálóelemek valamely
véges szorzatai). Tekintsük az X halmaz feletti FX szabad félcsoportot. A vi, illetve
wi szorzatok egyértelműen meghatározzák FX egy-egy v′i, illetve w′i elemét. Például, ha
vi = x1x

3
2 (x1, x2 ∈ X), akkor v′i az [x1, x2, x2, x2] ∈ FX elemét jelenti. Jelölje %0 az

FX félcsoport azon binér relációját, amelyet a (v′i, w
′
i) (i ∈ I) párok alkotnak. Jelölje

% az FX félcsoport %0 relációja által generált kongruenciáját. Jelölje ϕ az FX szabad
félcsoportnak az FX/α∗ faktorfélcsoportra való természetes homomorfizmusát. Világos,
hogy ϕ(X) az S félcsoport generátorrendszere és ϕ(vi) = ϕ(wi) miatt S-ben a ϕ(X)
generátorrendszer elemeire teljesülnek az elő́ırt definiáló relációk.

Bizonýıtás nélkül megemĺıtjük a következő tételt.

3.17. Tétel Legyen % egy X halmaz feletti FX szabad félcsoport valamely %0 relációja
által generált kongruencia. Legyen ϕ az FX szabad félcsoportnak az FX/% faktorfélcso-
portra való természetes homomorfizmusa. Legyen S egy félcsoport és φ az FX-nek S-be
való olyan homomorfizmusa, amelyre φ(u) = φ(v) teljesül minden (u, v) ∈ %0 párra. Ak-
kor van az FX/% faktorfélcsoportnak az S félcsoportba olyan θ homomorfizmusa, hogy
tetszőleges w ∈ FX elem esetén θ(ϕ(w)) = φ(w) teljesül.

Feladatok

3.1. (Megoldás: 17.10.) Mutassuk meg, hogy egy F félcsoport akkor és csak akkor
egy X halmaz feletti szabad félcsoport, ha tetszőleges S félcsoport és X-nek S-be való
tetszőleges f leképezéséhez megadható F -nek S-be való olyan homomorfizmusa, melynek
X-re való leszűḱıtése megegyezik f -fel.

3.2. (Megoldás: 17.11.) Mutassuk meg, hogy ha X és Y olyan halmazok, melyek között
létezik egy bijekt́ıv leképezés, akkor az X és az Y feletti szabad félcsoportok egymással
izomorfak.
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4. fejezet

Félcsoport ideáljai, a Green-relációk

Mint ahogy azt már az 1. Fejezetben definiáltuk (1.27.Defińıció), egy S félcsoport vala-
mely nem üres L részhalmazát bal oldali ideálnak nevezzük, ha minden s ∈ S és minden
a ∈ L elem esetén sa ∈ L. Egy S félcsoport nem üres R részhalmazát jobb oldali ideál-
nak nevezzük, ha minden s ∈ S és a ∈ R esetén as ∈ R. Ha I jobb oldali és bal oldali
ideálja is egy S félcsoportnak, akkor azt mondjuk, hogy I kétoldali ideálja, vagy röviden
ideálja S-nek.

4.1. Defińıció Egy S félcsoport S-től különböző ideáljait valódi ideáloknak nevezzük.
Egy félcsoportot egyszerűnek nevezünk, ha nincs valódi ideálja.

4.2. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor egyszerű, ha S = SaS teljesül minden
a eleme esetén.

Bizonýıtás. Az világos, hogy tetszőleges S félcsoport tetszőleges a eleme esetén SaS az
S egy ideálja. Így, ha S egy egyszerű félcsoport, akkor tetszőleges a ∈ S elem esetén
S = SaS.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S olyan félcsoport, amelyre tetszőleges a ∈ S esetén teljesül
az S = SaS egyenlőség. Legyen I az S egy ideálja. Akkor tetszőleges a ∈ I elem esetén

S = SaS ⊆ I,

amiből
I = S

következik. Tehát S-nek nincs valódi ideálja, azaz S egyszerű félcsoport.

4.3. Megjegyzés Egy legalább kételemű 0-elemes S félcsoport nem lehet egyszerű, mert
{0} ideálja S-nek.

4.4. Defińıció Egy 0-elemes S félcsoport {0}-tól és S-től különböző ideáljait valódi ide-
áloknak nevezzük.
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4.5. Megjegyzés Ha egy 0-elemes S félcsoportnak nincsenek valódi ideáljai, akkor S2 =
{0} vagy S2 = S, mert S2 az S ideálja. Az első esetben S-nek minden, 0-át tartalmazó
részhalmaza ideálja S-nek, ezért S legfeljebb kételemű félcsoport.

4.6. Defińıció Egy 0-elemes S félcsoportot 0-egyszerűnek nevezünk, ha S2 6= {0} és
S-nek nincsenek valódi (azaz {0}-tól és S-től különböző) ideáljai.

4.7. Tétel Egy 0-elemes S félcsoport akkor és csak akkor 0-egyszerű, ha minden 0 6=
a ∈ S elem esetén SaS = S.

Bizonýıtás. Legyen S 0-egyszerű félcsoport. Akkor S = S2 6= {0}. Legyen

B = {b ∈ S : SbS = {0}}.

Az világos, hogy B az S félcsoport ideálja. Ha B 6= {0} teljesülne, akkor B megegyezne
S-sel, amiből S3 = {0} és ı́gy S2 = {0} adódna, ami ellentmondás. Tehát B = {0}, azaz
SaS = S minden 0 6= a ∈ S elemre.

Ford́ıtva, legyen S olyan nullelemes félcsopoprt, amelyben SaS = S teljesül minden
0 6= a ∈ S elemre. Akkor S3 = S, amiből S2 6= {0} következik. Legyen A az S félcsoport
tetszőleges nem-nulla ideálja. Akkor tetszőleges 0 6= a ∈ A esetén S = SaS ⊆ SAS ⊆ A,
amiből A = S adódik. Tehát S 0-egyszerű félcsoport.

4.8. Megjegyzés Ha egy egyszerű félcsoporthoz egy nullelemet adjungálunk, akkor 0-
egyszerű félcsoportot kapunk. Ha egy 0-egyszerű félcsoport olyan, hogy nem tartalmaz
0-tól különböző nullosztót, azaz a félcsoport tetszőleges a, b elemei esetén ab = 0 akkor
és csak akkor teljesül, ha a = 0 vagy b = 0, akkor a 0-elem elhagyásával olyan félcsoport
keletkezik, amelyik egyszerű.

4.1. Minimális, 0-minimális ideálok

4.9. Defińıció Egy S félcsoport valamely M ideálját minimális ideálnak nevezzük, ha
nem tartalmazza valódi módon S egyetlen ideálját sem.

4.10. Megjegyzés Ha A és B egy S félcsoport ideáljai, akkor AB is ideálja S-nek
és AB ⊆ A ∩ B. Ebből következik, hogy minden félcsoportnak legfeljebb egy minimális
ideálja van. Ha egy félcsoportnak van minimális ideálja, akkor azt a félcsoport magjának
nevezzük. Könnyen látható, hogy egy félcsoportnak akkor és csak akkor van magja, ha
összes ideáljának metszete nem üres.

4.11. Tétel Ha M egy S félcsoport minimális ideálja, akkor M egyszerű félcsoport.
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Bizonýıtás. Legyen M egy S félcsoport minimális ideálja. Mivel M2 ⊆ M és M2 az S
ideálja, ezért M2 = M . Legyen a ∈M tetszőleges elem. Mivel S1aS1 az S félcsoport M
által tartalmazott ideálja, ezért S1aS1 = M . Innen M = M3 = MS1aS1M ⊆ MaM ⊆
M következik. Ezért MaM = M . A 4.2. Tétel miatt ez azt jelenti, hogy M egyszerű.

4.12. Következmény Ha egy félcsoportnak van magja, akkor ez a mag egyszerű félcso-
port.

Bizonýıtás. A 4.11. Tétel alapján az álĺıtás nyilvánvaló.

4.13. Megjegyzés Ha egy S félcsoport tartalmaz egy 0-elemet, akkor az az S félcsoport
minden ideáljában benne van, s ezért S-nek egyetlen minimális ideálja a {0}.

4.14. Defińıció Egy nullelemet tartalmazó S félcsoport valamely M ideálját 0-minimális
ideálnak nevezzük, ha M 6= {0} és 0 az egyetlen olyan ideálja S-nek, amelyet M valódi
módon tartalmaz.

4.15. Tétel Ha M egy 0-minimális ideálja egy nullelemes S félcsoportnak, akkor M2 =
{0} vagy M 0-egyszerű részfélcsoportja S-nek.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy M2 6= {0}. Akkor M2 = M . Legyen a ∈ M , a 6= 0 tet-
szőleges elem. Mivel S1aS1 az S félcsoport M által tartalmazott, nullelemtől különböző
ideálja, ezért S1aS1 = M . Innen M = M3 = MS1aS1M ⊆ MaM ⊆ M következik.
Ezért MaM = M . A 4.7. Tétel miatt ez azt jelenti, hogy M 0-egyszerű.

4.16. Tétel Ha M egy nullelemes S félcsoport olyan 0-minimális ideálja, amelyre M2 6=
{0} teljesül, akkor S minden {0} 6= L ⊆M bal oldali ideálja esetén L2 6= {0}.

Bizonýıtás. Legyen L az S félcsoport olyan nem-nulla bal oldali ideálja, amely a 0-
minimális M ideálnak részhalmaza. Akkor LS az S félcsoport olyan kétoldali ideálja,
amelyre

LS ⊆M

teljesül. Mivel M 0-minimális ideálja S-nek, ezért

LS = {0} vagy LS = M.

Ha LS = {0}, akkor 0 ∈ L miatt L kétoldali ideálja S-nek, s ezért az L 6= {0} feltétel
miatt

L = M.

Így
M2 = LM ⊆ LS = {0},
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ami viszont ellentmond az M -re vonatkozó M2 6= {0} feltételnek. Ezért

LS = M.

Ekkor viszont
M = M2 = LSLS ⊆ L2S,

amiből már következik L2 6= {0}.

4.2. 0-minimális bal oldali ideálok

4.17. Defińıció Egy nullelemes S félcsoport {0} 6= L bal oldali ideálját 0-minimális bal
oldali ideálnak nevezzük, ha 0 az egyetlen olyan bal oldali ideálja S-nek, amelyet M valódi
módon tartalmaz.

4.18. Tétel Ha L egy nullelemes S félcsoport olyan 0-minimális bal oldali ideálja, amely-
re L2 6= {0} teljesül, akkor fennáll az L = Sa egyenlőség tetszőleges 0 6= a ∈ L elemre.

Bizonýıtás. Legyen L a 0-elemes S félcsoport olyan 0-minimális bal oldali ideálja, amelyre
L2 6= {0} teljesül. Legyen 0 6= a ∈ L tetszőleges elem. Az világos, hogy Sa az S olyan
legalább kételemű bal oldali ideálja, amelyik az L egy részhalmaza. Megmutatjuk, hogy
Sa 6== {0}. Tegyük fel, indirekt módon, hogy Sa = {0}. Legyen s ∈ S tetszőleges elem.
Akkor

s{0, a} = {0, sa} = {0} ⊆ {0, a},

azaz {0, a} az S félcsoport bal oldali ideálja. Ebből az a2 = 0 egyenlőség is adódik. Mivel
a 6= 0 és {0, a} ⊆ L, ezért az L bal oldali ideál 0-minimális volta miatt L = {0, a}. Ebből
pedig L2 = {0} következik, amely ellentmond az eredeti L2 6= {0} feltételnek. Tehát
Sa 6= {0}. Ebből pedig Sa = L következik, mert L az S félcsoport 0-minimális bal oldali
ideálja.

4.19. Tétel Ha L egy nullelemes S félcsoport 0-minimális bal oldali ideálja, akkor tet-
szőleges s ∈ S elem esetén Ls = {0} vagy Ls az S egy 0-minimális bal oldali ideálja.

Bizonýıtás. Legyen L a 0-elemes S félcsoport tetszőleges 0-minimális bal oldali ideálja.
Legyen s ∈ S tetszőleges elem. Tegyük fel, hogy Ls 6= {0}. Az világos, hogy Ls az S
félcsoport bal oldali ideálja. Megmutatjuk, hogy Ls az S 0-minimális bal oldali ideálja is.
Ehhez tekintsük S-nek olyan tetszőleges A bal oldali ideálját, amelyet az Ls bal oldali
ideál tartalmaz. A bizonýıtás akkor lesz kész, ha megmutatjuk, hogy A = {0} vagy
A = Ls. Ehhez először is definiáljuk a következő halmazt:

B = {b ∈ L : bs ∈ A}.
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A B defińıciója miatt világos, hogy

Bs ⊆ A.

Legyen x az A tetszőleges eleme. Mivel A ⊆ Ls, ezért létezik olyan t ∈ L elem, hogy
x = ts. Ezen utóbbi egyenlőségből viszont t ∈ B következik, tehát x ∈ Bs. Azt kaptuk
tehát, hogy

A ⊆ Bs.

Ebből és a fenti Bs ⊆ A tartalmazásból

A = Bs

adódik. A következőkben megmutatjuk, hogy B az S félcsoport bal oldali ideálja. Le-
gyenek t ∈ S és b ∈ B tetszőleges elemek. Akkor

tbs ∈ tA ⊆ A.

Továbbá az is igaz, hogy
tb ∈ tL ⊆ L.

Tehát tb az L olyan eleme, amelyre tbs ∈ A teljesül, amiből a B defińıciója miatt

tb ∈ B

következik. Tehát B az S bal oldali ideálja. Az L bal oldali ideál 0-minimalitása miatt
B = {0} vagy B = L. Az első esetben

A = {0},

a második esetben
A = Ls

adódik.

4.20. Tétel Legyen M egy nullelemes S félcsoport olyan 0-minimális ideálja, amely
tartalmazza S-nek egy 0-minimális bal oldali ideálját. Akkor M az S félcsoport mindazon
0-minimális bal oldali ideáljainak uniója, amelyeket M részhalmazként tartalmaz.

Bizonýıtás. Jelölje A az S félcsoport M által tartalmazott összes 0-minimális bal oldali
ideáljainak unióját. Azt kell bizonýıtanunk, hogy A = M . Az világos, hogy A az S
félcsoport bal oldali ideálja. Megmutatjuk, hogy A az S félcsoport jobb oldali ideálja is.
Legyenek a ∈ A és s ∈ S tetszőleges elemek. Az A defińıciója miatt van S-nek olyan, az
M által tartalmazott 0-minimális L bal oldali ideálja, hogy a ∈ L. A 4.19. Tétel miatt
Ls = {0} vagy Ls az S félcsoport 0-minimális bal oldali ideálja. Az is igaz, hogy

Ls ⊆MS ⊆M.
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Így
Ls ⊆ A.

Következésképpen
as ∈ A.

Tehát A valóban jobb oldali ideálja az S félcsoportnak. Mivel a feltételek szerint M
tartalmaz legalább egy 0-minimális bal oldali ideált, ezért

A 6= {0}.

Tehát A az S félcsoport legalább kételemű, M által tartalmazott ideálja. Mivel M az S
félcsoport 0-minimális ideálja, ezért

A = M.

4.21. Tétel Legyen M egy nullelemes S félcsoport olyan 0-minimális ideálja, amely-
re M2 6= {0} teljesül. Ha S-nek van olyan 0-minimális bal oldali ideálja, amelyet M
részhalmazként tartalmaz, akkor M minden bal oldali ideálja bal oldali ideálja S-nek is.

Bizonýıtás. Legyen M egy nullelemes S félcsoport olyan 0-minimális ideálja, amelyre
M2 6= {0} teljesül. A 4.15. Tétel miatt M egy 0-egyszerű félcsoport. Legyen a az M
tetszőleges 0-tól különböző eleme. A 4.7. Tétel szerint

MaM 6= {0},

és ı́gy
Ma 6= {0}.

Tegyük fel hogy S-nek van olyan 0-minimális bal oldali ideálja, amelyet M részhalmaz-
ként tartalmaz. A 4.20. Tétel szerint M előáll az S félcsoport M által tartalmazott
0-minimális bal oldali ideáljainak uniójaként. Legyen L tetszőleges nem nulla bal oldali
ideálja M -nek. Legyen a ∈ L \ {0} tetszőleges elem. Akkor az előzőek szerint van S-nek
olyan 0-minimális L0 ⊆M bal oldali ideálja, melyre

a ∈ L0 \ {0}

teljesül. Mivel Ma 6= {0}, ezért Ma = L, és ı́gy a ∈Ma. Ez azt jelenti, hogy

L = ∪a∈LMa.

Így tetszőleges s ∈ S elem esetén sL ⊆ ∪a∈LMa = L. Tehát L az S félcsoport bal oldali
ideálja.
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4.3. Rees-féle kongruencia, Rees-féle faktorfélcsoport

4.22. Lemma Legyen S tetszőleges félcsoport és A az S tetszőleges ideálja. Akkor

%A = {(a, b) ∈ S × S : a = b vagy a, b ∈ A}

az S félcsoport kongruenciája.

Bizonýıtás. Az világos, hogy % az S félcsoport egy ekvivalenciarelációja. Legyenek a, b ∈
S tetszőleges elemek az (a, b) ∈ %A feltétellel. Akkor tetszőleges s ∈ S esetén as = bs
vagy as, bs ∈ A. Hasonlóan, sa = sb vagy sa, sb ∈ A. Így %A az S félcsoport egy jobb-,
illetve balkongruenciája. A 2.22. Tétel szerint %A az S félcsoport egy kongruenciája.

4.23. Defińıció A %A kongruenciát az S félcsoport A ideálja szerinti Rees-féle kongru-
enciának nevezzük. A szerinte vett faktorfélcsoportot az S félcsoport A ideálja szerinti
Rees-féle faktorfélcsoportjának nevezzük és S/A-val jelöljük.

Megjegyezzük, hogy a 4.22. Lemmában definiált %A reláció az A = ∅ esetben az
S félcsoport identikus relációja, s ekkor persze az S/%A faktorfélcsoport izomorf S-sel.
Ebben az esetben is az S/A jelölést fogjuk használni az S/%A helyett. A fentiek szerint
tehát S/∅ olyan faktorfélcsoportot jelöl, amely izomorf S-sel.

Egy (S; ·) félcsoport A ideálja szerinti Rees-féle faktorfélcsoportjára úgy is tekint-
hetünk, mint egy olyan félcsoportra, amelynek az elemeit úgy is megkaphatjuk, hogy
az S \ A halmazhoz adjungálunk egy 0 /∈ S \ A elemet, s az ı́gy kapott halmazon a
következőképpen definiáljuk a műveletet: Tetszőleges a, b ∈ (S \ A) ∪ {0} elemekre

ab =

{
a · b, ha a, b, a · b ∈ (S \ A)

0 különben.

A továbbiakban, ha szükséges, egy S/A Rees-féle faktorfélcsoportra az előzőeknek meg-
felelő formában fogunk hivatkozni. Ezt tesszük már a következő tételekben is.

4.24. Tétel Legyen J egy ideálja, T pedig egy részfélcsoportja egy S félcsoportnak. Ak-
kor J ∩ T ieálja T -nek, J ∪ T részfélcsoportja S-nek, valamint

(J ∪ T )/J ∼= T/(J ∩ T ).

Bizonýıtás. Mivel
(J ∪ T )2 = J2 ∪ JT ∪ TJ ∪ T 2 ⊆ J ∪ T,

ezért J ∪ T részfélcsoportja S-nek.
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Legyenek t ∈ T és a ∈ J ∩ T tetszőleges elemek. Akkor

ta, at ∈ T,

mivel T részfélcsoportja S-nek. Ugyanakkor

ta, at ∈ J,

mert a ∈ J és J ideálja S-nek. Tehát

ta, at ∈ J ∩ T,

és ı́gy J∩T ideálja T -nek. Ebből természetesen az is következik, hogy J ideálja J∪T -nek.
Így tekinthetjük a (J ∪ T )/J és a T/(J ∩ T ) Rees faktorokat. Ezekre kapjuk, hogy

(J ∪ T )/J = ((J ∪ T ) \ J) ∪ 0 = (T \ J) ∪ 0,

valamint
T/(J ∩ T ) = (T \ (J ∩ T )) ∪ 0′ = (T \ J) ∪ 0′,

ahol 0, illetve 0′ jelöli a faktorfélcsoportok nullelemeit a fenti sorrendnek megfelelően.

4.25. Tétel Legyen J egy S félcsoport tetszőleges ideálja. Jelölje θ az S félcsoportnak
az S/J Rees-féle faktorfélcsoportra való természetes homomorfizmusát. Akkor az A 7→
θ(A) = A/J leképezés kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést léteśıt az S félcsoport J-t
tartalmazó A ideáljai és az S/J faktorfélcsoport ideálja között, mégpedig úgy, hogy az S
félcsoport tetszőleges, J-t tartalmazó A ideálja esetén

(S/J)/(A/J) ∼= S/A.

Bizonýıtás. Tekintsük az S/J Rees-féle faktorfélcsoportot (S \J)∪{0} formában. Akkor
tetszőleges S-beli A ⊇ J ideál esetén θ(A) = A/J = (A \ J)∪ {0}. Mivel θ homomorfiz-
mus, ezért θ(A) ideálja S/J-nek. Könnyen ellenőrizhető, hogy ha Q tetszőleges ideálja
az S/J Rees-féle faktorfélcsoportnak, akkor A = θ−1(Q) az S félcsoport J = θ−1(0)-t
tartalmazó ideálja, amelyre θ(A) = Q teljesül. Így θ szürjekt́ıv leképezése az S félcsoport
J-t tartalmazó ideáljainak halmazáról az S/J Rees-féle faktorfélcsoport ideáljait tartal-
mazó halmazra. Megmutatjuk, hogy θ injekt́ıv is. Először is, ha A és B az S félcsoport
J-t tartalmazó olyan ideáljai, amelyekre A ⊂ B teljesül, akkor

A \ J ⊂ B \ J.

Így, ha mindkét halmazhoz ugyanazt a 0-elemet adjungáljuk, akkor az A/J Rees-féle
faktorfélcsoport a B/J Rees-féle faktorfélcsoport valódi részfélcsoportjaként tekinthető.
Ebből pedig már következik, hogy ha az S félcsoport valamely, J-t tartalmazó A és
B ideáljaira θ(A) = θ(B), azaz A/J = B/J teljesül, akkor A = B. Tehát θ valóban
injekt́ıv. Az S félcsoport J-t tartalmazó tetszőleges A ideálja esetén (S/J)/(A/J) =
((S/J) \ (A/J)) ∪ {0} = S \ A ∪ {0} ∼= S/A.
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4.26. Következmény Legyenek J és J ′ egy S félcsoport olyan ideáljai, amelyekre J ⊂
J ′ teljesül. Annak szükséges és elégséges feltétele, hogy J maximális J ′-ben (abban az
értelemben, hogy nincs S-nek olyan K ideálja, amelyre J ⊂ K ⊂ J ′ teljesülne) az, hogy
J ′/J 0-minimális ideálja az S/J Rees-féle faktorfélcsoportnak. Ebben az esetben J ′/J
vagy 0-egyszerű vagy zéró félcsoport.

Bizonýıtás. A 4.25. Tételt szerint J maximális J ′-ben akkor és csak akkor, ha az S/J
Rees-féle faktorfélcsoport J ′/J nem tartalmazza S/J egyetlen ideálját sem valódi módon.
Mivel S/J nullelemes és J 6= J ′, ezért ezen utóbbi feltétel éppen azt jelenti, hogy J ′/J
az S/J faktorfélcsoport 0-minimális ideálja. A 4.15. Tétel szerint ekkor J ′/J vagy 0-
egyszerű vagy zéró félcsoport.

4.27. Következmény Egy S félcsoport valamely M ideálja akkor és csak akkor maxi-
mális (valódi) ideálja S-nek, ha az S/M Rees-féle faktorfélcsoportnak nincs valódi nem
{0} ideálja. Ebben az esetben S/M vagy 0-egyszerű, vagy egy kételemű zéró félcsoport.

Bizonýıtás. A 4.25. Tétel szerint kölcsönösen egyértelmű kapcsolat van a 0-elemes S/M
Rees-féle faktorfélcsoport ideáljai és az S félcsoport M -et tartalmazó ideáljai között.
Ennél a megfeleltetésnél S/M nulleleme az M ideálnak felel meg. Az M maximalitása
miatt S/M -nek nincs a {0}-tól különböző ideálja. Ha (S/M)2 6= {0}, akkor az S/M
félcsoport 0-egyszerű. Ha (S/M)2 = {0}, akkor S/M minden 0-t tartalmazó részhalmaza
ideál, s ı́gy S/M egy kételemű zéró félcsoport.

4.4. Félcsoport főfaktorai

4.28. Defińıció Az S félcsoport valamely nem üres A részhalmazát tartalmazó bal oldali
ideálok metszetét az A által generált bal oldali ideálnak nevezzük. Ha A = {a}, akkor
az a elem által generált fő balideálról beszélünk, amelyet L(a)-val jelölünk. Világos, hogy
L(a) = a ∪ Sa = S1a. Ennek duálisa az a elem által generált fő jobbideál , amelyet
R(a)-val jelölünk. Világos, hogy R(a) = a ∪ aS = aS1. Az a elem által generált főideált
J(a)-val jelöljük. Nem nehéz belátni, hogy J(a) = a ∪ aS ∪ Sa ∪ SaS = S1aS1.

4.29. Megjegyzés Egy S félcsoport tetszőleges a eleme esetén, azon S-beli elemek, ame-
lyek ugyanazt a főideált generálják, mint az a elem, J(a)-nak egy nem üres részhalmazát
alkotják; ezt a részhalmazt Ja-val fogjuk jelölni. A J(a) \ Ja halmazt I(a)-val jelöljük.

4.30. Tétel Tetszőleges S félcsoport bármely a eleme esetén I(a) vagy üres vagy az S
félcsoport ideálja.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy I(a) nem üres egy S félcsoport valamely a eleme esetén.
Legyenek s ∈ S és b ∈ I(a) tetszőleges elemek. Ha az bs ∈ J(a) szorzat nem lenne
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I(a)-ban, akkor bs ∈ Ja teljesülne, azaz fennálna a J(a) = J(bs) egyenlőség. Mivel
J(bs) ⊆ J(b), ezért a J(a) ⊆ J(b) tartalmazást kapnánk eredményül. Mivel b ∈ J(a),
ezért J(b) ⊆ J(a). A két tartalmazásból J(a) = J(b) és ı́gy b ∈ Ja következik, ami
ellentmond a b ∈ I(a) = J(a) \ Ja tartalmazásnak. Így bs ∈ I(a). Hasonlóan igazolható,
hogy sb ∈ I(a), tehát I(a) ideálja S-nek.

4.31. Defińıció Egy S félcsoport főfaktorain a J(a)/I(a) faktorfélcsoportokat értjük
(a ∈ S).

4.32. Tétel Tetszőleges félcsoport tetszőleges főfaktora vagy egyszerű félcsoport, vagy
0-egyszerű félcsoport, vagy zéró félcsoport.

Bizonýıtás. Legyen S egy félcsoport és a ∈ S egy tetszőleges elem. Ha I(a) = ∅, ak-
kor J(a) az S félcsoport minimális ideálja. Akkor viszont a 4.11. Tétel miatt J(a) ∼=
J(a)/I(a) egyszerű félcsoport. Vizsgáljuk tehát azt az esetet, amikor I(a) 6= ∅. Mivel
I(a) maximális ideál J(a)-ban, ezért a 4.26. Következmény szerint a J(a)/I(a) Rees-féle
faktorfélcsoport vagy 0-egyszerű vagy zéró félcsoport.

4.33. Defińıció Egy S félcsoportot féligegyszerű félcsoportnak nevezünk, ha minden fő-
faktora vagy egyszerű, vagy 0-egyszerű.

4.34. Defińıció Egy S félcsoport fősorozatán olyan (S-sel kezdődő és az üres halmazzal
végződő)

S = S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sm ⊃ Sm+1 = ∅

véges sorozatot értünk, amelyben szereplő Si-k (i = 1, . . . ,m) az S félcsoport ideáljai,
és tetszőleges i = 1, . . . ,m index esetén nem adható meg S-nek olyan J ideálja, amelyre
Si ⊃ J ⊃ Si+1 teljesülne (azaz a sorozat nem finomı́tható). A fenti fősorozat faktorain
az Si/Si+1 (i = 1, . . . ,m) faktorfélcsoportokat értjük (az Sm/Sm+1 félcsoport izomorf
Sm-mel).

4.35. Megjegyzés (A 4.26. Következmény miatt), ha

S = S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sm ⊃ Sm+1 = ∅

egy S félcsoport fősorozata, akkor tetszőleges i = 1, . . . ,m − 1 index esetén az Si/Si+1

félcsoport vagy egy 0-egyszerű félcsoport vagy egy zéró félcsoport. Az Sm/Sm+1 félcsoport
pedig egyszerű, mivel Sm egyszerű és Sm/Sm+1

∼= Sm.

4.36. Tétel Legyen S olyan félcsoport, amelynek van egy

S = S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sm ⊃ Sm+1 = ∅
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fősorozata. Akkor kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés létezik a fősorozat faktorai és az S
félcsoport főfaktorai között, mégpedig úgy, hogy az egymásnak megfeleltetett félcsoportok
egymással izomorfak. Speciálisan, az S bármely két fősorozata egymással izomorf, azaz
kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés van bármely két fősorozat faktorai között úgy, hogy
az egymásnak megfeleltetett faktorok egymással izomorfak. Az S azon ideálja, amely a
fősorozat utolsó nem üres eleme, az S félcsoport magja.

Bizonýıtás. Tekintsük a fősorozat tetszőleges i = 1, . . . ,m indexhez tartozó Si/Si+1 fak-
torát. Legyen a ∈ Si/Si+1 tetszőleges. Az világos, hogy J(a)∪Si+1 az S félcsoport olyan
ideálja, amelyre Si ⊇ J(a) ∪ Si+1 ⊃ Si+1 teljesül. Mivel Si és Si+1 egy fősorozat egymás
melletti elemei, ezért ebből a tartalmazásból

J(a) ∪ Si+1 = Si

következik.
Legyen b ∈ I(a) tetszőleges. Akkor

b ∈ Si+1.

Ellenkező esetben azt kapnánk, hogy J(b) ∪ Si+1 = Si, amiből a ∈ J(b) következne,
ellentmondva a b ∈ I(a) feltételnek. Így tehát minden b ∈ I(a) elemre b ∈ Si+1 teljesül,
s ezért

I(a) ⊆ Si+1.

Másrészről viszont, ha c ∈ J(a) ∩ Si+1, akkor

J(c) ⊆ Si+1,

ezért
J(c) 6= J(a),

ami azt eredményezi, hogy
c ∈ I(a).

Ez, és közvetlenül az előzőekben bizonýıtott I(a) ⊆ Si+1 tartalmazás azt eredményezi,
hogy

I(a) = J(a) ∩ Si+1.

A 4.24. Tétel szerint

J(a)/(J(a) ∩ Si+1) ∼= (J(a) ∪ Si+1)/Si+1.

A bal oldali faktorfélcsoport izomorf a J(a)/I(a) faktorfélcsoporttal, a jobb oldali pedig
az Si/Si+1 faktorfélcsoporttal. Tehát, a fősorozat Si/Si+1 faktora izomorf a J(a)/I(a)
főfaktorral.
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Továbbá,

Ja = J(a) \ I(a) = (J(a) ∪ Si+1) \ (i(a) ∪ Si+1) = Si \ Si+1.

Ezért, ha a′ ∈ Si \ Si+1, akkor J(a′) = J(a). Tehát az Si/Si+1-hez tartozó J(a)/I(a)
főfaktor nem függ attól, hogy az a elemet hogyan választjuk Si \ Si+1-ből. Mésrészt,
ha a az S félcsoport tetszőleges eleme, akkor van olyan i ∈ {1, . . . ,m} index, hogy
a ∈ Si \ Si+1. Így az

Si/Si+1 7→ J(a)/I(a)

kölcsönösen egyértelmű leképezése a fősorozat faktorai halmazának az S félcsoport fő-
faktorai halamzára. Ebből az is következik, hogy kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés
van bármely két fősorozat faktorai között úgy, hogy az egymásnak megfeleltetett fakto-
rok egymással izomorfak. Mivel a fősorozat utolsó nem üres eleme nem tartalmazza S
egyetlen ideálját sem valódi módon, ezért ez az elem az S félcsoport magja.

4.5. A Green-féle L-, R-, H-, D-relációk

Tetszőleges S félcsoporton definiáljuk a következő relációkat. Azt mondjuk, hogy S vala-
mely a és b elemei L-relációban [R-relációban] állnak, ha az általuk generált fő balideálok
[fő jobbideálok] megegyeznek, azaz, S1a = S1b [aS1 = bS1]. Az világos, hogy L az S
félcsoport egy jobbkongruenciája, R pedig az S egy balkongruenciája. Az L ésR relációk
metszetét H-val jelöljük.

4.37. Lemma Tetszőleges S félcsoport esetén L ◦ R = R ◦ L.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy (a, b) ∈ L ◦ R teljesül egy S félcsoport valamely a és b
elemeire. Akkor (a, c) ∈ L és (c, b) ∈ R teljesül S valamely c elemére, azaz, megadhatók
olyan u, v ∈ S1 elemek, hogy a = uc és b = cv. Legyen d = av = ucv = ub. Mivel L
jobb kongruencia, ezért (a, c) ∈ L-ből (av, cv) ∈ L, azaz, (d, b) ∈ L következik. Mivel
R bal kongruencia, ezért (c, b) ∈ R-ből (uc, ub) ∈ R, azaz, (a, d) ∈ R következik. Így
(a, b) ∈ R ◦ L. Tehát L ◦R ⊆ R ◦ L. A ford́ıtott tartalmazás hasonlóan bizonýıtható.

Az L◦R = R◦L ekvivalenciarelációtD-vel fogjuk jelölni. Egy S félcsoport tetszőleges
a eleme esetén La, Ra, Ha, illetve Da fogja jelölni az S-en értelmezett L-, R-, H-, illetve
D-reláció azon osztályát, amely az a elemet tartalmazza.

4.38. Tétel (Green-tétel) Legyenek a és b egy S félcsoport R-ekvivalens elemei úgy,
hogy b = as és a = bs′. Akkor a σ : x 7→ xs (x ∈ La) az La-nak Lb-re, σ′ : y 7→ ys,
(y ∈ Lb) pedig Lb-nek La-ra való olyan injekt́ıv leképezései, amelyek egymás inverzei.
Továbbá, mindkét leképezés R-osztály tartó, azaz (x, xσ) ∈ R és (y, yσ′) ∈ R teljesül
minden x ∈ La és y ∈ Lb elemre.
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Bizonýıtás. Legyen x ∈ La tetszőleges. Mivel L jobb kongruencia S-en, ezért (x, a) ∈ L-
ből

(xs, b) ∈ L

következik, és ı́gy
xs ∈ Lb.

Tehát σ az La részhalmazt az Lb részhalmazba képezi. Hasonlóan bizonýıtható, hogy σ′

az Lb részhalmazt az La részhalmazba képezi.
Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy σσ′ identikus leképezés La-n, tekintsünk egy tet-

szőleges x ∈ La elemet. Ehhez az elemhez megadható olyan t ∈ S1 elem, amely eleget
tesz az

x = ta

egyenlőségnek. Ekkor viszont

(x)σσ′ = xss′ = tass′ = tbs′ = ta = x,

azaz σσ′ identikus leképezés az La részhalmazon.
Hasonlóan igazolható, hogy σ′σ identikus leképezés az Lb részhalmazon. Igy tehát σ

az La-nak Lb-re, σ′ pedig Lb-nek La-ra való olyan injekt́ıv leképezései, amelyek egymás
inverzei.

Mivel tetszőleges x ∈ La elem esetén

(x)σ = xs

és (a fentiek szerint)
x = (x)σs′,

ezért
(x, (x)σ) ∈ R.

Tehát σ R-osztály tartó. Hasonlóan igazolható, hogy σ′ is R-osztály tartó.

4.39. Tétel Legyenek a és c egy S félcsoport D-ekvivalens elemei. Ha b az S olyan
eleme, amelyre (a, b) ∈ R és (b, c) ∈ L, továbbá as = b, bs′ = a, tb = c, t′c = b
(s, s′, t, t′ ∈ S1), akkor az x 7→ txs (x ∈ Ha) és z 7→ t′zs′ (z ∈ Hc) leképezések Ha és
Hc közötti olyan bijekciók, amelyek egymás inverzei. Ebből következően, az ugyanazon
D-osztályban lévő H-osztályok számossága egymással megegyezik.

Bizonýıtás. A 4.38. Tétel duálisa szerint a τ : y 7→ ty (y ∈ Rb) az Rb-nak Rc-re, τ ′ : z 7→
t′z (z ∈ Rc) pedig Rc-nek Rb-re való olyan injekt́ıv leképezései, amelyek egymás inverzei.
Továbbá, mindkét leképezés L-osztály tartó.

Legyenek σ, illetve σ′ a Green-tételben szereplő leképezések, de itt σ-nak a Ha-ra, il-
letve σ′-nek Hb-re való leszűḱıtéseit tekintsük. Mivel az eredeti leképezések a Green-tétel
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szerint R-osztálytartók, ezért σ leszűḱıtése Ha-nak Hb-re, a σ′ leszűḱıtése pedig Hb-nek
Ha-ra való kölcsönösen egyértelmű leképezése. Hasonlóan, legyenek τ , illetve τ ′ a bizo-
nýıtás előző részépen szereplő leképezések, de azoknak is csak a Hb-re, illetve Hc-re való
leszűḱıtéseit tekintsük. Mivel mindketten L-osztálytartók a Green-tétel duálisa szerint,
ezért τ leszűḱıtése Hb-t Hc-re, a τ ′ leszűḱıtése pedig Hc-t Hb-re képezi le kölcsönösen
egyértelmű módon. Így στ a Ha-nak Hc-re, a τ ′σ′ pedig a Hc-nek Ha-ra való kölcsö-
nösen egyértelmű leképezése, amelyek ráadásul egymás inverzei. Ezzel igazoltuk a tétel
álĺıtását.

4.40. Tétel Legyen S tetszőleges félcsoport. Ha L jelöli S egy tetszőleges L-osztályát, R
pedig egy tetszőleges R-osztályát, akkor az LR szorzat minden eleme S egy D-osztályában
van.

Bizonýıtás. Legyenek a, b, a′, b′ az S félcsoport olyan elemei, melyekre a, a′ ∈ L és b, b′ ∈
R teljesül. Mivel L jobb kongruencia, ezért

ab, a′b ∈ L.

Mivel R bal kongruencia, ezért
a′b, a′b′ ∈ R.

Következésképpen
ab L a′b R a′b′,

azaz
ab D a′b′.

Így az LR szorzat minden eleme egy D-osztályban van.

4.41. Lemma Ha L egy 0-elemes S félcsoport 0-minimális bal oldali ideálja, akkor L \
{0} egy L-osztálya S-nek.

Bizonýıtás. Legyen a ∈ L \ {0} tetszőleges elem. Akkor vagy

Sa = L

vagy
Sa = {0}.

Ha Sa = L teljesül minden a ∈ L \ {0} elemre, akkor

S1a = S1b

teljesül minden a, b ∈ L \ {0} elemre, és ı́gy

L \ {0} ⊆ La.
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Ha c ∈ La, akkor
c ∈ S1a = L,

és ı́gy
La ⊆ L \ {0}.

Tehát
L \ {0} = La.

Vizsgáljuk most azt az esetet, amikor Sa = {0} valamely a ∈ L \ {0} elemre. Akkor
{0, a} az S félcsoport L által tartalmazott nem-zéró bal oldali ideálja. Ezért

L = {0, a} = S1a,

amiből következik, hogy S1x = S1a akkor és csak akkor teljesül valamely x ∈ S elemre,
ha x = a. Tehát

La = {a} = L \ {0}.

4.42. Tétel Egy S félcsoport tetszőleges e idempotens eleme jobb oldali egységeleme Le-
nek, bal oldali egységeleme Re-nek és kétoldali egységeleme He-nek.

Bizonýıtás. Ha a ∈ Le, akkor a ∈ Se és ı́gy ae = a. Hasonlóan, ha a ∈ Re, akkor ea = a.
Mivel He = Re ∩ Le, ezért ae = ea = a szükségképpen teljesül minden a ∈ He elemre az
előzőek miatt.

4.43. Tétel Tetszőleges félcsoport minden H-osztálya legfeljebb egy idempotens elemet
tartalmaz.

Bizonýıtás. A tétel álĺıtása a 4.42. Tételt nyilvánvaló következménye.

4.44. Lemma Legyen H egy S félcsoport tetszőleges H-osztálya. Ha valamely h ∈ H és
s ∈ S elem esetén hs ∈ H, akkor Hs = H. Hasonlóan, ha sh ∈ H, akkor sH = H.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy hs ∈ H valamely h ∈ H és s ∈ S elemekre. Akkor

(hs, h) ∈ H = L ∩R,

és ezért
H = Hh = Hhs,

valamint
Rh = Rhs, Lh = Lhs.

Mivel h R hs, ezért a 4.38. Tétel miatt

x 7→ xs
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Lh-nak Lhs = Lh-ra való kölcsönösen egyértelmű R-osztály tartó leképezése. Ez utób-
biból következik, hogy a vizsgált leképezés H-nak H-ra való kölcsönösen egyértelmű
leképezése, s ezért

Hs = H.

A 4.38. Tétel duálisának felhasználásával hasonlóan bizonýıtható, hogy ha sh ∈ H, akkor
sH = H.

4.45. Tétel Ha egy S félcsoport három eleme, a, b, ab az S ugyanazon H-osztályában
vannak, akkor ez a H-osztály az S félcsoport egy részcsoportja. Speciálisan, az idempo-
tens elemeket tartalmazó H-osztályok mindegyike részcsoportja S-nek.

Bizonýıtás. Legyenek a és b egy S félcsoport olyan elemei, amelyekre a, b, ab ∈ H teljesül,
ahol H az S egy H-osztályát jelöli. A 4.44. Lemma szerint Hb = H. Legyenek c, d ∈ H
tetszőleges elemek. Akkor

cb ∈ Hb = H.

Mivel c, cb ∈ H, ezért a 4.44. Lemma szerint cH = H. Így cd ∈ H. Újból alkalmazva
a 4.44. Lemmát, azt kapjuk, hogy Hd = H. Tehát H tetszőleges c és d elemei esetén

cH = Hd = H,

amiből az 1.25. Tétel szerint már következik, hogy H az S félcsoport egy részcsoportja.

4.46. Tétel Egy S félcsoport tetszőleges a, b elemei esetén ab ∈ Ra ∩ Lb akkor és csak
akkor teljesül, ha Rb ∩ La tartalmaz egy idempotens elemet. Ha ez a helyzet, akkor
aHb = Hab = HaHb = Hab = Ra ∩ Lb.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy ab ∈ Ra ∩ Lb teljesül valamely a, b ∈ S elemekre. Az
ab ∈ Ra tartalmazásból az következik, hogy van S-nek olyan b′ eleme, hogy

(ab)b′ = a.

Ebből viszont a 4.38. Tétel szerint az adódik, hogy

σ : x 7→ xb (x ∈ La)

La-nak Lab-re,
σ′ : y 7→ yb′

pedig Lab-nek La-ra való olyan kölcsönösen egyértelmű R-osztály tartó leképezései, ame-
lyek egymás inverzei. A kiinduló feltétel miatt ab ∈ Lb, s ezért Lab = Lb. Ebből viszont
az következik, hogy σ′ a b ∈ Lb elemet a bb′ ∈ La elembe viszi. A σ′ leképezés R-osztály
tartó tulajdonsága miatt az is igaz, hogy bb′ ∈ Rb. Így

bb′ ∈ Rb ∩ La.
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Ebből viszont

(bb′)2 = (bb′)(bb′) = ((bb′)σ)σ′ = (bb′)(σ ◦ σ′) = (bb′)idLa = bb′

adódik, azaz bb′ az Rb ∩ La egy idempotens eleme.
Ford́ıtva, tegyük fel, hogy Rb ∩La tartalmaz egy e idempotens elemet. A 4.42. Tétel

szerint e az Rb-ben bal oldali egységelem, s ezért

eb = b.

Mivel e R b (és eb = b), ezért a 4.38. Tétel szerint

σ : x 7→ xb (x ∈ Le)

Le-nek Lb-re való R-osztály tartó, kölcsönösen egyértelmű leképezése. Mivel a ∈ Le,
ezért

ab ∈ Lb.

Mivel σ R-osztály tartó, ezért
ab ∈ Ra.

Így
ab ∈ Ra ∩ Lb.

Eddig tehát beláttuk, hogy egy S félcsoport tetszőleges a, b elemei esetén ab ∈ Ra∩Lb
akkor és csak akkor teljesül, ha Rb ∩ La tartalmaz egy idempotens elemet.

A bizonýıtás teljessé tételéhez meg kell még mutatni, hogy ha Rb ∩ La tartalmaz
egy idempotens elemet, akkor az aHb = Hab = HaHb = Hab = Ra ∩ Lb egyenlőségek
teljesülnek.

Tegyük fel tehát, hogy valamely a, b ∈ S elemek esetén Rb ∩ La tartalmaz egy e
idempotens elemet. Legyenek x ∈ Ha és y ∈ Hb tetszőleges elemek. Akkor

e ∈ Ry ∩ Lx,

amiből - a fenti két feltétel ekvivalenciáját is használva - következik, hogy

xy ∈ Rx ∩ Ly = Ra ∩ Lb.

Mivel x, illetve y tetszőleges Ha-, illetve Hb-beli elemek, ezért

HaHb ⊆ Ra ∩ Lb.

Mivel Le = La és Lb = Lab, ezért

σ : x 7→ xb (x ∈ La)
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La-nak Lab-re való R-osztály tartó leképezése, s ezért az is igaz, hogy σ Ha-t Hab-re
képezi le, s ezért Hab = Hab. Tehát

Hab ⊆ HaHb ⊆ Ra ∩ Lb = Hab = Hab,

s ezért
Hab = HaHb = Hab = Ra ∩ Lb.

Hasonlóan igazolható, hogy aHb = Hab. Így valóban teljesülnek a tételben szereplő
aHb = Hab = HaHb = Hab = Ra ∩ Lb egyenlőségek.

Legyen D egy félcsoport tetszőleges D-osztálya. Jelöljön 0 egy olyan szimbólumot,
amely nem eleme D-nek. Legyen T = D ∪ {0}. A T halmazon definiáljunk egy ∗
műveletet a következőképpen. Tetszőleges a, b ∈ D elemek esetén legyen

a ∗ b =

{
ab, ha ab ∈ Ra ∩ Lb,
0 különben;

továbbá legyen
a ∗ 0 = 0 ∗ a = 0 ∗ 0 = 0.

4.47. Lemma (T ; ∗) egy félcsoport.

Bizonýıtás. A ∗ művelet asszociativitásának igazolásához tekintsünk tetszőleges a, b, c ∈
T elemeket. Ha ezek közül mindkettő nulla, akkor

(a ∗ b) ∗ c = 0 = a ∗ (b ∗ c).

Tegyük fel, hogy valamelyikük nem nulla. Vizsgáljuk először azt az esetet, amikor

a ∗ (b ∗ c) 6= 0.

Ekkor
b ∗ c 6= 0,

ami a ∗ művelet defińıciója miatt a

b ∗ c = bc ∈ Rb ∩ Lc

teljesülését jelenti. Emiatt
Rbc = Rb és Lbc = Lc.

Mivel a
0 6= a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (bc)
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feltétel teljesül, ezért
a ∗ (bc) = a(bc) ∈ Ra ∩ Lbc,

és ı́gy
Rbc ∩ La

tartalmaz egy idempotens elemet. Mivel a fentiek szerint Rbc = Rb, ezért

Rb ∩ La
tartalmaz egy idempotens elemet. A 4.46. Tétel miatt ez ekvivalens az

ab ∈ Ra ∩ Lb
feltétellel. Ebből egyrészt

Rab = Ra,

másrészt
a ∗ b = ab 6= 0

adódik. Ha ezek mellett feltesszük, hogy

(ab) ∗ c = (a ∗ b) ∗ c = 0,

akkor ebből a feltételből

a(bc) = (ab)c /∈ Rab ∩ Lc = Ra ∩ Lbc
adódik, amiből a 4.46. Tétel miatt az következik, hogy

Rbc ∩ La
nem tartalmaz idempotens elemet. Ez ellentmondás, hiszen korábban éppen ennek az
ellenkezőjét kaptuk. Így szükségképpen

(a ∗ b) ∗ c 6= 0.

Ekkor persze
(ab) ∗ c 6= 0 és a ∗ b 6= 0,

és ezért
a ∗ (b ∗ c) = a(bc) = (ab)c = (a ∗ b) ∗ c.

Nem részletezzük, de az előzőekhez hasonlóan igazolható, hogy ha

(a ∗ b) ∗ c 6= 0,

akkor
a ∗ (b ∗ c) 6= 0

és
(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

Ezzel beláttuk, hogy a ∗ művelet asszociat́ıv a T = D ∪ {0} halmazon, azaz (T ; ∗)
félcsoport.
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Feladatok

4.1. (Megoldás: 17.12.) Egy 0-elemes félcsoportot nil félcsoportnak nevezünk, ha tet-
szőleges a eleméhez megadható olyan n pozit́ıv egész szám, hogy an = 0. Mutassuk meg,
hogy nincs 0-egyszerű nil félcsoport.

4.2. (Megoldás: 17.13.) Egy S félcsoportotR-kommutat́ıvnak nevezünk, ha tetszőleges
a, b ∈ S elemek esetén ab ∈ baS1 teljesül. Mutassuk meg, hogy egy S félcsoport akkor és
csak akkor R-kommutat́ıv, ha S Green-féle R ekvivalenciája kommutat́ıv kongruencia!
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5. fejezet

Félcsoportok ideálbőv́ıtése

5.1. Defińıció Legyen A tetszőleges, Q pedig nullelemes (de egyébként tetszőleges) fél-
csoport. Az S félcsoportot az A félcsoportnak a Q félcsoporttal képezett ideálbőv́ıtésének
(röviden bőv́ıtésének) nevezzük, ha S tartalmaz olyan, az A-val izomorf B ideált, hogy
az S/B Rees-féle faktorfélcsoport izomorf Q-val.

5.2. Megjegyzés Megjegyezzük, hogy a továbbiakban A-t mindig azonośıtjuk B-vel. Fel-
tehetjük, hogy A ∩ Q = ∅. Ekkor S = A ∪ Q∗ formában is tekinthető, ahol Q∗ jelöli a
Q \ {0} halmazt. Tehát, ha arra a kérdésre akarunk választ kapni, hogy van-e olyan S
félcsoport, amely egy A félcsoportnak egy nullelemes Q félcsoporttal való ideálbőv́ıtése,
akkor azt is kérdezhetjük, hogy lehet-e az S = A∪Q∗ halmazon olyan ◦ associat́ıv műve-
letet értelmezni, melynek A-ra való leszűḱıtése megyegyezik az eredeti A-beli művelettel,
továbbá A az (S, ◦) félcsoportnak olyan ideálja, hogy az S/A Rees-féle faktorfélcsoport
izomorf Q-val.

5.1. Ideálbőv́ıtés, parciális transzformációk

5.3. Defińıció Nem üres S halmaz esetén az S × S halmaz valamely nem üres részhal-
mazának S-be való egyértelmű leképezését az S halmazon értelmezett parciális műveletnek
nevezzük. Egy parciális művelettel ellátott halamazt parciális gruppoidnak nevezünk.

5.4. Defińıció Egy S parciális gruppoidnak egy S ′ parciális gruppoidba való θ leképezését
parciális homomorfizmusnak nevezzük, ha tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén az alábbiak
teljesülnek: ha az ab szorzat értelmezve van S-ben, akkor a θ(a)θ(b) szorzat értelmezve
van S ′-ben és θ(ab) = θ(a)θ(b).

5.5. Tétel Legyen (A; ·) tetszőleges, (Q; ∗) pedig nullelemes félcsoport. Legyen θ a Q∗ =
Q \ {0} parciális félcsoportnak az A félcsoportba való parciális homomorfizmusa. Legyen
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S = A∪ (Q\{0}). Az S-en értelmezzünk egy ◦ műveletet a következőképpen: Tetszőleges
a, b ∈ A és x, y ∈ Q elemek esetén legyen

x ◦ y =

{
x ∗ y ha x ∗ y 6= 0 Q-ban

θ(x)θ(y), ha x ∗ y = 0 Q-ban;
(5.1)

a ◦ x = a · θ(x); (5.2)

x ◦ a = θ(x) · a; (5.3)

a ◦ b = a · b. (5.4)

Akkor (S; ◦) félcsoport, amely A-nak Q-val való bőv́ıtése. Ha A egységelemes félcso-
port, akkor A-nak Q-val való minden bőv́ıtése a fenti módon (azaz parciális homomorfiz-
musokkal) konstruálható.

Bizonýıtás. A tétel álĺıtásának első részéhez tulajdonképpen csak azt kell bizonýıtani,
hogy a tételben definiált művelet asszociat́ıv. Ez a bizonýıtás technikai jellegű. Nyolc
eset van, amelyeket AAA, AAQ∗, ... módon fogunk jelölni attól függően, hogy a há-
romtényezős szorzatban szereplő elemek hol helyezkednek el. Például az AAQ∗ esetnél
az első két tényező A-beli, a harmadik tényező pedig Q∗-beli elem. A következőkben
jelöljenek a, b és c tetszőleges A-beli, x,y és z pedig tetszőleges Q∗-beli elemeket.

AAA eset: Itt tulajdonképpen nincs is mit bizonýıtanunk, mert az A beli elemek
közötti ◦ művelet megegyezik az A-beli eredeti · művelettel, amely viszont asszociat́ıv.

AAQ∗ eset:

(a ◦ b) ◦ x = (a · b) ◦ x = (a · b) · θ(x) = a · (b · θ(x)) =

= a · (b ◦ x) = a ◦ (b ◦ x).

Az AQ∗A, Q∗AA és Q∗AQ∗ esetek vizsgálata az AAQ∗ esethez hasonló.
AQ∗Q∗ eset:

(a ◦ x) ◦ y = (a · θ(x)) ◦ y = (a · θ(x)) · θ(y) = a · (θ(x)θ(y)).

Ha x ∗ y = 0, akkor

a · (θ(x)θ(y)) = a · (x ◦ y) = a ◦ (x ◦ y).

Ha x ∗ y 6= 0, akkor

a · (θ(x)θ(y)) = a · (θ(xy)) = a ◦ (x ∗ y) = a ◦ (x ◦ y).

A Q∗Q∗A eset vizsgálata az előző esethez hasonló.
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Q∗Q∗Q∗ eset: Ha x ∗ y ∗ z 6= 0, akkor

(x ◦ y) ◦ z = (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) = x ◦ (y ◦ z).

Ezért vizsgálhatjuk az x ∗ y ∗ z = 0 esetet.
Ha x ∗ y 6= 0 Q-ban, akkor

(x ◦ y) ◦ z = (x ∗ y) ◦ z = (θ(x ∗ y) · θ(z) = (θ(x) · θ(y)) · θ(z).

Ha x ∗ y = 0 Q-ban, akkor

(x ◦ y) ◦ z = (θ(x)θ(y)) ◦ z = (θ(x) · θ(y)) · θ(z).

Ha y ∗ z 6= 0 Q-ban, akkor

x ◦ (y ◦ z) = x ◦ (y ∗ z) = θ(x) · θ(y ∗ z) = θ(x) · (θ(y) · θ(z)).

Ha y ∗ z = 0 Q-ban, akkor

x ◦ (y ◦ z) = x ◦ (θ(y) · θ(z)) = θ(x) · (θ(y) · θ(z)).

A fenti négy eset eredményeinek figyelembevételével a ◦ művelet asszociativitása a
Q∗Q∗Q∗ esetben is teljesül. Ezzel a tétel első álĺıtását bebizonýıtottuk.

A második rész bizonýıtásához tegyük fel, hogy (S; ◦) olyan félcsoport, amely előáll
egy egységelemes (A; ·) félcsoportnak egy nullelemes (Q; ∗) félcsoporttal való ideálbőv́ı-
téseként. A korábbi megjegyzés szerint feltehetjük, hogy A az S félcsoport egy ideálja,
és tetszőleges a, b ∈ A elemek esetén a · b = a ◦ b. Megmutatjuk, hogy megadható a
Q∗ parciális félcsoportnak az A félcsoportba olyan θ parciális homomorfizmusa, hogy
tetszőleges a, b ∈ A és x, y ∈ Q elemek esetén a tételbeli

x ◦ y =

{
x ∗ y ha x ∗ y 6= 0

θ(x) · θ(y), ha x ∗ y = 0,

a ◦ x = a · θ(x); x ◦ a = θ(x) · a; a ◦ b = a · b

egyenlőségek teljesülnek, azaz az S-en értelmezett ◦művelet a θ parciális homomorfizmus
által van meghatározva.

Legyen x ∈ Q \ {0} tetszőleges elem. e-vel jelölve A egységelemét,

x ◦ e = e ◦ (x ◦ e) = (e ◦ x) ◦ e = e ◦ x.

Legyen θ a (Q\{0}; ∗) parciális félcsoportnak az A félcsoportba való következő leképezése:

θ : x 7→ x ◦ e.
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Megmutatjuk, hogy θ parciális homomorfizmus. Tegyük fel, hogy x és y a Q \ {0} olyan
elemei, amelyekre x ∗ y 6= 0 teljesül. Akkor

x ◦ y = x ∗ y,

és ezért

θ(x)·θ(y) = (x◦e)·(y◦e) = (x◦e)◦(y◦e) = x◦(e◦(y◦e)) = x◦(y◦e) = (x∗y)◦e = θ(x∗y).

Ez éppen azt igazolja, hogy θ a (Q\{0}; ∗) parciális félcsoportnak az A félcsoportba való
parciális homomorfizmusa.

A továbbiakban legyenek a, b ∈ A és x, y ∈ Q \ {0} tetszőleges elemek. Ha x ∗ y 6= 0,
akkor x ◦ y /∈ A teljesül S-ben, és ı́gy

x ◦ y = x ◦ y.

Ha x ∗ y = 0, akkor x ◦ b ∈ A. Így

x◦y = (x◦y)◦e = x◦ (y ◦e) = x◦ (e◦ (y ◦e)) = (x◦e)◦ (y ◦e) = θ(x)◦θ(y) = θ(x) ·θ(y).

Továbbá, tetszőleges x ∈ Q∗-ra

a ◦ x = (a ◦ e) ◦ x = a ◦ (e ◦ x) = a ◦ θ(x) = a · θ(x),

x ◦ a = x ◦ (e ◦ a) = (x ◦ e) ◦ a = θ(x) ◦ a = θ(x) · a,
a ◦ b = a · b.

Ezzel azt is megmutattuk, hogy az S en értelmezett ◦ művelet a

θ : x 7→ x ◦ e

parciális homomorfizmus által van meghatározva.

5.2. Félcsoportok transzlációs burka

Egy X halmaz önmagába való egyértelmű leképezését az X halmaz egy transzformáci-
ójának nevezzük. Jelölje TX az X összes transzformációinak halmazát. A TX halmazon
kétféleképpen is értelmezhetünk egy ◦ műveletet. Ha TX elemeit úgy tekintjük, mint
balról ható transzformációk, akkor tetszőleges α(·), β(·) ∈ TX transzformációk esetén le-
gyen α ◦β a TX azon eleme, amelyre tetszőleges x ∈ X elem esetén (α ◦β)(x) = α(β(x))
teljesül. Viszont, ha TX elemeit úgy tekintjük, mint jobbról ható transzformációk, akkor
tetszőleges (·)α, (·)β ∈ TX transzformációk esetén legyen α ◦ β a TX azon eleme amelyre
tetszőleges x ∈ X elem esetén (x)(α ◦ β) = ((x)α)β teljesül. Mindkét esetben TX fél-
csoportot alkot a megfelelő műveletre nézve; ezeket a félcsoportokat az X halmaz feletti
teljes bal transzformációfélcsoportnak, illetve teljes jobb transzformációfélcsoportnak ne-
vezzük. A következőkben egy S félcsoport speciális bal, illetve jobb transzformációival
foglalkozunk.
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5.6. Defińıció Egy S félcsoport (balról ható) λ(·) transzformációját bal transzlációnak
nevezzük, ha S tetszőleges x, y elemei esetén λ(xy) = λ(x)y. Az S félcsoport (jobbról
ható) (·)% transzformációját jobb transzlációnak nevezzük, ha tetszőleges x, y ∈ S ele-
mek esetén (xy)% = x(y)% teljesül. Azt mondjuk, hogy egy λ bal transzláció és egy %
jobb transzláció láncszemet alkotnak, ha S tetszőleges x, y elemei esetén xλ(y) = (x)%y
teljesül.

5.7. Lemma Egy S félcsoport bal [jobb] transzlációinak Λ [P ] halmaza a TS bal [jobb]
transzformációfélcsoport egy részfélcsoportja.

Bizonýıtás. A bal oldali esettel foglalkozunk. A jobb oldali eset hasonlóan igazolható.
Ha x, y ∈ S és λ1, λ2 ∈ Λ tetszőlegesek, akkor

(λ1λ2)(xy) = λ1(λ2(xy)) = λ1((λ2(x)y) = λ1(λ2(x))y = ((λ1λ2)(x))y.

Egy S félcsoport tetszőleges a eleme esetén jelölje λa [%a] az S félcsoportnak azon
transzformációját, amelyre tetszőleges s ∈ S elem esetén λa(s) = as [(s)%a = sa] teljesül.
Könnyen ellenőrizhető, hogy λa [%a] az S félcsoport bal [jobb] transzlációja. λa-t [%a-t]
az S félcsoport (a eleme álta definiált) belső bal [jobb] transzlációjának nevezzük. Az
x(ay) = (xa)y egyenlőség miatt λa és %a lámcszemet alkotnak.

Jelölje Λ0, illetve P0 egy S félcsoport belső bal, illetve belső jobb transzlációinak
halmazát.

5.8. Lemma Tetszőleges S félcsoport esetén az a 7→ λa, illetve az a 7→ %a megfeleltetések
(a ∈ S) az S félcsoportnak Λ0-ra, illetve P0-ra való homomorfizmusai.

Bizonýıtás. Mivel tetszőleges s, a, b ∈ S elemek esetén

λab(s) = (ab)s = a(bs) = λa(λb(s)) = (λaλb)(s),

valamint
(s)%ab = s(ab) = (sa)b = ((s)%a)%b = (s)(%a%b),

ezért az álĺıtás nyilvánvaló.

5.9. Defińıció Tetszőleges S félcsoport esetén az a 7→ λa, illetve a 7→ %a (a ∈ S)
homomorfizmust az S félcsoport bal, illetve jobbreguláris reprezentációjának nevezzük.

5.10. Defińıció Egy S félcsoportot bal [jobb] redukt́ıvnak nevezünk, ha tetszőleges a, b ∈
S elemek esetén az xa = xb [ax = bx] egyenlőségnek minden x ∈ S elemre való teljesü-
léséből a = b következik.

5.11. Lemma Egy S félcsoport jobb [bal] reguláris reprezentációja akkor és csak akkor
injekt́ıv (másképpen: hű), ha S bal [jobb] redukt́ıv.
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Bizonýıtás. S jobbreguláris reprezentációja injekt́ıv akkor és csak akkor, ha tetszőleges
a, b ∈ S elemek esetén a %a = %b egyenlőségből, azaz az xa = xb egyenlőségnek minden
x ∈ S elemre való teljesüléséből a = b következik. Ez éppen azt jelenti, hogy S bal
redukt́ıv. A duális álĺıtás hasonlóan adódik.

5.12. Lemma Tetszőleges S félcsoport esetén az S1 félcsoport jobb, illetve bal reguláris
reprezentációja injekt́ıv.

Bizonýıtás. Mivel S1 egységelemes félcsoport, ezért S1 bal, illetve jobb redukt́ıv. Így
az 5.11. Lemma szerint S jobb, illetve bal reguláris reprezentációja injekt́ıv.

5.13. Defińıció Tetszőleges S félcsoport esetén az S1 félcsoport jobb, illetve bal regulá-
ris reprezentációjának S-re való leszűḱıtését az S félcsoport kiterjesztett jobb, illetve bal
reguláris reprezentációjának nevezzük.

5.14. Lemma Tetszőleges S félcsoport kiterjesztett jobb [bal] reguláris reprezentációja
injekt́ıv.

Bizonýıtás. Az 5.12. Lemma szerint nyilvánvaló.

5.15. Tétel Minden félcsoportot be lehet ágyazni egy teljes bal [jobb] transzformációfél-
csoportba.

Bizonýıtás. Legyen S tetszőleges félcsoport. Az világos, hogy S beágyazható az S1

félcsoportba. Tekintsük az S1 félcsoport feletti TS1 teljes bal transzformációfélcsoportot.
Az 5.7. Lemma szerint S1 bal transzlációi a TS1 teljes bal transzformációfélcsoporton
belül egy részfélcsoportot alkotnak. Az 5.12. Lemma szerint S1-et be lehet ágyazni ebbe
a részfélcsoportba. Így S beágyazható a TS1 teljes bal transzformációfélcsoportba. A
duális álĺıtás hasonlóan igazolható.

5.16. Lemma Legyenek λ és % egy S félcsoport tetszőleges bal, illetve jobb transzlációi.
Legyen a ∈ S. Akkor

λλa = λλ(a), és %a% = %(a)%.

Ha λ és % láncszemet alkotnak, akkor

λaλ = λ(a)% és %%a = %λ(a).

Bizonýıtás. Minden x ∈ S esetén

(λλa)(x) = λ(ax) = (λ(a))x = λλ(a)(x),

(x)%a% = (xa)% = x((a)%) = (x)%(a)%.

Ha λ és % láncszemet alkotnak, akkor

(λaλ)(x) = λa(λ(x)) = a(λ(x)) = ((a)%)x = λ(a)%(x),

(x)(%%a) = ((x)%)%a = ((x)%)a = x(λ(a)) = (x)%λ(a).
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Jelölések: Tetszőleges S félcsoport esetén jelölje Ω(S) az S azon λ bal transzlációiból,
illetve % jobb transzlációiból álló (λ, %) párok halmazát, amelyek láncszemet alkotnak.
Jelölje Ω0(S) a (λa, %a) párok halmazát.

5.17. Lemma Tetszőleges S félcsoport esetén Ω(S) egységelemes félcsoportot alkot a

(λ1, %1)(λ2, %2) = (λ1λ2, %1%2)

műveletre nézve. Ennek a félcsoportnak Ω0(S) egy részfélcsoportja. Az

a 7→ (λa, %a)

leképezés S-nek Ω0(S)-re való homomorfizmusa.

Bizonýıtás. Legyenek λ1 és λ2 tetszőleges bal transzlációk, %1 és %2 pedig tetszőleges
jobb transzlációk. Az nyilvánvaló, hogy λ1λ2 bal transzlácó, %2%2 pedig jobb transzláció.
Legyenek x, y ∈ S tetszőlegesek. Akkor

x((λ1λ2)(y)) = x(λ1(λ2(y))) = ((x)%1)(λ2(y)) = (((x)%1)%2)y = ((x)(%1%2))y.

Ezért λ1λ2 és %1%2 láncszemet alkotnak. Tehát Ω(S) félcsoport. Az világos, hogy az S
félcsoport idS identikus leképezése bal-, illetve jobb transzláció, és (idS(·), (·)idS) ∈ Ω(S).
Továbbá, (idS(·), (·)idS) az Ω(S) egységeleme. Mivel

(λa, %a)(λb, %b) = (λab, %ab),

ezért Ω0(S) részfélcsoportja Ω(S)-nek. Az 5.8. Lemma szerint

a 7→ (λa, %a)

az S félcsoportnak az Ω0(S) félcsoportra való homomorfizmusa.

Az Ω(S) félcsoportot az S félcsoport transzlációs burkának, az Ω0(S) részfélcsoportot
az Ω(S) félcsoport belső részének nevezzük. Egy (λ, %) ∈ Ω(S) bitranszlációt belső
bitranszlációnak nevezünk, ha (λ, %) ∈ Ω0(S).

5.3. Gyengén redukt́ıv félcsoportok

5.18. Defińıció Egy S félcsoportról akkor mondjuk, hogy gyengén redukt́ıv, ha tetszőle-
ges a, b ∈ S elemek esetén az ax = bx és xa = xb minden x ∈ S-re való teljesüléséből
a = b következik.
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5.19. Lemma Egy S félcsoport akkor és csak akkor gyengén redukt́ıv, ha az

a 7→ (λa, %a)

leképezés az S félcsoportnak az Ω0(S) félcsoportra való izomorfizmusa.

Bizonýıtás. Legyen S gyengén redukt́ıv félcsoport. Tegyük fel, hogy

(λa, %a) = (λb, %b)

valamely a, b ∈ S elemekre. akkor

λa = λb és %a = %b,

s ezért S minden x elemére
ax = bx és xa = xb

teljesül. Mive S gyengén redukt́ıv, ezért

a = b.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy az
a 7→ (λa, %a)

homomorfizmus injekt́ıv. Ha a, b ∈ S olyan elemek, hogy S minden x elemére

ax = bx és xa = xb

teljesül, akkor
(λa, %a) = (λb, %b),

s ezért
a = b.

Tehát S gyengén redukt́ıv.

5.20. Tétel Legyen S gyengén redukt́ıv félcsoport. Azonośıtsuk S-et az S transzlációs
burkának belső részével, azaz az Ω0(S) félcsoporttal. Ekkor S ideálja az Ω(S) félcsoport-
nak, továbbá minden a ∈ S és (λ, %) ∈ Ω(S) esetén (λ, %)a = λ(a) és a(λ, %) = (a)%.

Bizonýıtás. Az 5.16. Lemmát használva,

(λ, %)a = (λ, %)(λa, %a) = (λλa, %%a) = (λλ(a), %λ(a)) = λ(a)

és
a(λ, %) = (λa, %a)(λ, %) = (λaλ, %a%) = (λ(a)%, %(a)%) = (a)%.
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5.21. Tétel Legyen (A; ·) egy gyengén redukt́ıv félcsoport és (Q; ∗) tetszőleges nullele-
mes félcsoport. Legyen (S ′; ◦) az Ω(A) félcsoportnak a Q félcsoporttal képezett valamely
ideálbőv́ıtése. Legyen S = A ∪ (Q \ {0}) ⊆ S ′. (S; ◦) akkor és csak akkor olyan rész-
félcsoportja az (S ′; ◦) félcsoportnak, amely A-nak Q-val való bőv́ıtése, ha Q tetszőleges
a ∗ b = 0 feltételt teljeśıtő a és b elemei esetén az a ◦ b szorzat S-ben van.

Ford́ıtva, ha A-nak van Q-val való (S; �) ideálbőv́ıtése, akkor Ω(A)-nak van Q-val
olyan (S ′; ◦) ideálbőv́ıtése, amelynek (S; �) egy részfélcsoportja.

Bizonýıtás. Legyen (S ′; ◦) az Ω(A) félcsoportnak a Q félcsoporttal képezett valamely ide-
álbőv́ıtése. Mivel Ω(A) egységelemes félcsoport, ezért az 5.5. Tétel szerint a ◦ művelet a
Q∗ parciális gruppoidnak az Ω(A) félcsoportba való valamely θ parciális homomorfizmusa
által van meghatározva. Tetszőleges x ∈ Q∗ elem esetén legyen

θ(x) = (λx, %x).

Az 5.5. Tétel (5.3) feltétele szerint az Ω(A) félcsoport tetszőleges (λ, %), valamint Q∗

tetszőleges x elemei esetén

(λ, %) ◦ x = (λ, %)(λx, %x) = (λλx, %%x).

Ha ezt az eredmény alkalmazzuk az A félcsoport tetszőleges a eleméhez tartozó (λa, %a)
elemre, akkor (figyelembe véve, hogy A-t azonośıthatjuk Ω0(A)-val) azt kapjuk, hogy

a ◦ x = (λaλx, %a%x) = (λ(a)%x , %(a)%x) ∈ A,

alkalmazva az 5.16. Lemmát is. Így

A ◦Q∗ ⊆ A.

Hasonlóan igazolható, hogy
Q∗ ◦ A ⊆ A.

Ezért
A ◦ S ⊆ A és S ◦ A ⊆ A.

Ha S részfélcsoportja S ′-nek, akkor a fentiek alapján A ideálja S-nek és ı́gy S az A-
nak Q-vel való ideálbőv́ıtése. Az előzőek szerint, S akkor és csak akkor részfélcsoportja
S ′-nek ha Q∗ ◦ Q∗ ⊂ S, ami ekvivalens azzal, hogy tetszőleges s, t ∈ Q∗ elemek esetén
s ∗ t = 0-ból s ◦ t ∈ S következik.

A ford́ıtott álĺıtás bizonýıtásához tegyük fel, hogy az (S; �) félcsoport az A félcsoport-
nak a Q félcsoporttal képezett ideálbőv́ıtése. Feltehetjük, hogy S = A∪Q∗. Tetszőleges
x ∈ Q∗ elem esetén tekintsük az A részfélcsoporton a következőképpen értelmezett λx()
és ()%x leképezéseket:

λx : a 7→ x � a; %x : a 7→ a � x.
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Mivel A az (S; �) félcsoport ideálja, ezért λx() és ()%x az A félcsoport önmagába való
leképezései (más szóval: transzformációi). Mivel tetszőleges a, b ∈ A elemek esetén

λx(a · b) = λx(a � b) = x � (a � b) = (x � a) � b = (λx(a)) � b = λx(a) · b,

ezért λx az A félcsoportnak egy bal transzlációja. Hasonlóan igazolható, hogy %x az A
félcsoportnak egy jobb transzlációja. Mivel tetszőleges a, b ∈ A elemek esetén

a · λx(b) = a � λx(b) = a � (x � b) = (a � x) � b = ((a)%x) � b = (a)%x · b,

ezért a (λx, %x) rendezett pár láncszemet alkot, azaz

(λx, %x) ∈ Ω(A).

Tekintsük a
φ : x 7→ (λx, %x) ∈ Ω(A), x ∈ Q∗

leképezést. Megmutatjuk, hogy φ a Q∗ parciális félcsoportnak az Ω(A) transzlációs
burokba való parciális homomorfizmusa. Ehhez tegyük fel, hogy x és y a Q∗ parciális
félcsoport tetszőleges olyan elemei, amelyekre xy 6= 0 teljesül. Mivel Ω(A) félcsoport,
ezért benne a φ(x)φ(y) szorzat értelmezve van. Ezért csak azt kell megmutatni, hogy
φ(xy) = φ(x)φ(y). Az világos, hogy

λxy = λxλy, és %xy = %x%y.

Ezért
φ(xy) = (λxy, %xy) = (λxλy, %x%y) = (λx, %x)(λy, %y) = φ(x)φ(y).

Tehát
φ(xy) = φ(x)φ(y)

valóban teljesül. Ezzel beláttuk, hogy φ a Q∗ parciális félcsoportnak az Ω(A) transzlációs
burokba való parciális homomorfizmusa.

Mivel az Ω(A) transzlációs burok olyan félcsoport, amelynek van egységeleme, ezért
az 5.5. Tétel szerint a φ parciális homomorfizmus meghatározza Ω(A)-nak Q-val való
valamely (S ′; ◦) bőv́ıtését. Részletesebben: Tetszőleges a, b ∈ A és x, y ∈ Q∗ elemek
esetén legyen

x ◦ y =

{
x ∗ y ha x ∗ y 6= 0 Q-ban

φ(x)φ(y), ha x ∗ y = 0 Q-ban,

a ◦ x = a · φ(x); x ◦ a = φ(x) · a; a ◦ b = a · b.

Bizonýıtásunk teljessé tételéhez elegendő már csak azt megmutatni, hogy tetszőleges
s, t ∈ S elemek esetén s ◦ t = s � t. Legyenek s és t tetszőleges S-beli elemek.

Ha s, t ∈ A, akkor s ◦ t = st = s � t nyilvánvalóan teljesül.
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Ha s ∈ A és t ∈ Q∗, akkor

s ◦ t = s · φ(t) = (s)%t,

felhasználva az 5.20. Tételt is. Mivel

(s)%t = s � t,

ezért
s ◦ t = s � t.

Ha s ∈ Q∗ és t ∈ A, akkor pedig (felhasználva az 5.20. Tételt is)

s ◦ t = φ(s) ◦ t = λs(t) = s � t.

Tekintsük végül azt az esetet, amikor s, t ∈ Q∗. Ha s ∗ t 6= {0} a Q félcsoportban,
akkor

s � t = s ∗ t = s ◦ t.

Ha st = 0 a Q félcsoportban, akkor

s � t ∈ A,

s ezért minden a ∈ A elemre

(a)(%s%t) = ((a)%s)%t = (a � s) � t = a � (s � t) = (a)%s�t.

Így
%s%t = %s�t.

Hasonlóan igazolható, hogy
λsλt = λs�t.

Ezen eredmények, valamint az 5.5. Tétel felhasználásával azt kapjuk, hogy

s ◦ t = φ(s)φ(t) = (λs, %s)(λt, %t) =

= (λsλt, %s%t) = (λs�t, %s�t) = s � t.

Az előző tétel azt a problémát, hogy gyengén redukt́ıv A félcsoportok esetén megta-
láljuk S nek valamely nullelemes Q félcsoporttal képezett összes ideálbőv́ıtését, redukálja
arra a problémára, hogy megtaláljuk a Q∗ = Q \ {0} parciális gruppoidnak az A félcso-
port Ω(A) transzlációs burkába való összes olyan φ parciális homomorfizmusát, amelyre
teljesül, hogy tetszőleges s, t ∈ Q∗ elem esetén az st = 0 egyenlőségnek a Q-ban való
teljesülése esetén a φ(s)φ(t) szorzat A-ban van (és nem csak Ω(A)-ban).
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5.22. Defińıció Legyen A tetszőleges, Q pedig egy nullelemes félcsoport. Legyen W a
Q∗ = Q \ {0} halmaz elemeiből alkotott azon (s, t) rendezett párok halmaza, amelyek
esetén st = 0 a Q félcsoportban. A W halmaznak az A félcsoportba való tetszőleges
(egyértelmű) leképezését a Q félcsoportnak az A félcsoportba való elágazásának nevezzük.
Ha θ a Q∗ parciális gruppoidnak az A félcsoportba való parciális homomorfizmusa és φ a
W halmaznak A-ba való olyan leképezése, amely tetszőleges (s, t) ∈ W elempárhoz a

φ((s, t)) = θ(s)θ(t)

szorzatot rendeli, akkor φ-t a Q félcsoportnak az A félcsoportba való, a θ által indukált
elágazásának nevezzük.

Bizonýıtás nélkül közöljük a következő eredményt.

5.23. Tétel Legyen A egy gyengén redukt́ıv, Q pedig egy nullelemes félcsoport. Legyen
φ a Q félcsoportnak az A félcsoportba való elágazása. Legyenek továbbá

s : 7→ λs és s : 7→ %s

a Q∗-nak az A félcsoport bal, illetve jobb transzlációinak Λ, illetve P félcsoportjába való
olyan leképezései, amelyekre a következők teljesülnek (tetszőleges s, t ∈ Q∗ és tetszőleges
x, y ∈ A elemek esetén)

λsλt =

{
λst, ha st 6= 0 Q-ban

λφ((s,t)), ha st = 0 Q-ban,
(5.5)

%s%t =

{
%st, ha st 6= 0 Q-ban

%φ((s,t)), ha st = 0 Q-ban,
(5.6)

x(λs(y)) = ((x)%s)y, azaz, λs és %s láncszemet alkotnak. (5.7)

Legyen S = A ∪Q∗, és definiáljunk egy ◦ műveletet S-en a következőképpen: tetszőleges
s, t ∈ Q∗ és tetszőleges x, y ∈ A elemek esetén

s ◦ t =

{
st, ha st 6= 0 Q-ban

φ((s, t)), ha st = 0 Q-ban;
(5.8)

s ◦ x = λs(x); (5.9)

x ◦ s = (x)%s; (5.10)

x ◦ y = xy. (5.11)

Akkor (S; ◦) az A félcsoportnak a Q félcsoporttal való ideálbőv́ıtése. Ford́ıtva, az A-nak
Q-val való tetszőleges ideálbőv́ıtése az előzőekben részletezett módon konstruálható.
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Feladatok

5.1. (Megoldás: 17.14.) Mutassuk meg, hogy ha egy S félcsoport tartalmaz bal oldali
egységelemet, akkor S bal redukt́ıv!

5.2. (Megoldás: 17.15.) Mutassuk meg, hogy egy S félcsoport esetén az 5.8. Tételben
szereplő a 7→ %a (a ∈ S) homomorfizmus akkor és csak akkor injekt́ıv, ha S bal redukt́ıv!

5.3. (Megoldás: 17.16.) Mutassuk meg, hogy tetszőleges balzéró (jobbzéró) félcsoport
transzlációs burka izomorf az összes önmagába való leképezéseinek félcsoportjával!

5.4. (Megoldás: 17.17.) Mutassuk meg, hogy tetszőleges G csoport esetén a G transz-
lációs burka izomorf G-vel!

5.5. (Megoldás: 17.18.) Mutassuk meg, hogy egy L balzéró és egy R jobbzéró félcsoport
L×R direkt szorzata gyengén redukt́ıv!

77



6. fejezet

Reguláris félcsoportok, inverz
félcsoportok

6.1. Reguláris elem

6.1. Defińıció Egy S félcsoport valamely a elemét reguláris elemnek nevezzük, ha van
az S félcsoportnak olyan x eleme, hogy axa = a teljesül.

Egy félcsoport minden idempotens eleme reguláris. Tehát, ha egy félcsoport tartalmaz
idempotens elemet, akkor tartalmaz reguláris elemet is. A következő lemmából adódik
ennek az álĺıtásnak a megford́ıtása is.

6.2. Lemma Ha axa = a teljesül egy S félcsoport valamely a és x elemeire, akkor az S
félcsoport ax és xa elemei idempotens elemek.

Bizonýıtás. Ha axa = a teljesül egy S félcsoport valamely a és x elemére, akkor

(ax)2 = (ax)(ax) = (axa)x = ax

és
(xa)2 = (xa)(xa) = x(axa) = xa.

6.3. Tétel

(1) Ha a egy S félcsoport reguláris eleme, akkor aS1 = aS és S1a = Sa.

(2) Ha a és b egy S félcsoport reguláris elemei, akkor a L b [a R b] akkor és csak akkor
teljesül, ha Sa = Sb [aS = bS].
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Bizonýıtás. Legyen a egy S félcsoport reguláris eleme. Akkor megadható olyan S-beli x
elem, hogy

axa = a.

Így
aS1 = {a} ∪ aS = {axa} ∪ aS ⊆ aS ⊆ aS1,

s ezért aS1 = aS. Hasonlóan igazolható, hogy S1a = Sa. A (2) feltétel az L-reláció,
illetve az R-reláció defińıciója és a tétel (1) álĺıtása miatt nyilvánvaló.

6.4. Tétel Egy S félcsoport valamely a eleme akkor és csak akkor reguláris, ha az S
félcsoport a eleme által generált fő bal oldali és fő jobb oldali ideálja idempotens elemmel
generálható, azaz megadhatók olyan e és f idempotens elemek, hogy S1a = Se és aS1 =
fS.

Bizonýıtás. Ha a reguláris elem, akkor a 6.3. Tétel miatt

aS1 = aS és S1a = Sa.

A reguláris elem defińıciója alapján megadható olyan x ∈ S elem, amelyre

axa = a

teljesül. Legyen
e = xa.

A 6.2. Lemma szerint e idempotens eleme S-nek. Mivel

Sa = Saxa = Sae ⊆ Se = Sxa ⊆ Sa,

ezért
Sa = Se.

Hasonlóan igazolható, hogy az f = ax idempotens elemmel

aS = fS

teljesül.
Ford́ıtva, tegyük fel, hogy

S1a = Se

teljesül az S félcsoport valamely a eleme és valamely e idempotens eleme esetén. Akkor
vannak S1-nek olyan x és y elemei, hogy

a = xe és e = ya

teljesül. Ekkor
ae = xe2 = xe = a

és ı́gy
a = ae = aya,

azaz a reguláris elem (ha y = 1, akkor a idempotens elem és ezért a = aaa).
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6.2. Neumann-féle inverz

6.5. Defińıció Egy S félcsoport a és b elemeiről azt mondjuk, hogy egymás (Neumann-
féle) inverzei, ha együtt teljeśıtik az aba = a és bab = b feltételek mindegyikét. Ilyenkor
azt is szoktuk mondani, hogy a b elem az a elem (Neumann-féle) inverze (és hasonlóan,
az a elem a b elem (Neumann-féle) inverze).

Ha a és b egymás inverzei, akkor a 6.2. Tétel szerint ab és ba idempotens elemek.
Adott a ∈ S elem esetén jelölje V (a) az a összes (S-beli) inverzének halmazát, azaz

V (a) = {b ∈ S : aba = a, bab = b}.

6.6. Lemma Ha a egy S félcsoport reguláris eleme, akkor a-nak van S-ben legalább egy
inverze.

Bizonýıtás. Ha a reguláris eleme egy S félcsoportnak, akkor van S-nek olyan x eleme,
hogy

axa = a.

Legyen
b = xax.

Akkor
aba = a(xax)a = (axa)(xa) = axa = a

és
bab = (xax)a(xax) = x(axa)(xax) = xa(xax) = x(axa)x = xax = b.

6.7. Lemma Ha e, f, ef, fe egy S félcsoport idempotens elemei, akkor ef és fe egymás
inverzei.

Bizonýıtás. Legyenek e és f egy S félcsoport olyan idempotens elemei, amelyek esetén
ef és fe is idempotens elemek. Akkor

(ef)(fe)(ef) = ef 2e2f = efef = (ef)2 = ef.

Hasonlóan igazolható, hogy
(fe)(ef)(fe) = fe.

6.8. Tétel Legyen D egy S félcsoport tetszőleges D-osztálya.

(1) Ha D tartalmaz egy reguláris elemet, akkor D minden eleme reguláris (ekkor D-t
reguláris D-osztálynak nevezzük).
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(2) Ha D reguláris, akkor minden olyan L-osztály és R-osztály, amely benne van D-
ben, tartalmaz egy idempotens elemet.

Bizonýıtás. A 6.4. Tétel szerint egy S félcsoport valamely a eleme akkor és csak akkor
reguláris, ha az Ra [La] osztály tartalmaz legalább egy idempotens elemet. Ebből viszont
már következik, hogy ha egy R-osztály [L-osztály] tartalmaz egy idempotens elemet,
akkor az osztály minden eleme reguláris. Tehát, ha egy D osztály tartalmaz egy a
reguláris elemet, akkor Ra minden eleme reguláris. Mivel a D által tartalmazott L-
osztályok mindegyikének Ra-val vett metszete nem üres, ezért a D-ben lévő L-osztályok
mindegyike tartalmaz egy reguláris elemet, s ı́gy minden ilyen L-osztálynak minden eleme
(az előzőek szerint) reguláris. Mivel D előáll L-osztályok uniójaként, ezért D minden
eleme reguláris.

A (2) álĺıtás a 6.4. Tétel következménye.

6.9. Megjegyzés A 6.8. Tétel (1) álĺıtása szerint, ha egy D-osztály nem reguláris, ak-
kor nem tartalmazhat idempotens elemet (mivel egy idempotens elem szükségképpen re-
guláris). Így, ha a 4.47. Lemmában vizsgált (T ; ∗) félcsoport olyan D-osztály által van
definiálva, amely nem reguláris, akkor (a 4.46. Tétel szerint) a (T ; ∗) félcsoport bármely
két elemének szorzata egyenlő a nullelemmel, azaz (T ; ∗) egy zéró félcsoport. Ezért a
(T ; ∗) félcsoport igazából akkor érdekes számunkra, ha reguláris D-osztály seǵıtségével
van definiálva. Ezt láthatjuk majd a 9. fejezetben szereplő 9.23., 9.24. és 9.25. tételek-
ben.

6.10. Tétel Ha a és a′ egy S félcsoport olyan elemei, amelyek egymás inverzei, akkor
az e = aa′ és f = a′a idempotens elemekre e ∈ Ra ∩ La′ és f ∈ Ra′ ∩ La teljesülnek.
Továbbá a′, e, f ∈ Da.

Bizonýıtás. Az világos, hogy
ea = af = a

és
a′e = fa′ = a′.

Ebből már következik
e ∈ Ra ∩ La′ ⊆ Da

és
f ∈ Ra′ ∩ La ⊆ Da,

figyelembe véve az e és f elemek defińıcióját is. Ekkor

e ∈ Da ∩ La′

miatt
La′ ∩Da 6= ∅,
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amiből
a′ ∈ La′ ⊆ Da

következik. Tehát
a′, e, f ∈ Da.

6.11. Tétel Tetszőleges S félcsoport tetszőleges a reguláris eleme esetén az alábbiak tel-
jesülnek.

(1) Az a elem minden inverze Da-ban van.

(2) Egy b elemhez tartozó H-osztály akkor és csak akkor tartalmazza az a elem valamely
inverzét, ha az Ra∩Lb és Rb∩La H-osztályok mindegyike tartalmaz egy idempotens
elemet.

(3) Nincs S-nek olyan H-osztálya, amely az a-nak egynél több inverzét tartalmazná.

Bizonýıtás. Az (1) álĺıtás a 6.10. Tétel következménye. Ahhoz, hogy megmutassuk
(2) teljesülését, tegyük fel először, hogy Hb tartalmazza az a elem egy a′ inverzét.
A 6.10. Lemma szerint az Ra ∩ Lb (= Ra ∩ La′) H-osztály tartalmazza az aa′ idem-
potens elemet, az Rb ∩ La (= Ra′ ∩ La) H-osztályok pedig az a′a idempotens elemet.
Ford́ıtva, legyen e egy idempotens eleme Ra ∩ Lb-nek, f pedig egy idempotens eleme
Rb ∩ La-nak. Mivel a R e és a L f , ezért a 4.42. Tétel miatt

ea = a = af.

Továbbá, a 6.3. Tétel miatt
e = ax, f = ya

valamely x, y ∈ S elemekre. Legyen

a′ = fxe.

Akkor
fa′ = a′e = a′,

aa′ = afxe = axe = e2 = e,

a′a = fa′a = yaa′a = yea = ya = f.

Mivel
aa′a = ea = a és a′aa′ = a′e = a′,

ezért a′ és a egymás inverzei. Az

fa′ = a′ és a′a = f
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egyenlőségekből
a′ R f

következik. Az
a′e = a′ és aa′ = e

egyenlőségekből pedig
a′ L e

adódik. Így
a′ ∈ Rf ∩ Le = Rb ∩ Lb = Hb.

A (3)-as feltétel igazolásához tekintsünk olyan H-ekvivalens b és c elemeket az S
félcsoportból, melyek egy a elem inverzei. A 6.10. Lemma szerint az ab idempotens elem
Ra ∩ Lb-ban, az ac idempoten elem pedig Ra ∩ Lc-ben van. Azonban Lb = Lc, és ı́gy

ab = ac

a 4.43. Tétel szerint. Az Ra = Rc feltételből hasonló okok miatt következik, hogy

ba = ca.

Így
b = bab = cab = cac = c.

6.3. Reguláris félcsoportok

6.12. Defińıció Egy S félcsoportot reguláris félcsoportnak nevezünk, ha S minden eleme
reguláris.

6.13. Tétel Tetszőleges S félcsoporton az alábbi feltételek egymással ekvivalensek.

(1) S reguláris félcsoport.

(2) S minden L-osztálya tartalmaz legalább egy idempotens elemet.

(3) S minden R-osztálya tartalmaz legalább egy idempotens elemet.

Bizonýıtás. Legyen S reguláris félcsoport. Jelölje L az S valamely L-osztályát. Legyen
a ∈ L tetszőleges elem. Mivel a 6.4. Tétel szerint van S-nek olyan e idempotens eleme,
amelyre

Sa = Se

teljesül, ezért
e ∈ L.
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Tehát (1)-ből következik (2). Hasonlóan igazolható, hogy (1)-ből következik (3).
Tegyük fel, hogy (2) teljesül egy S félcsoportra. Ez azt jelenti, hogy tetszőlege a ∈ S

elem L-relációban van S valamely e idempotens elemével, azaz

S1a = Se.

Más szavakkal: az a elem által generált fő bal oldali ideál az e idempotens elemmel
generálható. A 6.4. Tétel miatt ebből már következik, hogy a az S félcsoport reguláris
eleme. Tehát (2)-ből következik (1). Hasonlóan igazolható, hogy (3)-ból következik
(1). Ezzel pedig bizonýıtást nyert, hogy a tételben szereplő három feltétel egymással
ekvivalens.

6.14. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor reguláris, ha R ∩ L = RL teljesül az
S tetszőleges jobb oldali R és tetszőleges bal oldali L ideáljaira.

Bizonýıtás. Legyenek R és L egy S félcsoport tetszőleges jobb oldali, illetve bal oldali
ideáljai. Akkor

RL ⊆ R ∩ L.

Tegyük fel, hogy S reguláris. Akkor tetszőleges a ∈ R ∩ L elem esetén

a = axa = a(xa) ∈ RL

teljesül az S félcsoport alkalmas x elemével. Így

R ∩ L ⊆ RL.

Ennek, és a fenti tartalmazásnak eredményeként

R ∩ L = RL.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S olyan félcsoport, amelyben

R ∩ L = RL

teljesül tetszőleges jobb oldali R, illetve tetszőleges bal oldali L ideálokra. Legyen

a ∈ S

tetszőleges elem. Akkor
R(a) ∩ L(a) = R(a)L(a),

ahol R(a), illetve L(a) jelölik az S félcsoport a által generált jobb oldali, illetve bal oldali
ideálját. Mivel

a ∈ R(a) ∩ L(a),
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ezért
a ∈ R(a)L(a) = aS1S1a ⊆ aS1a,

azaz van olyan x ∈ S1 elem, hogy
a = axa.

Tehát a az S félcsoport reguláris eleme (abban az esetben, amikor x az S1 egységele-
me, akkor a idempotens elem, s ı́gy szükségképpen reguláris). Mivel a az S félcsoport
tetszőleges eleme volt, ezért S reguláris félcsoport.

6.15. Defińıció Egy S félcsoport valamely a elemét teljesen regulárisnak nevezzük, ha
megadható olyan S-beli x elem, amelyre axa = a és ax = xa teljesül. Egy S félcsoportot
teljesen reguláris félcsoportnak nevezünk, ha S minden eleme teljesen reguláris.

6.16. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor teljesen reguláris, ha S előáll részcso-
portjainak uniójaként.

Bizonýıtás. Legyen S olyan félcsoport, amely előáll Gi (i ∈ I) részcsoportjainak úniója-
ként. Legyen a ∈ S tetszőleges elem. Akkor a ∈ Gj valamely j ∈ I index esetén. Mivel
Gi csoport, ezért az a elem Gi-beli x inverzére

axa = a, ax = xa

teljesül, azaz a az S félcsoport teljesen reguláris eleme. Mivel a az S félcsoport tetszőleges
eleme, ezért S teljesen reguláris félcsoport.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S egy teljesen reguláris félcsoport. Legyen a ∈ S tetszőleges
elem. Mivel a teljesen reguláris, ezért van S-nek olyan x eleme, hogy

axa = a, és ax = xa.

A 6.2. Lemma szerint
e = ax = xa

az S félcsoport idempotens eleme. Mivel ae = ea = a és ax = xa = e, ezért az 1.41. Tétel
szerint

Ge = {s ∈ S : s = se = es, és (∃s′ ∈ S) ss′ = s′s = e}

S-nek olyan részcsoportja, amely tartalmazza S mindazon részcsoportjait, amelyekben e
egységelem. Az világos, hogy

a ∈ Ge.

Ebből már következik, hogy S előáll részcsoportjainak uniójaként.
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6.17. Defińıció Egy S félcsoport valamely a elemét bal [jobb] egyszerűśıthetőnek nevez-
zük, ha minden x, y ∈ S elem esetén az ax = ay [xa = ya] feltételből x = y következik.
Ha egy félcsoport minden eleme bal [jobb] egyszerűśıthető, akkor a félcsoportot bal [jobb]
egyszerűśıtéses félcsoportnak nevezzük. Ha egy félcsoport bal egyszerűśıtéses is és jobb
egyszerűśıtéses is, akkor egyszerűśıtéses félcsoportnak nevezzük.

6.18. Tétel Minden egyszerűśıtéses, reguláris félcsoport szükségképpen csoport.

Bizonýıtás. Legyen S egyszerűśıtéses, reguláris félcsoport. Akkor tetszőleges a ∈ S
elemhez van olan x ∈ S elem, hogy axa = a teljesül. Így tetszőleges b ∈ S elem
esetén axab = ab, amiből a bal egyszerűśıthetőség miatt xab = b adódik. Ekkor viszont
bxab = b2, amiből a jobb egyszerűśıthetőség miatt bxa = b adódik. Tehát xa az S félcso-
port egységeleme. Tehát minden a ∈ S elem esetén van olyan x ∈ S elem, hogy xa az S
egységeleme. Az x elem tehát az a elem bal oldali inverze. Ebből már következik, hogy
S csoport.

6.4. Inverz félcsoportok

6.19. Defińıció Egy S félcsoportot inverz félcsoportnak nevezünk, ha minden elemének
van egy és csak egy inverze.

6.20. Tétel Tetszőleges S félcsoport esetén az alábbi feltételek egymással ekvivalensek:

(1) S reguláris félcsoport, amelynek idempotens elemei egymással felcserélhetőek.

(2) S minden fő jobb ideálja és minden fő bal ideálja egyetlen idempotens elemmel
generálható.

(3) S inverz félcsoport.

Bizonýıtás. (1)-ből következik (2): Legyen S olyan reguláris félcsoport, melynek idem-
potens elemei egymással felcserélhetőek. A 6.4. Tétel miatt S minden fő bal oldali és fő
jobb oldali ideálja idempotens elemmel generálható. Tegyük fel, hogy Se = Sf teljesül
valalmely S-beli e és f idempotens elemekre. Akkor megadhatók olyan x, y ∈ S elemek,
amelyekre

e = xf, f = ye

teljesül. Az első egyenlőségből

ef = (xf)f = xf 2 = xf = e,

a második egyenlőségből pedig

fe = (ye)e = ye2 = ye = f
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adódik. Ezek az egyenlőségek az e és f elemek egymással való felcserélhetősége miatt az

e = ef = fe = f

teljesülését eredményezik. Így S minden fő bal oldali ideálja egyetlen idempotenssel
generálható. Hasonló módon bizonýıtható, hogy S minden fő jobb oldali ideálja egyetlen
idempotenssel generálható. Így (1)-ből következik (2).

(2)-ből következik (3): Legyen S olyan félcsoport, amely teljeśıti a (2) feltételt.
A 6.4. Tétel miatt S reguláris félcsoport. Legyen a ∈ S tetszőleges elem. A 6.6. Lemma
szerint A-nak van legalább egy b inverze. Tegyük fel, hogy valamely S-beli c elem is
inverze a-nak. Akkor

aba = a, bab = b,

aca = a, cac = c.

A 6.4. Tétel bizonýıtását is figyelembe véve, ezekből könnyen adódik, hogy

Sba = Sa = Sca

és
abS = aS = acS.

A (2) feltétel miatt
ba = ca

és
ab = ac,

mivel a 6.2. Lemma szerint ba, ca, ab, ac idempotens elemek. A ba és ca szorzatok ugyan-
azt a fő bal oldali ideált (Sa-t), az ab és ac szorzatok pedig ugyanazt a fő jobb oldali
ideált (aS-et) generálják. Ebből pedig

b = bab = bac = cac = c

következik, azaz az a elemnek pontosan egy inverze van. Következésképpen S inverz
félcsoport.

(3)-ból következik (1): Legyen S egy inverz félcsoport. Mivel egy inverz félcsoport
reguláris, ezért csak azt kell megmutatni, hogy S bármely két idempotens eleme fel-
cserélhető. Legyenek e és f az S félcsoport tetszőleges idempotens elemei. Először
megmutatjuk, hogy ha e és f idempotens elemei S-nek, akkor ef is idempotens elem.
Legyen a egy inverze ef -nek. Akkor

(ef)a(ef) = ef

és
a(ef)a = a.
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Legyen
b = ae.

Akkor
(ef)b(ef) = (ef)a(eef) = (ef)a(ef) = ef

és
b(ef)b = (ae)(ef)(ae) = (aefa)e = ae = b.

Ezért b inverze ef -nek. Ekkor viszont

ae = a,

mivel ef -nek csak egy inverze lehet. Hasonlóan igazolható, hogy

fa = a.

Ezért
a2 = (ae)(fa) = a(ef)a = a,

azaz a idempotens elem. Mivel idempotens elem önmagának inverze, ezért

a = ef,

azaz ef idempotens elem. Hasonlóan igazolható, hogy fe is idempotens eleme. Ekkor
viszont a 6.7. Lemma miatt fe az ef inverze. Mivel ef idempotens, ezért ef önmagának
is inverze, amiből ef = fe következik. Tehát S olyan reguláris félcsoport, melynek
idempotensei egymással felcserélhetőek.

6.21. Következmény Egy S félcsoport akkor és csak akkor inverz félcsoport, ha S
minden L-osztálya és minden R-osztálya tartalmaz egy és csak egy idempotens elemet.

Bizonýıtás. Legyen S inverz félcsoport. Akkor S teljeśıti a 6.20. Tétel (3) feltételét.
Ebből viszont következik a (2) feltétel, ami annyit jelent, hogy S minden L-osztálya és
minden R-osztálya pontosan egy idempotens elemet tartalmaz.

Ford́ıtva, ha S olyan félcsoport, amelyben minden L-osztály és minden R-osztály
pontosan egy idempotens elemet tartalmaz, akkor S minden fő bal oldali ideálja és min-
den fő jobb oldali ideálja pontosan egy idempotenssel generálható, azaz S teljeśıti a
a 6.20. Tétel (2) feltételét. Ebből a feltételből következik (3) feltétel, s ezért S inverz
félcsoport.

6.22. Lemma Ha e és f egy inverz S félcsoport idempotens elemei, akkor Se ∩ Sf =
Sef(= Sfe).
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Bizonýıtás. Ha a ∈ Se ∩ Sf , akkor

ae = af = a,

és ı́gy
aef = af = a,

ami miatt
a ∈ Sef.

Tehát
Se ∩ Sf ⊆ Sef.

Ford́ıtva, ha a ∈ Sef = Sfe, akkor

aef = afe = a,

ami miatt
ae = af = a,

azaz
a ∈ Se ∩ Sf.

Tehát
Sef ⊆ Se ∩ Sf.

Következésképpen,
Se ∩ Sf = Sef.

6.23. Defińıció Egy X halmaz (·)α kölcsönösen egyértelmű parciális transzformációján
X egy Y részhalmazának egy Y ′ = (X)α részhalmazra való bijekcióját értjük. Az α
inverzét a szokásos módon értelmezzük, és α−1-gyel jelöljük, azaz (y′)α−1 = y akkor és
csak akkor, ha (y)α = y′ (y ∈ Y, y′ ∈ Y ′).

Jelölje IX az X összes kölcsönösen egyértelmű parciális transzformációinak halmazát,
beleértve az X üres részhalmazának önmagára való leképezését, amelyet 0-val jelölünk
és üres transzformációnak nevezünk. A IX halmazon definiálunk egy műveletet a követ-
kezőképpen. Legyenek α, β ∈ IX tetszőleges transzformációk. Legyen Y az α, Z pedig
a β értelmezési tartománya. Ha (Y )α ∩ Z = ∅, akkor legyen αβ = 0. Ha (Y )α ∩ Z 6= ∅,
akkor legyen αβ IX-nek az az eleme, amelynek értelmezési tartománya ((Y )α ∩ Z)α−1

és minden v ∈ ((Y )α ∩ Z)α−1 esetén legyen (v)αβ = ((v)α)β.

6.24. Lemma Tetszőleges X halmaz esetén IX inverz félcsoportot alkot a fent definiált
műveletre nézve.
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Bizonýıtás. Az asszociativitás teljesülése nyilvánvaló, ezért IX félcsoport. Mivel minden
α ∈ IX esetén αα−1α = α (és α−1αα−1 = α−1), ezért IX reguláris félcsoport. Legyen
α tetszőleges idempotens eleme IX-nek. Legyen Y az α értelmezési tartománya. Mivel
α2 értelmezési tartománya (Y ∩ Y α)α−1, ezért (Y ∩ Y α)α−1 = Y , amiből Y ∩ Y α =
Y α, s ebből pedig Y α ⊆ Y következik. Legyen a ∈ Y α tetszőleges elem. Akkor a =
bα (b ∈ Y ), s ezért aα = bαα = bα = a, azaz α identikusan hat Y α-n. Ebből az
is következik, hogy Y = Y α, mivel α bijekt́ıv. Tehát IX valamely eleme akkor és
csak akkor idempotens elem, ha identikusan hat X valamely részhalmazán. Ezért az
idempotens elemek egymással felcserélhetőek. Ebből viszont a 6.20. Tétel miatt IX
inverz félcsoport.

6.25. Defińıció A IX félcsoportot az X halmaz feletti szimmetrikus inverz félcsoportnak
nevezünk.

A csoportelméletben jól ismert az a tétel, hogy minden csoport izomorf egy permutá-
ciócsoporttal. Ennek a tételnek az inverz félcsoportokra való általánośıtása a következő
tétel.

6.26. Tétel Minden S inverz félcsoport izomorf az S feletti szimmetrikus inverz félcso-
port egy részfélcsoportjával.

Bizonýıtás. Legyen S inverz félcsoport. Minden a ∈ S elemhez rendeljük hozzá Sa−1 =
Saa−1-nek Sa = Sa−1a-ra való %a : x 7→ xa leképezését. Nyilvánvaló, hogy %a−1 Sa-t
képezi le Sa−1-re. Legyenek x ∈ Sa−1 és y ∈ Sa tetszőleges elemek. Akkor xaa−1 = x
és ya−1a = y. Ezért

(x)%a%a−1 = xaa−1 = x

és
(y)%a−1%a = ya−1a = y,

amiből következik, hogy %a és %a−1 egymás inverzei IS-ben, azaz %−1a = %a−1 . Megmutat-
juk, hogy az a 7→ %a megfeleltetés izomorfizmus. Először belátjuk, hogy a megfeleltetés
injekt́ıv. Tegyük fel, hogy %a = %b, (a, b ∈ S). Akkor Saa−1 = Sbb−1, s ezért aa−1 = bb−1,
mivel idempotensek. Ha x ∈ Saa−1, akkor xa = (x)%a = (x)%b = xb. Mivel a−1 ∈ Saa−1,
ezért a−1a = a−1b. Ekkor viszont

a = aa−1a = aa−1b = bb−1b = b.

Végül megmutatjuk, hogy a megfeleltetés művelettartó, azaz %a%b = %ab. A %ab értel-
mezési tartománya S(ab)(ab)−1. A %a%b értelmezési tartománya (Sa−1a ∩ Sbb−1)%a−1 .
Alkalmazva a 6.22. Lemmát,

Sa−1a ∩ Sbb−1 = Sa−1abb−1 = Sabb−1.
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Így
(Sa−1a ∩ Sbb−1)%a−1 = (Sabb−1)a−1 = Sabb−1a−1 = S(ab)(ab)−1.

Tehát %ab és %a%b értelmezési tartománya megegyezik. Mivel minden s ∈ S elemre

(s)%ab = s(ab) = (sa)b = (s)(%a%b),

ezért
%ab = %a%b.

Feladatok

6.1. (Megoldás: 17.19.) Mutassuk meg, hogy inverz félcsoport tetszőleges a és b elemei
esetén (ab)−1 = b−1a−1, ahol (·)−1 jelöli egy S-beli elem (Neumann-féle) inverzét.

6.2. (Megoldás: 17.20.) Mutassuk meg, hogy egy kommutat́ıv reguláris félcsoport rész-
csoportok úniója.

6.3. (Megoldás: 17.21.) Mutassuk meg, hogy egyetlen idempotens elemet tartalmazó
reguláris félcsoport szükségképpen csoport.
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7. fejezet

Jobb egyszerű és jobb 0-egyszerű
félcsoportok

7.1. Defińıció Egy S félcsoport S-től különböző jobb oldali [bal oldali] ideáljait való-
di jobb oldali [bal oldali] ideáloknak nevezzük. Egy félcsoportot jobb [bal] egyszerűnek
nevezünk, ha nincs valódi jobb [bal] oldali ideálja.

7.2. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor jobb [bal] egyszerű, ha aS = S (Sa = S)
teljesül minden a ∈ S eleme esetén.

Bizonýıtás. Legyen S jobb egyszerű félcsoport. Tetszőleges a ∈ S elem esetén, aS az S
egy jobb oldali ideálja, s ezért

aS = S.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy minden a ∈ S elem esetén aS = S. Legyen R tetszőleges
jobb oldali ideálja S-nek. Akkor tetszőleges a ∈ R elem esetén

S = aS ⊆ RS ⊆ R,

azaz az R ⊆ S tartalmazás miatt
R = S

következik. Tehát S jobb egyszerű.

7.3. Tétel Egy félcsoport akkor és csak akkor csoport, ha jobb egyszerű és bal egyszerű.

Bizonýıtás. A 7.2. Tétel és az 1.25. Tétel felhasználásával a tétel álĺıtása nyilvánvaló.

7.4. Tétel Minden kommutat́ıv egyszerű félcsoport csoport.

Bizonýıtás. Ha S kommutat́ıv egyszerű félcsoport, akkor bal egyszerű is és jobb egyszerű
is, s ezért a 7.3. Tétel miatt S egy csoport.
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7.5. Megjegyzés Ha egy S félcsoportnak van 0 nulleleme, akkor {0} az S bal oldali és
jobb oldali ideálja; az S-től és {0}-tól különböző bal-, illetve jobb oldali ideálokat valódi
bal-, illetve jobb oldali ideáloknak nevezzük. Ha S-ben nincs valódi bal-, illetve valódi jobb
oldali ideál, akkor S-nek nincs valódi ideálja, s ezért a 4.5. Megjegyzés szerint S2 = S
vagy S2 = {0}. Ezen utóbbi esetben S-nek legfeljebb két eleme van.

7.6. Defińıció Egy nullelemes S félcsoportot jobb 0-egyszerűnek [bal 0-egyszerűnek] ne-
vezünk, ha S2 6= {0} és S-nek nincs valódi jobb [bal] oldali ideája.

7.7. Tétel Legyen S egy nullelemes félcsoport. S jobb 0-egyszerű [bal 0-egyszerű] akkor
és csak akkor, ha S − {0} jobb egyszerű [bal egyszerű] félcsoport.

Bizonýıtás. Legyen S tetszőleges nullelemes félcsoport. Tegyük fel, hogy S jobb 0-
egyszerű. Tegyük fel, hogy a és b az S félcsoport olyan nem nulla elemei, amelyekre
ab = 0 teljesül. Akkor

Za = {x ∈ S : ax = 0}

az S félcsoport b-t tartalmazó jobb oldali ideálja, amely egyenlő S-sel az S félcsoport
jobb 0-egyszerűsége miatt. Ekkor viszont aS = {0}, amiből következik, hogy

Z = {x ∈ S : xS = {0}}

az S félcsoport a-t tartalmazó jobb oldali ideálja. Mivel S jobb 0-egyszerű, ezért

Z = S.

Ez viszont azt eredményezi, hogy
S2 = {0},

ami ellentmondás. Tehát S-ben a nemnulla elemek egy részfélcsoportot alkotnak. Legyen
B tetszőleges jobb oldali ideálja S − {0}-nak. Akkor

{0} 6= B ∪ {0}

jobb oldali ideálja S-nek, és ı́gy
B ∪ {0} = S.

Ebből
B = S − {0}

adódik. Tehát S − {0} jobb egyszerű félcsoport.
Ford́ıtva, legyen S − {0} jobb egyszerű félcsoport. Akkor

(S − {0})2 = S − {0}.
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Így
S2 6= {0}.

Legyen B tetszőleges nemnulla jobb oldali ideálja S-nek. Az világos, hogy 0 ∈ B. Mivel
B − {0} jobb oldali ideálja az S − {0} félcsoportnak, ezért

B − {0} = S − {0}

az S − {0} félcsoport jobb egyszerűsége miatt. Így

B = S.

Tehát S jobb 0-egyszerű. Ezzel a tételt bebizonýıtottuk a jobb oldali esetre. A bal oldali
eset bizonýıtása hasonlóan végezhető el.

7.8. Megjegyzés Az előző tétel alapján a jobb 0-egyszerű, illetve a bal 0-egyszerű fél-
csoportokat megkaphatjuk, ha a jobb egyszerű, illetve a bal egyszerű félcsoportokhoz null-
elemet adjungálunk.

7.9. Tétel Egy 0-elemes S félcsoport akkor és csak akkor bal [jobb] 0-egyszerű, ha tet-
szőleges a ∈ S \ {0} elem esetén Sa = S [aS = S].

Bizonýıtás. Legyen S egy 0-elemes félcsoport. A 7.7. Tétel szerint S bal 0-egyszerű akkor
és csak akkor, ha G = S \ {0} bal egyszerű félcsoport. Ezért ha S bal 0-egyszerű, akkor
tetszőleges a ∈ G elem esetén

Sa = ({0} ∪G)a = {0} ∪Ga = {0} ∪G = S,

felhasználva a 7.2. Tételt is. Ford́ıtva, ha minden a ∈ S \ {0} elem esetén Sa = S, akkor
tetszőleges L 6= {0} bal oldali ideál tetszőleges a 6= 0 elemére

S = Sa ⊆ L

adódik, s ezért azt kapjuk, hogy
L = S,

amiből már következik, hogy S bal 0-egyszerű.

7.10. Tétel Tetszőleges 0-elemes S félcsoporton a következő feltételek egymással ekviva-
lensek.

(1) S jobb 0-egyszerű és bal 0-egyszerű;

(2) G = S − {0} csoport, és ı́gy S a G csoportból egy nullelem adjungálásával áll elő.
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Bizonýıtás. Legyen S egy 0-elemes félcsoport. Tegyük fel, hogy S jobb 0-egyszerű és
bal 0-egyszerű. Akkor a 7.7. Tétel miatt G = S \ {0} bal egyszerű és jobb egyszerű
félcsoport. A 7.3. Tétel miatt G egy csoport.

Ford́ıtva, ha S \ {0} csoport, akkor minden a ∈ G elem esetén

aS = a({0} ∪G) = {0} ∪G = S.

Hasonlóan adódik, hogy
Sa = S.

A 7.9. Tétel miatt S jobb- és bal 0-egyszerű.

7.1. Idempotens elemet tartalmazó jobb egyszerű fél-

csoportok

7.11. Lemma Jobb egyszerű félcsoport minden idempotens eleme bal oldali egységelem.

Bizonýıtás. Legyen e egy jobb egyszerű S félcsoport tetszőleges idempotens eleme. Mivel
S jobb egyszerű, ezért tetszőleges a ∈ S elemhez megadható S-nek olyan x eleme, melyre

ex = a

teljesül. Így,
ea = e(ex) = e2x = ex = a

minden a ∈ S elemre. Tehát e bal oldali egységeleme S-nek.

A következőkben azokkal a jobb egyszerű félcsoportokkal foglalkozunk, amelyek tar-
talmaznak legalább egy idempotens elemet (ilyenek például a véges jobb egyszerű félcso-
portok).

7.12. Lemma Ha S olyan jobb egyszerű félcsoport, amely tartalmaz legalább egy idem-
potens elemet, akkor S bal egyszerűśıtéses.

Bizonýıtás. Jelöljön S egy olyan jobb egyszerű félcsoportot, amely tartalmaz legalább
egy idempotens elemet. Legyenek a, b, c ∈ S tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy

ca = cb.

Legyen f ∈ ES tetszőleges idempotens elem. A 7.11. Tétel szerint f az S bal oldali
egységeleme. Mivel S jobb egyszerű, ezért van S-nek olyan x eleme, hogy

cx = f.
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Legyen
e = xc.

Akkor
e2 = xcxc = xfc = xc = e,

azaz
e ∈ ES,

felhasználva azt is, hogy f az S bal oldali egységeleme. Igy

a = ea = xca = xcb = eb = b.

Tehát S bal egyszerűśıtéses.

7.13. Lemma Legyen S jobb egyszerű félcsoport, e ∈ S tetszőleges idempotens elem.
Akkor Se csoport.

Bizonýıtás. Legyen e egy jobb egyszerű S félcsoport tetszőleges idempotens eleme.
A 7.11. Tétel miatt e bal oldali egységeleme S-nek. Így az Se részfélcsoportnak e bal
oldali egységeleme. Mivel minden a ∈ Se elem a = se alakban irható valamely s ∈ S
elemmel, ezért

ae = (se)e = se2 = se = a,

azaz e az Se részfélcsoportban jobb oldali egységelem is. Tehát Se egységelemes félcso-
port (benne e az egységelem). Legyen

a ∈ Se

tetszőleges elem. Mivel S jobb egyszerű, ezért van olyan x ∈ S elem, hogy

ax = e.

Ebből
a(xe) = (ax)e = e2 = e

adódik. Tehát xe ∈ Se az a ∈ Se elem jobb oldali inverze. Ebből már következik
az 1.25. Tétel szerint, hogy Se az S félcsoport részcsoportja.

7.14. Defińıció Egy S félcsoportot jobbcsoportnak nevezünk, ha jobb egyszerű és bal
egyszerűśıtéses.

7.15. Lemma Egy S félcsoport akkor és csak akkor jobbcsoport, ha az ax = b egyenlet-
nek van egy és csak egy megolása S-ben minden (a, b) ∈ S × S elempár esetén.
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Bizonýıtás. A Lemma álĺıtása a jobbcsoport defińıciójának, illetve a 7.2. Tételnek köz-
vetlen következménye.

Könnyen ellenőrizhető, hogy minden csoport jobbcsoport, illetve minden jobbzéró
félcsoport is jobbcsoport.

7.16. Tétel Tetszőleges S félcsoportra a következő feltételek egymással ekvivalensek:

(1) S jobbcsoport.

(2) S jobb egyszerű, és tartalmaz legalább egy idempotens elemet.

(3) S egy csoportnak és egy jobbzéró félcsoportnak a direkt szorzata.

Bizonýıtás. (1)-ből következik (2): Minden jobbcsoport jobb egyszerű defińıció szerint,
ezért csk azt kell megmutatni, hogy minden jobbcsoport tartalmaz legalább egy idempo-
tens elemet. Legyen a egy S jobbcsoport tetszőleges eleme. S jobb egyszerűsége miatt
van olyan e ∈ S elem, hogy

ae = a,

és ı́gy
ae2 = ae,

amiből
e2 = e

következik S bal egyszerűśıthetősége miatt. Tehát e az S félcsoport idempotens eleme.
(2)-ből következik (3): Legyen S olyan tetszőleges jobb egyszerű félcsoport, amely

tartalmaz legalább egy idempotens elemet. A 7.11. Lemma szerint S minden idempo-
tens eleme az S bal oldali egységeleme. A 7.12. Lemma szerint S bal egyszerűśıtéses.
A 7.13. Lemma szerint minden S-beli e idempotens elem esetén Se az S részcsoportja.

A bizonýıtás további részében legyen e az S egy rögźıtett idempotens eleme. Jelölje
G az Se részcsoportot. Mivel ES minden eleme az S bal oldali egységeleme, ezért ES az
S jobbzéró részfélcsoportja. Meg fogjuk mutatni, hogy a G csoportnak az ES jobb zéró
félcsoporttal képezett G×ES direkt szorzata izomorf S-sel. Pontosabban, megmutatjuk,
hogy

Φ : (g, f) 7→ gf

a G× ES direkt szorzatnak S-re való izomorfizmusa. Mivel

Φ((g1, f1)(g2, f2)) = Φ((g1g2, f1f2)) = Φ((g1g2, f2)) =

= (g1g2)f2 = g1f1g2f2 = Φ((g1, f1))Φ((g2, f2)),
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ezért Φ a G×ES direkt szorzatnak az S félcsoportba való homomorfizmusa. Tegyük fel,
hogy

Φ((g1, f1)) = Φ((g2, f2)),

azaz
g1f1 = g2f2.

Akkor
g1 = g1e = g1f1e = g2f2e = g2e = g2

és ı́gy
g2f2 = g1f1 = g2f1.

Mivel S bal egyszerűśıtéses, ezért
f2 = f1.

Tehát
(g1, f1) = (g2, f2),

és ezért Φ injekt́ıv. Már csak azt kell megmutatni, hogy Φ szürjekt́ıv. Legyen a ∈ S
tetszőleges elem. Akkor ax = a valamely x ∈ S-re, amiből ax2 = ax, ebből pedig x2 = x
következik (ez utóbbi az S bal egyszerűśıthetősége miatt). Igy x ∈ ES, és

Φ((ae, x)) = aex = ax = a.

Tehát Φ szürjekt́ıv. Így S ∼= G× ES.
(3)-ból következik (1): A bizonýıtás triviális, mivel egy csoport és egy jobbzéró fél-

csoport jobbcsoport, ezért azok direkt szorzata is jobbcsoport.

7.17. Tétel Egy félcsoport akkor és csak akkor jobbcsoport, ha olyan diszjunkt részcso-
portjainak uniója, melyek egységelemei a félcsoport jobbzéró részfélcsoportját alkotják.

Bizonýıtás. Legyen S jobbcsoport. Akkor a 7.11. Tétel miatt S minden idempotens
eleme bal oldali egységelem, s ezért S idempotenseinek ES halmaza az S félcsoport egy
jobbzéró részfélcsoportját alkotja. Legyenek a ∈ S és e ∈ ES tetszőleges elemek. Mivel
S jobb egyszerű, ezért megadható olyan x ∈ S elem, amelyre ax = e teljesül. Ebből
axa = ea = a adódik, mivel e bal oldali egységeleme S-nek. Megszorozva ezen utóbbi
egyenlőséget x-szel balról, azt kapjuk, hogy (xa)2 = xa, azaz, f = xa ∈ ES. Így
a = axa = af ∈ Sf . Mivel Sf részcsoportja S-nek (lásd a 7.13. Tételt), ezért azt kaptuk
eredményként, hogy S minden eleme benne van S egy részcsoportjában. Így S diszjunkt
részcsoportok uniója, s a részcsoportok egységelemei (azaz az S idempotens elemei) az
S egy jobbzéró részfélcsoportot alkotják.

Ford́ıtva, legyen S olyan félcsoport, amely olyan diszjunkt részcsoportjainak uniója,
amelyek egységelemei az S félcsoport jobbzéró részfélcsoportját alkotják. A felbontásban
szereplő részcsoportok az S maximális részcsoportjai. A 7.16. Tétel szerint elegendő
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azt megmutatni, hogy S jobb egyszerű. Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek. Akkor
megadhatók olyan S-beli e és f idempotens elemek, hogy

a ∈ Ge és b ∈ Gf ,

ahol Ge és Gf jelölik S azon maximális részcsoportjait, amelyek egységelemei az e, illetve
az f idempotens elemek. Jelöljék

a−1 ∈ Ge, b−1 ∈ Gf

az a, illetve b elemek inverzeit (Ge-ben, illetve Gf -ben). Akkor

aa−1b = eb = e(fb) = (ef)b = fb = b,

és ı́gy
b ∈ aS.

Mivel b az S félcsoport tetszőleges eleme, ezért

Sa = S.

Tehát S minden a eleme esetén Sa = S, amiből a 7.2. Tétel miatt az következik, hogy
S jobb egyszerű.

7.18. Tétel Idempotens elemet tartalmazó jobb egyszerűśıtéses jobb egyszerű félcsoport
csoport.

Bizonýıtás. Ha egy jobb egyszerű S félcsoport tartalmaz egy idempotens elemet, akkor
a 7.16. Tétel miatt S egy e egységelemű G csoportnak és egy R jobbzéró félcsoportnak
a direkt szorzata. Mivel (e, b)(e, a) = (e, c)(e, a) tetszőleges a, b, c ∈ R elemekre, ezért,
ha S jobb egyszerűśıtéses is, akkor b = c teljesül (minden b, c ∈ R elemre). Így |R| = 1,
s ezért S izomorf a G csoporttal.

7.2. Idempotens elemet nem tartalmazó jobb egysze-

rű félcsoportok

7.19. Tétel Ha S egy olyan jobb egyszerű félcsoport, amely nem tartalmaz idempotens
elemet, akkor S minden L-osztálya egy elemet tartalmaz.

Bizonýıtás. Legyenek a és b egy idempotens elem nélküli jobb egyszerű félcsoport olyan
elemei, amelyek esetén

S1a = S1b.
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Akkor megadhatók olyan x, y ∈ S1 elemek, hogy

a = xb és b = ya.

Tegyük fel, hogy a 6= b. Akkor az x, y 6= 1, és ı́gy xy ∈ S. Ekkor viszont

a = xya,

ahol xy ∈ S. Mivel S jobbegyszerű, ezért

aS = S,

s ı́gy van olyan u ∈ S elem, hogy
xy = au.

Ebből és az előbbi egyenlőségből
a = aua,

amiből pedig
(au)2 = xyau = au

következik. Tehát au az S félcsoport idempotens eleme, ellentmondva az S-re vonatkozó
feltételnek. Így a = b. Következésképpen S minden L-osztálya egy elemet tartalmaz.

7.20. Tétel Ha S egy olyan jobb egyszerű félcsoport, amely nem tartalmaz idempotens
elemet, akkor S minden a és b eleme esetén az ax = b egyenletnek S-ben végtelen sok
megoldása van.

Bizonýıtás. Legyen S olyan jobb egyszerű félcsoport, amely nem tartalmaz idempotens
elemet. Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek. Jelölje Ma ⊆ S az ax = b egyenlet
megoldásainak (nemüres) halmazát. Mivel bS = S is teljesül, ezért megadható olyan
y ∈ S elem, hogy

by = a.

Tekintsük a
ϕ : x 7→ xyx

leképezést (x ∈Ma). Az ax = b és by = a egyenlőségekből

axy = a,

ezen utóbbi egyenlőségből pedig

aϕ(x) = a(xyx) = ax = b

adódik. Tehát
ϕ(Ma) ⊆Ma.
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Az világos, hogy ϕ-nek nincs fixpontja Ma-ben. Ugyanis, ha valamely x ∈ Ma elem
esetén fennállna az xyx = x egyenlőség, akkor xy az S félcsoport idempotens eleme
lenne, ami nem lehet az S-re vonatkozó feltételek miatt. Tetszőleges x ∈ Ma elemmel
képezzük az M elemeiből álló

ϕ(0)(x) = x, ϕ(1)(x) = ϕ(x), . . . , ϕ(n+1)(x) = ϕ(ϕ(n)(x)), . . . (7.1)

sorozatot. Az világos, hogy
ϕ(m)(x) ∈ xSx

minden m pozit́ıv egész számra. Tegyük fel, hogy

ϕ(n)(x) = ϕ(m)(x)

valamely n > m nemnegat́ıv egész számra. Akkor

ϕ(m)(x) = ϕ(n)(x) = ϕ(n−m)(ϕ(m)(x)) ∈ ϕ(m)(x)Sϕ(m)(x),

amiből azt kapjuk, hogy (ϕ(m)(x))s az S félcsoport idempotens eleme valamely s ∈ S
elemmel. Ez ellentmond annak a feltételnek, hogy S-nek nincs idempotens eleme. Tehát
a (7.1) sorozat elemei az Ma halmaz páronként különböző elemei. Az Ma halmaz tehát
végtelen sok elemet tartalmaz.

7.21. Tétel Ha S egy olyan jobb egyszerű félcsoport, amely nem tartalmaz idempotens
elemet, akkor S minden eleme az S végtelen sok különböző fő balideáljának eleme.

Bizonýıtás. Legyen b egy idempotens elem nélküli jobb egyszerű félcsoport tetszőleges
eleme. Rögźıtett a ∈ S elem esetén jelölje Ma az ax = b egyenlet összes S-beli megoldá-
sainak halmazát. Az előző tétel miatt Ma végtelen sok elemet tartalmaz. Ha u és v az
Ma különböző elemei, akkor

b = au ∈ Su
és

b = av ∈ Sv,
valamint a 7.19. Tétel szerint Su 6= Sv. Így b végtelen sok különböző fő balideál eleme.

7.22. Tétel Ha S egy olyan jobb egyszerű félcsoport, amely nem tartalmaz idempotens
elemet, akkor S minden x eleme esetén Sx is idempotens elem nélküli jobb egyszerű
félcsoport.

Bizonýıtás. Legyen x ∈ S tetszőleges. Az világos, hogy Sx olyan részfélcsoportja S-nek,
amely nem tartalmaz idempotens elemet. Legyen a ∈ Sx tetszőleges eleme. Mivel S
jobbegyszerű, ezért

aS = S.

Így
a(Sx) = (aS)x = Sx.

Tehát a 7.2. Tétel szerint Sx jobb egyszerű.
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A továbbiakban azokkal az idempotens elem nélküli jobb egyszerű félcsoportokkal
foglalkozunk, amelyek jobb egszerűśıtésesek. Példa ilyen félcsoportra az ún. Baer-Levi
félcsoport.

7.3. Baer-Levi félcsoportok

7.23. Defińıció Jelöljenek p ≥ q tetszőleges végtelen számosságokat. Egy S félcsoportot
(p, q)-t́ıpusú Baer-Levi félcsoportnak nevezünk, ha megadható olyan p számosságú A hal-
maz, hogy S az A halmaz önmagába való mindazon injekt́ıv η leképezéseinek félcsoportja
(a leképezések kompoźıciójára nézve), amelyek esetén az A \ Aη halmaz számossága q.

7.24. Tétel Tetszőleges p ≥ q számosságok esetén létezik (p, q)-t́ıpusú Baer-Levi félcso-
port.

Bizonýıtás. Legyen A egy p számosságú halmaz. Legyenek ξ és η az A önmagába való
olyan injekt́ıv leképezései, amelyekre az A \ Aξ és A \ Aη halmazok számossága q. A
tétel bizonýıtásához meg kell mutatni, hogy az A \Aξη halmaz számossága is q. Mivel η
injekt́ıv, ezért A\Aξ-t injekt́ıv módon képezi le Aη\Aξη-ra, és ı́gy |A\Aξ| = |Aη\Aξη|.
Mivel

A \ Aξη = (A \ Aη) ∪ (Aη \ Aξη),

és a jobb oldalon álló két diszjunkt halmaz mindegyikének a végtelen q a számossága,
ezért az A \ Aξη halmaz számossága is q.

7.25. Tétel Minden Baer-Levi félcsoport idempotens elem nélküli, jobb egyszerűśıtéses
és jobb egyszerű.

Bizonýıtás. Legyen S egy (p, q)-t́ıpusú Baer-Levi félcsoport, azaz egy p számosságú A
halmaz önmagába való mindazon injekt́ıv η leképezéseinek félcsoportja, amelyek esetén
az A \ Aη halmaz számossága q. Tetszőleges η ∈ S leképezésre

|A \ Aη| = |Aη \ Aη2|.

A q jelentése miatt
η2 6= η.

Így az S félcsoportnak nincs idempotens eleme.
A következőkben megmutatjuk, hogy S jobb egyszerű. Legyenek α és β tetszőleges

S-beli elemek. Jelölje γ az A halmaz önmagába való olyan leképezését, amely tetszőleges
x ∈ A elem esetén az xα elemhez az xβ elemet rendeli, az A \Aα halmaz elemein pedig
a következőképpen hat: mivel |A \ Aα| = |A \ Aβ| = q, ezért van az A \ Aα halmaznak
az A \Aβ halmazba olyan δ injekt́ıv leképezése, amely esetén az (A \Aβ) \ ((A \Aα)δ)
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halmaz számossága q; tetszőleges y ∈ A \Aα elem esetén legyen yγ = yδ. Világos, hogy
γ az S egy eleme és

αγ = β.

Így
αS = S

tetszőleges α ∈ S elem esetén. A 7.2. Tétel szerint S jobb egyszerű félcsoport.
Már csak azt kell megmutatni, hogy S jobb egyszerűśıtéses. Tegyük fel, hogy

αβ = γβ

teljesül az S félcsoport valamely α, β, γ elemeire. legyen x az A halmaz tetszőleges eleme.
Akkor

xαβ = xγβ.

Mivel β injekt́ıv, ezért
xα = xγ,

amiből már következik, hogy
α = γ.

7.26. Lemma Legyen S egy idempotens elem nélküli jobb egyszerű félcsoport. Akkor
tetszőleges x, y ∈ S esetén xy 6= y.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy
xy = y

teljesül valamely x, y ∈ S elemekre. Mivel S jobb egyszerű, ezért

yS = S,

és ezért van olyan z ∈ S elem, hogy

yz = x.

Ebből viszont
x2 = x(yz) = (xy)z = yz = x

következik, azaz x az S félcsoport idempotens eleme. Ez viszont ellentmond annak a
feltételnek, hogy S nem tartalmaz idempotens elemet. Tehát igaz a lemma álĺıtása.

7.27. Lemma Legyen S egy idempotens elem nélküli jobb egyszerűśıtéses, jobb egyszerű
félcsoport. Akkor tetszőleges x ∈ S elem esetén |S \ Sx| = |S|.
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Bizonýıtás. Mivel minden véges félcsoport tartalmaz legalább egy idempotens elemet,
ezért a feltétel miatt S szükségképpen végtelen számosságú. Legyen s ∈ S tetszőleges
elem. Legyen φ az S félcsoport önmagába való azon leképezése, amely tetszőleges x ∈ S
elemhez hozzárendel egyet azon x′ ∈ S elemek közül, amelyekre xx′ = s teljesül. Mivel
S jobb egyszerű, ezért xS = S, s emiatt van legalább egy olyan x′ ∈ S elem, ami az
xx′ = s feltételnek eleget tesz. Ha

φ(x) = φ(y),

akkor
xφ(x) = s = yφ(y) = yφ(x),

amiből az S félcsoport jobb egyszerűśıthetősége miatt

x = y

következik. Tehát a φ leképezés injekt́ıv. Így

|S| = |φ(S)|.

Megmutatjuk, hogy φ(S)∩ Ss = ∅. Tegyük fel, indirekt módon, hogy van S-nek olyan z
eleme, amely benne van a φ(S) ∩ Ss halmazban. Akkor

z = φ(x) = ys

valamely x, y ∈ S elemekre. Ekkor viszont

s = xφ(x) = xys,

ami ellentmond a 7.26. Lemmának. Így valóban igaz, hogy

φ(S) ∩ Ss = ∅,

és ezért
φ(S) ⊆ S \ Ss.

Emiatt viszont
|S| = |φ(S)| ≤ |S \ Ss| ≤ |S|,

azaz
|S \ Ss| = |S|

adódik.

7.28. Tétel Legyen S idempotens elem nélküli, jobb egyszerűśıtéses, jobb egyszerű félcso-
port. Akkor S-et be lehet ágyazni egy (p, p)-t́ıpusú Baer-Levi félcsoportba, ahol p = |S|.
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Bizonýıtás. Az 5.14. Lemma szerint az S félcsoport kiterjesztett jobbreguláris repre-
zentációja, azaz az egységelemes S1 félcsoport reguláris reprezentációjának S-re való
leszűḱıtése az S félcsoport egy hű reprezentációja. Ennél a reprezentációnál az S tet-
szőleges s eleméhez az S1 félcsoport s eleméhez tartozó %s belső jobb transzlációja van
hozzárendelve, azaz S1-nek a

%s :

{
1 7→ s

x 7→ xs, x ∈ S

módon definiált önmagába való leképezése. Erre a leképezésre

|S1 \ (S1)%s| = |S1 \ (s ∪ Ss)| = |S \ Ss|

teljesül, mivel |S| végtelen Így, használva a 7.27. Lemmát is, azt kapjuk, hogy

|S1| = |S| = |S \ Ss| = |S1 \ (S1)%s|.

Ez viszont azt jelenti, hogy %s eleme annak a (p, p)-t́ıpusú Baer-Levi félcsoportnak (p =
|S|), amely S1 önmagába való leképezéseiből áll.

Bizonýıtás nélkül közöljük a következő tételt (lásd a [6] könyv Theorem 8.8. tételét).

7.29. Tétel Egy S félcsoportot akkor és csak akkor lehet beágyazni egy idempotens elem
nélküli jobb egyszerűśıtéses, jobb egyszerű félcsoportba, ha S idempotens elem nélküli jobb
egyszerűśıtéses félcsoport.

Feladatok

7.1. (Megoldás: 17.22.) Mutassuk meg, hogy bal egyszerű félcsoport minden jobb
unitér részfélcsoportja bal egyszerű!

7.2. (Megoldás: 17.23.) Mutassuk meg, hogy ha N unitér, H pedig reflex́ıv unitér
részfélcsoportja egy S bal egyszerű félcsoportnak, akkor N ∩H 6= ∅.

7.3. (Megoldás: 17.24.) Mutassuk meg, hogy ha H és N egy S bal egyszerű félcsoport
olyan reflexiv, unitér részfélcsoportjai, melyeknek nincs nemtriviális csoport-homomorf
képük, akkor N = H.
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8. fejezet

Egyszerű és 0-egyszerű félcsoportok

Az egyszerű, illetve 0-egyszerű félcsoport fogalmakat korábban már definiáltuk (4.1. De-
fińıció, 4.6. Defińıció). Ebben a fejezetben részletes vizsgálataikkal foglalkozunk.

8.1. Egyszerű félcsoportok

8.1. Tétel Ha egy S félcsoport előáll minimális jobb oldali ideáljainak uniójaként, akkor
S egyszerű félcsoport.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy egy S félcsoport előáll Ri (i ∈ I) minimális jobb ideáljainak
uniójaként. Legyenek x ∈ S és y ∈ Ri tetszőleges elemek (i ∈ I). Akkor yxS az S olyan
jobb oldali ideálja, amelyik benne van az Ri minimális jobb oldali ideálban. Ezért

yxS = Ri.

Ezért
S = ∪i∈IRi = ∪y∈SyxS = SxS.

A 4.2. Tétel szerint ez azt jelenti, hogy S egyszerű félcsoport.

A következő részben az egyszerű félcsoportok egy speciális t́ıpusával foglalkozunk.

8.2. Croisot-Teissier félcsoportok

Legyenek p és q olyan végtelen számosságok, amelyekre p ≥ q teljesül. Legyen A olyan
halmaz, melynek számossága nagyobb vagy egyenlő mint p. Legyen E = {Ei : i ∈ I}
az A halmazon értelmezett páronként különböző olyan ekvivalenciarelációk halmaza,
amelyek szerint vett A/Ei faktorhalmazok mindegyike p számosságú. Az A halmaz egy
B részhalmazáról azt mondjuk, hogy E által jól szeparált, ha B számossága p és minden
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egyes Ei-nek a B-re való Ei ∩ (B×B) leszűḱıtése a B identikus relációja, azaz B minden
Ei-osztályból legfeljebb egy elemet tartalmaz. Minden i ∈ I indexre jelölje Ti az A-
nak önmagába való mindazon (·)ηi leképezéseinek halmazát, amelyekre a következők
teljesülnek:

1. ηi ◦ η−1i = Ei;

2. A-nak valamely, E által jól szeparált B részhalmaza esetén

(a) Aηi ⊆ B és

(b) |B \ Aηi| = q.

Megjegyezzük, hogy ha A-nak van E által jól szeparált részhalmaza, akkor a Ti halmaz
egyetlen i ∈ I indexre sem üres.

A következőkben egy ilyen esetre vonatkozó példát ismertetünk. Legyen I tetszőle-
ges nem üres halmaz. Jelöljön E egy végtelen p számosságú halmazt. Jelölje A az E
halmaznak önmagával képezett |I|-szeres descartes szorzatát, azaz A mindazon kiválasz-
tási függvények halmaza, amelyek minden I-beli i indexhez egy E-beli elemet rendelnek.
Tetszőleges j ∈ I index esetén legyen Ej az A halmaz következő ekvivalenciarelációja:
valamely a, b ∈ A elem akkor és csak akkor álljon relációban, ha a(j) = b(j). Az világos,
hogy

|A/Ej| = |E| = p.

Az is igaz, hogy az A halmaz mindazon b elemeinek B halmaza, amelyekre

b(i) = b(j)

teljesül minden i, j ∈ I indexre, az A-nak egy, az E által jól szeparált részhalmaza.

Ha az A halmaz tartalmaz E által jól szeparált részhalmazt, akkor a fent definiált
leképezések ∪i∈ITi halmazát CT (A, E , p, q)-val fogjuk jelölni.

8.2. Lemma CT (A, E , p, q) olyan idempotens elem nélküli félcsoportot alkot a leképezé-
sek kompoźıciójára nézve, amelyben a Ti részhalmazok jobb oldali ideált alkotnak.

Bizonýıtás. Annak bizonýıtásához, hogy CT (A, E , p, q) olyan félcsoport, amelyben a Ti
részhalmazok jobb oldali ideált alkotnak elegendő azt megmutatni, hogy tetszőleges i, j ∈
I indexek és tetszőleges ξ ∈ Ti, η ∈ Tj elemek esetén ξη ∈ Ti. Legyenek tehát i, j ∈ I és
ξ ∈ Ti, η ∈ Tj tetszőlegesek. Akkor

ξ ◦ ξ−1 = Ei, η ◦ η−1 = Ej,

továbbá megadható A-nak két olyan, E által jól szeparált X és Y részhalmaza amelyekre

Aξ ⊆ X, Aη ⊆ Y,
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valamint
|X \ Aξ| = |Y \ Aη| = q

teljesülnek. Ezen feltételekből egyrészt

(ξη) ◦ (ξη)−1 = ξ ◦ η ◦ η−1 ◦ ξ−1 = ξ ◦ Ej ◦ ξ−1 = ξ ◦ ιX ◦ ξ−1 = ξ ◦ ξ−1 = Ei

következik. Legyen
Z = Xη.

Akkor
|Z| = |X| = p,

mert X jól szeparált E által, s ezért η-nak X-re való leszűḱıtése bijekt́ıv. Mivel

Z ⊆ Aη ⊆ Y,

azaz Z benne van egy E által jól szeparált részhalmazban, valamint |Z| = p, ezért Z jól
szeparált E által. Az

Aξ ⊆ X

tartalmazás miatt
Aξη ⊆ Xη = Z.

Az η-nak X-re való leszűḱıtése bijekció, ezért

q = |X \ Aξ| = |(X \ Aξ)η| = |Xη \ Aξη| = |Z \ Aξη|.

A fentiek együtt azt eredményezik, hogy

ξη ∈ Ti.

Ezzel megmutattuk, hogy CT (A, E , p, q) olyan félcsoportot alkot a leképezések kompoźı-
ciójára nézve, amelyben a Ti részhalmazok jobb oldali ideált alkotnak.

A bizonýıtás hátalévő részében megmutatjuk, hogy a CT (A, E , p, q) félcsoport nem
tartalmaz idempotens elemet. Tegyük fel, indirekt módon, hogy a CT (A, E , p, q) félcso-
portnak van olyan ξ eleme, amelyre ξ2 = ξ teljesül. Jelölje X az A halmaz egy olyan, E
által jól szeparált részhalmazát, amelyre Aξ ⊆ X és |X \ Aξ| = q áll fenn. Mivel ξ-nek
X-re való leszűḱıtése bijekció (a jólszeparálhatóság miatt), ezért

|Xξ \ Aξ2| = q.

Mivel
Xξ ⊆ Aξ,

ezért viszont a ξ2 = ξ feltétel miatt

Xξ \ Aξ2 = ∅,

ami ellentmond az előző eredménynek, mivel q végtelen számosságot jelöl.
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8.3. Defińıció A CT (A, E , p, q) félcsoportot Croisot-Teissier-féle félcsoportnak nevez-
zük.

8.4. Lemma Egy CT (A, E , p, p) félcsoportban a Ti részhalmaz minden i ∈ I index esetén
minimális jobbideál.

Bizonýıtás. Legyen Ti (i ∈ I) egy S = CT (A, E , p, p) Croisot-Teissier-féle félcsoportot
definiáló részhalmazok egyike. Ti a 8.2. Tétel szerint az S félcsoport egy ideálja. Legyenek
ξ, η ∈ Ti tetszőleges elemek. Akkor megadható A-nak két olyan, E által jól szeparált X
és Y részhalmaza amelyekre

Aξ ⊆ X, Aη ⊆ Y,

valamint
|X \ Aξ| = |Y \ Aη| = p

teljesülnek. Definiáljuk A-nak önmagába való ζ leképezését a következőképpen. Először
ζ-nak Aξ-n való hatását értelmezzük. Tetszőleges x ∈ A esetén rendelje ζ az xξ elemhez
az xη elemet. Mivel

ξ ◦ ξ−1 = Ei = η ◦ η−1,

ezért ζ jól definiált, egyértékű leképezés. Valójában ζ az Aξ halmaznak az Aη halmazra
való bijekciója. Mivel X jól szeparált E által és mert Aξ ⊆ X, ezért minden x ∈ A elem
esetén X az xξ osztályából nem tartalmaz más elemet. Ennek az osztálynak minden
eleméhez rendelje ζ az xη elemet. Jelölje C azon Ei osztályok halmazát, amelyeknek
Aξ-vel vett metszete az üres halmaz. Mivel

|A/Ei| = p,

ezért
|C| ≤ p.

Mivel q végtelen és
|Y \ Aη| = q,

ezért megadható C-nek Y \ Aη-ba egy olyan δ bijekciója, amelyre

|(Y \ Aη) \ Cδ| = p

teljesül. Válasszunk egy ilyen δ-t, és definiáljuk ζ-t a C halmazhoz tartozó Ei osztályokon
a következőképpen: adott C-hez tartozó Ei osztály minden eleméhez ζ rendelje hozzá az
Y \ Aη halmaz azon elemét, amelyet δ az Ei osztályhoz rendelt. Az világos, hogy

ζ ◦ ζ−1 = Ei,

Aζ ⊆ Y

109



és
|Y \ Aζ| = |(Y \ Aη) \ Cδ| = p.

Mindezek miatt
ζ ∈ S = CT (A, E , p, p).

Továbbá az is nyilvánvaló, hogy
ξζ = η.

Az előzőek alapján tehát minden ξ ∈ Ti elem setén

ξS = Ti.

Ebből viszont már adódik, hogy Ti minimális jobbideálja S-nek.

8.5. Tétel Minden Croisot-Teissier-féle CT (A, E , p, p) félcsoport idempotens elem nél-
küli egyszerű félcsoport, amely Ti (i ∈ I) minimális jobbideáljainak uniója.

Bizonýıtás. Legyen CT (A, E , p, p) tetszőleges Croisot-Teissier-féle félcsoport. A 8.2. Lem-
ma szerint a CT (A, E , p, p) félcsoport nem tartalmaz idempotens elemet. A 8.4. Lemma
szerint a CT (A, E , p, p) félcsoportot definiáló Ti (i ∈ I) részhalmazok a CT (A, E , p, p)
félcsoport minimális jobb oldali ideáljai. Mivel CT (A, E , p, p) ezen jobb oldali ideálok
uniója, ezért a 8.1. Lemma szerint CT (A, E , p, q) egyszerű félcsoport.

Bizonýıtás nélkül közöljük a következő két tételt (lásd a [6] könyv Theorem 8.18. és
Theorem 8.19. tételeit).

8.6. Tétel Minden olyan idempotens elem nélküli egyszerű félcsoportot, amely tartalmaz
legalább egy minimális jobb ideált, be lehet ágyazni egy Croisot-Teissier-féle félcsoportba.

8.7. Tétel Egy S félcsoportot akkor és csak akkor lehet beágyazni egy idempotens elem
nélküli jobb egyszerű félcsoportba, ha S nem tartalmaz idempotens elemet, és tetszőleges
a, b ∈ S elemek esetén az ax = bx egyenlőségnek valamely x ∈ S elemre való teljesüléséből
az következik, hogy ay = by minden y ∈ S elemre.

8.3. 0-egyszerű félcsoportok

8.8. Lemma Legyen S olyan 0-egyszerű félcsoport, amely tartalmaz egy 0-minimális
bal oldali ideált és egy 0-minimális jobb oldali ideált. Akkor S bármely L 0-minimális
balideáljához tartozik legalább egy olyan R 0-minimális jobbideál, amelyre LR 6= {0}
teljesül.
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Bizonýıtás. Legyen L a 0-egyszerű S félcsoport tetszőleges balideálja. Mivel LS az S
kétoldali ideálja, ezért

LS = {0} vagy LS = S.

Ha LS = {0}, akkor L2 = {0}. Mivel ez ellentmond a 4.16. Lemmának, ezért LS = S.
Így Lc 6= {0} valamely c ∈ S elemre. A 4.20. Lemma duálisa szerint S 0-minimális
jobbideálok uniója. Így c ∈ R az S valamely R 0-minimális jobbideáljára. Így LR 6=
{0}.

8.9. Lemma Legyen S egy 0-egyszerű félcsoport. Akkor S tetszőleges L 0-minimális bal
oldali ideálja és tetszőleges a ∈ L \ {0} elem esetén Sa = L.

Bizonýıtás. Mivel Sa az S félcsoport L által tartalmazott bal oldali ideálja, ezért

Sa = {0} vagy Sa = L.

Mivel S 0-egyszerű, ezért az a 6= 0 feltétel miatt

SaS = S,

felhasználva a 4.7. Tételt is. Emiatt az Sa = {0} egyenlőség nem teljesülhet, ellenkező
esetben ugyanis azt kapnánk, hogy S = {0}, ami ellentmondana annak a feltételnek,
hogy S 0-egyszerű. Így csak az

Sa = L

egyenlőség teljesülhet, mint ahogy azt álĺıtottuk.

8.10. Defińıció Egy S félcsoport valamely e 6= 0 idempotens elemét primit́ıv idempotens
elemnek nevezzük, ha tetszőleges f idempotens elem esetén az f ≤ e (1.39. Megjegyzés)
feltételből f = 0 vagy f = e következik.

8.11. Lemma Legyen S egy 0-egyszerű félcsoport. Legyenek L, illetve R az S félcsoport
olyan 0-minimális bal oldali, illetve 0-minimális jobb oldali ideáljai, amelyekre LR 6= {0}
teljesül. Akkor érvényesek a következők:

(1) LR = S;

(2) RL olyan félcsoport, amely egy csoportból nullelem adjungálásával származtatható
(azaz: nullelemes csoport);

(3) RL = R ∩ L;

(4) R = eS, L = Se, RL = eSe, ahol e jelöli az RL \ {0} csoport egységelemét;

(5) Az RL \ {0} csoport e egységeleme az S egy primit́ıv idempotens eleme.
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Bizonýıtás. (1) : Mivel LR a 0-egyszerű S félcsoport nem-zéró ideálja, ezért

LR = S.

(2) : Mivel
S = S2 = LRLR,

ezért
RL 6= {0}.

Legyen
a ∈ RL \ {0}

tetszőleges elem. Akkor
a ∈ R \ {0}.

A 8.9. Lemma duálisa miatt
aS = R.

Mivel
S = LR = LaS,

ezért
La 6= {0}.

Így La az S félcsoport L által is tartalmazott nem-zéró bal oldali ideálja. Ebből

La = L

következik, mert L az S félcsoport 0-minimális bal oldali ideálja. Következésképpen

RLa = RL.

A 7.2. Tétel miatt ez azt jelenti, hogy RL bal 0-egyszerű félcsoport. A 7.7. Tétel mi-
att RL \ {0} egy bal egyszerű félcsoport, és RL ebből a 0-elem adjungálásával áll elő.
Hasonlóan igazolható, hogy RL jobb nullegyszerű félcsoport és RL \ {0} jobb egysze-
rű félcsoport. Mivel egy jobb egyszerű és egyben bal egyszerű félcsoport csoport, ezért
az előzőekből már adódik, hogy RL \ {0} az S egy részcsoportja; ebből RL a 0-elem
adjungálásával származtatható.

(3) : Mivel RL ⊆ R ∩ L nyilvánvalóan teljesül, csak az R ∩ L ⊆ RL tartalmazást
mutatjuk meg. Jelölje e az RL\{0} csoport egységelemét. A 4.41. Lemma, illetve annak
duálisa szerint (R \ {0}) ∩ (R \ {0}) az S-félcsoport ehy H-osztálya. Ez tartalmazza az
e idempotens elemet, s ezért a 4.45. Tétel szerint ez a H-osztály szükségképpen részcso-
portja S-nek. Így R ∩ L egy nullelemes csoport. Ha a ∈ R ∩ L, akkor a = ae ∈ RL,
mivel a ∈ R and e ∈ L. Tehát

R ∩ L ⊆ RL.
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(4) : Mivel e ∈ L \ {0}, ezért a 8.9. Lemma miatt

Se = L.

Hasonlóan adódik, hogy
eS = R.

Így
RL = eSSe = eSe.

(5) : Tegyük fel, hogy f az S olyan idempotens eleme, melyre

f ≤ e

teljesül. Akkor
f ∈ eSe.

Mivel (4) szerint
eSe = RL

RL pedig (2) miatt nullelemes csoport, melynek e az egységeleme, ezért f = 0 vagy f = e,
hiszen nullelemes csoportban csak két idempotens van, a nullelem és az egységelem.
Tehát e primit́ıv idempotens.

Feladatok

8.1. (Megoldás: 17.25.) Mutassuk meg, hogy egy félcsoport akkor és csak akkor kom-
mutat́ıv és 0-egyszerű, ha egy kommutat́ıv csoportból származtatható egy nullelem ad-
jungálásával.

8.2. (Megoldás: 17.26.) Mutassuk meg, hogy nincs 0-egyszerű nil félcsoport.
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9. fejezet

Teljesen egyszerű és teljesen
0-egyszerű félcsoportok

Az előző fejezet második részében vizsgált Croisot-Teissier-féle félcsoportok speciális
idempotens elem nélküli egyszerű félcsoportok. Ebben a fejezetben speciális idempo-
tens elemet tartalmazó egyszerű, illetve 0-egyszerű félcsoportokat vizsgálunk.

9.1. Defińıció Egy legalább kételemű egyszerű S félcsoportot [illetve egy 0-egyszerű S
félcsoportot] teljesen egyszerűnek [teljesen 0-egyszerűnek] nevezünk, ha tartalmaz egy
primit́ıv idempotens elemet. Az egyelemű félcsoportot teljesen egyszerűnek tekintjük.

9.1. A teljesen 0-egyszerű félcsoportok jellemzései

9.2. Lemma Legyen S egy teljesen 0-egyszerű félcsoport. Akkor S tetszőleges e pri-
mit́ıv idempotens eleme esetén L = Se, illetve R = eS az S félcsoport egy-egy olyan
0-minimális bal oldali, illetve 0-minimális jobb oldali ideálja, amelyekre teljesül, hogy
RL az S olyan 0-elemes részcsoportja, melynek egységeleme e.

Bizonýıtás. A bizonýıtás során csak azt fogjuk részletesen igazolni, hogy R = eS az S
félcsoport 0-minimális jobb oldali ideálja, mert ehhez hasonlóan igazolható, hogy L = Se
az S félcsoport 0-minimális bal oldali ideálja. Először is megjegyezzük, hogy mivel

e = e2 ∈ eS = R,

ezért
R 6= {0}.

Legyen A az S félcsoport olyan nem-null jobb oldali ideálja, amelyet az R részhalmazként
tartalmaz. Jelölje a az A egy tetszőleges elemét. Mivel

a ∈ eS,
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ezért
ea = a.

Mivel az S félcsoport 0-egyszerű és a 6= 0, ezért

SaS = S

a 4.7. Tétel szerint, s ezért megadhatók olyan x′, y′ ∈ S elemek, hogy

x′ay′ = e.

Bevezetve az
x = ex′e és y = y′e

jelöléseket, fennállnak a következő egyenlőségek:

xay = e, ex = xe = x, ye = y.

Legyen
f = ayx.

Ekkor
f 2 = ay(xay)x = ayex = ayx = f,

ef = (ea)yx = ayx = f,

fe = ay(xe) = ayx = f.

Tehát f az S félcsoport olyan idempotens eleme, amelyre

f ≤ e

teljesül. Mivel
e = e2 = x(ayx)ay = xfay,

ezért
f 6= 0,

amiből
e = f

következik, hiszen e az S félcsoport primit́ıv idempotens eleme a feltétel szerint. Így
viszont

e = ayx ∈ aS,

amiből
R = eS ⊆ aS2 ⊆ A
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következik. Ezért
A = R.

Tehát R az S félcsoport 0-minimális jobb oldali ideálja.
Mivel e 6= 0 és az S félcsoport 0-egyszerű, ezért

LR = SeeS = SeS = S 6= {0},

amiből a 8.11. Lemma szerint az következik, hogy RL\{0} az S egy részcsoportja. Mivel

0 6= e ∈ eSe = eS2e = eSSe = RL,

ezért e az RL egységeleme.

9.3. Tétel Egy 0-egyszerű félcsoport akkor és csak akkor teljesen 0-egyszerű, ha tar-
talmaz legalább egy 0-minimális bal oldali ideált és legalább egy 0-minimális jobb oldali
ideált.

Bizonýıtás. Legyen S egy teljesen 0-egyszerű félcsoport. Akkor S tartalmaz legalább egy
e primit́ıv idempotens elemet. A 9.2. Lemma szerint L = Se az S félcsoport 0-minimális
bal ideálja, R = eS pedig az S egy 0-minimális jobb oldali ideálja.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S olyan 0-egyszerű félcsoport, amely tartalmaz egy 0-
minimális bal oldali, illetve 0-minimális jobb oldali ideált. Legyen L tetszőleges 0-
minimális bal oldali ideálja S-nek. A 8.8. Lemma miatt van olyanR 0-minimális jobbideál
S-ben, amelyre

LR 6= {0}

teljesül. A 8.11. Lemma (5) feltétele miatt S tartalmaz egy primit́ıv idempotens elemet,
s emiatt S teljesen 0-egyszerű.

9.4. Következmény Minden teljesen 0-egyszerű félcsoport előáll 0-minimális bal [jobb]
oldali ideáljainak uniójaként.

Bizonýıtás. Legyen S teljesen 0-egyszerű félcsoport. Az előző tétel miatt S tartalmaz
0-minimális bal oldali és 0-minimális jobb oldali ideált. A 4.20. Tétel miatt S, mint
önmaga 0-minimális ideálja előáll 0-minimális bal oldali (hasonlóan, 0-minimális jobb
oldali) ideáljainak uniójaként.

9.5. Defińıció Egy nullelemes S félcsoportot 0-biegyszerűnek nevezünk, ha tetszőleges
nullától különböző a és b elemei esetén (a, b) ∈ D.

9.6. Tétel Minden teljesen 0-egyszerű félcsoport 0-biegyszerű és reguláris.
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Bizonýıtás. Legyen S egy teljesen 0-egyszerű félcsoport. Legyenek a, b ∈ S tetszőleges
nem-zéró elemek. Meg fogjuk mutatni, hogy a D b. A 9.4. Következmény szerint a
benne van S valamelyik L 0-minimális bal oldali ideáljában, b pedig az S valamelyik R
0-minimális jobb oldali ideáljában. A 8.9. Lemma szerint

L = Sa és R = bS.

A 4.41. Lemma, illetve annak duálisa szerint,

La = L \ {0} és Rb = R \ {0}.

A 4.7. Tétel szerint
SaS = S = SbS.

Így
S = S2 = SbSSaS ⊆ S(bSa)S,

és ezért
bSa 6= {0}.

Mivel a ∈ L és b ∈ R, ezért
bSa ⊆ R ∩ L,

amiből következik, hogy
bSa \ {0} ⊆ Rb ∩ La,

és ezért
a D b.

Tehát az S félcsoport 0-biegyszerű.
Mivel S teljesen 0-egyszerű, ezért S \{0} tartalmaz egy idempotens elemet. Mivel S \

{0} az S egy D-osztálya, és mert egy idempotens elem reguláris, ezért a 6.8. Tétel szerint
S \ {0} minden eleme reguláris. Mivel a 0-elem reguláris, ezért S reguláris félcsoport.

9.7. Tétel Legyen S egy teljesen 0-egyszerű félcsoport.

(1) Ha a ∈ S és a2 6= 0, akkor a2 ∈ Ha és Ha csoport.

(2) Ha a, b ∈ S és ab 6= 0, akkor ab ∈ Ra ∩ Lb.

(3) Ha a, b ∈ S, akkor HaHb = 0 vagy HaHb = Ra ∩ Lb; akármelyik eset is áll fenn,
mindig igaz, hogy HaHb = Hab.
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Bizonýıtás. (1) Legyen S egy teljesen 0-egyszerű félcsoport és a ∈ S tetszőleges az a2 6= 0
feltétellel. A 9.4. Következmény szerint van S-nek olyan 0-minimális L bal oldali ideálja,
hogy

a ∈ L.

Ekkor persze
0 6= a2 ∈ L

is teljesül. A 4.41. Tétel szerint L \ {0} egy L-osztálya S-nek. Mivel a2 6= 0, és ezért
a 6= 0, valamint a, a2 ∈ L \ {0}, ezért

a L a2.

Hasonlóan igazolható, hogy
a R a2.

Következésképpen
a H a2,

amiből a 4.45. Tétel miatt már következik, hogy Ha csoport.
(2) Tekintsük S két olyan a és b elemét, amelyekre

ab 6= 0

teljesül. A 9.6. Tétel miatt
a D b,

és ezért
Rb ∩ La 6= ∅.

Legyen
c ∈ Rb ∩ La

tetszőleges elem. Akkor
c2 ∈ LaRb.

A 4.40. Tétel szerint LaRb benne van az S valamely D-osztályában. Mivel a 9.6. Tétel
szerint S 0-bisimple, ezért S-nek két D-osztálya van; ezek {0} és S \{0}. Mivel a feltétel
szerint ab 6= 0, ezért csak

LaRb ⊆ S \ {0}

tartalmazás lehetséges. Így
c2 6= 0.

Jelen tétel (1) álĺıtása miatt Hc = Rb ∩ La csoport. A 4.46. Tétel miatt

ab ∈ Ra ∩ Lb.
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(3) Legyenk a és b tetszőleges S-beli elemek. Ha

ab = 0,

akkor
HaHb ⊆ LaRb = {0},

mivel a 4.40. Tétel szerint LaRb benne van az S valamely D-osztályában, de S-nek csak
két D-osztálya van, {0} és S \ {0}. Ebből viszont már következik, hogy

HaHb = {0} = H0 = Hab.

Vizsgáljuk most azt az esetet, amikor

ab 6= 0.

Jelen tétel (2) álĺıtása szerint
ab ∈ Ra ∩ Lb,

és emiatt (felhasználva a 4.46. Tételt is)

HaHb = Ra ∩ Lb = Hab.

9.8. Defińıció Egy monoidot (jelölje e az egységelemet) biciklikus félcsoportnak neve-
zünk, ha megadható olyan {a, b} kételemű részhalmaza S-nek, amely generálja S-et az
egyetlen ab = e generáló reláció mellett. Jelölése: C(a, b).

Egy C(a, b) biciklikus félcsoport minden eleme egyértelműen ı́rható bman alakban (m
és n nemnegat́ıv egészek).

9.9. Tétel Legyenek e, a, b egy S félcsoport olyan elemei, amelyekre ae = ea = a, be =
eb = b, ab = e, ba 6= e teljesülnek. Akkor az S félcsoport 〈a, b〉 részfélcsoportjának
minden eleme egyértelműen kifejezhető bman (m és n nemnegat́ıv egészek) alakban; ı́gy
〈a, b〉 biciklikus félcsoport.

Bizonýıtás. Az világos, hogy az a és b elem által generált 〈a, b〉 részfélcsoport az S egy
olyan részmonoidja, melynek e az egységeleme. Az ab = e feltétel miatt 〈a, b〉 minden
eleme kifejezhető bman alakban, ahol m és n tetszőleges nem-negat́ıv egész számok (meg-
jegyezzük, hogy a0 = b0 = e). Már csak azt kell megmutatni, hogy az ilyen alakban való
előálĺıtás egyértelmű. Ehhez először megmutatjuk, hogy az a és b elemek rendje szükség-
képpen végtelen. Tegyük fel, indirekt módon, hogy a véges rendű. Akkor megadhatók
olyan h és k pozit́ıv egész számok, hogy

ah+k = ah.
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Jobbról szorozva ezt az egyenlőséget bh-nal, az ab = e feltétel miatt

ak = e

adódik. Ekkor viszont

b = eb = akb = ak−1ab = ak−1e = ak−1

és ı́gy
ba = ak = e,

amely ellentmond a ba 6= e feltételnek. Hasonlóan igazolható, hogy b rendje végtelen.
A bizonýıtás következő lépéseként megmutatjuk, hogy az ah = bk egyenlőségnek

valamely h és k nem-negat́ıv egészekre való teljesüléséből h = k = 0 következik. Tegyük
fel, hogy

ah = bk

valamely h és k nem-negat́ıv egészekre. Akkor

ah+k = akbk = e.

A bizonýıtás előző része miatt h+ k = 0, amiből már nyilvánvaló módon következik

h = 0, k = 0.

Speciális esetként előbb megmutatjuk, hogy e egyértelműen áll elő bman formában,
azaz a bhak = e (h és k nemnegat́ıv egészek) egyenlőségből h = 0 és k = 0 következik.
Tegyük fel tehát, hogy

e = bhak

teljesül valamely h és k nemnegat́ıv egészekkel. Ha k = 0, akkor h = 0. Megmutatjuk,
hogy a k > 0 nem teljesülhet. Ugyanis, ha k > 0, akkor

b = eb = bhakb = bhak−1,

amiből az a elemmel történő jobbról való szorzás után

ba = bhak = e

adódik, ami ellentmond a ba 6= e feltételnek.
A bizonýıtás utolsó lépéseként tegyük fel, hogy

bman = biaj

teljesül valamely m,n, i, j nemnegat́ıv egészekkel. Tegyük fel, hogy i 6= m. Az általános-
ság megszoŕıtása nélkül feltehetjük, hogy i < m. Ha megszorozzuk a fenti egyenlőséget
balról ai-vel,

bm−ian = aj
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adódik. Ha j ≥ n, akkor ezen utóbbi egyenlőségnek bn-nel jobbról való szorzása után

bm−i = aj−n

adódik, ami az előzőek miatt nem lehetséges, hiszen a b elem kitevője, m−i pozit́ıv egész,
amiről az előző (speciális) bizonýıtási részben mutattuk meg, hogy nem lehetséges. Így j
és n között csak a j < n nagyságrendi viszony lehetséges. Viszont ez is ellentmondáshoz
vezet, hiszen ha a fenti bm−ian = aj egyenlőséget jobbról megszorozzuk a bj hatvánnyal,
akkor

bm−ian−j = e

adódik, ami nem lehetséges a fentiek miatt, mert m− i > 0. Ezzel a bizonýıtást elvégez-
tük.

9.10. Tétel Ha e egy 0-egyszerű, de nem teljesen 0-egyszerű S félcsoportnak valamely
nem-zéró idempotens eleme, akkor S tartalmaz olyan biciklikus részfélcsoportot, amely-
nek e az egységeleme.

Bizonýıtás. Mivel S nem teljesen 0-egyszerű, ezért az e idempotens elem nem primit́ıv.
Így van S-nek olyan nem-zéró f idempotens eleme, amelyre f < e teljesül. Ezért

ef = fe = f

és
e 6= f.

Mivel f 6= 0 és S 0-egyszerű, ezért
SfS = S,

és ezért megadhatók olyan x, y ∈ S elemek, hogy

xfy = e.

Vezessük be a következő jelöléseket:

u = exf, v = fye.

Akkor
eu = uf = u, fv = ve = v, uv = e.

Legyen
g = vu.

Akkor
g2 = vuvu = veu = vu = g,

121



fg = fvu = vu = g,

gf = vuf = vu = g.

Így g az S félcsoport olyan idempotens eleme, amelyre

g ≤ f

teljesül. Mivel f < e, ezért
g < e.

Azt kaptuk tehát, hogy az S félcsoportnak van két olyan eleme, u és v, amelyekre

uv = e

és
vu 6= e,

továbbá
ue = u = eu, ve = v = ev

teljesülnek. Akkor viszont a 9.9. Tétel szerint 〈u, v〉 az S félcsoport olyan biciklikus
részfélcsoportja, amelynek e az egységeleme.

9.11. Következmény Ha e egy egyszerű, de nem teljesen egyszerű S félcsoportnak va-
lamely idempotens eleme, akkor S tartalmaz olyan biciklikus részfélcsoportot, amelynek
e az egységeleme.

Bizonýıtás. Legyen S egy olyan egyszerű félcsoport, amely nem teljesen egyszerű. Mivel
az egyelemű félcsoportot is teljesen egyszerűnek tekintjük defińıció szerint, ezért |S| ≥
2. Az S egyszerűsége miatt ebből az is következik, hogy S nem tartalmaz nullelemet.
Legyen e az S egy idempotens eleme. Az világos, hogy az S0 félcsoport 0-egyszerű,
de nem teljesen 0-egyszerű. Továbbá, e az S0 félcsoport nem nulla idempotens eleme.
A 9.10. Tétel szerint S0-nak van olyan 〈u, v〉 biciklikus részfélcsoportja, amelynek e az
egységeleme. Az uv = e 6= 0 feltétel miatt u, v ∈ S. Így 〈u, v〉 ⊆ S.

9.12. Tétel Egy 0-egyszerű S félcsoport akkor és csak akkor teljesen 0-egyszerű, ha
minden elemének valamely hatványa benne van S valamely részcsoportjában.

Bizonýıtás. Ha S teljesen 0-egyszerű félcsoport, akkor a 9.7. Tétel szerint S minden
eleme benne van S egy részcsoportjában. Ugyanis, ha a az S tetszőleges eleme, akkor
vagy a2 = 0 vagy pedig Ha az S egy részcsoportja. Mivel {0} egyelemű részcsoportja
S-nek, ezért az a2 = 0 esetben is igaz, hogy a valamelyik hatványa a2 benne van S
valamelyik részcsoportjában.
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Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S olyan 0-egyszerű félcsoport, amelyben bármely elem
valamelyik hatványa benne van S egy részcsoportjában. Először megmutatjuk, hogy S-
nek van nem-nilpotens eleme. Legyen 0 6= a ∈ S tetszőleges elem. Akkor a 4.7. Tétel
szerint

a ∈ SaS,

és ı́gy
a = xay

valamely x, y ∈ S elemekkel. Ekkor viszont

a = xnayn

is teljesül tetszőleges n pozit́ıv egész számra. Mivel a 6= 0, ezért pl. xn 6= 0 minden
n pozit́ıv egész számra, és ı́gy x nem nilpotens elem. A feltétel szerint x valamely
hatványa benne van S egy részcsoportjában; ennek a részcsoportnak az egységeleme
nem egyenlő az S nullelemével. Akkor viszont S-nek van nem-zéró e idempotens eleme.
Ha S nem lenne teljesen 0-egyszerű, akkor a 9.10. Tétel szerint S tartalmazna egy 〈u, v〉
biciklikus részfélcsoportot e egységelemmel (uv = e, vu 6= e). Megmutatjuk, hogy ez
ellentmondásra vezet. A feltétel szerint van olyan n pozit́ıv egész szám, amelyre un benne
van S valamely részcsoportjában. Jelölje f ennek a részcsoportnak az egységelemét,
valamint x a pn elem inverzét ebben a részcsoportban. Mivel

unvn = e,

ezért
fe = funvn = unvn = e.

Mivel
xun = f,

ezért
fe = xune == xun = f.

A két egyenlőségből
e = f

adódik, és ı́gy
vn = evn = fvn = xvnvn = xe = xf = x.

Akkor viszont
vnun = xun = f = e,

ami viszont ellentmond annak, hogy a 〈u, v〉 biciklikus részfélcsoport.

9.13. Következmény Minden periodikus 0-egyszerű félcsoport teljesen 0-egyszerű.
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Bizonýıtás. Az 1.33. Tétel szerint periodikus S félcsoport minden elemének valamely
hatványa benne van S egy részcsoportjában. Így a tétel álĺıtása következik a 9.12. Té-
telből.

9.14. Tétel Minden véges 0-egyszerű félcsoport teljesen 0-egyszerű.

Bizonýıtás. Mivel minden véges félcsoport periodikus, az álĺıtás a 9.13. Tétel miatt nyil-
vánvaló.

9.2. Rees-féle mátrixfélcsoportok, a Rees-tétel

Legyen G egy csoport. Jelölje G0 (a korábbiaknak megfeleően) azt a félcsoportot, amelyet
a G csoportból úgy származtatunk, hogy ahhoz egy nullelemet adjungálunk. Legyen X
egy tetszőleges nem üres halmaz, és legyen i 7→ ai X-nek G0-ba való leképezése. Ha
ai = 0 minden i ∈ X indexre, akkor a Σi∈Xai összeget definiáljuk úgy, hogy az legyen
egyenlő a 0 elemmel. Ha aj 6= 0 valamely j ∈ X indexre, de az összes többi i ∈ X
indexre ai = 0, akkor a Σi∈Xai összeget szintén definiáljuk úgy, hogy az legyen egyenlő
az aj elemmel. Ha aj 6= 0 és ak 6= 0 teljesül valamely j 6= k indexekre, akkor a Σi∈Xai
összeget nem definiáljuk.

Legyenek I és Λ tetszőleges nem üres halmazok. A G0 feletti I × Λ t́ıpusú mátrixot
Rees-mátrixnak nevezzük, ha legfeljebb egy olyan eleme van, amely nem egyenlő a 0
elemmel. Ha ez az elem a G csoport a eleme, amely a mátrixban az i-dik sorban, illetve
a j-dik oszlopban áll (azaz az (i, j) rendezett párhoz van hozzárendelve), akkor a mátrixot
(a)ij módon is fogjuk jelölni. A (0)ij kifejezést is fogjuk használni; ez tetszőleges i ∈ I
és j ∈ Λ index esetén azt az I × Λ-t́ıpusú Rees-mátrixot fogja jelölni, amelynek minden
eleme a 0 elemmel egyenlő, azaz az I × Λ t́ıpusú nullmátrixról van szó.

Legyen P = (pλi) egy G0 feletti tetszőleges Λ × I t́ıpusú mátrix (vagyis nem fel-
tétlenül egy Rees-mátrix). A továbbiakban ezt a mátrixot szendvicsmátrixnak fogjuk
nevezni. Ha (a)ij és (b)rt tetszőleges I × Λ-t́ıpusú Rees-mátrixok, akkor a fenti végte-
len összeg defińıciója és a mátrixok szokásos szorzásának defińıciója alapján értelmezve
van az (a)ijP (b)rt mátrixszorzat. Könnyen belátható, hogy ez a szorzat megegyezik az
(apjrb)it Rees-mátrixszal.

9.15. Lemma Egy G0 nullelemes csoport feletti tetszőleges I × Λ t́ıpusú Rees-mátrixok
tetszőleges rögźıtett Λ × I-t́ıpusú P szendvicsmátrix esetén egy M0(G; I,Λ;P ) módon
jelölt félcsoportot alkotnak az (a)ij ◦ (b)rt = (a)ijP (b)rt = (apjrb)it módon definiált mű-
veletre nézve.

Bizonýıtás. A lemma előtti megjegyzés alapján nyilvánvaló.

9.16. Defińıció Az előző lemmában szereplő M0(G; I,Λ;P ) félcsoportot (a G0 null-
elemes csoport feletti I × Λ-t́ıpusú, P szendvicsmátrixú) Rees-féle mátrixfélcsoportnak
nevezzük.
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Bizonýıtás nélkül megemĺıtjük a következő tételt ([5]):

9.17. Tétel Ugyanazon G csoport feletti, M0(G; I,Λ;P ) és M0(G; I,Λ;P ′) Rees-féle
mátrixfélcsoportok izomorfak, ha létezik I-nek G-be egy i 7→ ui, valamint Λ-nak G-be egy
λ 7→ vλ leképezése úgy, hogy p′λi = vλpλiui minden i ∈ I és λ ∈ Λ indexre teljesül, ahol
P = (pλi) és P ′ = (p′λi).

9.18. Defińıció Egy P szendvicsmátrixot regulárisnak nevezünk, ha minden sorában és
minden oszlopában van legalább egy nem nulla elem.

9.19. Tétel Egy S = M0(G; I,Λ;P ) Rees-féle mátrixfélcsoport akkor és csak akkor
reguláris, ha a P szendvicsmátrix reguláris.

Bizonýıtás. Legyen S =M0(G; I,Λ;P ) egy G0 0-elemes csoport feletti P = (pλi) szend-
vicsmátrixú Rees-féle mátrixfélcsoport. Legyenek a, b ∈ G; i, j ∈ I; λ, µ ∈ Λ tetszőleges
elemek. Akkor

(a)iλ ◦ (b)jµ ◦ (a)iλ = (apλjbpµia)iλ.

Ez a szorzat akkor és csak akkor egyenlő az (a)iλ elemmel, ha

pλjbpµi = a−1.

Adott (a)iλ elemhez akkor és csak akkor létezik ilyen (b)jµ elem, ha pλj 6= 0 és pµi 6= 0
teljesül valamely j ∈ I és µ ∈ Λ indexekre; ez pedig akkor és csak akkor teljesül, ha a
P szendvicsmátrix λ-adik sora és i-dik oszlopa is tartalmaz egy-egy G-beli (nem-nulla)
elemet. Ebből már következik a tétel álĺıtása.

9.20. Defińıció Ha egy G0 feletti Λ×I-t́ıpusú reguláris P = (pλi) szendvicsmátrix esetén
megadható olyan λ0 ∈ Λ és i0 ∈ I index, hogy minden i ∈ I és minden λ ∈ Λ esetén
a pλi0 és pλ0i elemek mindegyike vagy nulla vagy megegyezik a G csoport egységeleméve,
akkor azt mondjuk, hogy a P szendvicsmátrix normált.

9.21. Lemma Minden reguláris S =M0(G; I,Λ;P ) Rees-féle mátrixfélcsoport izomorf
egy olyan S =M0(G; I,Λ;P ′) mátrixfélcsoporttal, amelyben szereplő P ′ szendvicsmátrix
normált.

Bizonýıtás. Legyen S =M0(G; I,Λ;P ) egy Rees-féle mátrixfélcsoport. A 9.17. Tételben
szereplő jelöléseket használva, legyen ui (i ∈ I) a pλ0i ∈ G elem inverze, ha pλ0i 6= 0,
egyébként pedig legyen ui = e (e a G egységeleme); legyen továbbá vλ = e minden
λ ∈ Λ indexre. Legyen Q = (qλi) az a G0 feletti Λ × I-t́ıpusú mátrix, melyben qλi =
vλpλiui. Ebben a mátrixban qλ0i = pλ0i(pλ0i)

−1 = e vagy qλ0i = 0, az ui-től függően.
A 9.17. Tétel szerint M0(G; I,Λ;P ) és M0(G; I,Λ;Q) egymással izomorfak. Ugyanezt
a gondolatmenetet alkalmazzuk Q-ra, valamely rögzitett i0 ∈ I indexre, kapunk egy
olyan G0 feletti Λ × I-t́ıpusú P ′ mátrixot, amely normált, valamint M0(G; I,Λ;Q) és
M0(G; I,Λ;P ′) egymással izomorfak. Ebből már következik a lemma álĺıtása.

125



9.22. Tétel Legyen S =M0(G; I,Λ;P ) egy Rees-féle mátrixfélcsoport. Akkor a követ-
kező feltételek egymással ekvivalensek.

(1) S 0-egyszerű.

(2) S reguláris.

(3) S teljesen 0-egyszerű.

Bizonýıtás. Legyen S =M0(G; I,Λ;P ) egy Rees-féle mátrixfélcsoport. Tegyük fel, hogy
S nem reguláris. Akkor a 9.19. Tétel szerint a P szendvicsmátrixnak van olyan sora vagy
oszlopa, amelyben minden elem a nulla. Tegyük fel, hogy az i-dik oszlopra igaz az, hogy
abban minden elem nulla. Könnyen ellenőrizhető, hogy

R0
i = {(a)iλ : a ∈ G, λ ∈ Λ} ∪ {0}

az S félcsoport nem-zéró nilpotens ideálja. Az az eset, amikor a P szendvicsmátrix λ-
adik sora csupa nulla, hasonlóan kezelhető. Ebből az következik, hogy S nem 0-egyszerű.
Tehát (1) implikálja (2)-t.

Tegyük fel, hogy S reguláris. Legyenek (a)iλ és (b)jµ az S félcsoport tetszőleges
elemei, ahol a 6= 0. A 9.19. Tétel szerint a P szendvicsmátrix i-dik oszlopában, illetve
λ-dik sorában vannak olyan elemek, pl. pµi és pλv elemek, amelyek nem egyenlők a
nullelemmel. Legyen

c = b(pµiapλv)
−1.

Jelölje e a G csoport egységelemét. Akkor

(c)jµ(a)iλ(e)vµ = (b)jµ,

és ı́gy
S(a)ijS = S.

A 4.7. Tétel alapján ebből az következik, hogy S 0-egyszerű félcsoport. Tehát a (2) fel-
tételből következik az (1) feltétel. Ez a bizonýıtás előző részével együtt azt eredményezi,
hogy az (1) és (2) feltételek egymással ekvivalensek.

A (3) feltételből következik az (1) és ı́gy a (2) feltétel. Elegendő már csak azt megmu-
tatni, hogy a (2) feltételből következik a (3) feltétel. Tegyük fel tehát, hogy S reguláris.
Könnyen belátható, hogy S nem-zéró idempotens elemei pontosan az

εiλ = (p−1λi )iλ

mátrixok. Mivel P reguláris, ezért S-nek van nem-zéró idempotens eleme. Legyenek εiλ
és εjµ az S olyan nem-zéró idempotens elemei, amelyekre

εiλεjµ = εjµeiλ = εjµ
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teljesül. Akkor
(p−1λi pλjp

−1
µj )iµ = (p−1µj pµip

−1
λi )jλ = (p−1µj )jµ,

amiből
i = j és λ = µ

és ı́gy
eiλ = ejµ

következik. Következésképpen S minden nem-zéró idempotens eleme primit́ıv. Tehát S
teljesen 0-egyszerű. Így a (3) feltétel teljesül.

A következőkben megmutatjuk, hogyan lehet Rees-féle félcsoportot konstruálni egy
S félcsoport olyan D-osztálya seǵıtségével, amely osztálynak minden eleme reguláris.

Legyen D egy S félcsoport reguláris D-osztálya. Jelölje

{Ri : i ∈ I}

és
{Lλ : λ ∈ Λ}

az S félcsoport D által tartalmazott R-osztályainak, illetve L-osztályainak halmazát. A
D által tartalmazott H-osztályok halmaza

{Hiλ : i ∈ I, λ ∈ Λ},

ahol
Hiλ = Ri ∩ Lλ.

A 6.8. Tétel szerint D tartalmaz legalább egy idempotens elemet. Jelöljön e egy D-beli
idempotens elemet. Jelölje H11 az e-t tartalmazó H-osztályt, valamint R1, illetve L1 az
Re, illetve Le osztályokat; ezzel persze feltettük, hogy 1 az I-nek és a Λ-nek is eleme,
de ez nem fog problémát okozni a továbbiakban. A 9.7. Tétel szerint H11 részcsoportja
S-nek.

Tetszőleges i ∈ I, illetve tetszőleges λ ∈ Λ indexekhez válasszunk ki egy

ri ∈ Hi1,

illetve egy
qλ ∈ H1λ

elemet. Ezek seǵıtségével definiáljunk a H0
11 nullelemes csoport feletti Λ× I-t́ıpusú P =

(pλi) mátrixot a következőképpen:

pλi =

{
qλri, ha qλri ∈ H11,

0 különben.
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Ennek a mátrixnak a seǵıtségével képezzük az M0(H11; I,Λ;P ) Rees-féle mátrixfél-
csoportot. A 4.46. Tétel szerint qλri ∈ H11 akkor és csak akkor teljesül, ha Hiλ tartalmaz
egy idempotens elemet. A 6.8. Tétel szerint tetszőleges λ ∈ Λ index esetén Lλ tartalmaz
egy idempotens elemet. Ez az idempotens elem benne van valamelyik Ri osztályban, és
ı́gy benne van a Hiλ osztályban. Az előbb emĺıtettek miatt ez azt jelenti, hogy a P mátrix
λ-adik sorában tetszőleges λ esetén mindig van legalább egy nem nulla elem. Hasonló igaz
az oszlopokra is. Tehát a P mátrix reguláris. A 9.19. Tétel szerint az M0(H11; I,Λ;P )
Rees-féle mátrixfélcsoport reguláris, s ezért a 9.22. Tétel miattM0(H11; I,Λ;P ) teljesen
0-egyszerű.

Az előzőekben definiáltM0(H11; I, λ;P ) Rees-féle mátrixfélcsoport konstrukciójában
szereplő H11 részcsoport és az ri ∈ Hi1, illetve qλ ∈ H1λ elemek másképp való választá-
sával más-más Rees-féle mátrixfélcsoportot kapunk. Megmutatható viszont, hogy ezek
egymással izomorfak. Valójában azt fogjuk megmutatni, hogy mindegyikük izomorf a D
osztály által a 4.47. Lemma előtt definiált (T ; ∗) félcsoporttal.

9.23. Tétel Legyen D egy S félcsoport reguláris D-osztálya, H11 a D egy részcsoportja
és ri ∈ Hi1, illetve qλ ∈ H1λ tetszőleges elemek. Akkor D minden eleme egyértelműen
kifejezhető riaqj (a ∈ H11) alakban. Továbbá

φ((a)iλ) =

{
riaqλ, ha a 6= 0,

0, ha a = 0

az M0(H11; I, λ;P ) Rees-féle mátrixfélcsoportnak a D osztály seǵıtségével definiált
4.47. Lemmában szereplő (T ; ∗) félcsoportra való izomorfizmusa.

Bizonýıtás. Legyen λ ∈ Λ tetszőleges. A 6.8. Tétel szerint a D által tartalmazott R-
osztályok, illetve L-osztályok mindegyike tartalmaz idempotens elemet, ezért Lλ-ban is
van idempotens elem; jelölje eλ ezek egyikét. Legyen k ∈ I az az index, amelyre

eλ ∈ Rk

teljesül. Ekkor
eλ ∈ Hkλ.

Legyen b a Hk1 = Rk∩L1 H-osztály tetszőleges eleme. A 6.11. Tétel (2) álĺıtása szerint ez
a H-osztály akkor és csak akkor tartalmazza a H1λ = R1∩Lλ korábban már kiválasztott
qλ elem valamely inverzét, ha Rqλ ∩ Lb = R1 ∩ L1 = H11 és Rb ∩ Lqλ = Rk ∩ Lλ = Hkλ

mindegyike tartalmaz idempotens elemet. Mivel H11 részcsoport és az eλ idempotens
elem a Hkλ egy eleme, ezért Hk1 = Rk ∩ L1 tartalmazza qλ egy inverzét, mégpedig
a 6.11. Tétel (3) álĺıtása szerint pontosan egy inverzét. Jelölje q′λ ezt az inverzet, e
pedig a H11 csoport egységelemét. A 4.42. Tétel szerint e bal oldali egységeleme az
Re = R1 = Rqλ osztálynak és ı́gy

eqλ = qλ.
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Mivel Hkλ = Rk∩Lλ = Rq′λ
∩Lqλ tartalmazza az eλ idempotens elemet, ezért a 4.46. Tétel

szerint
qλq
′
λ ∈ Rqλ ∩ Lq′λ = R1 ∩ L1 = H11,

és ı́gy
qλq
′
λ = e,

mert qλq
′
λ idempotens eleme az e egységelemes H11 csoportnak (csoportnak viszont pon-

tosan egy idempotens eleme van). Legyen s = qλ és s′ = q′λ. Akkor es = qλ és qλs
′ = e,

mivel eqλ = qλ és qλq
′
λ7e. A 4.38. Tétel szerint az

x 7→ xqλ (x ∈ L1) és y 7→ yq′λ (y ∈ Lλ)

L1-nek Lλ-ra, illetve Lλ-nak L1-re való olyan kölcsönösen egyértelmű, R-osztály tartó
leképezései, amelyek egymás inverzei.

Az előzőekhez hasonlóan, minden i ∈ I indexhez van a korábban már kiválasztott
ri ∈ Hi1 = Ri ∩ L1 elemnek R1-ben van olyan r′i inverze, hogy az

x 7→ rix (x ∈ R1) és y 7→ r′iy (y ∈ Ri)

leképezések L-osztály tartó, kölcsönösen egyértelmű leképezések, amelyek egymás inver-
zei. A 4.39. Tétel szerint

x 7→ rixqλ (x ∈ H11) és y 7→ r′iyq
′
λ (y ∈ Hiλ)

minden i ∈ I és λ ∈ Λ indexre H11-nek Hiλ-ra, illetve Hiλ-nak H11-re való olyan köl-
csönösen egyértelmű leképezései, amelyek egymás inverzei. Mivel minden D-beli elem
pontosan egy Hiλ osztálynak eleme, ezért a tételben definiált φ leképezés M0-nak T -re
való kölcsönösen egyértelmű leképezése. Ebből pedig már következik, hogy D minden
eleme előáll a tételben megfogalmazott szorzatalakban egyértelműen.

Már csak annak igazolása van hátra, hogy φ művelettartó. Legyenek a, b ∈ H11,
i, j ∈ I és λ, µ ∈ Λ tetszőleges elemek. Mivel

φ((a)iλ ◦ (b)jµ) = φ((apλjb)iµ)

és
φ((a)iλ) ∗ φ((b)jµ) = (riaqλ) ∗ (rjbqµ),

ezért azt kell megmutatni, hogy

φ((apλjb)iµ) = (riaqλ) ∗ (rjbqµ).

Vizsgáljuk először azt az esetet, amikor

pλj = 0.
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Ekkor
φ((apλjb)iµ) = φ(0) = 0.

Tehát elegendő azt megmutatni, hogy

(riaqλ) ∗ (rjbqµ) = 0

a (T ; ∗) félcsoportban. Mivel pλj = 0, ezért a P szendvicsmátrix defińıciója alapján

qλrj /∈ H11,

és ezért a a 4.46. Tétel szerint Hjλ nem tartalmaz idempotens elemet. Mivel

riaqλ ∈ Hiλ és rjbqµ ∈ Hjµ,

ezért a 4.46. Tétel miatt
riaqλrjbqµ /∈ Hiµ,

és ezért a T -n értelmezett ∗ művelet defińıciója szerint

(riaqλ) ∗ (rjbqµ) = 0

(T ; ∗) félcsoportban.
A bizonýıtás hátralévő részében vizsgáljuk a

pλj 6= 0

esetet. Ekkor
qλrj ∈ H11,

és ezért a a 4.46. Tétel szerint Hjλ tartalmaz idempotens elemet. Mivel

riaqλ ∈ Hiλ és rjbqµ ∈ Hjµ,

Ezért a 4.46. Tétel miatt
riaqλrjbqµ ∈ Hiµ,

és ezért a T -n értelmezett ∗ művelet defińıciója szerint

(riaqλ) ∗ (rjbqµ) = (riaqλ)(rjbqµ) = (riapλjbqµ) = φ((apλjb)).

Tehát mindkét esetben
φ((apλjb)iµ) = (riaqλ) ∗ (rjbqµ).

A következőkben a teljesen 0-egyszerű félcsoportokat jellemezzük a Ress-féle mátrix-
félcsoportok seǵıtségével.

Először bebizonýıtjuk a következő tételt:
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9.24. Tétel Legyen S teljesen 0-egyszerű félcsoport, és jelölje D az S félcsoport 0-elemet
nem tartalmazó (egyetlen) D-osztályát. Akkor ezen D-osztállyal megszerkesztett, közvet-
lenül a 4.47. Lemma előtt definiált (T ; ∗) félcsoport izomorf az S félcsoporttal.

Bizonýıtás. A 9.6. Tétel miatt az S félcsoport 0-biegyszerű, azaz S-nek két D-osztálya
van: {0} és D = S\{0}. Így tulajdonképpen az S alaphalmaz azonośıtható a T = D∪{0}
halmazzal. Már csak azt kellene belátni, hogy tetszőleges a, b ∈ S = T elemek esetén
ab = a ∗ b. Legyenek a, b ∈ S = T tetszőleges elemek. Ha

ab 6= 0,

akkor a 9.7. Tétel szerint
ab ∈ Ra ∩ Lb,

és ı́gy a ∗ művelet defińıciója alapján

ab = a ∗ b.

Ha
ab = 0,

akkor viszont
ab /∈ Ra ∩Rb,

és ezért a ∗ művelet defińıciója alapján

a ∗ b = 0 = ab.

Tehát az S = T halmazon az S-beli eredeti művelet megegyezik a ∗ művelettel.

Ezek után megfogalmazzuk és bebizonýıtjuk a fejezet főtételét.

9.25. Tétel (Rees-tétel) Egy félcsoport akkor és csak akkor teljesen 0-egyszerű, ha
izomorf egy nullelemes csoport feletti reguláris Rees-féle mátrixfélcsoporttal.

Bizonýıtás. Legyen S olyan félcsoport, amely izomorf egyM0(G; I,Λ;P ) reguláris Rees-
féle mátrixfélcsoporttal. Akkor a 9.22. Tétel szerint S teljesen 0-egyszerű.

Ford́ıtva, legyen S egy teljesen 0-egyszerű félcsoport. A 9.6. Tétel szerint S egy
0-biegyszerű félcsoport, és ı́gy

S = D ∪ {0},
ahol D az S félcsoport D-osztálya. Mivel S teljesen 0-egyszerű, ezért D tartalmaz leg-
alább egy idempotens elemet. Mivel egy idempotens elem reguláris, ezért a 6.8. Tétel
miatt D minden eleme reguláris. Így megkonstruálhatunk D seǵıtségével egy, az elő-
zőekben tekintett M0(H11; I,Λ;P ) Rees-féle mátrixfélcsoportot és a vele izomorf (T ; ∗)
félcsoportot. A 9.24. Tétel szerint az S félcsoport izomorf a (T ; ∗) félcsoporttal. Így S
izomorf az M0(G; I,Λ;P ) Rees-féle mátrixfélcsoporttal.
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9.26. Megjegyzés A Rees-féle mátrixfélcsoportoknak van egy másik fajta megközeĺıtése.
Egy G0 nullelemes csoport, valamint I és Λ nem üres halmazok G0 × I × Λ Descartes-
szorzatán értelmezzünk egy ∗ műveletet a következőképpen. Képezzünk a G0 elemeiből
egy Λ × I t́ıpusú P = (pλi) mátrixot, majd ennek felhasználásával tetszőleges (g; i, λ) és
(h; j, µ) elemhármas esetén legyen

(g, i, λ) ∗ (h, j, µ) = (gpjλh, i, µ).

Könnyen ellenőrizhető, hogy a ∗ művelet asszociat́ıv. Az S = (G0×I×Λ; ∗) félcsoportban
a (0, i, λ) alakú elemek egy ideált alkotnak; az S félcsoportnak ezen ideál szerinti Rees-féle
faktorfélcsoportja izomorf az M0 = (G0; I,Λ;P ) Rees-féle mátrixfélcsoporttal.

9.3. Teljesen egyszerű félcsoportok

A 4.8. Megjegyzés szerint, ha egy teljesen egyszerű félcsoporthoz egy nullelemet adjun-
gálunk, akkor egy teljesen nullegyszerű félcsoportot kapunk. Továbbá, ha egy teljesen
nullegyszerű félcsoportban nincs nullától különböző nullosztó, akkor a 0-elem elhagyásá-
val egy teljesen egyszerű félcsoport keletkezik. EgyM0 = (G0; I,Λ;P ) Rees-féle mátrix-
félcsoportban akkor és csak akkor nincs nullától különböző nullosztó, ha a P szendvics-
mátrix egyetlen eleme sem nulla. Ha ez a helyzet, akkor azM0 = (G0; I,Λ;P ) félcsoport-
ból a nullelem elhagyásával keletkezett félcsoport izomorf egy olyan M = (G; I,Λ;P )
módon jelölt félcsoporttal, amelynek alaphalmaza a G× I × Λ halmaz, a művelet pedig
a következőképpen van értelmezve:

(g; i, λ)(h; j, µ) = (gpλjh; i, µ).

9.27. Defińıció Egy G csoport elemeiből képezett Λ× I t́ıpusú P mátrixszal megkonst-
ruált M = (G; I,Λ;P ) félcsoportot a G csoport feletti, P szendvicsmátrixú, I×Λ-t́ıpusú
Rees-féle mátrixfélcsoportnak nevezzük.

Az előző megjegyzés, valamint a Rees-tétel alapján kimondható a következő tétel.

9.28. Tétel Egy félcsoport akkor és csak akkor teljesen egyszerű, ha izomorf egy csoport
feletti Rees-féle mátrixfélcsoporttal.

9.29. Tétel Minden teljesen egyszerű félcsoport gyengén redukt́ıv.

Bizonýıtás. Legyen S teljesen egyszerű félcsoport. Akkor a 9.28. Tétel szerint S izo-
morf egy G csoport feletti Rees-féle mátrixfélcsoporttal. Jelölje (a, i, λ); (b, j, µ) az S két
tetszőleges elemét. Tegyük fel, hogy

(a, i, λ)(x, t, τ) = (b, j, µ)(x, t, τ)
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és
(x, t, τ)(a, i, λ) = (x, t, τ)(b, j, µ)

teljesül az S félcsoport minden (x, t, τ) elemére. Ekkor

(apλtx, i, τ) = (bpµtx, j, τ)

és
(xpτia, t, λ) = (xpτjb, t, µ),

amiből
i = j, λ = µ

valamint
apµtx = apλtx = bpµtx

következik. Mivel a, b, x és pµt a G csoport elemei, ezért az utolsó egyenlőségből

a = b

következik. Tehát
(a, i, λ) = (b, j, µ).

Következésképpen S gyengén redukt́ıv.

Bizonýıtás nélkül közöljük a következő tételt.

9.30. Tétel Legyen S =M(G; I, J ;P ) egy P = (pj,i) szendvicsmátrixú G csoport feletti
Rees-féle mátrixfélcsoport (azaz, S egy teljesen egyszerű félcsoport). Jelölje TI , illetve TJ
az I (balról ható), illetve J (jobbról ható) összes transzformációinak félcsoportját. Akkor

Ω(S) = {(k, a, h) ∈ TI ×G× TJ : (∀i ∈ I, j ∈ J) pj,k(i)ap(j0)h,i = pj,k(i0)ap(j)h,i}.

Az Ω(S) tetszőleges (k, a, h) és (f, b, g) elemeinek szorzata a következő:

(k, a, h)(f, b, g) = (k ◦ f, ap(j0)h,f(i0)b, h ◦ g).

Egy (k, a, h) ∈ Ω(S) elem akkor és csak akkor belső bitranszláció, ha k and h konstans
transzformációk. Azonośıtva S-et Ω(S) belső részével, tetszőleges (k, a, h) ∈ Ω(S) és
(g; i, j) ∈ S elemek esetén

(k, a, h)(g; i, j) = (apk(j0),ig; k(i), j),

(g; i, j)(k, a, h) = (gpj,(i0)ha; i, (j)h).
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9.4. Brandt-félcsoportok

Mint ahogy azt már korábban definiáltuk (5.3. Defińıció), egy nem üres A halmaz esetén
az A×A halmaz valamely nem üres részhalmazának A-ba való egyértelmű leképezését az
A halmazon értelmezett parciális műveletnek nevezzük. Egy parciális művelettel ellátott
halmazt parciális gruppoidnak nevezünk.

9.31. Defińıció Brandt-gruppoidon olyan B parciális gruppoidot értünk, amelyre telje-
sülnek az alábbiak:

(B1) Ha ab = c (a, b, c ∈ B) akkor a három elem bármelyike egyértelműen meg van
határozva a másik kettő által.

(B2) B tetszőleges a, b, c elemeire teljesülnek az alábbiak:

(1) Ha ab és bc definiálva vannak, akkor (ab)c és a(bc) is definiálva vannak, és
(ab)c = a(bc).

(2) Ha ab és (ab)c definiálva vannak, akkor bc és a(bc) is definiálva vannak, és
(ab)c = a(bc).

(3) Ha bc és a(bc) definiálva vannak, akkor ab és (ab)c is definiálva vannak, és
(ab)c = a(bc).

(B3) B tetszőleges a eleméhez egyértelműen léteznek olyan B-beli e, f és a′ elemek, ame-
lyekre ea = af = a és a′a = f teljesülnek.

(B4) Ha e és f B-nek olyan elemei, amelyekre e2 = e, illetve f 2 = f teljesül, akkor
létezik olyan B-beli a elem, hogy ea = af = a.

9.32. Lemma Legyen B egy parciális gruppoid. Jelöljön 0 egy olyan szimbólumot, amely
nem reprezentál egyetlen B-beli elemet sem. Az S = B0 = B∪{0} halmazon definiáljunk
egy ◦ műveletet a következőképpen (a, b ∈ B):

a ◦ b =

{
ab, ha ab definiálva van B-ben,

0 egyébként;

továbbá
a ◦ 0 = 0 ◦ a = 0 ◦ 0 = 0.

S = B0 akkor és csak akkor alkot félcsoportot a ◦ műveletre nézve, ha B teljeśıti
a 9.31. Defińıció (B2)(2) és (B2)(3) feltételeit.
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Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy egy B parciális gruppoid teljeśıti a 9.31. Defińıció (B2)(2)
és (B2)(3) feltételeit. Legyenek

a, b, c ∈ B0

tetszőleges elemek. Ha ezen elemek valamelyike egyenlő a 0 elemmel, akkor

a ◦ (b ◦ c) = 0 = (a ◦ b) ◦ c.

A továbbiakban tehát feltehetjük, hogy

a, b, c ∈ B.

Ha
a ◦ (b ◦ c) 6= 0,

akkor
b ◦ c 6= 0,

amiből a ◦ művelet defińıciója miatt következik, hogy a bc és a(bc) szorzatok definiálva
vannak B-ben és

bc = b ◦ c,

valamint
a(bc) = a ◦ (b ◦ c).

A 9.31. Defińıció (B2)(3) feltétele szerintB-ben definiálva vannak az ab és (ab)c szorzatok,
és

(ab)c = a(bc).

A ◦ művelet defińıciója alapján
ab = a ◦ b

és
(ab)c = (a ◦ b) ◦ c.

Így
a ◦ (b ◦ c) = a(bc) = (ab)c = (a ◦ b) ◦ c.

Hasonlóan igazolható az

a ◦ (b ◦ c) = a(bc) = (ab)c = (a ◦ b) ◦ c

egyenlőség teljesülése az (a ◦ b) ◦ c 6= 0 esetben. Még az a ◦ (b ◦ c) = 0 és (a ◦ b) ◦ c = 0
eset tárgyalása van hátra, de ekkor az

a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c

egyenlőség nyilvánvalóan teljesül, hiszen mindkét oldali kifejezés egyenlő a 0 elemmel.
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Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S = B0 félcsoport a tételben definiált ◦ műveletre nézve.
Legyenek a, b, c ∈ B tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy a bc és a(bc) szorzatok definiálva
voltak az B-n értelmezett eredeti parciális művelet szerint. Akkor

b ◦ c = bc

és
a ◦ (b ◦ c) = a(bc).

A ◦ művelet asszociativitása miatt

(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).

Ebből viszont az következik, hogy

(a ◦ b) ◦ c 6= 0,

és persze az is, hogy
a ◦ b 6= 0.

A ◦ művelet defińıciója alapján ez azt jelenti, hogy ab és (ab)c szorzatok értelmezve
vannak B-ben és

ab = a ◦ b,

(ab)c = (a ◦ b) ◦ c.

A ◦ művelet asszociativitása miatt

(ab)c = a(bc)

is következik. Tehát a (B2)(3) feltétel teljesül. Hasonlóan igazolható a (B2)(2) feltétel
B-ben való teljesülése.

9.33. Defińıció Egy B Brandt-gruppoidból az előző lemma szerint származtatott S = B0

félcsoportot Brandt-félcsoportnak nevezzük. Egy kicsit részletesebben: Brandt-félcsoporton
egy olyan 0-elemes S félcsoportot értünk, amely teljeśıti a következő feltételek mindegyi-
két:

(A1) Ha a, b és c az S olyan elemei, amelyekre ac = bc 6= 0 vagy ca = cb 6= 0 teljesül,
akkor a = b.

(A2) Ha a, b és c az S olyan elemei, amelyekre ab 6= 0 és bc 6= 0 teljesülnek, akkor
abc 6= 0 is teljesül.
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(A3) Az S tetszőleges a 6= 0 eleméhez létezik egy és csak egy olyan e ∈ S elem, melyre
ea = a teljesül, egy és csak egy olyan f ∈ S elem, amelyre af = a teljesül, valamint
egy és csak egy olyan a′ ∈ S elem, amelyre a′a = f teljesül (e-t az a bal oldali
egységelemének, f -et az a jobb oldali egységelemének, a′-t pedig az a inverzének is
szokták nevezni).

(A4) Ha e és f a nullelemtől különböző idempotens elemek, akkor eSf 6= {0}.

Megjegyezzük, hogy a fenti defińıcióban szereplő feltételek nem függetlenek. Bebizo-
nýıtható, hogy az (A1) és (A2) feltételek az (A3) feltételből következnek. Így érvényes a
következő tétel.

9.34. Tétel A 9.33. Defińıcióban szereplő (A1) és (A2) feltételek az (A3) feltétel kö-
vetkezményei, ı́gy egy 0-elemes S félcsoport akkor és csak akkor Brandt félcsoport, ha
teljeśıti a 9.33. Defińıcióban szereplő (A3) és (A4) feltételeket.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy egy 0-elemes S félcsoport teljeśıti az (A3) feltételt. Ah-
hoz, hogy megmutassuk az (A1) és (A2) feltételek teljesülését, először néhány előkésźıtő
részeredményt bizonýıtunk. Legyen a ∈ S tetszőleges elem. Jelölje e az a bal oldali egy-
ségelemét, f pedig az a jobb oldali egységelemét. Jelölje a′ az a inverzét. Ekkor ea = a,
af = a és a′a = f . Megmutajuk, hogy a következő egyenlőségek is teljesülnek:

e2 = e, f 2 = f, fa′ = a′e = a′, aa′ = e. (9.1)

Mivel az ea = a feltételből
e2a = e(ea) = ea = a

következik, ezért
e2 = e, (9.2)

mert az a bal oldali egységeleme egyértelműen meghatározott. Hasonlóan igazolható,
hogy

f 2 = f. (9.3)

Mivel
a = af = a(a′a) = (aa′)a,

ezért
aa′ = e, (9.4)

ugyancsak az a bal oldali egységelemének egyértelmű létezése miatt. Az

(a′e)a = a′(ea) = a′a = f

teljesüléséből
a′e = a′ (9.5)
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adódik az a elem inverzének egyértelmű létezése miatt. Ez azt jelenti, hogy e az a′ elem
jobb oldali egységeleme. Hasonlóan igazolható, hogy

fa′ = a′, (9.6)

és ı́gy f az a′ elem bal oldali egységeleme. Mivel (a fentiek szerint) aa′ = e, ezért a az a′

elem inverze, azaz
(a′)′ = a. (9.7)

A bizonýıtás következő részében megmutatjuk, hogy S tetszőleges e és f idempotens
elemei esetén az ef 6= 0 feltételből e = f következik. Legyen tehát e és f az S két
idempoten eleme. Tegyük fel, hogy

ef 6= 0.

Legyen
a = ef.

Akkor ea = a és af = a. Legyen a′ az a elem inverze, azaz az S azon egyértelműen
meghatározott eleme, amelyre a′a = f teljesül. A (9.4) és a (9.6) eredmények miatt

e = aa′ = (ef)a′ = e(fa′) = ea′,

amiből
a′ = e

következik, hiszen az e elemnek önmaga az egyértelműen meghatározott jobb oldali egy-
ségeleme, itt viszont azt kaptuk eredményül, hogy a′ is jobb oldali inverze e-nek. Ekkor
viszont (felhasználva (9.7)-t is)

a = (a′)′ = e′ = e

következik. Mivel
ee = e = a = ef,

ezért
e = f.

Az eddigi eredmények felhasználásával a következőkben bebizonýıtjuk, hogy valamely
a, b ∈ S elemek esetén ab 6= 0 akkor és csak akkor teljesül, ha az a elem jobb oldali
egységeleme megegyzik a b elem bal oldali egységelemével. Tekintsünk tehát két S-beli a
és b elemet. Jelölje f az a jobb oldali egységelemét, e pedig a b bal oldali egységelemét.
Tegyük fel, hogy

ab 6= 0.

(A 9.2) és (9.3) egyenlőségek miatt

e2 = e, f 2 = f.
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Mivel
0 6= ab = (af)(eb) = a(fe)b,

ezért
fe 6= 0.

A bizonýıtás előző részének eredményét használva,

e = f.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy
e = f.

Akkor
f = f 2 = fe = (a′a)(bb′) = a′(ab)b′,

és ı́gy
ab 6= 0.

A bizonýıtás következő részében most már megmutatjuk, hogy teljesül az (A1) felté-
tel. Ehhez tegyük fel, hogy

ac = bc 6= 0

valamely a, b, c ∈ S elemekre. Az előzőek miatt a c elem e bal oldali egységeleme meg-
egyezik az a és b elemek jobb oldali egységelemével. Ha c′ jelöli a c elem inverzét, akkor

cc′ = e,

és ı́gy
a = ae = a(cc′) = (ac)c′ = (bc)c′ = b(cc′) = be = b.

Hasonlóan igazolható, hogy a ca = cb 6= 0 feltételből a = b következik.
A bizonýıtás hátralévő részében megmutatjuk, hogy az (A2) feltétel is teljesül. Le-

gyenek a, b, c ∈ S olyan elemek, amelyek esetén

ab 6= 0 és bc 6= 0.

Ekkor (az előzőeknek megfelelően) az a elem jobb oldali egységeleme megegyezik a b elem
bal oldali egységelemével, ami jól láthatóan az bc szorzatnak is bal oldali egységeleme.
Így

a(bc) 6= 0.

Bizonýıtás nélkül közöljük az alábbi tételt (lásd az [5] könyv Theorem 3.9 tételét).

9.35. Tétel Egy 0-elemes S félcsoporton az alábbi feltételek egymással ekvivalensek.

(1) S egy Brandt félcsoport.

(2) S egy teljesen 0-egyszerű inverz félcsoport.

(3) S izomorf egy olyan reguláris M0 = (G0; I, I;E) Rees-féle mátrixfélcsoporttal,
amely az I × I t́ıpusú E egységmátrixszal van definiálva.
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Feladatok

9.1. (Megoldás: 17.27.) Mutassuk meg, hogy egy L balzéró félcsoport és egy R jobbzéró
félcsoport L×R direkt szorzata teljesen egyszerű!

9.2. (Megoldás: 17.28.) Mutassuk meg, hogy két félcsoport direkt szorzata akkor és
csak akkor teljesen egyszerű, ha mindkét félcsoport teljesen egyszerű!

9.3. (Megoldás: 17.29.) Mutassuk meg, hogy egy teljesen 0-egyszerű félcsoport minden
0-tól különböző idempotens eleme primit́ıv!
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10. fejezet

Félcsoportok félháló-felbontása

10.1. Defińıció Legyen C félcsoportok egy osztálya. Egy S félcsoport valamely σ kong-
ruenciáját C-kongruenciának nevezzük, ha az S/σ faktorfélcsoport benne van C-ben; az
ehhez tartozó part́ıciót az S félcsoport C-felbontásának nevezzük. Ha σ a legszűkebb C-
kongruencia (ha létezik ilyen), akkor a hozzá tartozó part́ıciót S legbővebb C-felbontásának
nevezzük, s az S/σ faktorfélcsoportról azt mondjuk, hogy az S legbővebb C-homomorf ké-
pe.

10.2. Megjegyzés Az világos, hogy ha V félcsoportoknak tetszőleges varietása, akkor az
S-en értelmezett V-kongruenciák metszete is V-kongruencia, s ı́gy létezik S-nek legszű-
kebb V-kongruenciája, azaz legbővebb V-felbontása. Megemĺıtjük, hogy félcsoportok egy V
osztályát varietásnak nevezzük, ha megadható azonosságoknak olyan I családja, hogy V
mindazon félcsoportokból áll, amelyek teljeśıtik az I-ben lévő azonosságok mindegyikét.

10.1. Félcsoportok legszűkebb félháló-kongruenciája

Mint ahogy azt már korábban definiáltuk (1.38. Defińıció), ha egy S félcsoport minden
eleme idempotens, akkor az S félcsoportot kötegnek nevezzük. Egy kommutat́ıv köteg-
re azt mondjuk, hogy félháló. Mivel tetszőleges félcsoportban igaz, hogy akármennyi
félháló-kongruencia metszete is félháló-kongruencia, ezért minden félcsoportnak létezik
legszűkebb félháló-kongruenciája. Ebben a fejezetben megkonstruáljuk tetszőleges fél-
csoport legszűkebb félháló-kongruenciáját.

10.3. Defińıció Egy félcsoportot félháló-felbonthatatlannak nevezünk, ha az univerzális
relációja az egyetlen félháló-kongruenciája.

A következőkben megmutatjuk, hogy minden félcsoport felbontható félháló-felbontha-
tatlan félcsoportok félhálójára.
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Legyen S egy félcsoport. Jelölje σ az S félcsoport azon binér relációját, amely szerint
az S félcsoport a és b elemeire (a, b) ∈ σ akkor és csak akkor teljesül, ha a osztja a b elem
valamelyik hatványát, azaz megadható olyan m pozit́ıv egész szám, illetve megadhatók
olyan x, y ∈ S1 elemek, amelyekre

xay = bm

teljesül. Az világos, hogy σ reflex́ıv reláció. Jelölje % a σ reláció tranzit́ıv lezártját, azaz
az S félcsoport azon relációját, amely szerint az S félcsoport valamely a és b elemére az
(a, b) ∈ % feltétel akkor és csak akkor teljesül, ha megadható az S elemeinek olyan

a = a0, a1, . . . , an = b

sorozata, amelyben szereplő ai (i = 0, 1, . . . n− 1) elemek mindegyikére teljesül, hogy

(ai, ai+1) ∈ σ.

10.4. Lemma Egy S félcsoport tetszőleges a és b elemei, valamint akármilyen m pozit́ıv
egész szám esetén ambm % ab % ba.

Bizonýıtás. A bizonýıtást az m-re vonatkozó teljes indukcióval végezzük. Legyen S fél-
csoport, a és b pedig tetszőleges S-beli elemek. Mivel

σ ⊆ %

és
(x2, x) ∈ σ

minden x ∈ S elemre, ezért (a σ defińıciója miatt)

ab σ baba = (ba)2 σ ba.

Tehát az álĺıtás igaz m = 1-re:
ab % ba. (10.1)

Tegyük fel, hogy m > 1 és az álĺıtás igaz minden m-nél kisebb kitevőre. Akkor az
indukciós feltétel és az előzőekben nyert (10.1) eredmény felhasználásával adódik, hogy
tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén

ambm = a(am−1bm) % (am−1bm)a σ (am−1bm)2 σ (am−1bm) =

= (am−1bm−1)b % b(am−1bm−1) σ (am−1bm−1)2 σ (am−1bm−1) % ab % ba.

Tehát
ambm % ab % ba.
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10.5. Lemma Ha (a, b) ∈ σ teljesül egy S félcsoport valamely a és b elemei esetén,
akkor tetszőleges c ∈ S elemre (ca, cb) ∈ % és (ac, bc) ∈ %.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy (a, b) ∈ σ teljesül egy S félcsoport valamely a és b elemei
esetén. Akkor léteznek olyan S1-beli x és y elemek, valamint megadható olyan m pozit́ıv
egész szám, hogy

xay = bm.

Legyen c ∈ S tetszőleges elem. Akkor a 10.4. Lemma szerint

ca σ (ayc)2 σ ayc σ (cmxay)2 σ cmxay = cmbm % cb.

Ebből már adódik
(ca, cb) ∈ %.

Így
ac % ca % cb % bc.

Legyen λ az S félcsoport azon relációja, amely szerint az S félcsoport a és b elemeire
(a, b) ∈ λ akkor és csak akkor teljesül, ha (a, b) ∈ % és (b, a) ∈ %.

10.6. Tétel Tetszőleges S félcsoport esetén a λ reláció az S félcsoport legszűkebb félhá-
lókongruenciája. A λ-osztályok félháló-felbonthatatlan félcsoportok.

Bizonýıtás. Az világos, hogy λ az S félcsoport egy ekvivalenciarelációja. Mivel % a σ tran-
zit́ıv lezártja, ezért a 10.5. Lemma szerint % balról kompatibilis és jobbról kompatibilis
az S-beli műveletre nézve. Így λ is rendelkezik ezekkel a tulajdonságokkal. Következés-
képpen λ az S félcsoport egy kongruenciája (használva a 2.22. Tételt is). Mivel

(x, x2) ∈ σ és (x2, x) ∈ σ

tetszőleges x ∈ S elem esetén, ezért λ köteg-kongruencia, azaz

(x, x2) ∈ λ

minden x ∈ S elem esetén. A 10.4. Lemma alapján viszont világos, hogy λ kommutat́ıv
kongruencia. Tehát λ az S félcsoport félháló-kongruenciája.

Legyen ξ az S félcsoport tetszőleges félháló-kongruenciája. Legyen Y = S/ξ. Defini-
áljunk az S félcsoporton egy <ξ relációt a következőképpen: x <ξ y akkor és csak akkor,
ha x ∈ Sα, y ∈ Sβ (α, β ∈ Y ) és α ≤ β (azaz, αβ = β). Az ı́gy definiált <ξ relációra
teljesül, hogy

(x, y) ∈ ξ ←→ x <ξ y és y <ξ x.
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Megjegyezzük azt is, hogy az (x, y) ∈ σ feltétel maga után vonja x <ξ y teljesülését. Így
az (a, b) ∈ % feltételből a <ξ b következik. Tegyük fel, hogy

(a, b) ∈ λ

teljesül az S félcsoport valamely a és b elemeire. Akkor

a <ξ b és b <ξ a,

amiből
(a, b) ∈ ξ

következik. Tehát
λ ⊆ ξ.

Ez éppen azt bizonýıtja, hogy λ az S félcsoport legszűkebb félháló-kongruenciája.
Legyen Sα az S félcsoport egy λ-osztálya. Mivel S/λ elemei idempotensek, ezért Sα

félcsoport. Megmutatjuk, hogy Sα félháló-felbonthatatlan. Legyenek a, b ∈ Sα tetszőle-
ges elemek. Mivel (a, b) ∈ λ, ezért van az S elemeinek olyan

a = a0, . . . , ak = b = b0, . . . , bt = a

sorozata, amelyben minden elem (az utolsót nem számı́tva) osztja a következő valamely
hatványát, azaz

xi−1ai−1yi−1 = amii (i = 1, . . . , k)

és
zj−1bj−1uj−1 = bnij (j = 1, . . . , t)

teljesül alkalmas mi, nj ≥ 1 pozit́ıv egész számokra és xi, yi, zj, uj ∈ S elemekre. Így

a0 <λ · · · <λ ak <λ b1 <λ · · · <λ bt,

amiből
a λ b λ ai λ bj

következik minden i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , t indexre. Ez azt jelenti, hogy a fenti sorozat-
ban szereplő ai és bj elemek mindegyike benne van Sα-ban. Az

xi−1ai−1yi−1 = amii

egyenlőségből
(aixi−1)ai−1(yi−1ai) = ami+2

i

következik. Megjegyezzük, hogy mivel

ai <λ aixi−1 <λ a
mi+2
i ,
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ezért
aixi−1, yi−1ai ∈ Sα.

Hasonlóan igazolható, hogy
bjyj−1, uj−1bj ∈ Sα.

Jelölje σα, %α, illetve λα az Sα félcsoporton definiált σ, %, illetve λ relációkat. Az előző-
ekből következően

ai−1 σα ai (i = 1, . . . , k)

és
bj−1 σα bj (j = 1, . . . , t).

Így
a %α b, b %α a.

Következésképpen
a λα b.

Tehát λα az Sα félcsoport univerzális relációja. Mivel λα az Sα félcsoport legszűkebb
félháló-kongruenciája, ezért Sα-nak csak egyetlen félháló-kongruenciája van, az univer-
zális reláció. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy Sα félháló-felbonthatatlan.

10.7. Következmény Minden félcsoport felbontható félháló-felbonthatatlan félcsopor-
tok félhálójára.

Bizonýıtás. A 10.6. Tétel alapján nyilvánvaló.

10.8. Következmény Egy S félcsoport akkor és csak akkor félháló-felbonthatatlan, ha
tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén megadható S elemeinek egy olyan

a = a0, · · · , an = b

sorozata, amely esetén az ai−1 elem osztja az ai elem valamelyik hatványát (i = 1, . . . , n).

Bizonýıtás. Az álĺıtás a 10.6. Tétel következménye.

10.2. Arkhimédeszi félcsoportok félhálója

10.9. Defińıció Egy S félcsoportot arkhimédeszi félcsoportnak nevezünk, ha bármely két
elemét véve, mindegyik osztója a másik egy alkalmas hatványának.

10.10. Lemma Minden arkhimédeszi félcsoport félháló-felbonthatatlan.

Bizonýıtás. A 10.8. Következmény szerint nyilvánvaló.
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10.11. Következmény Minden egyszerű félcsoport félháló-felbonthatatlan.

Bizonýıtás. Mivel a 4.2. Tétel szerint egy félcsoport akkor és csak akkor egyszerű, ha
tetszőleges a eleme esetén SaS = S, ezért minden egyszerű félcsoport arkhimédeszi. Így
a 10.10. Lemma miatt igaz az álĺıtás.

10.12. Defińıció Egy S félcsoportot bal (jobb) Putcha-félcsoportnak nevezünk, ha min-
den x, y ∈ S elem esetén az y ∈ xS1 (y ∈ S1x) feltételből ym ∈ x2S1 (ym ∈ S1x2)
következik valamely m pozit́ıv egész számmal.

Egy S félcsoportot Putcha-félcsoportnak nevezünk, ha minden x, y ∈ S elem esetén
az y ∈ S1xS1 feltételből ym ∈ S1x2S1 következik valamely m pozit́ıv egész számmal.

10.13. Lemma S akkor és csak akkor bal (jobb) Putcha-félcsoport, ha tetszőleges x, y ∈
S elemekhez és tetszőleges n pozit́ıv egész számhoz megadható olyan m pozit́ıv egész szám,
amelyre (xy)m ∈ xnS1 ((xy)m ∈ S1yn) teljesül.

Bizonýıtás. Legyen S egy bal Putcha-félcsoport. Mivel xy ∈ xS1, ezért megadható olyan
t pozit́ıv egész szám, amelyre

(xy)t ∈ x2S1

teljesül. Ebből viszont az következik, hogy minden k pozit́ıv egész számhoz van olyan p
pozit́ıv egész szám, hogy

(xy)p ∈ x2kS1.

Legyen n tetszőleges pozit́ıv egész szám. Tegyük fel, hogy

2k ≥ n.

Akkor
(xy)m ∈ xnS1 ⊆ x2

k

S1

teljesül valamely m pozit́ıv egész számra.
Ford́ıtva, tegyük fel, hogy egy S félcsoport teljeśıti azt a feltételt, hogy tetszőleges

x, y ∈ S elemekhez és tetszőleges n pozit́ıv egész számhoz megadható olyan m pozit́ıv
egész szám, amelyre

(xy)m ∈ xnS1

teljesül. Tegyük fel, hogy
y ∈ xS1

valamely x, y ∈ S elemekre. Ekkor
y2 = xu,

ahol u az S valamely eleme. Ha alkalmazzuk az S-re vonatkozó feltételünket n = 2
esetre, akkor megadható olyan m pozit́ıv egész szám, amelyre

y2m = (xu)m ∈ x2S1.
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Ez viszont azt jelenti, hogy S bal Putcha-félcsoport. A jobb Putcha-félcsoportokkal
kapcsolatos álĺıtás bizonýıtása a bal oldali esethez hasonló.

10.14. Lemma Minden bal (jobb) Putcha-félcsoport egyben egy Putcha-félcsoport.

Bizonýıtás. Legyen S egy bal Putcha-félcsoport. Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek a

b ∈ S1aS1

feltétellel, azaz
b = xay

valamely x, y ∈ S1 elemekkel. Feltehetjük, hogy az x és y elemek valamelyike S-ben van,
mert a = b-re az álĺıtás igaz. Akkor viszont a 10.13. Lemma szerint megadható olyan m
pozit́ıv egész szám, hogy

(a(yx))m ∈ a2S1.

Ebből viszont
bm+1 = (xay)m+1 = x(ayx)may ∈ S1a2S1

adódik. Tehát S Putcha-félcsoport. A jobb oldali eset bizonýıtása a bal oldali esethez
hasonlóan bizonýıtható.

10.15. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor bontható fel arkhimédeszi félcsoportok
félhálójára, ha S Putcha-félcsoport. Ebben az esetben a félháló-felbontásnak megfelelő
legszűkebb félháló-kongruencia a következő:

η = {(a, b) ∈ S × S : (∃m,n ∈ N+) am ∈ SbS, bn ∈ SaS}.

Bizonýıtás. Legyen S egy Putcha-félcsoport. Legyen η a tételbeli reláció. Világos, hogy
η az S reflex́ıv és szimmetrikus relációja. (Megjegyezzük, hogy η tetszőleges S félcso-
port esetén reflex́ıv és szimmetrikus.) Megmutajuk, hogy η tranzit́ıv is S-en. Legyenek
a, b, c ∈ S tetszőleges elemek az

(a, b) ∈ η

és
(b, c) ∈ η

feltétellel. Ez azt jelenti, hogy

am ∈ SbS, bn ∈ SaS

és
bt ∈ ScS, ck ∈ SbS
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teljesül valamely m,n, t, k pozit́ıv egész számokkal. Mivel S Putcha-félcsoport, ezért
pinden r pozit́ıv egész számhoz megadható olyan u pozit́ıv egész szám, amelyre

cu ∈ Sb2rS

teljesül. Tegyük fel, hogy
2r ≥ n.

Akkor
cu ∈ Sb2rS ⊆ SaS.

Hasonlóan,
av ∈ ScS

valamely v pozit́ıv egész számmal. Következésképpen η tranzit́ıv.
Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy η kongruencia S-en, Tekintsünk olyan S-beli a és b

elemeket, amelyekre
(a, b) ∈ η

teljesül. Ez azt jelenti, hogy megadhatók olyan m,n pozit́ıv egész számok és olyan
x, y, u, v ∈ S elemek, amelyekre

am = ubv, bn = xay.

Legyen s ∈ S tetszőleges. Jelöljön k olyan pozit́ıv egész számot, amelyre

2k ≥ m

teljesül. Mivel S Putcha-félcsoport, és mivel sa ∈ S1aS1, ezért megadható olyan t pozit́ıv
egész szám, hogy

(sa)t ∈ Sa2kS.

Így léteznek olyan e, f ∈ S elemek, hogy

(sa)t = ea2
k

f = eama2
k−mf = eubva2

k−mf.

Ebből viszont
(sa)t+1 = eu(bva2

k−mfs)a ∈ Sbva2k−mfsS

adódik. Mivel S Putcha-félcsoport, ezért megadható olyan p pozit́ıv egész szám, amelyre

(sa)p ∈ S(bva2
k−mfs)2S ⊆ SsbS

teljesül. Hasonlóan bizonýıtható, hogy

(sb)q ∈ SsaS
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valamely q pozit́ıv egész számmal. Igy

(sa, sb) ∈ η.

Tehát η az S félcsoport balkongruenciája. Hasonlóan igazolható, hogy η az S félcsoport
jobbkongruenciája. Következésképpen η az S félcsoport kongruenciája. Mivel

(a, a2) ∈ η

és
(bc, cb) ∈ η

teljesül tetszőleges a, b, c ∈ S elemekre, ezért az Y = S/η faktor félcsoport félháló. Így
az S félcsoport az Sα (α ∈ Z) η-osztályok félhálója. Megmutatjuk, hogy az S félcsoport
Sα (α ∈ Z) részfélcsoportjai arkhimédeszi félcsoportok. Legyen Sα tetszőleges η-osztály.
Akkor tetszőleges a, b ∈ Sα elemekhez megadhatók olyan m,n pozit́ıv egész számok,
valamint olyan x, y, u, v ∈ S elemek, hogy

xay = bm, ubv = an.

Tegyük fel, hogy
x ∈ Sγ, y ∈ Sδ.

Akkor
α = αγδ ∈ Y,

azaz
Sα = Sαγδ.

Mivel
(xayx)a(yxay) = b3m

és
xayx, yxay ∈ Sαγδ = Sα,

ezért
b3m ∈ SαaSα.

Hasonlóan,
a3n ∈ SαbSα.

Így Sα arkhimédeszi félcsoport.
Megmutatjuk, hogy η az S félcsoport legszűkebb félháló-kongruenciája. Legyen σ

az S félcsoport tetszőleges félháló-kongruenciája. Tegyük fel, hogy (a, b) ∈ η valamely
a, b ∈ S elemekre, azaz xay = bi és ubv = aj teljesül valamely x, y, u, v ∈ S elemekre és
valamely i, j pozit́ıv egész számokkal. Akkor

a σ aj = ubv σ ubi+1v = uxaybv σ xaubvy =
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xaj+1y σ xay = bi σ b.

Ezért
η ⊆ σ.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy egy S félcsoport Y félhálója Sα (α ∈ Y ) arkhimédeszi
félcsoportoknak. Tegyük fel, hogy

b ∈ S1aS1

valamely a, b ∈ S elemekre. Akkor
xay = b3

valamely x, y ∈ S elemekkel. Világos, hogy xay = b3 és xa2y ugyanabban az Sα osztály-
ban vannak. Mivel Sα arkhimédeszi félcsoport, ezért megadható olyan k pozit́ıv egész
szám, amelyre

b3k ∈ Sαxa2ySα ⊆ Sa2S

teljesül. Ez viszont annyit jelent, hogy az S félcsoport Putcha-félcsoport.

10.16. Következmény Legyen S olyan félcsoport, amely előáll Sα (α ∈ Y ) arkhiméde-
szi félcsoportok Y félhálójaként. Akkor S tetszőleges G részcsoportjához van olyan α ∈ Y
elem, hogy G ⊆ Sα.

Bizonýıtás. Mivel a G elemei az S félcsoport ugyanazon η-osztályához tartoznak, ezért
az álĺıtás nyilvánvaló.

10.17. Következmény Minden bal (jobb) Putcha-félcsoport felbontható arkhimédeszi
félcsoportok félhálójára.

Bizonýıtás. A 10.14. Lemma és a 10.15. Tétel szerint nyilvánvaló.

10.18. Következmény Minden kommutat́ıv félcsoport előáll kommutat́ıv arkhimédeszi
félcsoportok félhálójaként.

Bizonýıtás. Legyen S kommutat́ıv félcsoport. Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek.
Tegyük fel, hogy

b ∈ S1aS1.

Akkor megadhatók olyan x, y ∈ S1 elemek, melyekre

b = xay

teljesül. Mivel S kommutat́ıv, ezért

b2 = (xay)2 = x2a2y2,

amiből
b2 ∈ S1a2S1

következik. Tehát S Putcha-félcsoport. A 10.15. Tétel szerint S kommutat́ıv arkhimé-
deszi félcsoportok félhálója.
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10.19. Defińıció Egy 0-elemes S félcsoportot nil félcsoportnak nevezünk, ha minden a
eleméhez megadható olyan n pozit́ıv egész szám, amelyre an = 0 teljesül. Egy S félcso-
portot nilpotens félcsoportnak nevezünk, ha Sn = {0} teljesül valamely n pozit́ıv egész
számra.

Minden nilpotens félcsoport nil, de a ford́ıtott álĺıtás általában nem igaz. Érvényes
viszont a következő.

10.20. Lemma Minden véges nil félcsoport nilpotens.

Bizonýıtás. Legyen S véges nil félcsoport. Az S végessége miatt megadható olyan n
pozit́ıv egész szám, hogy S jobb oldali ideáljainak bármely szigorúan csökkenő lánca
nem hosszabb n-nél. Legyenek

a1, a2, . . . , an, an+1 ∈ S

tetszőleges elemek. Az

a1S
1 ⊇ a1a2S

1 ⊇ · · · ⊇ a1 · · · anS1 ⊇ a1 · · · anan+1S
1

lánc hossza n+ 1, ezért
a1 · · · akS1 = a1 · · · akak+1S

1

valamely 1 ≤ k ≤ n egész számra. Így megadható olyan x ∈ S elem, amelyre

a1 · · · ak = a1 · · · akak+1x

teljesül. Ebből
a1 · · · ak = a1 · · · ak(ak+1x)t

következik minden t pozit́ıv egész számra. Mivel S nil félcsoport, ezért

(ak+1x)m = 0

valamely m pozit́ıv egész számra, amiből

a1 · · · ak = 0,

és ı́gy
a1 · · · an = 0

adódik. Tehát
Sn = {0},

azaz, S nilpotens félcsoport.
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Világos, hogy minden nil félcsoport arkhimédeszi. A nil félcsoportok fontos szere-
pet játszanak az idempotens elemet tartalmazó arkhimédeszi félcsoportok szerkezetének
léırásában. Ezt mutatja a következő struktúratétel.

10.21. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor idempotens elemes arkhimédeszi fél-
csoport, ha idempotens elemet tartalmazó egyszerű félcsoportnak nil félcsoporttal való
ideálbőv́ıtése.

Bizonýıtás. Legyen S olyan arkhimédeszi félcsoport, amely tartalmaz egy e idempotens
elemet. Az világos, hogy K = SeS az S egy ideálja. Mivel S arkhimédeszi, ezért S
minden ideálja tartalmazza S összes idempotens elemét. Érvényes ez K-ra is. Legyen A
az S tetszőleges ideálja. Tetszőleges a ∈ A elem esetén

e ∈ S1aS1 ⊆ A

(mert S1aS1 és A az S ideáljai), amiből

K ⊆ A

következik. Tehát K az S félcsoport magja. Így K az S egy minimális ideálja, s ezért
K egy idempotens elemet tartalmazó egyszerű félcsoport. Az világos, hogy S a K-nak
az S/K Rees-féle faktorfélcsoporttal való ideálbőv́ıtése. Mivel S arkhimédeszi félcsoport,
ezért az S/K Rees-féle faktorfélcsoport nil félcsoport.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy egy S félcsoport egy idempotens elemes, egyszerű K fél-
csoportnak egy Q nil félcsoporttal való ideálbőv́ıtése. Feltehetjük, hogy S = K ∪ Q∗,
ahol Q∗ = Q \ {0}. Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek. Mivel Q nil félcsoport, ezért
megadhatók olyan n és m pozit́ıv egész számok, amelyekre

an, bm ∈ K.

K egyszerű félcsoport, ezért
an ∈ KbnK ⊆ S1bS1,

azaz b osztja az a elem n-edik hatványát. Hasonlóan,

bm ∈ S1aS1,

Azaz a osztja a b elem m-edik hatványát. Tehát S arkhimédeszi félcsoport.

10.22. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor olyan kommutat́ıv arkhimédeszi fél-
csoport, amely tartalmaz idempotens elemet, ha előáll egy kommutat́ıv csoportnak egy
kommutat́ıv nil félcsoporttal való ideálbőv́ıtéseként.
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Bizonýıtás. Legyen S olyan kommutat́ıv arkhimédeszi félcsoport, amely tartalmaz egy
idempotens elemet. A 10.21. Tétel szerint S egy egyszerű K félcsoportnak egy N nil
félcsoporttal való ideálbőv́ıtése. Mivel a kommutat́ıv egyszerű félcsoport mindegyike
csoport (7.4. Tétel), ezért K egy kommutat́ıv csoport. Mivel N az S epimorf képe, ezért
N kommutat́ıv. Tehát S a K kommutat́ıv csoportnak az N kommutat́ıv nil félcsoporttal
való ideálbőv́ıtése.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S olyan félcsoport, amely előáll egy kommutat́ıv K cso-
portnak egy kommutat́ıv N nil félcsoporttal való ideálbőv́ıtéseként. A 10.21. Tétel miatt
S idempotens elemet tartalmazó arkhimédeszi félcsoport. Legyenek a, b ∈ S tetszőleges
elemek. Ha ab /∈ K (azaz ab 6= 0 az N -ben; 0 az N nulleleme), akkor ab = ba 6= 0 N -ben,
és ı́gy ab = ba /∈ K az S félcsoportban. Ha ab ∈ K, (azaz ab = 0 az N -ben), akkor
ba = 0 az N -ben és ı́gy ba ∈ K az S-ben, amiből

ab = (ab)e = a(be) = a(e(be)) = (ae)(be) = (be)(ae) = b(e(ae) = b(ae) = (ba)e = ba

következik. Tehát
ab = ba

mindkét esetben. Következésképpen S kommutat́ıv félcsoport.

10.23. Tétel Idempotens elem nélküli kommutat́ıv arkhimédeszi félcsoportok mindegyi-
kének van nemtriviális csoport-epimorf képe.

Bizonýıtás. Legyen S egy idempotens elem nélküli kommutat́ıv, arkhimédeszi félcsoport.
Legyen a ∈ S tetszőleges. Legyen továbbá

Ha = {x ∈ S : (∃m,n ∈ N+) xam = an}.

Világos, hogy at ∈ Ha minden pozit́ıv egész t kitevőre. Egyszerűen igazolható, hogy Ha

reflex́ıv és unitér részfélcsoportja S-nek. Mivel S arkhimédeszi, ezért tetszőleges b ∈ S
elem esetén van olyan x ∈ S elem, hogy xb megegyezik az a valamely hatványával, s ezért
xb ∈ Ha. Ha S valamely a elemére Ha 6= S, akkor az S félcsoport PHa főkongruencia
szerinti faktorcsoport nem triviális. Ha Ha = S volna minden S-beli a elemre, akkor
a ∈ Ha2 és ı́gy

a(a2)m = (a2)n

teljesülne valamely pozit́ıv egész n és m kitevőkre. Mivel a bal oldali kitevő páratlan
a jobb oldali páros, ezért az a elem periodikus elem lenne, s ezért S tartalmazna egy
idempotens elemet az 1.29. Tétel szerint. Ez viszont nem lehetséges az S-re tett feltétel
szerint.

10.24. Tétel Tetszőleges S félcsoportra az alábbi feltételek egymással ekvivalensek:

(1) S egy egyszerű bal és jobb Putcha-félcsoport.
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(2) S egy teljesen egyszerű félcsoport.

Bizonýıtás. Legyen S egy egyszerű bal és jobb Putcha-félcsoport. Legyen x ∈ S tetsző-
leges elem és n ≥ 3 tetszőleges egész szám.Megmutatjuk, hogy xn az S félcsoport egy
reguláris eleme. Mivel S egyszerű félcsoport, ezért

xn−2 ∈ SxnS

és ezért megadhatók olyan u, v ∈ S elemek, amelyekre

xn = xuxnvx

teljesül. Az xu elemmel balról, a vx elemmel jobbról szorozgatva ezt az egyenlőséget azt
kapjuk, hogy tetszőleges m pozit́ıv egész szám esetén

xn = (xu)mxn(vx)m.

A 10.13. Lemma szerint megadható olyan m pozit́ıv egész szám, amelyre

(xu)m ∈ xnS

és
(vx)m ∈ Sxn

teljesül. Így
xn ∈ xnSxn,

azaz xn az S félcsoport egy reguláris eleme. A 6.2. Lemma szerint ekkor viszont az S
félcsoport tartalmaz legalább egy idempotens elemet. Ezek után megmutatjuk, hogy az
S félcsoport teljesen egyszerű. Tegyük fel, indirekt módon, hogy S nem teljesen egyszerű.
Akkor a 9.11. Következmény szerint S tartalmaz egy

C = 〈p, q; pq = e〉

biciklikus félcsoportot (itt az e idempotens elem a C egységeleme). Az világos, hogy

qp ∈ S1p.

Mivel S jobb Putcha-félcsoport, ezért

qp = (qp)m = xp2

valamely x ∈ S1 és alkalmas m pozit́ıv egész számmal. Így

xe = xp2q2 = qpq2 = q2 ∈ C,
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valamint
xep2 = xp2,

és ezért
qp = xp2 = xep2 = q2p2.

Ez viszont ellentmondás, mert C elemeit egyértelműen lehet előálĺıtani qupv alakban.
Tehát S valóban teljesen egyszerű.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S egy teljesen egyszerű félcsoport. Akkor a 9.28. Tétel sze-
rint S izomorf egy P szendvicsmátrixú, G csoport feletti Rees-féle M = M(G; I, J ;P )
mátrixfélcsoporttal. Azonośıtsuk S-et M-mel. Legyenek (a; i, j), (b; k, n) ∈ S tetszőle-
ges elemek. Akkor

(a; i, j)(b; k, n) = (a; i, j)2((pj,iapj,i)
−1pj,kb; i, n) ∈ (a; i, j)2S,

amiből adódik, hogy S egy bal Putcha-félcsoport. Hasonlóan igazolható, hogy S jobb
Putcha-félcsoport.

10.25. Defińıció Egy A félcsoportnak valamely Q nullelemes félcsoporttal való S bőv́ı-
téséről akkor mondjuk, hogy retrakt bőv́ıtés, ha (azonośıtva A-t S azon ideáljával, amely
szerinti Rees-féle faktorfélcsoportja izomorf Q-val) megadható S-nek A-ra olyan homo-
morfizmusa, amely A elemeit fixen hagyja.

10.26. Tétel Tetszőleges S félcsoporton a következő feltételek egymással ekvivalensek.

(1) S idempotens elemet tartalmazó, arkhimédeszi bal és jobb Putcha-félcsoport,

(2) S egy teljesen egyszerű félcsoportnak egy nil félcsoporttal való retrakt bőv́ıtése.

Bizonýıtás. Legyen S egy olyan arkhimédeszi bal és jobb Putcha-félcsoport, amely tar-
talmaz legalább egy idempotens elemet. A 10.24. Tétel szerint S egy idempotens elemet
tartalmazó egyszerű K félcsoportnak az N = S/K nil félcsoporttal való ideál-bőv́ıtése.
Az világos, hogy egy bal és jobb Putcha-félcsoport tetszőleges ideálja is bal és jobb
Putcha-félcsoport. Így K is jobb és bal Putcha-félcsoport. Ebből viszont a 10.24. Tétel
szerint az következik, hogy K teljesen egyszerű, s ezért a 9.28. Tétel miatt izomorf egy
M(I;G, J ;P ) Rees-féle mátrixfélcsoporttal. Mivel K gyengén redukt́ıv a 9.29. Tétel mi-
att, ezért az 5.20. Tétel szerint K az Ω(K) transzlációs burok egy ideálja. A 9.30. Tétel
szerint

Ω(K)={(k, a, h)∈TI ×G× TJ : (∀i ∈ I, j ∈ J) pj,k(i)ap(j0)h,i=pj,k(i0)ap(j)h,i}.

Az Ω(K) transzlációs burok két elemének (k, a, h)-nak és (f, b, g)-nek a szorzata

(k, a, h)(f, b, g) = (k ◦ f, ap(j0)h,f(i0)b, h ◦ g).
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Továbbá, ha (g; i, j) ∈ K és (k, a, h) ∈ Ω(K) tetszőleges elemek, akkor

(k, a, h)(g; i, j) = (ap(j0)h,ig; k(i), j) ∈ K

és
(g; i, j)(k, a, h) = (gpj,k(i0)a; i, (j)h) ∈ K.

Egy (k, a, h) ∈ Ω(K) bitranszláció akkor és csak akkor belső bitranszláció, ha k és h
konstans transzformációk. Az 5.21. Tétel szerint Ω(K)-nak van olyan N = S/K-val való
(S ′,+) ideálbőv́ıtése, amelynek S egy részfélcsoportja. Jelölje e az Ω(K) egységelemét.
Akkor

φ : x 7→ x+ e

S ′-nek Ω(K)-ra való retrakt homomorfizmusa. Az S ′ félcsoporton érvényes művelet φ
által meg van határozva: Ha x, y ∈ N∗ = N − {0} és s, t ∈ Ω(K), akkor x + t = φ(x)t,
t + x = tφ(x), s + t = st; ha xy 6= 0 N -ben, akkor x + y = xy, ha xy = 0 N -ben akkor
viszont x + y = φ(x)φ(y). Megmutatjuk, hogy φ-nek S-re való leszűḱıtése S-nek K-ra
való retrakt homomorfizmusa. Elegendő azt megmutatni, hogy minden s ∈ N∗ esetén
φ(s) ∈ K, azaz φ(s) a K egy belső bitranszlációja. Legyen s az N∗ egy tetszőleges eleme,
és legyen

φ(s) = (k, a, h) ∈ Ω(K).

Mivel N nil félcsoport, ezért
sn ∈ K

valamely n pozit́ıv egész számmal. Így

(k, a, h)n = (k0, b, h0).

Legyen
(g; i, j) ∈ K

tetszőleges elem. Mivel S egy bal Putcha-félcsoport, ezért a 10.13. Lemma szerint meg-
adható olyan m pozit́ıv egész szám és olyan x ∈ S elem, hogy

(s(g; i, j))m = snx.

Legyen
φ(x) = (kx, bx, hx) ∈ Ω(K).

Akkor
((ap(j0)h,igpj,k(i))

m−1ap(j0)h,ig; k(i), j) = (ap(j0)h,ig; k(i), j)m

= ((k, a, h)(g; i, j))m = (φ(s)(g; i, j))m = (s(g; i, j))m = φ((s(g; i, j))m) =

φ(snx) = (k, a, h)nφ(x) = (k0, b, h0)(kx, bx, hx) = (k0, bph0,kx(i0)bx, (h0)hx).
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Ebből
k(i) = k0

adódik minden i ∈ I indexre, azaz k konstans transzformáció. Az S-re vonatkozó jobb
Putcha feltétel felhasználásával, hasonlóan bizonýıtható, hogy h is konstans transzfor-
máció. Így

φ(s) ∈ K.

Ezzel bebizonýıtottuk, hogy (1)-ből következik (2).
Mivel egy teljesen egyszerű félcsoport arkhimédeszi jobb és bal Putcha-félcsoport,

ezért könnyen ellenőrizhető, hogy (2)-ből következik (1).

10.3. Félcsoportok erős félhálója

10.27. Defińıció Legyen Y egy félháló, és legyenek Sα (α ∈ Y ) tetszőleges félcsoportok
úgy, hogy Sα ∩ Sβ = ∅ minden α 6= β (α, β ∈ Y ) esetén. Tegyük fel, hogy minden α ≥ β
(α, β ∈ Y ) esetén van olyan (·)φα,β homomorf leképezése Sα-nak Sβ-ba, hogy az alábbiak
teljesülnek

(1) φα,α = idSα, (α ∈ Y ),

(2) φα,β ◦ φβ,γ = φα,γ minden α ≥ β ≥ γ (α, β, γ ∈ Y ) esetén.

Az S = ∪α∈Y Sα halmazon definiáljunk egy ∗ műveletet a következőképpen. Ha a ∈ Sα és
b ∈ Sβ, akkor legyen

a ∗ b = (a)φα,αβ(b)φβ,αβ,

ahol a jobb oldalon (a)φα,αβ és (b)φβ,αβ között az Sαβ félcsoportbeli műveletet kell tekinte-
ni. Könnyen ellenőrizhető, hogy S erre a műveletre nézve félcsoportot alkot, és S az Sα
félcsoportok Y félhálója. Ezt a félcsoportot az Sα félcsoportok erős félhálójának nevezzük
és S = [Y ; Sα, φα,β]-val jelöljük. A {φα,β}α≥β leképezés-családot az S-en értelmezett
műveletet meghatározó homomorfizmusok tranzit́ıv rendszerének nevezzük.

Megjegyezzük, hogy α > β esetén Sα ∪ Sβ retrakt bőv́ıtése Sβ-nak.

Egy S félcsoportot Clifford-félcsoportnak nevezünk, ha S reguláris és idempotensei S
minden elemével felcserélhetőek. A 6.20. Tétel szerint minden Clifford-félcsoport inverz
félcsoport. A következő tétel a Clifford-félcsoportok szerkezetéről is fontos információt
ad.

10.28. Tétel Tetszőleges S félcsoport esetén az alábbi feltételek egymással ekvivalensek:

(1) S részcsoportok félhálója.
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(2) S részcsoportok erős félhálója.

(3) S Clifford-félcsoport.

Bizonýıtás. Világos, hogy az (1) és (2) feltételek ekvivalenciájához elegendő csak azt
bizonýıtani, hogy (1)-ből következik (2). Legyen az S félcsoport a Gα részcsoportok Y
félhálója (α ∈ Y ). Legyenek α és β tetszőleges Y -beli elemek az α ≥ β feltétellel. Ha eβ
jelöli Gβ egységelemét, akkor

ϕα,β : a 7→ aeβ (a ∈ Gα)

a Gα részcsoportnak a Gβ részcsoportba való leképezése. Mivel tetszőleges a, b ∈ Gα

esetén

(ab)ϕα,β = (ab)eβ = a(beβ) = a(eβ(beβ) = (aeβ)(beβ) = (a)ϕα,β(b)ϕα,β,

ezért ϕα,β homomorfizmus. Az világos, hogy

ϕα,α = idGe

minden α ∈ Y -ra. Legyenek α, β, γ ∈ Y tetszőleges elemek úgy, hogy α ≥ β ≥ γ. Akkor

eβeγ = (eβ)ϕβ,γ

miatt eβeγ a Gγ egységeleme, azaz

eβeγ = eγ.

Ezért tetszőleges a ∈ Gα esetén

(a)ϕα,γ = aeγ = aeβeγ = (a)ϕα,β ◦ ϕβ,γ.

Továbbá, tetszőleges α, β ∈ Y és tetszőleges a ∈ Gα, b ∈ Gβ esetén

ab = (ab)eαβ = (aeαβ)(beαβ) = (a)ϕα,αβ(b)ϕβ,αβ.

Ezért S a Gα (α ∈ Y ) részcsoportok erős félhálója.
A következőkben megmutatjuk, hogy (2)-ből következik (3). Tegyük fel, hogy az

S félcsoport Gα (α ∈ Y ) csoportok erős félhálója. Az világos, hogy S minden eleme
reguláris. Az S idempotens elemei a Gα csoportok egységelemei. Ha eα ∈ Gα idempotens
elem bα(∈ Gβ) pedig tetszőleges elem S-ben, akkor

eαbβ = (eα)φα,αβ(bβ)φβ,αβ = eαβ(bβ)φβ,αβ =

= (bβ)φβ,αβ = ((bβ)φβ,αβ)eαβ = (bβ)φβ,αβ(eα)φα,αβ = bβeα.
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Tehát S Clifford-félcsoport. A bizonýıtás hátralévő részében megmutatjuk, hogy (3)-ből
következik (1). Legyen S egy Clifford-félcsoport. Akkor (defińıció szerint) S reguláris
és S idempotensei felcserélhetőek S bármelyik elemével. Legyen a ∈ S tetszőleges elem.
Mivel S reguláris, ezért van S-nek olyan x eleme, amelyre axa = a teljesül. A 6.2. Lem-
ma szerint ax és xa idempotens elemek. Így ezek az elemek az S tetszőleges elemével
felcserélhetőek, azaz benne vannak az S félcsoport Z(S) centrumában. Emiatt

xa = xaxa = x(ax)a = (ax)xa = ax(xa) = a(xa)x = axax = ax.

Így az S félcsoport teljesen reguláris (lásd a 6.15. Defińıciót). A 6.16. Tétel szerint S előáll
csoportok úniójaként. Az 1.42. Tétel szerint S előáll diszjunkt Gi (i ∈ I) részcsoportok
úniójaként. Megmutatjuk, hogy S a Gi (i ∈ I) csoportok félhálója. Jelölje ei, illetve ej
a Gi, illetve Gj (i, j ∈ I) részcsoport egységelemét. Mivel ei, ej ∈ Z(S), ezért

eiej = ejei.

Továbbá,
(eiej)

2 = e2i e
2
j = eiej,

azaz van olyan Gk (ki ∈ I) részcsoport, hogy eiej = ejei a Gk egységeleme. Jelölje ezt
az egységelemet ek. Ha a ∈ Gi és b ∈ Gj tetszőleges elemek, akkor (ei, ej ∈ Z(S) miatt)

(ab)ek = (ab)(eiej) = (aei)(bej) = ab

és (az előzőhöz hasonlóan)

ek(ab) = ab, (ba)ek = ba, ek(ba) = ba.

Tehát
ab, ba ∈ ekS ∩ Sek = ekSek.

Így
GiGj, GjGi ⊆ ekSek.

Jelölje a−1, illetve b−1 az a ∈ Gi, illetve b ∈ Gj elem Gi, illetve Gj csoportbeli inverzét.
Az előzőek szerint

b−1a−1, a−1b−1 ∈ ekSek.

Igy
(ab)(b−1a−1) = aeja

−1 = ej(aa
−1) = eiej = ek

és (az előzőhöz hasonlóan)

(b−1a−1)(ab) = ek, (ba)(a−1b−1) = ek, (a−1b−1)(ba) = ek.
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Az 1.41. Tétel szerint ez azt jelenti, hogy

ab, ba ∈ Gek ,

ahol Gek jelöli az S félcsoport azon maximális részcsoportját, amelyben ek az egységelem.
Az világos, hogy

Gek = Gk.

Igy
ab, ba ∈ Gk.

Következésképpen
GiGj, GjGi ⊆ Gk.

Ebből már következik, hogy az S félcsoport a Gi (i ∈ I) részcsoportok félhálója.

10.4. Kötegek

Az előzőekben már definiáltuk a köteg fogalmát (1.38. Defińıció). A kötegek vizsgálatá-
ban fontos szerepet játszanak a derékszögű kötegek. Lássuk ezek egyik defińıcióját!

10.29. Defińıció Legyenek A és B tetszőleges nem üres halmazok. Az A×B Descartes-
szorzaton definiáljunk egy műveletet a következőképpen: Ha (a1, b1) és (a2, b2) tetszőleges
A × B-beli elemek, akkor legyen (a1, b1)(a2, b2) = (a1, b2). Könnyen ellenőrizhető, hogy
ezzel egy asszociat́ıv műveletet definiáltunk A×B-n. Az ı́gy definiált félcsoportot derék-
szögű kötegnek nevezzük.

A következő tétel a derékszögű kötegek jellemzésével foglalkozik. Szerepet játszik
benne a félcsoportok (külső) direkt szorzata . Valamely A és B félcsoportok (külső) direkt
szorzatán értjük azt a félcsoportot, melynek alaphalmaza az A×B Descartes-szorzat, és
tezsőleges (a1, b1), (a2, b2) ∈ A×B elempárok esetén (a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1b2).

10.30. Tétel Tetszőleges S félcsoporton a következő feltételek egymással ekvivalensek.

(1) S derékszögű köteg;

(2) S sehol sem kommutat́ıv (minden a, b ∈ S esetén ab = ba-ből a = b következik);

(3) S köteg és teljeśıti az aba = a azonosságot;

(4) S köteg és teljeśıti az abc = ac azonosságot;

(5) S egy balzéró és egy jobbzéró félcsoport (külső) direkt szorzata.
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Bizonýıtás. Az nyilvánvaló, hogy (1)-ből következik (2). Megmutatjuk, hogy (2)-ből
következik (3): Legyen S sehol sem kommutat́ıv félcsoport. Tetszőleges a ∈ S elem
esetén a és a2 egymással felcserélhetők, ezért a = a2, azaz S köteg. Mivel tetszőleges
a, b ∈ S elemek esetén

a(aba) = aba = (aba)a,

ezért
a = aba.

Így S teljeśıti (3)-at.
Most belátjuk, hogy (3)-ból következik (4): Legyenek a, b, c ∈ S tetszőleges elemek.

Akkor
abc = (aca)(bc) = a(cabc) = ac.

Tehát S teljeśıti (4)-et.
Megmutatjuk, hogy (4)-ből következik (5): Tegyük fel, hogy S teljśıti (4)-t. Legyen

a ∈ S tetszőleges elem. Legyen L = Sa és R = aS. Akkor sata = sa és asat = at
(s, t ∈ S) miatt L egy balzéró, R pedig egy jobbzéró félcsoport. Megmutatjuk, hogy
S ∼= L× R. Az (sa, at) ∈ L× R elemmel legyen φ((sa, at)) = sat. Mivel minden s ∈ S
elemre s = sas, ezért φ szürjekt́ıv. Megmutatjuk, hogy φ injekt́ıv. Tegyük fel, hogy
φ((sa, at)) = φ((ua, av)) valamely s, t, u, v ∈ S elemekre. Akkor sat = uav és ı́gy

sa = sata = uava = ua,

valamint
at = asat = auav = av.

Tehát
(sa, at) = (ua, av),

amely azt eredményezi, hogy φ injeḱıv. Mivel

φ((sa, at)(ua, av)) = φ((sa, av)) = sav

és
φ((sa, at))φ((ua, av)) = (sat)(uav) = sav,

ezért φ homomorfizmus. Tehát φ egy izomorf leképezése az L×R direkt szorzatnak az S-
re. Már csak annak igazolása van hátra, hogy (5)-ből következik (1). De ez a derékszögű
köteg defińıciója alapján nyilvánvaló.

10.31. Tétel Tetszőleges S köteg esetén

σ = {(a, b) ∈ S × S : a = aba és b = bab}

az S legszűkebb félháló-kongruenciája.
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Bizonýıtás. Az nyilvánvaló, hogy σ reflex́ıv és szimmetrikus. Megmutatjuk, hogy σ
tranzit́ıv. Tegyük fel, hogy aσb és bσc teljesül az S köteg valamely a, b, c elemeire.
Akkor

a = aba = a(bcb)a = ab(cba)(cba) = a(bcb)a(cba) = (aba)(cba) = acba

és, hasonlóan,
a = abca.

Ezekből viszont

a = (acba)(abca) = (ac)(bab)(ca) = a(cbc)a = aca

adódik. Hasonló módon bizonýıtható, hogy

c = cac.

Így aσc. Tehát σ tranzit́ıv.
Megmutatjuk, hogy σ jobbkongruencia. Legyenek a, b, c ∈ S tetszőleges elemek.

Tegyük fel, hogy aσb. Akkor

(ac)(abc)(ac) = (ac)(abc)(abac) = a(cab)(cab)(ac) = a(cab)(ac)

= (ac)(abac) = (ac)(ac) = ac,

(abc)(ac)(abc) = (ab)(ca)(ca)(bc) = (ab)(ca)(bc) = (abc)(abc) = abc.

Így acσabc. Továbbá,

(bc)(abc)(bc) = (bc)(abc) = (babc)(abc) = b(abc)(abc) = (bab)c = bc,

és
(abc)(bc)(abc) = (abc)(abc) = abc.

Így bcσabc. Mivel σ tranzit́ıv, ezért acσbc. Tehát σ jobbkongruencia. Hasonlóan bizo-
nýıtható, hogy σ balkongruencia. Ezért σ kongruencia. Mivel

ab = (ab)(ba)(ab)

és
ba = (ba)(ab)(ba),

ezért abσba. Így S/σ kommutat́ıv köteg, azaz félháló.
Legyen τ az S köteg tetszőleges félháló-kongruenciája. Akkor az aσb feltételt teljeśıtő

a, b ∈ S elemekre
a = abaτbab = b

következik. Tehát σ ⊆ τ , azaz σ az S köteg legszűkebb félháló-kongruenciája.
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10.32. Következmény Minden köteg derékszögű kötegek félhálója.

Bizonýıtás. Legyen S tetszőleges köteg. A 10.31. Tétel szerint

σ = {(a, b) ∈ S × S : a = aba és b = bab}

az S legszűkebb félháló-konguenciája. Ha A az S egy σ-osztálya, akkor bármely a, b ∈ A
esetén (a, b) ∈ σ miatt a = aba. Tehát A-ban teljesül a 10.30. Tétel (3)-as feltételében
szereplő azonosságot, s ezért A derékszögű köteg. Tehát az S köteg derékszögű kötegek
félhálója.

10.33. Tétel Legyen Y félháló. Tetszőleges γ ∈ Y elem esetén legyenek Lγ és Rγ tet-
szőleges nem üres halmazok úgy, hogy Lγ ∩ Lδ = Rγ ∩ Rδ = ∅, ha δ 6= γ. Legyen
Sγ = Lγ × Rγ. Minden γ ≥ δ esetén legyenek adottak valamely αδ,γ : Sγ → T (Lδ) és

βγ,δ : Sγ → T (Rδ) függvények. Jelölje α
(i,µ)
δ,γ , illetve β

(i,µ)
γ,δ az (i, µ) ∈ Sγ elemhez az αδ,γ,

illetve βγ,δ által rendelt T (Lδ)-beli, illetve T (Rδ)-beli elemet.
Tegyük fel, hogy minden γ, δ ∈ Y és minden (i, µ) ∈ Sγ, (j, ν) ∈ Sδ elemekre teljesül-

nek a következők.

(1) [α
(i,µ)
γ,γ ] = i, [β

(i,µ)
γ,γ ] = µ,

(2) [α
(i,µ)
γδ,γ α

(j,ν)
γδ,δ ] = k, [β

(i,µ)
γ,γδ α

(j,ν)
δ,γδ ] = ξ valamely (k, ξ) ∈ Sγδ elemre,

(3) a (2) jelöléseit használva, minden ε < γδ esetén α
(k,ξ)
ε,γδ = α

(i,µ)
ε,γ α

(j,ν)
ε,δ β

(k,ξ)
γδ,ε =

β
(i,µ)
γ,ε β

(j,ν)
δ,ε .

Legyen S = ∪α∈Y Sα. A fenti jelöléseket használva, definiáljunk egy ∗ műveletet S-en a
következőképpen (i, µ) ∗ (j, ν) = (k, ξ). Akkor (S, ∗) köteg. Ford́ıtva, minden köteget ı́gy
lehet konstruálni.

Bizonýıtás. Annak bizonýıtása, hogy (S, ∗) köteg, technikai jellegű. Ahhoz, hogy minden
köteget a tételben részletezett módon lehet konstruálni, tekintsünk egy tetszőleges S
köteget. A 10.32. Következmény szerint S előáll Sγ derékszögű kötegek Y félhálójaként.
A 10.30. Tétel miatt minden γ ∈ Y esetén vannak olyan Lγ balzéró és Rγ jobbzéró
félcsoportok, hogy Sγ ∼= Lγ × Rγ. Sγ-t azonośıtani fogjuk Lγ × Rγ-val, és S-et S =
∪γ∈Y (Lγ×Rγ) formában tekintjük. Természetesen feltehetjük, hogy Lγ∩Lδ = Rγ∩Rδ =
∅, ha γ 6= δ.

Legyenek γ és δ tetszőleges Y -beli elemek úgy, hogy γ ≥ δ. Legyen (i, µ) ∈ Sγ
tetszőleges. Ha (j, ν) ∈ Sδ, akkor (i, µ)(j, ν) = (k, ξ) ∈ Sδ, és ı́gy

(k, ξ) = (i, µ)(j, ν)[(i, µ)(j, ν)](j, ν) = (k, ξ)(j, ν) = (k, ν),
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és ezért ξ = ν. Ha (j, σ) ∈ Sδ, akkor

(i, µ)(j, σ) = (i, µ)[(j, ν)(j, σ)] = [(i, µ)(j, ν)](j, σ) = (k, ν)(j, σ) = (k, σ)

amely azt mutatja, hogy k nem függ a ν-től. Igy definiálhatunk egy α
(i,µ)
δ,γ függvényt

Lδ-n, amely teljeśıti a következő feltételt:

(i, µ)(j, ν) = (α
(i,µ)
δ,γ j, ν) ((i, µ) ∈ Sγ, (j, ν) ∈ Sδ γ ≥ δ).

Ennek duálisaként, definiálhatunk egy β
(i,µ)
γ,δ függvényt Rδ-n, amely teljeśıti a következő

feltételt:
(j, ν)(i, µ) = (j, νβ

(i,µ)
γ,δ ) ((i, µ) ∈ Sγ, (j, ν) ∈ Sδ γ ≥ δ).

Ez lehetővé teszi, hogy definiáljuk a következő függvényeket.

αδ,γ : (i, µ) 7→ α
(i,µ)
δ,γ , ((i, µ) ∈ Sγ, γ ≥ δ

βγ,δ : (i, µ) 7→ β
(i,µ)
γ,δ , ((i, µ) ∈ Sγ, γ ≥ δ.

(1) közvetlenül következik α
(i,µ)
δ,γ és β

(i,µ)
γ,δ defińıciójából. Legyen (i, µ) ∈ Sγ és (j, ν) ∈ Sδ.

Akkor (i, µ)(j, ν) = (k, ξ) valamely (k, ξ) ∈ Sγδ-ra. Legyen ε ≤ γδ és legyen (l, η) ∈ Sε.
Akkor

(α
(k,xi)
ε,γδ l, η) = (k, ξ)(l, η) = (i, µ)(j, ν)(l, η) = (α(i,µ)

ε,γ α
(j,ν)
ε,δ l, η)

és ı́gy
α
(k,ξ)
ε,γδ = α(i,µ)

ε,γ α
(j,ν)
ε,δ .

Ebből következik a (2) formula; az ε = γδ választás mellett pedig az (1) formula.
Ugyanebből adódik (3) első képlete, ha feltesszük, hogy ε < γδ. A (2) és (3) máso-
dik képlete az első képletek duálisai. A (2)-ből és (k, ξ) defińıciójából adódik, hogy
(i, µ)(j, ν) = (i, µ) ∗ (j, ν). Ezzel a tételt bebizonýıtottuk.

Feladatok

10.1. (Megoldás: 17.30.) Egy S félcsoport valamely F részfélcsoportját filternek ne-
vezzük, ha S tetszőleges a, b elemei esetén ab ∈ F -ből a, b ∈ F következik. Legyen J egy
S félcsoport filtereinek valamely nem üres részhalmaza. Mutassuk meg, hogy

σJ = {(a, b) ∈ S × S : (∀F ∈ J) a, b ∈ F vagy a, b /∈ F}

az S félcsoport egy félháló-kongruenciája.

10.2. (Megoldás: 17.31.) Mutassuk meg, hogy egy S félcsoport tetszőleges félháló-
kongruenciája az előző feladatban szereplő módon konstruálható!
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10.3. (Megoldás: 17.32.) A 10.8. Következmény felhasználása nélkül mutassuk meg,
hogy minden arkhimédeszi félcsoport félháló-felbonthatatlan.

10.4. (Megoldás: 17.33.) Egy S félcsoportot gyengén kommutat́ıv félcsoportnak neve-
zünk, ha tetszőleges a, b ∈ S elemekhez megadhatók olyan x, y ∈ S1 elemek és olyan n
pozit́ıv egész szám, amelyekre (ab)n = xa = by teljesül. Mutassuk meg, hogy gyengén
kommutat́ıv S félcsoport előáll arkhimédeszi félcsoportok félhálójaként!

10.5. (Megoldás: 17.34.) Mutassuk meg, hogy egy gyengén kommutat́ıv félcsoport
arkhimédeszi komponensei gyengén kommutat́ıvak!
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11. fejezet

Félcsoportok szubdirekt szorzata

11.1. Defińıció Akkor mondjuk, hogy egy S félcsoport az Si (i ∈ I) félcsoportok szub-
direkt szorzata, ha az Si (i ∈ I) félcsoportok direkt szorzatának van olyan S-sel izomorf
T részfélcsoportja, hogy a direkt szorzat Si (i ∈ I) félcsoportokra való projekcióinak T -re
való leszűḱıtése szürjekt́ıv.

11.2. Tétel Legyen S tetszőleges félcsoport. Ha αi (i ∈ I) az S félcsoport olyan kong-
ruenciái, amelyekre ∩i∈Iαi = ιS teljesül, akkor S az S/αi (i ∈ I) faktorfélcsoportok
szubdirekt szorzata. Ford́ıtva, ha S az Si (i ∈ I) félcsoportok szubdirekt szorzata, ak-
kor megadhatók S-nek olyan αi (i ∈ I) kongruenciái, amelyekre ∩i∈Iαi = ιS, valamint
Si ∼= S/αi (i ∈ I) teljesül.

Bizonýıtás. Legyen S tetszőleges félcsoport, valamint αi (i ∈ I) az S félcsoport olyan
kongruenciái, amelyekre ∩i∈Iαi = ιS teljesül. Jelölje Si (i ∈ I) az S/αi faktorfélcsoportot.
Képezzük a

∏
i∈I Si direkt szorzatot. Jelölje ϕ S-nek a direkt szorzatba való következő

leképezését: tetszőleges s ∈ S elem esetén legyen ϕ(s) a direkt szorzat azon eleme, amely
tetszőleges i ∈ I indexhez az Si = S/αi félcsoport azon elemét, azaz S azon αi szerini
osztályát rendeli, amely az s elemet tartalmazza. Képletszerűen:

(ϕ(s))(i) = [s]αi .

Az világos, hogy ϕ egyértelmű leképezés. Mivel tetszőleges s, t ∈ S esetén

(ϕ(st))(i) = [st]αi = [s]αi [t]αi = (ϕ(s))(i)(ϕ(t))(i) = ((ϕ(s)(ϕ(t))(i),

ezért ϕ az S félcsoportnak a direkt szorzatba való homomorf leképezése. A következőkben
megmutatjuk, hogy ϕ injekt́ıv. Tegyük fel, hogy

ϕ(s) = ϕ(t)

valamely s, t ∈ S elemekre. Akkor minden i ∈ I indexre

(ϕ(s))(i) = (ϕ(t))(i),
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azaz
[s]αi = [t]αi

teljesül, amiből az adódik, hogy
(s, t) ∈ ∩i∈Iαi.

Mivel ∩i∈Iαi = idS, ezért
s = t.

Tehát ϕ valóban injekt́ıv. Jelölje S∗ az S félcsoport ϕ szerinti képét. Legyen i ∈ I
tetszőleges index. Tekintsük az Si = S/αi félcsoport [s]αi elemét. A ϕ(s) ∈ S∗ elemnek
a πi projekció szerinti képe (ϕ(s))(i) = [s]αi . Így a πi projekciónak az S∗ félcsoportra
való leszűḱıtése szürjekt́ıv. Következésképpen S∗ és ı́gy S az Si (i ∈ I) félcsoportok
szubdirekt szorzata.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy egy S félcsoport előáll bizonyos Si (i ∈ I) félcsoportok
szubdirekt szorzataként. Akkor van az Si (i ∈ I) félcsoportok direkt szorzatának olyan
S∗ részfélcsoportja, hogy S izomorf S∗-gal és a πi (i ∈ I) projekcióknak S∗-ra való
leszűḱıtései szürjekt́ıvek minden i ∈ I index esetén. Azonośıtsuk S-et S∗-gal, s jelölje αi
(i ∈ I) a πi homomorfizmus S-re való leszűḱıtésének magját. Tegyük fel, hogy

(s, t) ∈ ∩i∈Iαi.

Akkor minden πi (i ∈ I) esetén
πi(s) = πi(t)

teljesül, amiből az s = t egyenlőség következik. Tehát ∩i∈Iαi = ιS.

11.3. Defińıció Egy S félcsoportot szubdirekt irreducibilis félcsoportnak nevezünk, ha S
bárhogy is áll elő Si (i ∈ I) félcsoportok szubdirekt szorzataként, van legalább egy olyan
j ∈ I index, melyhez tartozó projekcióhomomorfizmus S-et izomorf módon képezi Sj-re.

11.4. Tétel Egy S félcsoport akkor és csak akkor szubdirekt irreducibilis, ha kongruen-
ciáinak tetszőleges αi, i ∈ I családja esetén ∩i∈Iαi = ιS akkor és csak akkor teljesül, ha
van legalább egy j ∈ I index, hogy αj = ιS.

Bizonýıtás. A 11.2. Tétel alapján nyilvánvaló.

A szubdirekt irreducibilis félcsoportok szerepét mutatja a következő tétel:

11.5. Tétel (Birkhoff-tétel) Minden félcsoport felbontható szubdirekt irreducibilis félcso-
portok szubdirekt szorzatára.
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Bizonýıtás. Legyen S tetszőleges félcsoport. Ha S egyelemű, akkor a tétel álĺıtása nyil-
vánvaló. Tegyük fel, hogy |S| ≥ 2. Az S félcsoport tetszőleges, egymástól különböző a és
b elemei esetén jelölje Pa,b az S félcsoport mindazon Φ kongruenciáinak halmazát, amely-
re (a, b) /∈ Φ teljesül. Pa,b 6= ∅, mert ιS ∈ Pa,b. A Pa,b halmaz a relációk tartalmazására
nézve részben rendezett. Legyen

α1 ⊆ α2 ⊆ · · · ⊆ αn ⊆ . . .

Pa,b-beli kongruenciák egy mononon növekedő sorozata. Az világos, hogy

∪ni=1αi ∈ Pa,b.
Tehát Pa,b minden részláncának van Pa,b-ben felső korlátja. A Zorn-Lemma miatt Pa,b-
ben van maximális elem. Jelöljön ψ(a, b) egy maximális elemet.

Következő lépésként megmutatjuk, hogy az S/ψ(a, b) faktorfélcsoportok minden (a, b) ∈
S × S a 6= b elempár esetén szubdirekt irreducibilisek. Legyenek αi/ψ(a, b) (i ∈ I) az
S/ψ(a, b) faktorfélcsoport olyan kongruenciái, amelyekre

∩i∈I(αi/ψ(a, b)) = ιS/ψ(a,b)

teljesül. A 2.30. Tétel szerint S-ben

∩i∈Iαi = ψ(a, b).

Mivel ψ(a, b) maximális S azon α kongruenciái között, melyekre (a, b) /∈ α teljesül, ezért
van olyan j ∈ I index, hogy

αj = ψ(a, b),

azaz
αj/ψ(a, b) = ιS/ψ(a,b).

A 11.4. Tétel miatt ez éppen azt jelenti, hogy az S/ψ(a, b) faktorfélcsoport szubdirekt
irreducibilis.

A bizonýıtás hátralévő részében megmutatjuk, hogy az S félcsoport előáll az S/ψ(a, b)
(a, b ∈ S, a 6= b) faktorfélcsoportok szubdirekt szorzataként. A 11.2. Tétel miatt elegendő
megmutatni, hogy

∩a,b∈S,a6=bψ(a, b) = idS.

Legyenek x, y ∈ S tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy

x 6= y.

Akkor
(x, y) /∈ ψ(x, y),

amiből
(x, y) /∈ ∩a,b∈S,a6=bψ(a, b)

következik. Tehát
∩a,b∈S,a6=bψ(a, b) = idS.
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11.1. Szubdirekt irreducibilis félcsoportok

11.6. Tétel Tetszőleges S félcsoportra a következő három feltétel egymással ekvivalens.

(1) S szubdirekt irreducibilis.

(2) S1 szubdirekt irreducibilis.

(3) S0 szubdirekt irreducibilis.

Bizonýıtás. Mivel az egyelemű és kételemű félcsoportok szubdirekt irreducibilisek, felte-
hetjük, hogy |S| ≥ 2. Feltehetjük továbbá azt is, hogy S1 6= S és S0 6= S. Először is
megjegyezzük, hogy ha α egy S1 félcsoport olyan kongruenciája, melynek S-re való α∗

leszűḱıtésére α∗ = ιS teljesül, akkor α = ιS1 . Ugyanis, ha a ∈ S-re (a, 1) ∈ α teljesül,
akkor minden b ∈ S elem esetén (ab, b) ∈ α és (ba, b) ∈ α, amiből ab = ba = b következik,
hiszen ab, ba ∈ S, és b ∈ S α-osztálya csak b-t tartalmazza. Azt kaptuk, hogy a az S
félcsoport egységeleme, s ezért S = S1, ami ellentmond az S 6= S1 feltételnek.

(1)-ből következik (2): Tegyük fel, hogy S szubdirekt irreducibilis félcsoport. Legyen
αi (i ∈ I) az S1 kongruenciáinak olyan családja, melyre

∩i∈Iαi = ιS1

teljesül. Jelölje α∗i az αi (i ∈ I) kongruencia S-re való leszűḱıtését. Akkor

∩i∈Iα∗i = ιS.

Mivel az S félcsoport szubdirekt irreducibilis, ezért valamely j ∈ I indexre

α∗j = idS.

Az előzőekben tett megjegyzés szerint ebből

αj = idS1

következik. A 11.4. Tétel szerint S1 szubdirekt irreducibilis.
(2)-ből következik (1): Legyen S1 szubdirekt irreducibilis. Legyen α∗i (i ∈ I) az S

félcsoport kongruenciáinak olyan családja, amelyre

∩i∈Iα∗i = ιS

teljesül. Tetszőleges i ∈ I indexre jelölje αi az S1 félcsoport azon ekvivalenciarelációját,
amely szerint az S1 félcsoport egységeleme önállóan alkot egy osztályt, az S elemeinek
αi-osztálya megegyezik az S-beli α∗i -osztályával. Könnyen ellenőrizhető, hogy αi kong-
ruencia az S1 félcsoporton és

∩i∈Iαi = ιS1 .
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Mivel S1 szubdirekt irreducibilis, ezért

αj = ιS1

valamely j ∈ I indexre, amiből
α∗j = ιS

következik. Így S szubdirekt irreducibilis, azaz (1) teljesül.
Az (1) és (3) feltételek ekvivalenciája az előzőekhez hasonlóan bizonýıtható a követ-

kezők figyelembevételével: Ha α egy S0 félcsoport olyan kongruenciája, melynek S-re
való α∗ leszűḱıtésére α∗ = ιS teljesül, akkor α = ιS0 . Ugyanis, ha (a, 0) ∈ α, teljesül
valamely a ∈ S elemre, akkor minden b ∈ S elemre (ab, 0) ∈ α és (ba, 0) ∈ α, amiből
ab, ba ∈ S miatt ab = ba = a következik, azaz a az S nulleleme, s ezért S = S0, ami
ellentmond az S 6= S0 feltételnek. Ebből a fentiekhez hasonlóan igazolható, hogy az (1)
és (3) feltételek egymással ekvivalensek.

11.7. Defińıció Egy S félcsoport sźıvén (ha létezik) az S azon legalább kételemű ideálját
értjük, amelyet az S minden legalább kételemű ideálja részhalmazként tartalmaz. Egy
kételemű sźıvet primit́ıv sźıvnek nevezünk.

Ha K egy S félcsoport sźıve, akkor K2(⊆ K) ideálja S-nek, és ı́gy K2 = K vagy
K2 = {0}. Az első esetben azt mondjuk, hogy K globálisan idempotens , a második
esetben pedig azt, hogy K nilpotens .

11.8. Defińıció Egy S félcsoport valamely c elemét diszjunkt́ıv elemnek nevezzük, ha a

P1
{c} = {(a, b) ∈ S × S : (∀x, y ∈ S1) xay = c akkor és csak akkor, ha xby = c}

kongruencia egyenlő az S félcsoport identikus relációjával.

11.9. Tétel Ha egy nullelemes S félcsoportnak van nem-nulla diszjunkt́ıv eleme, akkor
S-nek van sźıve, valamint az is igaz, hogy S összes diszjunkt́ıv eleme benne van ebben a
sźıvben.

Bizonýıtás. Legyen k egy S félcsoport nem-nulla diszjunkt́ıv eleme. Mivel

r(k) = {s ∈ S : (∀x, y ∈ S1) xsy 6= k}

egy P1
{k}-osztály és egyben egy ideálja is S-nek, ezért

r(k) = {0},

mivel P1
{k} = ιS. Legyen I az S olyan ideálja, amely tartalmaz a nullelemtől különböző

elemet. Mivel r(k) = {0}, ezért az I tetszőleges a 6= 0 eleme esetén mindig megadhatók
olyan x, y ∈ S1 elemek, hogy

xay = k.
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Így
k ∈ I.

Mivel a nullelemtől kölönböző k diszjunkt́ıv elem benne van minden nem-nulla ideálban,
ezésrt S-nek van K sźıve. Az előzőekből az is következik, hogy S összes diszjunkt́ıv eleme
benne van K-ban.

11.10. Tétel Minden legalább kételemű szubdirekt irreducibilis S félcsoportnak van leg-
alább két diszjunkt́ıv eleme.

Bizonýıtás. Legyen S szubdirekt irreducibilis félcsoport. Minden c ∈ S elemhez tekint-
sük a 2.33. Tételben definiált P1

{c} kongruenciát. A 2.33. Tétel szerint {c} egy P1
{c}-

osztály. Így
∩c∈SP1

{c} = ιS.

Mivel S szubdirekt irreducibilis, ezért a 11.4. Tétel miatt van olyan d1 ∈ S elem, amelyre
P1
{d1} = ιS teljesül, azaz d1 az S félcsoport diszjunkt́ıv eleme. Az is világos, hogy

∩(c∈S\{d1})P1
{c} = ιS.

Ugyancsak az S félcsoport szubdirekt irreducibilitását használva, azt kapjuk, hogy van
olyan d2(6= d1) eleme S-nek, amelyre P1

{d2} = ιS teljesül, azaz d2 az S félcsoport d1-től
különböző diszjunkt́ıv eleme.

Az előző tétel miatt, ha egy szubdirekt irreducibilis félcsoportnak primit́ıv a sźıve,
akkor szükségképpen diszjunkt́ıv a nulleleme. Nem bizonýıtjuk, de érvényes ennek az
álĺıtásnak a megford́ıtása is, azaz igaz a következő tétel:

11.11. Tétel Egy primit́ıv sźıvű félcsoport akkor és csak akkor szubdirekt irreducibilis,
ha a nulleleme diszjunkt́ıv.

11.12. Defińıció Egy nullelemes S félcsoport AS annullátorán értjük S mindazon x
elemienek összességét, melyekre xS = Sx = {0} teljesül.

11.13. Tétel Egy nemtriviális annullátorú félcsoport akkor és csak akkor szubdirekt ir-
reducibilis, ha van a nullelemtől különböző diszjunkt́ıv eleme.

Bizonýıtás. Legyen S egy nemtriviális AS annullátorú félcsoport. Akkor S-nek van leg-
alább két eleme. Ha S szubdirekt irreducibilis, akkor a 11.10. Tétel szerint S-nek van
legalább két diszjunkt́ıv eleme, ı́gy van a nullelemtől különböző diszjunkt́ıv eleme.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S-nek van a nullelemtől különböző k diszjunkt́ıv eleme.
Akkor a 11.9. Tétel szerint S-nek van K sźıve, amely tartalmazza S összes diszjunkt́ıv
elemét. Legyen g ∈ AS \ {0} tetszőleges. Akkor tetszőleges u ∈ S elem esetén

ug = gu = 0.
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Így
g ∈ r(k) ∪ {k}.

Mivel r(k) = {0}, ezért g = k, ı́gy AS = {0, k} = K, amiből az következik, hogy a K sźıv
primit́ıv. Megmutatjuk, hogy 0 az S diszjunkt́ıv eleme. Legyenek e 6= f az S teszőleges
elemei. Mivel k diszjunkt́ıv, ezért

(e, f) /∈ P1
{k}.

Így megadhatók olyan x, y ∈ S1 elemek, amelyekre

xey = k, xfy 6= k

teljesül. Ha
xfy = 0,

akkor
(e, f) /∈ P1

{0}.

Ha pedig
xfy 6= 0,

akkor megadhatók olyan u, v ∈ S1 elemek, hogy

uxfyv = k,

mivel r(k) = {0}. Mivel xfy 6= k, ezért u és v egyike benne van S-ben. Mivel k ∈ AS,
ezért

ukv = 0.

Így
uxeyv = ukv = 0.

Tehát megint
(e, f) /∈ P1

{0}.

Ebből már következik, hogy
P1
{0} = ιS.

Tehát 0 diszjunkt́ıv elem. A 11.11. Tétel miatt S szubdirekt irreducibilis.

11.14. Defińıció Egy olyan S félcsoportot, amelynek magja az S egy részcsoportja, ho-
mocsoportnak nevezünk.

11.15. Tétel Egy nullelem nélküli szubdirekt irreducibilis homocsoport szükségképpen
csoport.
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Bizonýıtás. Legyen S egy nullelem nélküli homocsoport. Jelölje G az S magját e pedig
a G részcsoport egységelemét. Mivel S nem nullelemes, ezért |G| ≥ 2. Jelölje ϕ az S
félcsoportnak a G csoportra való következő leképezését: tetszőleges s ∈ S elem esetén
legyen

ϕ(s) = es.

Mivel G az S félcsoport ideálja, ezért ϕ az S félcsoportnak a G részcsoportba való
leképezése. Mivel

eg = g

minden g ∈ G elemre, ezért ϕ az S félcsoportnak a G részcsoportra való leképezése.
Legyenek s, t ∈ S tetszőleges elemek. Akkor

ϕ(st) = e(st) = (es)t = ((es)e)t = (es)(et) = ϕ(s)ϕ(t),

felhasználva azt is, hogy es ∈ G és e a G egységeleme. Tehát ϕ az S félcsoportnak a
G részcsoportra való homomorfizmusa. Jelölje α ennek a homomorfizmusnak a magját,
azaz

α = {(a, b) ∈ S × S : ea = eb}.

A 3.3. Lemma szerint α az S félcsoport kongruenciarelációja. Jelölje β a G ideál szerinti
Rees-féle kongruenciát. Tegyük fel, hogy

(a, b) ∈ α ∩ β

valamely a, b ∈ S elemekre. Mivel
(a, b) ∈ β,

ezért
a = b vagy a, b ∈ G.

Mivel
(a, b) ∈ α,

azaz
ea = eb,

ezért az a, b ∈ G esetben is
a = ea = eb = b

adódik. Tehát
α ∩ β = ιS.

Ha S szubdirekt irreducibilis, akkor α = ιS, ugyanis a |G| ≥ 2 feltétel miatt β = ιS nem
lehetséges. Mivel tetszőleges s ∈ S elem esetén

e(es) = es,
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azaz
(s, es) ∈ α,

ezért
s = es ∈ G.

Így S ⊆ G, azaz S = G.

11.2. Szubdirekt irreducibilis kommutat́ıv félcsopor-

tok

Adott p pŕımszám esetén jelölje Zp∞ az összes n pozit́ıv egész kitevőre tekintett pn-edik
komplex egységgyökök multiplikat́ıv csoportját. Egy csoportot kváziciklikus p-csoportnak
nevezünk, ha izomorf a Zp∞ csoporttal.

11.16. Tétel Egy kommutat́ıv csoport akkor és csak akkor szubdirekt irreducibilis, ha
izomorf egy kváziciklikus p-csoport (p egy pŕımszám) valamely részcsoportjával.

Bizonýıtás. Legyen S egy kommutat́ıv szubdirekt irreducibilis csoport. Akkor S-nek van
egy A legszűkebb, nem csak az e egységelemet tartalmazó részcsoportja. Ezért A egy
p pŕımrendű ciklikus csoport. Legyen e 6= s ∈ S tetszőleges. A része az s elem által
generált [s] ciklikus részcsoportnak. Így [s] nem lehet végtelen (mert végtelen ciklikus
részcsoport minden részcsoportja végtelen ciklikus részcsoport). Ezért s rendje osztható
p-vel, és ı́gy [s] tartalmaz p-edrendű elemet. Ha [s] rendje pαr, ahol p nem osztja r-et,
akkor

[s] = [sp
α

]× [sr].

Mivel A 6⊆ [sr], ezért [sr] = {e}. Így s rendje p valamely pozit́ıv kitevőjű hatványa. Tehát
S egy p-csoport. Mivel S szubdirekt felbonthatatlan, ezért direkt felbonthatatlan is. Jól
ismert csoportelméleti eredmény, hogy egy direkt felbonthatatlan p-csoport izomorf a
kváziciklikus p-csoport egy részcsoportjával. Mivel a ford́ıtott álĺıtás nyilvánvaló, ezért
a tételt bebizonýıtottuk.

11.17. Tétel Egy félcsoport akkor és csak akkor globálisan idempotens sźıvű szubdirekt
irreducibilis kommutat́ıv félcsoport, ha izomorf G-vel vagy G0-lal vagy F -fel, ahol G egy
kváziciklikus p-csoport (p pŕımszám) valamely legalább kételemű részcsoportjával izomorf,
F pedig egy kételemű félháló.

Bizonýıtás. Legyen S egy globálisan idempotens sźıvű szubdirekt irreducibilis félcsoport.
Jelölje K az S sźıvét. Először vizsgáljuk azt az esetet, amikor S nem tartalmaz null-
elemet. Akkor K egyszerű, és ı́gy a 7.4. Tétel szerint K egy csoport, azaz S nullelem
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nélküli homocsoport. A 11.15. Tétel szerint S egy csoport. Ebből pedig a 11.16. Tétel
felhasználásával adódik, hogy S izomorf egy kváziciklikus p-csoport (p egy pŕımszám)
valamely legalább kételemű részcsoportjával.

A következőkben tegyük fel, hogy S-nek van egy 0 nulleleme. Megmutatjuk, hogy
S-ben a nem-nulla elemek egy részfélcsoportot alkotnak. Tegyük fel, indirekt módon,
hogy

ab = 0

valamely a, b ∈ S nem nulla elemekre. Világos, hogy

A = {b ∈ S : ab = 0}

az S-nek egy nem-nulla ideálja. Így az S félcsoport K sźıve ennek az A ideálnak rész-
halmaza. Akkor viszont

aK = {0}.
Legyen

B = {a ∈ S : aK = {0}}.
Világos, hogy B az S egy nemnulla ideálja, és ı́gy

K ⊆ B,

amiből
K2 = {0}

következik. Ez ellentmond annak a feltételnek, hogy K globálisan idempotens. Ezért

S = G ∪ {0},

ahol G az S félcsoport egy részfélcsoportja. Mivel a feltétel szerint S szubdirekt irredu-
cibilis, ezért a 11.6. Tétel miatt G szubdirekt irreducibilis kommutat́ıv félcsoport.

Ha G-nek van egy 0∗-gal jelölt nulleleme, akkor

{0, 0∗}

az S félcsoport egy ideálja, amely egyben az S sźıve. Tehát S olyan szubdirekt irreduci-
bilis félcsoport, melynek sźıve primit́ıv. A 11.11. Tétel miatt az S nulleleme diszjunkt́ıv,
azaz

P1
{0} = {(a, b) ∈ S × S : (∀x, y ∈ S1) xay = 0 ⇔ xby = 0} = ιS.

Mivel G részfélcsoport és S = G ∪ {0}, ezért tetszőleges a ∈ G elem esetén xay = 0
akkor és csak akkor, ha x = 0 vagy y = 0. Ha a két eset közül bármelyik is teljesül,
akkor tetszőleges b ∈ G elem esetén xby = 0. Tehát valamely x, y ∈ S1 elemekre vagy
xGy ∩ {0} = ∅ vagy xGy = {0}. Így tetszőleges a, b ∈ G esetén

(a, b) ∈ P1
{0},
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amiből a P1
{0} = ιS egyenlőség miatt a = b következik. Tehát |G| = 1. Következésképpen

S egy kételemű félháló.
Ha G-nek nincs nulleleme, akkor G egy globálisan idempotens sźıvű szubdirekt ir-

reducibilis (kommutat́ıv) félcsoport, s ı́gy a bizonýıtás előző része miatt G egy legalább
kételemű részcsoportja egy kváziciklikus p-csoportnak (p egy pŕımszám). Az S félcsoport
pedig ebből származtatható egy nullelem adjungálásával, azaz S = G0.

Az világos, hogy a tételben szereplő félcsoportok globálisan idempotens sźıvű szub-
direkt irreducibilis kommutat́ıv félcsoportok. Ezzel a tételt bebizonýıtottuk.

11.18. Tétel Egy nemtriviális annullátorú kommutat́ıv félcsoport akkor és csak akkor
szubdirekt irreducibilis, ha van a nullelemtől különböző diszjunkt́ıv eleme.

Bizonýıtás. A 11.13. Tétel szerint triviális, mert az idézett tétel tetszőleges nemtriviális
annullátorú S félcsoportra érvényes.

11.19. Tétel Egy legalább kételemű kommutat́ıv S félcsoport akkor és csak akkor trivi-
ális annullátorú, nilpotens sźıvű szubdirekt irreducibilis félcsoport, ha tartalmaz egy egy-
ségelemet, egy nem-nulla diszjunkt́ıv elemet, valamint egy nullától különböző nullosztót
úgy, hogy a nem-nullosztók halmaza S-nek egy szubdirekt irreducibilis részcsoportja.

Bizonýıtás. Legyen S olyan legalább kételemű kommutat́ıv szubdirekt irreducibilis fél-
csoport, melynek K sźıve nilpotens, és az annullátora triviális. A 11.10. Tétel szerint
S-nek van legalább két diszjunkt́ıv eleme, s ezek mindegyike benne van K-ban. Így a
nem-nulla diszjunkt́ıv elem nollosztó. Legyen

F = {f ∈ S; Kf = {0}}.

Mivel K2 = {0}, ezért
K ⊆ F.

Az világos, hogy F az S egy ideálja. Mivel S annullátora csak S nullelemét tartalmazza,
ezért K nem annullátora S-nek, és ı́gy

F 6= S.

Vezessük be a következő jelöléseket.

G = S − F, K0 = K − {0}, F0 = F −K.

Ekkor
{{0}, K0, F0, G}

az S félcsoport olyan diszjunkt részhalmazai, melyek úniója S (F0 lehet üres is). Ha
g ∈ G, akkor

gK 6= {0},
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azaz
gK = K,

mert gK ideálja S-nek. Világos, hogy I = {s ∈ S; gs = 0} ideálja S-nek. K-t nem
tartalmazza I, ezért

I = {0},

azaz g nem nullosztó. Mivel az F elemei nullosztók, ezért G az S nem-nullosztóinak
halmaza. Mivel S sźıve legalább két elemet tartalmaz, ezért minden k ∈ K0 elemre

K = Sk = Gk ∪ {0}

teljesül, azaz van olyan e ∈ S elem, hogy

ek = k.

Legyen
J = {s ∈ S; es = s}.

Látható, hogy J az S félcsoport legalább két elemet tartalmazó ideálja. Igy

K ⊆ J.

Ezért
ek = k

minden k ∈ K elemre. Akkor viszont

enk = k

minden pozit́ıv egész n-re és minden k ∈ K elemre. Legyen

α = {(a, b) ∈ S × S; ena = emb valamely n,m pozit́ıv egész számokra}.

Világos, hogy α az S félcsoport olyan kongruenciája, amelyre α|K = ιK teljesül. Akkor

α ∩ ρK = ιS,

ahol ρK jelöli az S félcsoport K szerinti Rees-féle kongruenciáját. Mivel S szubdirekt
irreducibilis és ρK 6= ιS, ezért

α = idS.

Mivel (es, s) ∈ α minden s ∈ S elemre, ezért

es = s

minden s ∈ S elemre, azaz e az S félcsoport egységeleme.
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Legyenek g ∈ G és k ∈ K0 tetszőleges elemek. Akkor

Ggk = K0,

és ı́gy van olyan g1 ∈ G elem, melyre

g1gk = k

teljesül. Az előzőekhez hasonlóan igazolható, hogy g1g az S félcsoport egységeleme. Így
g1 a g elem inverze. Tehát G az S félcsoport egy részcsoportja.

Tegyük fel, hogy
g1k = g2k

teljesül valamely g1, g2 ∈ G és k ∈ K0 elemekre. Akkor

k = g−11 g2k,

és ı́gy g−11 g2 az S félcsoport egységeleme, azaz

g1 = g2.

Mivel Gk = K0, ezért ezen eredményből az következik, hogy a G és K0 halmazok számos-
sága megegyezik. Legyen η a G csoport valamely H részcsoportja által meghatározott
kongruenciája. Vezessük be a következő jelölést:

η∗ = {(a, b) ∈ S × S; a ∈ bH}.

Nem nehéz belátni, hogy η∗ az S félcsoport olyan kongruenciája, melynek G-re való
leszűḱıtése η. Jelölje ηi, i ∈ I a G egy olyan kongruencia-családját, melyre

∩i∈Iηi = idG

teljesül. Jelölje η∗i (i ∈ I) az S azon kongruenciáját, melyet ηi seǵıtségével az előző
módon definiálunk. Ha k1, k2 ∈ K0, akkor

k1 = gk2

valamely g ∈ G elemmel. Ezért (k1, k2) ∈ η∗i pontosan azt jelenti, hogy k1 ∈ k2Hi vagy,
hogy van olyan gi ∈ Hi elem, melyre k1 = k2gi teljesül, azaz k2g = k2gi, azaz (a fentiek
miatt) g = gi, ami azza ekvivalens, hogy g ∈ Hi. Így (k1, k2) ∈ ∩i∈Iη∗i akkor és csak
akkor, ha g ∈ ∩i∈IHi, amely akkor és csak akkor teljesül, ha g = e, azaz ha k1 = k2.
Tehát

ρK ∩ (∩i∈Iη∗i ) = ιS.
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Mivel S szubdirekt irreducibilis, ezért van olyan i ∈ I index, hogy

η∗i = idS

és ı́gy ηi = idG. Tehát G egy szubdirekt irreducibilis csoport.
Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S olyan egységelemes kommutat́ıv félcsoport, melynek

triviális az annullátora, tartalmaz egy nem-nulla diszjunkt́ıv elemet és egy nem-nulla
nullosztót, továbbá az is teljesül, hogy a nem nullosztók G halmaza S egy szubdirekt
irreducibilis részcsoportja. Megmutatjuk, hogy S szubdirekt irreducibilis félcsoport. Elő-
ször is megjegyezzük, hogy az S egységeleme benne van G-ben, és ı́gy megegyezik a G
egységelemével. Legyen k0 az S egy nem-nulla diszjunkt́ıv eleme. A 11.9. Tétel szerint
S-nek van K sźıve. Ha f egy nullelemtől különböző nullosztó, akkor ff1 = 0 valamely
f1 6= 0 elemmel. Minden k ∈ K-hoz megadhatók olyan x, y ∈ S elemek, hogy

xf1y = k.

Így
fk = xff1y = 0,

ami annyit jelent, hogy k annullálja az F = S −G halmazt. Így

FK = {0}.

Ha G-nek csak egy eleme van, akkor S = F 1 és F olyan félcsoport, melynek annullátora
legalább két elemű, továbbá tartalmaz egy nem-nulla diszjunkt́ıv elemet. A 11.19. Tétel
szerint F szubdirekt irreducibilis. A 11.6. Tétel miatt ekkor S = F 1 is szubdirekt
irreducibilis.

Tegyük fel a továbbiakban, hogy G-nek egynél több eleme van. Mivel G szubdirekt
irreducibilis, ezért van G-nek egy legszűkebb, nem csak az egységelemet tartalmazó H
részcsoportja. Jelölje η az S egy tetszőleges nem-identikus kongruenciáját. A tekintett k0
diszjunkt́ıv elemet tartalmazó η-osztály legalább kételemű. Ugyanis, ha egyelemű lenne,
akkor S tetszőleges olyan egymástól különböző a és b elemei esetén, amelyekre

(a, b) ∈ η

teljesül, az következne, hogy
(xay, xby) ∈ η

minden x, y ∈ S1 esetén, amiből pedig az adódna, hogy xay = k0 akkor és csak akkor,
ha xby = k0. Ez viszont ellentmond annak, hogy k0 diszjunkt́ıv elem. Így tehát létezik
olyan S-beli s 6= k0 elem, amelyre

(s, k0) ∈ η
teljesül. Ha s /∈ K, akkor az s elem által generált SsS ideál (valódi módon) tartalmazza
K-t, s ezért

xsy = k0
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valamely x, y ∈ S elemekre, amiből

(xk0y, k0) ∈ η

következik. Ha xy ∈ G, akkor
s = (xy)−1k0 ∈ K,

ami ellentmond az s /∈ K feltételnek. Így

xy /∈ G.

Mivel S \G = F és FK = {0}, ezért

xk0y = 0.

Így
(k0, 0) ∈ η

és
(hk0, 0) ∈ η

minden h ∈ H elemre. Tehát

{(u, v) ∈ S × S; u = v vagy u, v ∈ Hk0} ⊆ η.

Ha s ∈ K0, akkor
s = g0k0

valamely g0 ∈ G elemre, mert K = Sk0 = Gk0 ∪ {0}. Ebben az esetben a G csoport
mindazon g elemeinek halmaza, melyekre (gk0, k0) ∈ η teljesül a G egy nem-identikus
részcsoportját alkotja (ez a részcsoport tartalmazza a g0 6= e elemet). Igy H benne van
ebben a részcsoportban és ezért

{(u, v) ∈ S × S; u = v vagy u, v ∈ Hk0} ⊆ η.

Tehát mindkét esetben azt kaptuk, hogy

{(u, v) ∈ S × S; u = v vagy u, v ∈ Hk0} ⊆ η.

Jelölje η0 az S összes nem-identikus kongruenciáinak metszetét. Az

{(u, v) ∈ S × S; u = v vagy u, v ∈ Hk0} ⊆ η0

és
|Hk0| ≥ 2

miatt η0 6= ιS. Így S szubdirekt irreducibilis.
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Feladatok

11.1. (Megoldás: 17.35.) Mutassuk meg, hogy az alábbi Cayley-táblával definiált fél-
csoport szubdirekt irreducibilis!

e f k1 k2 0
e e e k1 k1 0
f f f k2 k2 0
k1 k1 k1 0 0 0
k2 k2 k2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Mely elemek alkotják a félcsoport sźıvét?

11.2. (Megoldás: 17.36.) Mutassuk meg, hogy az alábbi Cayley-táblával definiált fél-
csoport szubdirekt irreducibilis!

e a u v 0
e e a 0 0 0
a a e 0 0 0
u u v 0 0 0
v v u 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Mely elemek alkotják a félcsoport sźıvét?
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12. fejezet

Kongruencia-felcserélhető
félcsoportok

12.1. Defińıció Egy S félcsoportot kongruencia-felcserélhető félcsoportnak nevezünk, ha
kongruenciái egymással felcserélhetőek, azaz az S félcsoport tetszőleges α és β kongru-
enciái esetén α ◦ β = β ◦ α.

12.2. Tétel Minden csoport kongruencia-felcserélhető félcsoport.

Bizonýıtás. Legyenek α és β egy G csoport tetszőleges kongruenciái. Akkor léteznek
(egyértelműen) a G csoportnak olyan N , illetve M normális részcsoportjai, amelyek az
α, illetve a β kongruenciákat meghatározzák (pl. α esetén (a, b) ∈ α akkor és csak akkor,
ha ab−1 ∈ N). Tegyük fel, hogy

(a, b) ∈ α ◦ β

teljesül valamely a, b ∈ G elemekre. Akkor van olyan x ∈ G elem, hogy

(a, x) ∈ α és (x, b) ∈ β,

azaz
ax−1 ∈ N és xb−1 ∈M.

Ebből viszont
ab−1 ∈ NM = MN

adódik, ami miatt megadhatók olyan m ∈M és n ∈ N elemek, amelyekre

ab−1 = mn

teljesül. Ekkor viszont
a(nb)−1 = ab−1n−1 = m ∈M
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miatt
(a, nb) ∈ β.

Mivel
(nb)b−1 = n ∈ N,

ezért
(nb, b) ∈ α.

Következésképpen
(a, b) ∈ β ◦ α.

Tehát
α ◦ β ⊆ β ◦ α.

A ford́ıtott tartalmazás hasonlóan igazolható. Így

α ◦ β = β ◦ α.

Bizonýıtás nélkül közöljük az alábbi eredményt:

12.3. Tétel EgyM(G; I, J ;P ) Rees-féle mátrixfélcsoport akkor és csak akkor kongruencia-
felcserélhető, ha |I| ≤ 2 és |J | ≤ 2.

12.1. Kongruencia-felcserélhető félcsoportok ideáljai

12.4. Tétel Ha I tetszőleges ideálja, α pedig tetszőleges kongruenciája egy kongruencia-
felcserélhető S félcsoportnak, akkor I benne van S valamely α-osztályában vagy pedig
α-osztályok uniója.

Bizonýıtás. Legyen I tetszőleges ideálja, α pedig tetszőleges kongruenciája egy kongruencia-
felcserélhető S félcsoportnak. Ha I nem része egyetlen α osztálynak sem, és nem áll elő
α-osztályok uniójaként sem, akkor megadhatók olyan a, b ∈ S elemek, amelyekre

(a, b) /∈ α, [a]α ∩ I 6= ∅, a /∈ I, b ∈ I

teljesül. Akkor tetszőleges
x ∈ [a]α ∩ I

elem esetén
(a, x) ∈ α (x, b) ∈ %I

teljesül, ahol %I jelöli az S félcsoport I ideálja szerinti Rees-féle kongruenciát. Így

(a, b) ∈ α ◦ %I = %I ◦ α,
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azaz megadható S-nek olyan y eleme, hogy

(a, y) ∈ %I (y, b) ∈ α.

Mivel a /∈ I, ezért
y = a,

és ı́gy
(a, b) ∈ α,

ami ellentmondás.

12.5. Tétel Kongruencia-felcserélhető félcsoport ideáljai láncot alkotnak a tartalmazás-
ra nézve.

Bizonýıtás. Jelölje I és J egy kongruencia-felcserélhető S félcsoport tetszőleges ideáljait.
A 12.4. Tétel szerint I benne van valamelyik %J -osztályban vagy %J -osztályok úniója.
Mivel

I ∩ J 6= ∅,

ezért az első esetben I ⊆ J , a második esetben pedig J ⊆ I.

12.6. Tétel Nil félcsoport akkor és csak akkor kongruencia-felcserélhető, ha ideáljai lán-
cot alkotnak a tartalmazásra nézve.

Bizonýıtás. Legyen S nil félcsoport. Ha S kongruencia-felcserélhető, akkor a 12.5. Tétel
szerint az S ideáljai láncot alkotnak a tartalmazásra nézve.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S ideáljai láncot alkotnak a tartalmazásra nézve. Legyen α
az S tetszőleges kongruenciája. Megmutatjuk, hogy ez mindig egy ideál szerinti Rees-féle
kongruencia. Ha α az identikus reláció, akkor α úgy tekinthető, mint az S nulleleme által
definiált Rees-féle kongruencia. Tegyük fel a továbbiakban, hogy α 6= ιS. Legyenek a és
b olyan elemek, amelyek nem egyenlők egymással és

(a, b) ∈ α.

Tekintsük az általuk generált főideálokat. Mivel a feltétel szerint S ideáljai láncot al-
kotnak a tartalmazásra nézve, ezért e két ideál valamelyike tartalmazza a másikat. Az
általánosság megszoŕıtása nélkül feltehetjük, hogy

S1aS1 ⊆ S1bS1.

Akkor megadhatók olyan x, y ∈ S1 elemek, hogy

a = xby,
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és ı́gy
(b, xby) ∈ α.

Ebből viszont
(b, xnbyn) ∈ α

következik minden n pozit́ıv egész számra. Mivel a 6= b, ezért x és y valamelyike eleme
S-nek, amiből következik, hogy x vagy y valamelyik hatványa egyenlő nullával. Ebből
viszont

(b, 0) ∈ α,

és ı́gy
(a, 0) ∈ α

következik. Azt kaptuk, hogy ha egy α-osztály nem egyelemű, akkor az a 0-át tartalmazó
α-osztály. Mivel a 0-val α-relációban álló elemek halmaza S-nek egy I ideálja, α az I
ideál szerinti Rees-féle kongruencia. Mivel S-nek csak Rees-féle kongruenciái vannak,
ezért az S kongruenciái láncot alkotnak a tartalmazásra nézve. Ebből már következik,
hogy S kongruencia-felcserélhető félcsoport.

12.2. Kongruencia-felcserélhető félcsoportok epimorf

képei

12.7. Tétel Kongruencia-felcserélhető félcsoport tetszőleges epimorf képe is kongruencia-
felcserélhető.

Bizonýıtás. Legyen ϕ egy kongruencia-felcserélhető S félcsoportnak valamely T félcso-
portra való homomorfizmusa. Jelölje σ a ϕ homomorfizmus magját. A homomorfizmus-
tétel miatt

T ∼= S/σ.

Legyenek α′ = α/σ és β′ = β/σ a T félcsoport tetszőleges kongruenciái. Tegyük fel,
hogy

([a]σ, [b]σ) ∈ α′ ◦ β′

valamely a, b ∈ S elemekre. Akkor van olyan x ∈ S elem, hogy

([a]σ, [x]σ) ∈ α′ és ([x]σ, [b]σ) ∈ β′.

Ekkor
(a, x) ∈ α és (x, b) ∈ β,

azaz
(a, b) ∈ α ◦ β = β ◦ α,
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és ezért van olyan y ∈ S elem, hogy

(a, y) ∈ β és (y, b) ∈ α.

Ekkor viszont
([a]σ, [y]σ) ∈ β′ és ([y]σ, [b]σ) ∈ α′,

amiből
([a]σ, [b]σ) ∈ β′ ◦ α′

következik. Így
α′ ◦ β′ ⊆ β′ ◦ α′.

Hasonlóan igazolható a ford́ıtott tartalmazás. Így

α′ ◦ β′ = β′ ◦ α′.

12.8. Tétel Ha S olyan kongruencia-felcserélhető félcsoport, amely tartalmaz egy valódi
ideált, akkor S-nek nincs nemtriviális csoport-epimorf képe.

Bizonýıtás. Legyen S olyan kongruencia-felcserélhető félcsoport, amelyben van egy való-
di (azaz az S-től különböző) I ideál. Legyen σ az S olyan kongruenciája, amely szerinti
faktorfélcsoport csoport. Jelölje ϕ az S félcsoportnak az S/σ csoportra való természetes
homomorfizmusát. A 12.4. Tétel szerint I benne van valamely σ-osztályban vagy pedig
σ-osztályok uniója. Az első esetben az I-t tartalmazó σ-osztály ϕ szerinti képe az S/σ
csoport nulleleme. Ez nem lehetséges, mivel egy legalább kételemű csoportnak nincs
nulleleme. A második esetben az I ϕ-szerinti képe az S/σ csoport egy valódi ideálja, ami
szintén ellentmondás, hiszen nemtriviális csoportnak nincs valódi ideálja.

12.9. Tétel Legyen I egy S félcsoport ideálja, ϕ pedig I-nek egy G csoportra való homo-
morfizmusa. Akkor megadható S-nek G-re olyan φ homomorfizmusa, melynek I-re való
leszűḱıtése megegyezik f -fel.

Bizonýıtás. Legyen I egy S félcsoport olyan ideálja, amelynek van egy G csoportra való
ϕ homomorfizmusa. Jelölje σ ennek az epimorfizmusnak a magját. A 2.38. Tétel szerint
van I-nek olyan H reflex́ıv unitér részfélcsoportja, hogy σ = PH , ahol PH jelöli az I
félcsoport H szerinti, a 2.32. Defińıcióban értelmezett főkongruenciáját. Legyen α az S
félcsoport következő relációja: Tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén (a, b) ∈ α pontosan
akkor, ha minden x, y ∈ I elem esetén az xay ∈ H tartalmazás akkor és csak akkor
teljesül, ha teljesül az xby ∈ H tartalmazás. Nem nehéz belátni, hogy α az S félcsoport
egy kongruenciája és α|I = PH . Mivel tetszőleges a ∈ S és h ∈ H elemre (ha, a) ∈ α és
mert ha ∈ I, ezért S/α ∼= G. Ebből már következik a tétel álĺıtása.
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12.10. Tétel Ha egy kongruencia-felcserélhető S félcsoportnak I egy valódi ideálja, ak-
kor sem S-nek, sem I-nek nincs nemtriviális csoport-epimorf képe.

Bizonýıtás. A 12.8. Tétel és a 12.9. Tétel szerint nyilvánvaló.

12.11. Tétel Egy S félháló akkor és csak akkor kongruencia-felcserélhető, ha |S| ≤ 2.

Bizonýıtás. Legyen S kongruencia-felcserélhető félháló. Emlékeztetünk arra, hogy az
”e ≤ f (e, f ∈ S) akkor és csak akkor, ha ef = e” reláció parciális részbenrendezés
S-en. Könnyen ellenőŕızhető, hogy tetszőleges e ∈ S elem esetén {x;x ≤ e} az S ideálja.
A 12.5. Tétel szerint S ideáljai láncot alkotnak a tartalmazásra nézve, ı́gy ez a parciális
rendezés jólrendezés S-en, azaz S bármely a és b eleme esetén a következők valamelyike
teljesül: a < b, a = b, a > b. Tegyük fel, hogy |S| ≥ 3. Legyenek a > b > c az S
tetszőleges elemei. Akkor az

X = {x ∈ S : x ≥ a}, Y = {y ∈ S : a > y > c}, Z = {z ∈ S : c ≥ t}

részhalmazok az S egy osztályozását adják. Könnyen ellenőrizhető, hogy az ehhez tarto-
zó σ ekvivalenciareláció az S félháló egy kongruenciája. Az S/σ félháló egy háromelemű
félháló, amely a 12.7. Tétel szerint kongruencia-felcserélhető. Az viszont könnyen iga-
zolható, hogy a háromelemű félhálók nem kongruencia-felcserélhetőek. Ez ellentmondás.
Tehát |S| ≤ 2.

12.12. Tétel Minden kongruencia-felcserélhető félcsoport vagy félháló-felbonthatatlan,
vagy előáll két félháló-felbonthatatlan félcsoport félhálójaként.

Bizonýıtás. Legyen S kongruencia-felcserélhető félcsoport. A 10.7. Következmény szerint
S előáll félháló-felbonthatatlan félcsoportok Y félhálójaként. Mivel Y az S félcsoport
epimorf képe, ezért Y is kongruencia-felcserélhető a 12.7. Tétel szerint. A 12.11. Té-
tel felhasználásával adódik, hogy |Y | ≤ 2, ami annyit jelent, hogy S vagy félháló-
felbonthatatlan (amikor |Y | = 1) vagy előáll két félháló-felbonthatatlan félcsoport félhá-
lójaként (ha |Y | = 2).

12.13. Tétel Ha egy kongruencia-felcserélhető S félcsoport két félháló-felbonthatatlan
S1 és S0 részfélcsoportjainak félhálója mégpedig úgy, hogy S0S1 ⊆ S0, akkor S1 egyszerű
félcsoport.

Bizonýıtás. Legyen I tetszőleges ideálja S1-nek. Akkor I ∪S0 ideálja S-nek. Jelölje λ az
S félcsoport legszűkebb félhálókongruenciáját; ennek osztályai S1 és S0. Mivel az I ∪ S0

ideál belemetsz mindkét λ-osztályba, ezért a 12.4. Tétel miatt I ∪S0 = S, és ı́gy I = S1.
Tehát S1 egyszerű félcsoport.
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12.3. Kommutat́ıv kongruencia-felcserélhető félcsopor-

tok

12.14. Tétel Egy kommutat́ıv arkhimédeszi félcsoport akkor és csak akkor kongruencia-
felcserélhető, ha izomorf vagy egy csoporttal, vagy egy olyan kommutat́ıv nil félcsoporttal,
amelyben az oszthatóság teljes rendezés.

Bizonýıtás. Legyen S egy kongruencia-felcserélhető kommutat́ıv, arkhimédeszi félcso-
port. Ha S egyszerű, akkor a 7.4. Tétel szerint S egy csoport. Ha nem egyszerű, akkor
a 12.8. Tétel szerint nincs nemtriviális csoport-epimorf képe. Akkor viszont S tartal-
maz egy idempotens elemet a 10.23. Tétel miatt. A 10.22. Tétel szerint S előáll egy
kommutat́ıv G csoportnak egy N kommutat́ıv nil félcsoporttal való ideálbőv́ıtéseként.
A 12.8. Tétel miatt |G| = 1 és ı́gy S izomorf N -nel. A 12.6. Tétel miatt S ideáljai láncot
alkotnak a tartalmazásra nézve, s ezért S-ben az oszthatóság teljes rendezés. A 12.2. Té-
tel és a 12.6. Tétel miatt a tételben felsorolt félcsoportok kongruencia-felcserélhetőek.

Bizonýıtás nélkül közöljük az alábbi eredményt (lásd a [10] cikk Theorem 13. tételét):

12.15. Tétel Egy kommutat́ıv nem-arkhimédeszi félcsoport akkor és csak akkor kongruencia-
felcserélhető, ha előáll egy G csoport és egy olyan N nil félcsoport félhálójaként, amely
G csoporthatás szerinti orbitjai olyan kommutat́ıv nil félcsoportot alkotnak, melyben az
oszthatóság teljes rendezés.

Feladatok

12.1. (Megoldás: 17.37.) Mutassuk meg, hogy egy háromelemű félháló nem kongruencia-
felcserélhető.

12.2. (Megoldás: 17.38.) Mutassuk meg, hogy egy félcsoport ideáljai akkor és csak ak-
kor alkotnak láncot a tartalmazásra nézve, ha főideáljai láncot alkotnak a tartalmazásra
nézve ([39]).
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13. fejezet

Félcsoportok beágyazása
csoportokba

A fejezet első tételében félcsoportoknak csoportokba való beágyazhatóságára adunk szük-
séges feltételt.

13.1. Tétel Ha egy S félcsoport beágyazható egy csoportba, akkor S egyszerűśıtéses fél-
csoport.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy egy S félcsoport beágyazható egy G csoportba. Akkor
van G-nek olyan T részfélcsoportja, amely az S félcsoporttal izomorf. Elegendő azt
megmutatni, hogy T egyszerűśıtéses. Legyenek a, b, x ∈ T tetszőleges elemek. Tegyük
fel, hogy

xa = xb.

Mivel G csoport, ezért létezik az x ∈ T ⊆ G elemnek inverze G-ben, azaz létezik olyan

x−1 ∈ G

elem, hogy
x−1x = e,

ahol e jelöli a G csoport egységelemét. Így

a = ea = (x−1x)a = x−1(xa) = x−1(xb) = (x−1x)b = eb = b.

Tehát T bal egyszerűśıtéses. Hasonlóan igazolható, hogy T jobb egyszerűśıtéses is.

13.1. Kommutat́ıv félcsoport beágyazása csoportba

Kommutat́ıv félcsoportok esetén az ”egyszerűśıtéses” fogalom nem csak szükséges, hanem
elégséges feltétel is csoportokba való beágyazhatósághoz, azaz igaz a következő tétel:
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13.2. Tétel Egy kommutat́ıv S félcsoport akkor és csak akkor ágyazható be egy csoport-
ba, ha az S félcsoport egyszerűśıtéses.

Bizonýıtás. A 13.1. Tétel miatt elég csak azt megmutatni, hogy minden kommutat́ıv
egyszerűśıtéses félcsoport beágyazható egy csoportba. Legyen tehát S tetszőleges kom-
mutat́ıv, egyszerűśıtéses félcsoport. Az S × S Descartes-szorzaton definiáljunk egy α
relációt a következőképpen:

(a, b) α (c, d) akkor és csak akkor, ha ad = cb.

Megmutatjuk, hogy α ekvivalenciareláció. Az világos, hogy α reflex́ıv és szimmetrikus.
Tegyük fel, hogy

(a, b) α (c, d) és (c, d) α (e, f)

valamely a, b, c, d, e, f ∈ S elemekre. Akkor

ad = cb és cf = ed,

amiből
(af)c = a(cf) = a(ed) = (ad)e = (cb)e = (eb)c

adódik, felhasználva néhányszor, hogy S kommutat́ıv félcsoport. Mivel S egyszerűśıtéses,
ezért az utóbbi egyenlőségből

af = eb

következik, ami azzal ekvivalens, hogy

(a, b) α (e, f).

Tehát α ekvivalenciareláció az S × S halmazon. Megmutatjuk, hogy α az S × S kom-
mutat́ıv félcsoport kongruenciája. Legyenek a, b, c, d, x, z ∈ S tetszőleges elemek az

(a, b) α (c, d)

feltétellel. Akkor
ad = cb,

amiből
xazd = xczb

következik. Ezen utóbbi egyenlőség ekvivalens az

(x, z)(a, b) = (xa, zb) α (xc, zd) = (x, z)(c, d)

feltétellel. Tehát α balkongruencia, és ı́gy kongruencia az S×S kommutat́ıv félcsoporton.
Az S félcsoport kommutativitása miatt

(a, a) α (b, b)
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tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén. Továbbá, ha

(a, b) α (c, c)

valamely a, b, c ∈ S elemekre teljesül, akkor

ac = cb,

amiből S kommutativitása és egyszerűśıtésessége miatt

a = b

adódik. Tehát az S × S direkt szorzat összes (a, a) alakú elemeinek E halmaza egy
α-osztály. Mivel tetszőleges a, b, c ∈ S elemek esetén

(a, a)(b, c) = (ab, ac) α (b, c),

valamint
(b, c)(a, a) = (ba, ca) α (b, c),

ezért az E osztály az (S × S)/α faktorfélcsoport egységeleme. Mivel tetszőleges a, b ∈ S
elemek esetén az (a, b)(b, a) és (b, a)(a, b) szorzatok benne van az E osztályban, ezért a
(b, a) elemet tartalmazó α-osztály az (a, b) elemet tartalmazó α-osztály inverze. Tehát
az (S × S)/α faktorfélcsoport csoport.

Tekintsük az S félcsoportnak az (S × S)/α faktorcsoportba való azon φ leképezését,
amely az S félcsoport a eleméhez az (a2, a) osztályát rendeli. Ha

φ(a) = φ(b),

akkor
(a2, a) α (b2, b),

amiből
a2b = b2a,

azaz
a = b

következik. Tehát φ injekt́ıv. Mivel tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén φ(ab) az ((ab)2, ab)
elemet tartalmazó osztály, φ(a)φ(b) pedig (a2, a) és a (b2, b) elemeket tartalmazó osztá-
lyok szorzata; ezen utóbbi osztályok szorzata az ((ab)2, ab) elemet tartalmazó osztály,
felhasználva, hogy a2b2 = (ab)2. Így φ(ab) = φ(a)φ(b). Tehát φ homomorfizmus. Követ-
kezésképpen φ az S félcsoportnak az (S × S)/α csoportba való beágyazása.
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13.2. Egy elégséges feltétel

13.3. Defińıció Egy S félcsoportot jobb reverzibilis félcsoportnak nevezünk, ha tetszőle-
ges a, b ∈ S elemek esetén Sa ∩ Sb 6= ∅.

13.4. Tétel Minden jobb reverzibilis, egyszerűśıtéses félcsoportot be lehet ágyazni egy
csoportba.

Bizonýıtás. Legyen S egy jobb reverzibilis, egyszerűśıtéses félcsoport. Jelölje IS az S
összes kölcsönösen egyértelmű parciális transzformációinak félcsoportját, azaz az S szim-
metrikus inverz félcsoportját (6.25. Defińıció). Tetszőleges α ∈ IS elem esetén jelölje
D(α) és R(α) az α leképezés értelmezési tartományát, illetve értékkészletét (azaz a kép-
halmazát).

Tetszőleges a ∈ S elem esetén tekintsük az S félcsoport a eleméhez tartozó %a belső
jobb transzlációját; D(%a) = S, R(%a) = Sa, és tetszőleges x ∈ S elemre (x)%a = xa.
Mivel S bal egyszerűśıtéses, ezért %a ∈ IS. Ugyanezen ok miatt S bal redukt́ıv, és ezért
az 5.11. Lemma szerint φ : a 7→ %a (a ∈ S) az S félcsoportnak az IS félcsoportba való
izomorfizmusa. Egy %a leképezés (a ∈ S) inverze az a %−1a ∈ IS parciális transzformáció,
melyre D(%−1a ) = Sa, R(%−1a ) = S, és tetszőleges x ∈ S elem esetén (xa)%−1a = x.

Jelölje H a IS félcsoport (S)φ = {%a : a ∈ S} részfélcsoportja által generált inverz
részfélcsoportját. Ennek az inverz félcsoportnak minden eleme véges sok %a, illetve %−1b
(a, b ∈ S) alakú leképezés szorzata. Mivel mindkét t́ıpusú leképezés értelmezési tarto-
mánya és értékkészlete az S félcsoport egy-egy bal oldali ideálja, ezért az S félcsoportra
vonatkozó jobb reverzibilitás miatt szorzatuk nem lehet az üres leképezés, s ezért H nem
tartalmazza az üres leképezést, azaz az IS nullelemét.

Vezessük be a következő jelölést: tetszőleges α, β ∈ IS leképezések esetén jelentse

α ⊆ β

azt a feltételt, hogy
D(α) ⊆ D(β)

(x)α = (x)β (∀x ∈ D(α).

A H halmazon definiálunk egy ∼ relációt a következőképpen:

α ∼ β, (α, β ∈ H) ⇔ (∃γ ∈ H) γ ⊆ α, γ ⊆ β.

Megmutatjuk, hogy ∼ kongruenciareláció a H félcsoporton. Az világos, hogy ∼ reflex́ıv
és szimmetrikus. A tranzitivitás igazolásához tegyük fel, hogy

α ∼ β ∼ γ

192



teljesül valamely α, β, γ ∈ H leképezésekre. Ez azt jelenti, hogy megadhatók olyan
δ1, δ2 ∈ H leképezések, hogy

δ1 ⊆ α, δ1 ⊆ β, δ2 ⊆ β, δ2 ⊆ γ.

Ekkor
D(δ1) ⊆ D(α) ∩D(β), D(δ2) ⊆ D(β) ∩D(γ).

Legyen
δ = δ2δ

−1
2 δ1.

Akkor
D(δ) ⊆ D(δ2).

Ezért, ha
x ∈ D(δ),

akkor
(x)δ = (((x)δ2)δ

−1
2 )δ1 = (x)δ1 = (x)β = (x)δ2.

Így
δ ⊆ δ1 ⊆ α és δ ⊆ δ2 ⊆ γ.

Tehát
α ∼ γ.

A következőkben megmutatjuk, hogy ∼ a H félcsoport kongruenciarelációja. Tegyük fel,
hogy

α ∼ α′ β ∼ β′

valamely α, α′, β, β′ ∈ H elemekre. Akkor vannak olyan H-beli γ és δ elemek, amelyekre

γ ⊆ α, γ ⊆ α′, δ ⊆ β, δ ⊆ β′

teljesül. Ebből
γδ ⊆ αβ és γδ ⊆ α′β′

következik. Így
αβ ∼ α′β′.

Tehát ∼ a H félcsoport egy kongruenciája.
A bizonýıtás következő részében megmutatjuk, hogy a

G = H/ ∼

faktorfélcsoport csoport. Ehhez elegendő megmutatni, hogy adott α, β ∈ H elemekhez
léteznek olyan ξ, η ∈ H elemek, hogy αξ ∼ ηα ∼ β teljesül. Világos, hogy

ξ = α−1β és η = βα−1
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alkalmas elemek, hiszen
αα−1β ⊆ β és βαα−1 ⊆ β.

Mivel H nem tartalmazza az üres leképezést, ezért a G csoport nem egyelemű.
Jelölje (·)ψ a H félcsoportnak a G csoportra való természetes homomorfizmusát.

Megmutatjuk, hogy ψ-nek (S)φ-re való leszűḱıtése injekt́ıv. Tegyük fel tehát, hogy

(%a)ψ = (%b)ψ

valamely a, b ∈ S elemekre. Akkor %a ∼ %b, és ı́gy van olyan γ ∈ H elem, hogy

γ ⊆ %a γ ⊆ %b.

Mivel H nem tartalmazza az üres leképezést, ezért D(γ) 6= ∅. Legyen

x ∈ D(γ)

tetszőleges elem. Akkor
xa = xb,

amiből
a = b

és ı́gy %a = %b következik.
Mivel φ izomorf módon képezi le S-et (S)φ-re, ezért a ψ-re éppen most bizonýıtottak

miatt (·)(φ ◦ ψ) az S félcsoportnak a G csoportba való beágyazása.

13.3. Egyszerűśıtéses félcsoport hányadoscsoportja

13.5. Defińıció Egy G csoportról azt mondjuk, hogy egy egyszerűśıtéses S félcsoport
bal hányadoscsoportja, ha G részfélcsoportként tartalmaz S-et, és G minden g eleme
feĺırható g = a−1b alakban valamely a, b ∈ S elemekkel.

13.6. Tétel Egy egyszerűśıtéses S félcsoportnak akkor és csak akkor van bal hányados-
csoportja, ha S jobb reverzibilis.

Bizonýıtás. Legyen S olyan egyszerűśıtéses félcsoport, melynek van G bal hányadoscso-
portja. Akkor G minden eleme feĺırható a−1b alakban valamely a, b ∈ ϕ(S) elemekkel.
Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek. Akkor vannak olyan x, y ∈ S elemek, hogy

ab−1 = x−1y.

Ebből
xa = yb
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adódik, s ezért
Sa ∩ Sb 6= ∅.

Tehát S jobb reverzibilis félcsoport.
Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S jobb egyszerűśıtéses és jobb reverzibilis félcsoport. A 13.4. Té-

tel szerint feltehetjük, hogy van olyan G csoport, amelynek S részfélcsoportja. Legyen

G′ = {a−1b : a, b ∈ S ′}.

Megmutatjuk, hogy G′ a G csoport egy részcsoportja, amiből már következik, hogy G′

az S félcsoport bal hányadoscsoportja. Ha

a−1b ∈ G′,

akkor
(a−1b)−1 = b−1a ∈ G′.

Tehát G′ zárt az inverzképzésre nézve. Legyenek

a−1b, c−1d ∈ G′

tetszőleges elemek. Mivel S ′ jobb reverzibilis, ezért vannak olyan x, y ∈ S ′ elemek,
amelyekre

xb = yc

teljesül. Akkor viszont G-ben
bc−1 = x−1y,

és ı́gy
a−1bc−1d = a−1x−1yd = (xa)−1(yd) ∈ G′.

Tehát G′ zárt a G-beli műveletre nézve. Tehát G′ a G egy részcsoportja.

13.7. Tétel Jobb reverzibilis, egyszerűśıtéses félcsoport bármely két (G1; ·) és (G2; ◦) bal
hányadoscsoportjai esetén létezik G1-nek G2-re olyan izomorfizmusa, amely S elemeit
fixen hagyja.

Bizonýıtás. Legyenek (G1; ·) és (G2; ◦) egy egyszerűśıtéses, jobb reverzibilis S félcsoport
bal hányadoscsoportjai. Legyen

φ(a−1 · b) = a−1 ◦ b.

Megmutatjuk, hogy φ a G1-nek G2-re való izomorfizmusa. Mindenekelőtt megmutatjuk,
hogy φ injekt́ıv. Tegyük fel, hogy

φ(a−1 · b) = φ(c−1 · d)
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valamely a, b, c, d ∈ S elemekre. Akkor

a−1 ◦ b = c−1 ◦ d,

amiből
b = a ◦ c−1 ◦ d

adódik. Mivel S jobb reverzibilis, ezért vannak olyan x, y ∈ S elemek, amelyekre

xa = yc

és ı́gy
a ◦ c−1 = x−1 ◦ y,

és ezért
b = x−1 ◦ y ◦ d.

Ebből pedig
b ◦ d−1 = x−1 ◦ y,

azaz
xb = yd

adódik. Ez viszont G1-ben a
b · d−1 = x−1 · y,

azaz a
b = x−1 · y · d

egyenlőséget eredményezi. A fenti xa = yc egyenlőségből

x−1 · y = a · c−1

adódik, s ezért
b = a · c−1 · d.

Így
a−1 · b = c−1 · d.

Tehát φ injekt́ıv.
Legyenek

a−1 · b, c−1 · d ∈ G1

tetszőleges elemek. Mivel S jobb reverzibilis, ezért megadhatók olyan x, y ∈ S elemek,
amelyekre

xb = yc,

és ı́gy
b · c−1 = x−1 · y és b ◦ c−1 = x−1 ◦ y
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teljesül. Ennek alapján

(a−1 · b) · (c−1 · d) = (xa)−1 · (yd) és (a−1 ◦ b) ◦ (c−1 ◦ d) = (xa)−1 ◦ (yd).

Tehát
φ((a−1 · b) · (c−1 · d)) = φ((xa)−1 · (yd)) = (xa)−1 ◦ (yd),

és
φ(a−1 · b) ◦ φ(c−1 · d) = (a−1 ◦ b) ◦ (c−1 ◦ d) = a−1 ◦ (b ◦ c−1) ◦ d) =

a−1 ◦ (x−1 ◦ y) ◦ d) = (xa)−1 ◦ (yd).

Tehát φ homomorfizmus. Következésképpen φ a G1 csoportnak a G2 csoportra való
izomorf leképezése. Az világos, hogy φ az S elemeit fixen hagyja.

Feladatok

13.1. (Megoldás: 17.39.) Mutassuk meg, hogy egy gyengén kommutat́ıv félcsoport
akkor és csak akkor ágyazható be csoportba, ha egyszerűśıtéses.

13.2. (Megoldás: 17.40.) Mutassuk meg, hogy ha egy S félcsoport beágyazható egy
periodikus csoportba, akkor S is periodikus csoport!
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14. fejezet

Félcsoportok beágyazása csoportok
uniójába

14.1. Defińıció Egy S félcsoportról azt mondjuk, hogy bal [jobb] szeparat́ıv , ha az ab =
a2 és ba = b2 [ab = b2 és ba = a2] feltételekből a = b következik minden a, b ∈ S
elemre. Egy olyan félcsoportot, amely bal szepart́ıv és egyben jobb szeparat́ıv is, szeparat́ıv
félcsoportnak nevezünk. Egy S félcsoportot gyengén szeparat́ıv félcsoportnak nevezünk,
ha a2 = ab = b2 az a = b teljesülését eredményezi tetszőleges a, b ∈ S elemekre.

Világos, hogy minden bal [jobb, gyengén] egyszerűśıtéses félcsoport bal [jobb, gyen-
gén] szeparat́ıv. A gyengén szeparat́ıv félcsoportok fontosságára utal a következő tétel.

14.2. Tétel Ha egy S félcsoport beágyazható egy olyan félcsoportba, amely csoportok
uniója, akkor S gyengén szeparat́ıv.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy egy S félcsoportot be lehet ágyazni egy H félcsoportba,
amely részcsoportjainak uniója. Azonośıtsuk S-et H azon részfélcsoportjával, amellyel
az S izomorf. A 1.42. Tétel szerint H diszjunkt részcsoportok uniója. Legyenek a, b ∈
S ⊆ H tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy

a2 = ab = b2.

Ekkor a és b a H félcsoport ugyanazon részcsoportjának elemei. Beszorozva balról a fenti
egyenlőség bal oldali részét az a elem szóban forgó részcsoportbeli inverzével, azt kapjuk,
hogy

a = b.

Tehát S gyengén szeparat́ıv.
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A következő részben megmutatjuk, hogy kommutat́ıv félcsoportok esetén a csoportok
uniójaként előálló félcsoportba való beágyazhatóságnak nem csak szükséges, hanem elég-
sége feltétele is a gyengén szeparativitás. Ehhez viszont néhány előkésźıtő eredményre
van szükségünk. Ezért először ezeket tárgyaljuk.

A 10.18. Következmény szerint minden kommutat́ıv félcsoport előáll kommutat́ıv ar-
khimédeszi félcsoportok félhálójaként. A következőkben a gyengén szeparat́ıv kommu-
tat́ıv félcsoportokat fogjuk jellemezni az ezen félháló-felbontásban szereplő arkhimédeszi
komponensek seǵıtségével. Mindenekelőtt bebizonýıtunk egy tételt, amely megmutatja,
hogyan konstruálhatjuk meg a kommutat́ıv félcsoportok legszűkebb gyengén szeparat́ıv
kongruenciáját.

14.1. Kommutat́ıv félcsoportok legszűkebb gyengén

szeparat́ıv kongruenciája

14.3. Tétel Tetszőleges kommutat́ıv S félcsoport esetén

σ = {(a, b) ∈ S × S : (∃n,m ∈ N+) abm = bm+1, ban = an+1}

az S félcsoport legszűkebb gyengén szeparat́ıv kongruenciája.

Bizonýıtás. Legyen S tetszőleges kommutat́ıv félcsoport. Az világos, hogy σ reflex́ıv és
szimmetrikus. Megmutatjuk, hogy σ tranzit́ıv is. Mindenek előtt megjegyezzük, hogy
ha

abm = bm+1, ban = an+1

teljesül valamely a, b ∈ S elemre és m, n pozit́ıv egészre, akkor mindig van olyan t pozit́ıv
egész szám (pl. t = max{m,n}), hogy

abt = bt+1, bat = at+1.

Legyenek a, b, c ∈ S tetszőleges elemek az

a σ b, és b σ c

feltétellel. Akkor léteznek olyan n és m pozit́ıv egész számok, melyekre

abn = bn+1, ban = an+1

és
bcm = cm+1, cbm = bm+1.

Legyen
k = (n+ 1)(m+ 1)− 1 = n(m+ 1) +m.
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Akkor
ack = acn(m+1)cm = a(bcm)ncm = abncm(n+1) =

= bn+1cm(n+1) = (bcm)n+1 = c(m+1)(n+1) = ck+1.

Hasonlóan igazolható, hogy
cak = ak+1.

Így
a σ c.

A következő lépésként megmutatjuk, hogy σ az S félcsoport egy kongruenciája. Mivel
S kommutat́ıv félcsoport, ezért elegendő azt megmutatni, hogy σ az S egy jobbkongru-
enciája. Legyenek a, b, c ∈ S tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy

a σ b.

Akkor
abn = bn+1, ban = an+1

valamely n pozit́ıv egész számra. Akkor

(ac)(bc)n = abncn+1 = bn+1cn+1 = (bc)n+1.

Hasonlóan igazolható, hogy
(bc)(ac)n = (ac)n+1.

Következésképpen
ac σ bc.

Tehát σ az S félcsoport egy jobbkongruenciája. Megmutatjuk, hogy σ gyengén szeparat́ıv
kongruencia. Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy

a2 σ ab σ b2.

Ekkor léteznek olyan m és n pozit́ıv egész számok, melyekre

(ab)(a2)m = (a2)m+1 és (ab)(b2)n = (b2)n+1.

Akkor viszont
ba2m+1 = a2m+2 és ab2n+1 = b2n+2.

Így
a σ b.

Tehát σ az S félcsoport egy gyengén szeparat́ıv kongruenciája.
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Már csak annak igazolása van hátra, hogy σ az S legszűkebb gyengén szeparat́ıv
kongruenciája. Ehhez tekintsük S egy tetszőleges gyengén szeparat́ıv % kongruenciáját.
Tegyük fel, hogy

a σ b

teljesül az S valamely a és b elemeire. Meg fogjuk mutatni, hogy a % b. Az a és b elemekre
tett feltétel szerint megadható olyan n pozit́ıv egész szám, hogy

abn = bn+1, ban = an+1.

Ekkor persze
abn % bn+1 és ban % an+1.

Ha n = 1, akkor
a2 % ab % b2,

amiből a % kongruencia gyengén szeparat́ıv tulajdonsába miatt

a % b

következik. Tehát feltehetjük, hogy n ≥ 2. Akkor (n = 2 esetén az abn−2 = ab0 szorzatot
a-nak tekintve)

(abn−1)2 = (abn−2)(abn) % (abn−2)bn+1 = (abn−1bn =

= (abn)bn1 % bn+1bn−1 = (bn)2.

Ezekből az egyenlőségekből, az x = abn−1 és y = bn jelöléseket bevezetve, a következő
adódik:

x2 % xy % y2.

Mivel % gyengén szeparat́ıv kongruencia, ezért

a % b,

azaz
abn−1 % bn.

Hasonlóan igazolható, hogy
ban−1 % an.

Ezzel megmutattuk, hogy az

abn % bn+1 és ban % an+1

feltételből következik az
abn−1 % bn és ban−1 % an
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eredmény. A gondolatmenetet tovább folytatva, végül is azt kapjuk, hogy

a2 % ab % b2,

amiből a % kongruencia gyengén szeparat́ıv tulajdonsába miatt

a % b

következik. Tehát
σ ⊆ %,

azaz σ az S félcsoport legszűkebb gyengén szeparat́ıv kongruenciája.

14.4. Következmény Ha a és b egy kommutat́ıv, gyengén szeparat́ıv S félcsoport két
olyan eleme, amelyekre abm = bm+1 és ban = an+1 teljesül valamely m és n pozit́ıv egész
számokkal, akkor a = b.

Bizonýıtás. Mivel egy kommutat́ıv gyengén szeparat́ıv S félcsoport esetén az ιS identikus
reláció szeparat́ıv, ezért σ ⊆ ιS az előző tétel miatt. Ebből már következik az álĺıtás.

14.2. Kommutat́ıv gyengén szeparat́ıv félcsoportok

14.5. Tétel Egy kommutat́ıv félcsoport akkor és csak akkor gyengén szeparat́ıv, ha ar-
khimédeszi komponensei egyszerűśıtésesek.

Bizonýıtás. Legyenek Si (i ∈ I) egy kommutat́ıv S félcsoport arkhimédeszi komponensei.
Tegyük fel, hogy S gyengén szeparat́ıv. Akkor az Si (i ∈ I) félcsoportok mindegyike

gyengén szeparat́ıv. Legyenek a, b, x ∈ Si (i ∈ I) tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy

ax = bx.

Mivel Si arkhimédeszi félcsoport, ezért léteznek olyan u, v ∈ S elemek, hogy

xu = am és xv = bn

teljesül valamely m és n pozit́ıv egész számokra. Akkor

am+1 = axu = bxu = bam

és
bn+1 = bxv = axv = abn.

A 14.3. Tétel szerint
a σ b.
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Mivel Si gyengén szeparat́ıv, ezért a 14.4. Következmény szerint a = b. Tehát Si egysze-
rűśıtéses félcsoport.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy az Si (i ∈ I) arkhimédeszi komponensek egyszerűśıtésesek.
Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek az

a2 = ab = b2

feltétellel. Ha a ∈ Si és b ∈ Sj, akkor a2 = b2 és a2 ∈ Si, valamint b2 ∈ Sj miatt i = j
és a, b ∈ Si. Mivel Si egyszerűśıtéses, ezért az a2 = ab = b2 feltételből a = b következik.
Tehát S gyengén szeparat́ıv.

Ezek után rátérhetünk a fejezet fő tételére:

14.6. Tétel Egy kommutat́ıv S félcsoport akkor és csak akkor ágyazható be olyan fél-
csoportba, amely részcsoportjainak uniója, ha S gyengén szeparat́ıv.

Bizonýıtás. Ha egy S kommutat́ıv félcsoport beágyazható egy olyan félcsoportba, amely
részcsoportjainak uniója, akkor a a 14.2. Tétel szerint S gyengén szeparat́ıv.

Ford́ıtva, legyen S olyan kommutat́ıv félcsoport, amely gyengén szeparat́ıv. A 10.18. Kö-
vetkezmény szerint S előáll Si (i ∈ I) arkhimédeszi félcsoportok Y félhálójaként. A 14.5. Té-
tel szerint minden egyes Si félcsoport egyszerűśıtéses. Mivel az Si félcsoportok kommu-
tat́ıvak, ezért a bal oldali ideáljaik mindegyike kétoldali ideál. Mivel egy félcsoportban
tetszőleges két ideál metszete soha nem üres, ezért az Si félcsoportok jobb reverzibilisek.
Így a 13.6. Tétel szerint minden egyes Si félcsoportnak van Gi hányados csoportja (Gi

minden eleme kifejezhető ab−1 alakban valamely a, b ∈ Si elem seǵıtségével; ab−1 = cd−1

akkor és csak akkor, ha ad = bc). Mivel az Si félcsoportok páronként diszjunktak, felte-
hetjük, hogy a Gi csoportok is ilyenek. Legyen

T = ∪i∈IGi.

A T halmazon definiálunk egy ◦ műveletet a következőképpen: Legyenek a ∈ Gi és
b ∈ Gj (i, j ∈ I) tetszőleges T -beli elemek. Akkor

a = a1a
−1
2 és b = b1b

−1
2

valamely a1, a2 ∈ Si és b1, b2 ∈ Sj elemekkel. Legyen

a ◦ b = (a1b1)(a2b2)
−1.

Az világos, hogy a ◦ b ∈ Gij. Megmutatjuk, hogy ha a = a3a
−1
4 és b = b3b

−1
4 , akkor

(a1b1)(a2b2)
−1 = (a3b3)(a4b4)

−1, és ı́gy az a ◦ b szorzat független az a, illetve b elem Si,
illetve Sj elemeinek seǵıtségével való előálĺıtástól. Valóban, ha a-ra és b-re az

a = a3a
−1
4 és b = b3b

−1
4
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előálĺıtás is érvényes, akkor

a1a4 = a2a3 és b1b4 = b3b3,

ezért
(a1b1)(a4b4) = (a2b2)(a3b3)

teljesül Sij-ben. Ekkor viszont

(a1b1)(a2b2)
−1 = (a3b3)(a4b4)

−1

valóban teljesül Gij-ben.
A következőkben megmutatjuk, hogy a ◦ művelet asszociat́ıv. Legyenek

a = a1a
−1
2 ∈ Gi, b = b1b

−1
2 ∈ Gj, c = c1c

−1
2 ∈ Gk

tetszőleges elemek (i, j, k ∈ I). Akkor

(a ◦ b) ◦ c = ((a1b1)(a2b2)
−1) ◦ (c1c

−1
2 ) = ((a1b1)c1)((a2b2)c2)

−1 =

= (a1(b1c1))(a2(b2c2))
−1 = (a1a

−1
2 ) ◦ ((b1c1)(b2c2)

−1) = a ◦ (b ◦ c).

Így T olyan félcsoport, amely a Gi (i ∈ I) csoportok uniója, és az is igaz, hogy T
részhalmazként tartalmazza S-et. Már csak azt kell megmutatni, hogy tetszőleges a, b ∈
S elemek esetén a◦bmegegyezik az a és b elemek S félcsoportbeli ab szorzatával. Legyenek
tehát a ∈ Si és b ∈ Sj (i, j ∈ I) tetszőleges elemek. Mivel

a = a2a−1 és b = b2b−1,

ezért Gij-ben
a ◦ b = (a2b2)(ab)−1 = (ab)2(ab)−1 = ab.

Feladatok

14.1. (Megoldás: 17.41.) Mutassuk meg, hogy minden gyengén szeparat́ıv félcsoport
gyengén redukt́ıv!

14.2. (Megoldás: 17.42.) Egy S félcsoportot gyengén egyszerűśıtésesnek nevezünk, ha
tetszőleges a, b, c ∈ S elemek esetén az ac = bc és ca = cb feltételek együttes teljesülé-
séből a = b következik. Mutassuk meg, hogy ha egy gyengén kommutat́ıv S félcsoport
arkhimédeszi komponensei gyengén egyszerűśıtésesek, akkor S gyengén szeparat́ıv!
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15. fejezet

Félcsoportalgebrák

A fejezet első három szakaszában összefoglaljuk a test feletti asszociat́ıv algebrákkal
kapcsolatos azon legfontosabb fogalmakat, illetve eredményeket, amelyek a negyedik sza-
kaszban felhasználásra kerülnek a félcsoportalgebrák vizsgálata során.

15.1. Véges dimenziós algebrák kitüntetett elemei

15.1. Defińıció Egy F test feletti algebrán olyan A = (A; +, ·) gyűrűt értünk, amely
esetén (A; +) vektortér F felett és tetszőleges a, b ∈ A és tetszőleges α ∈ F esetén

(αa)b = a(αb) = α(ab)

teljesül. Az algebra dimenzióján az algebrának, mint F feletti vektortérnek a dimenzióját
értjük.

Ebben a jegyzetben mindvégig véges dimenziós algebrákkal fogunk foglalkozni.

15.2. Defińıció Egy A algebra részalgebráján A-nak olyan részhalmazát értjük, amely
A-nak, mint vektortérnek altere, s egyben részgyűrűje A-nak, mint gyűrűnek.

Mivel egy vektortér tetszőleges B ⊃ C alterei esetén dimB > dimC, ezért ha egy A
algebra dimenziója n ∈ N+, akkor A részalgebráinak nincs n+ 1-nél hosszabb szigorúan
csökkenő lánca.

15.3. Defińıció Egy A algebra ideálján A-nak olyan részalgebráját értjük, amely ideálja
A-nak, mint gyűrűnek.

15.4. Defińıció Egy A algebra a elemét nilpotens elemnek nevezzük, ha megadható olyan
n pozit́ıv egész szám, amelyre an = 0 teljesül. Az a ∈ A elemet valódi nilpotens elemnek
nevezzük, ha minden x ∈ A elem esetén xa nilpotens elem (ekkor ax is nilpotens, mert
(xa)n = 0-ból (ax)n+1 = a(xa)nx = 0 következik).
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15.5. Defińıció Egy algebra a elemét idempotens elemnek nevezzük, ha a2 = a.

15.6. Tétel Minden olyan véges dimenziós algebrában, amely tartalmaz legalább egy
nem nilpotens elemet, van legalább egy nullától különböző idempotens elem.

Bizonýıtás. Legyen a egy F test feletti véges dimenziós A algebra nem nilpotens eleme.
Legyen n ≥ 1 az A dimenziója. Akkor az a, a2, . . . , an+1 elemrendszer lineárisan füg-
gő F felett, azaz megadhatók olyan F-beli α1, α2, . . . , αn+1 elemek, amelyek között van
legalább egy elem, amely nem az F nulleleme, továbbá teljesül az

α1a+ α2a
2 + · · ·+ αn+1a

n+1 = 0

egyenlőség.
Vizsgáljuk először azt az esetet, amikor α1 6= 0. Akkor a fenti egyenlőség

α1a+ ca = 0

alakban ı́rható, ahol
c = α2a+ · · ·+ αn+1a

n.

Mivel a 6= 0 és α1 6= 0, ezért
c 6= 0.

A fenti α1a+ ca = 0 egyenlőségből

a = (− c

α1

)a

adódik. Ezen utóbbi egyenlőségből

ak = (− c

α1

)ak

következik minden k pozit́ıv egész számra. Így

(− c

α1

)2 = − 1

α1

(− c

α1

)(α2a+ · · ·+ αn+1a
n) =

= − 1

α1

(α2a+ · · ·+ αn+1a
n) = − c

α1

,

azaz −c/α1 az A algebra nullelemtől különböző idempotens eleme.
A következőkben vizsgáljuk azt az esetet, amikor α1 = 0. Jelölje m0 azt a legkisebb

indexet, amelyre αm0 6= 0, továbbá jelölje m0 + h ≤ n + 1 azt a legnagyobbat azon
j ≤ n+ 1 index közül, amelyre αj 6= 0. Tehát a fenti

α1a+ α2a
2 + · · ·+ αn+1a

n+1 = 0
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egyenlőség tényleges alakja

αm0a
m0 + · · ·+ αm0+ha

m0+h = 0,

amely legfeljebb h + 1 nem nulla tagot tartalmaz. Szorozzuk be ezt az egyenlőséget
rendre a-val, a2-tel, és ı́gy tovább, a(m0−1)h-val. Így, az eredeti mellett, (m0 − 1)h új
egyenlőség is teljesül. Ezen új és a kiinduló egyenletekben az a elem legkisebb hatványa
m0, a legnagyobb hatványa pedig m0 + h + (m0 − 1)h = m0(h + 1). Jelöljük az am0

hatványt b-vel. Akkor a vizsgált egyenletekben b legkisebb hatványa 1 (ez a kiinduló
egyenlet első tagja), legnagyobb hatványa pedig h + 1 (ez az új egyenletek közül az
utolsó egyenlet utolsó tagja). Az egyenletekben az a elemnek legfeljebb m0h + 1 számú
különböző hatványa szerepel; ezek közül legfeljebb h + 1 olyan van, ahol a kitevő az
m0 pozit́ıv egész számszorosa (ezek a b elem különböző pozit́ıv egész kitevős hatványai),
és legfeljebb (m0 − 1)h olyan, ahol a kitevő nem osztható m0-lal. Mivel ezen utóbbi
hatványok száma nem nagyobb az egyenletek számánál, ezért ezek kifejezhetők a b pozit́ıv
egész kitevős hatványaival, és ı́gy a kiinduló egyenlet

αm0b+ · · ·+ αrb
r = 0

alakra hozható, amelyben αm0 6= 0 és még legalább egy másik együttható sem egyenlő a
nullával. Mivel a b elem nem nilpotens, ezért a bizonýıtás első részét a b elemre alkalmazva
(az ottani a helyett) adódik, hogy az A algebrának van nem nulla idempotens eleme.

15.7. Tétel Legyen A olyan véges dimenziós algebra, amelynek nem minden eleme nil-
potens. Akkor A tetszőleges nem valódi a nilpotens eleméhez van olyan 0 6= e ∈ A
idempotens elem és olyan x ∈ A elem, hogy ax = e.

Bizonýıtás. Legyen a ∈ A tetszőleges nem valódi nilpotens elem. Akkor aA az A al-
gebra egy részalgebrája. Ha ez nem tartalmaz idempotens elemet, akkor a 15.6. Tétel
miatt minden eleme nilpotens. Ez viszont azt jelenti, hogy a valódi nilpotens elem, ami
ellentmond a feltételnek. Így aA tartalmaz legalább egy nullától különböző e idempotens
elemet, s ezért ax = e teljesül valamely x ∈ A elemre.

15.8. Tétel Egy véges dimenziós A algebra összes valódi nilpotens elemeinek halmaza
az A algebrának egy ideálja.

Bizonýıtás. Legyen A egy F test feletti véges dimenziós algebra. Először megmutatjuk,
hogy ha a az A algebra valódi nilpotens eleme, akkor tetszőleges α ∈ F elem esetén αa
is valódi nilpotens elem. Legyen a ∈ A tetszőleges valódi nilpotens elem. Akkor minden
s ∈ A és minden α ∈ F esetén megadható olyan n pozit́ıv egész szám, hogy

0 = ((αs)a)n = (s(αa))n,
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amiből már következik, hogy αa valódi nilpotens elem.
Az előzőekből az is következik, hogy valamely a valódi nilpotens elem ellentettje, azaz

−a is valódi, hiszen −a = (−1)a. Itt −1 jelöli az F test egységelemének ellentettjét.
A következőkben megmutatjuk, hogy ha a az A algebra valódi nilpotens eleme, akkor

tetszőleges s ∈ A elem esetén sa és as is valódi nilpotens elemek. Ha a valódi nilpotens
elem, akkor tetszőleges x, s ∈ A elemek esetén megadható olyan n pozit́ıv egész szám,
hogy

0 = ((xs)a)n = (x(sa))n.

Tehát sa valódi nilpotens elem. Hasonlóan igazolható, hogy as is valódi nilpotens elem.
Már csak annak bizonýıtása van hátra, hogy az A algebra valódi nilpotens elemeinek

összege is valódi nilpotens. Legyenek a és b az A algebra valódi nilpotens elemei. Tegyük
fel, indirekt módon, hogy a+ b nem valódi nilpotens elem. Akkor a 15.7. Tétel miatt van
A-nak olyan e 6= 0 idempotens eleme, hogy valamely x ∈ A elemre

(a+ b)x = ax+ bx = e.

A fentiek miatt ax és bx valódi nilpotens elemek. Így eaxe és ebxe nilpotens elemek. Ha
n jelöli eaxe nilpotenciájának fokát, akkor

0 = (eaxe)n = (e− ebxe)n = e− cbxe,

azaz
e = cbxe

teljesül valamely c ∈ A elemmel. Ez viszont ellentmondás, mert cbxe valódi nilpotens
elem, e pedig egy nem nulla idempotens elem. Tehát két valódi nilpotens elem összege
is szükségképpen valódi nilpotens elem. Ezzel a tételt bebizonýıtottuk.

Egy A algebra valamely B ideálja esetén a B elemeiből képezhető összes k-tényezős
szorzatok (k egy pozit́ıv egész szám) halmaza által generált altér az A algebra ideálja.
Ezt az ideált a B ideál k-dik hatványának nevezzük (és Bk módon jelöljük).

15.2. Véges dimenziós algebra nilpotens ideáljai

15.9. Defińıció Egy A algebra B ideálját nil ideálnak nevezzük, ha minden eleme nil-
potens. Egy B ideált nilpotens ideálnak nevezünk, ha megadható olyan k pozit́ıv egész
szám, amelyre Bk = {0} teljesül, azaz a B elemiből képezhető összes k-tényezős szorzat
egyenlő az A nullelemével.

Az nyilvánvaló, hogy egy algebra minden nilpotens ideálja nil. Az álĺıtás megford́ı-
tása általában nem igaz. Véges dimenziójú algebrák esetén más a helyzet. Érvényes a
következő tétel.

208



15.10. Tétel Véges dimenziós algebra minden nil ideálja nilpotens.

Bizonýıtás. Legyen B egy véges dimenziós A algebra egy ideálja. Legyen a B dimenziója
n. Legyenek b1, . . . , bn+2 ∈ B tetszőleges elemek. Az világos, hogy

b1B, b1b2B, . . . , b1b2 · · · bn+1B, b1b2 · · · bn+1bn+2B

a B ideál olyan részalgebrái, amelyekre

b1B ⊇ b1b2B ⊇ · · · ⊇ b1b2 · · · bn+1B ⊇ b1b2 · · · bn+1bn+2B

teljesül. Mivel ennek a láncnak a hossza n + 2, ezért ez a lánc nem lehet szigorúan
monoton csökkenő, azaz van olyan k ∈ {1, . . . , n+ 1} index, hogy

b1 · · · bkB = b1 · · · bkbk+1B.

Mivel
b1 · · · bkbk+1 ∈ b1 · · · bkB,

ezért
b1 · · · bkbk+1 ∈ b1 · · · bkbk+1B,

és ezért van olyan x ∈ B elem, amelyre

b1 · · · bkbk+1 = b1 · · · bkbk+1x

teljesül. Ebből az egyenlőségből

b1 · · · bkbk+1 = b1 · · · bkbk+1x
t

adódik minden pozit́ıv egész t kitevőre. Mivel B nil ideál, ezért xm = 0 valamely pozit́ıv
egész m kitevőre. Ebből pedig

b1 · · · bkbk+1 = 0

következik. Mivel k + 1 ≤ n+ 2, ezért

b1 · · · bk · · · bn+2 = 0,

és ı́gy
Bn+2 = {0}.

15.11. Megjegyzés Mivel egy véges dimenziós A algebra minden B részalgebrája is
véges dimenziós algebra és B ideálja önmagának, ezért ha B minden eleme nilpotens,
akkor B nilpotens, azaz megadható olyan k pozit́ıv egész szám, hogy B elemiből képezett
k-tényezős szorzatok mindegyike egyenlő a nullelemmel.
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15.12. Megjegyzés Az világos, hogy egy algebra valódi nilpotens elemeinek mindegyike
nilpotens. A 15.8. Tétel szerint egy véges dimenziós algebra összes valódi nilpotens elemei
ideált alkotnak. Így ebben az ideálban minden elem nilpotens. Következésképpen ez az
ideál nilpotens ideál.

Egy A algebrát nilpotens algebrának nevezünk, ha Ak = {0} valamely k pozit́ıv egész
számra. Véges dimenziójú algebra esetén ez azzal ekvivalens (lásd a 15.10. Tételt), hogy
minden eleme nilpotens.

15.13. Tétel Véges dimenziós nilpotens algebra minden epimorf képe is nilpotens.

Bizonýıtás. Legyen A egy véges dimenziós nilpotens algebra és ϕ az A-nak egy T algeb-
rára való homomorfizmusa. Legyen ϕ(x) ∈ T (x ∈ A) tetszőleges elem. Akkor van olyan
n pozit́ıv egész szám, hogy

(ϕ(x))n = ϕ(xn) = ϕ(0A) = 0T ,

ahol 0A és 0T jelöli az A, illetve a T algebra nullelemét. Így T minden eleme nilpotens.
Mivel T is véges dimenziós algebra, ezért a 15.10. Tétel miatt T nilpotens.

15.14. Tétel Ha egy véges dimenziós A algebrának B olyan nilpotens ideálja, hogy az
A/B faktoralgebra nilpotens, akkor A is nilpotens.

Bizonýıtás. Jelölje ϕ az A algebrának az A/B faktoralgebrára való természetes homo-
morfizmusát. Legyen a ∈ A tetszőleges elem. Akkor van olyan n pozit́ıv egész szám,
hogy

(ϕ(a))n = 0A/B.

Ez viszont azt jelenti, hogy
an ∈ B,

és ezért
(an)k = 0A

valamely pozit́ıv egész k kitevőre. Tehát A minden eleme nilpotens. A 15.10. Tétel miatt
A nilpotens algebra.

15.15. Tétel Véges dimenziós A algebra összes nilpotens ideáljainak U összege szintén
nilpotens; U tartalmazza A összes nilpotens bal oldali ideálját és összes nilpotens jobb
oldali ideálját is.
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Bizonýıtás. Legyenek B és C egy véges dimenziós A algebra nilpotens ideáljai. Akkor

(B + C)/B ∼= C/(B ∩ C).

A 15.14. Tétel miatt B+C nilpotens ideál. Tehát A-ban véges sok nilpotens ideál összege
is nilpotens.

Legyen a ∈ U tetszőleges. Akkor megadhatók olyan A-beli A1, . . . ,Ak nilpotens
ideálok, hogy

a = a1 + · · ·+ ak

valamely ai ∈ Ai (i = 1, . . . k) elemekre. Mivel az A1, . . . ,Ak nilpotens ideálok összege
nilpotens, ezért az a ∈ A1 + · · ·+Ak elem is nilpotens. Tehát U minden eleme nilpotens.
A 15.10. Tétel miatt U nilpotens ideál.

Legyen R az A algebra egy nilpotens jobb oldali ideálja. Akkor R+AR az A algebra
egy ideálja. Teljes indukcióval bizonýıtható, hogy

(R+AR)n ⊆ Rn +ARn

teljesül tetszőleges n pozit́ıv egész szám esetén. Mivel R nilpotens, ezért az előző tartal-
mazásból követezik, hogy R+AR is nilpotens. Mivel

R ⊆ R+AR,

ezért R minden eleme nilpotens, és ı́gy a 15.11. Megjegyzés szerint R nilpotens, azaz
R ⊆ U . Hasonlóan igazolható, hogy U tartalmazza az A algebra összes nilpotens bal
oldali ideálját is.

15.16. Defińıció Egy véges dimenziós A algebra összes nilpotens ideáljának összegét az
algebra nilradikáljának nevezzük, és R-rel jelöljük.

15.17. Tétel Véges dimenziós algebra nilradikálja megegyezik a valódi nilpotens eleme-
inek halmazával.

Bizonýıtás. Legyen R egy véges dimenziós A algebra nilradikálja. Jelölje V az A valódi
nilpotens elemeinek halmazát. A 15.12. Megjegyzés miatt

V ⊆ R.

Ha r ∈ R és a ∈ A, akkor ar ∈ R és ı́gy R nilpotens volta miatt ar nilpotens elem, ami
miatt a valódi nilpotens elem, s ezért a ∈ V . Tehát

R ⊆ V .

Következésképpen
R = V .
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15.3. Féligegyszerű algebrák

15.18. Defińıció Egy A algebrát féligegyszerű algebrának nevezünk, ha nilradikálja tri-
viális, azaz R = {0}.

Bizonýıtás nélkül közöljük az alábbiakat:

15.19. Tétel (Wedderburn 1. tétele) Egy véges dimenziós A algebra akkor és csak akkor
féligegyszerű, ha előáll véges sok olyan Ai (i = 1, . . . , n) kétoldali ideáljának

A = A1 ⊕ · · · ⊕ An

direkt összegeként, amelyek mindegyike egyszerű algebra (azaz nincs valódi ideáljuk). A
direkt felbontásban szereplő ideálok az A algebra által egyértelműen meg vannak határoz-
va.

A 15.19. Tételben szereplő felbontásban előforduló Ai (i = 1, . . . , n) ideálokat az A
algebra egyszerű komponenseinek nevezzük. Ezek számát Cl(A)-val jelöljük és az A
algebra osztályszámának nevezzük.

Megjegyezzük, hogy a 15.19. Tételben szereplőA algebra bármely nem-nulla B ideálja
esetén megadhatók az

A = A1 ⊕ · · · ⊕ An
felbontásban szereplő ideálok közül olyanok, amelyek úniója a B ideál.

15.20. Tétel Legyen

A = B1 ⊃ B2 ⊃ · · · Bn ⊃ Bm+1 = {0}

egy F test feletti véges dimenziós A algebra relat́ıv ideálsorozata (azaz Bi+1 ideálja Bi-
nek (i = 1, . . . ,m)). Az A algebra akkor és csak akkor féligegyszerű, ha a Bi/Bi+1

(i = 1, . . . ,m) faktoralgebrák mindegyike féligegyszerű. Ebben az esetben

Cl(A) =
n∑
i=1

Cl(Bi/Bi+1).

15.21. Tétel (Wedderburn 2. tétele) Egy F test feletti véges dimenziós A algebra ak-
kor és csak akkor egyszerű, ha izomorf egy F test feletti div́ızióalgebra (olyan algebra,
amely ferdetest) elemeiből képezett n × n-t́ıpusú mátrixok teljes mátrixgyűrűjével, ahol
n egy pozit́ıv egész szám. Az n egyértelműen, a div́ızióalgebra pedig izomorfia erejéig
egyértelműen van meghatározva az A algebra által.
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15.4. Félcsoportalgebrák

15.22. Defińıció Legyen S egy félcsoport, F pedig egy test. Az S félcsoport F feletti al-
gebráján egy olyan F feletti A algebrát értünk, amely tartalmaz egy olyan S részhalmazt,
amely bázisa A-nak, mint vektortérnek, és egyben az A algebra multiplikat́ıv félcsoport-
jának egy olyan részfélcsoportja, amely izomorf S-sel.

15.23. Tétel Tetszőleges S félcsoport és tetszőleges F test esetén létezik S-nek F feletti
algebrája.

Bizonýıtás. Tetszőleges S félcsoport és tetszőleges F esetén jelölje F[S] az S félcsoportnak
az F testbe való összes olyan

a : s 7→ a(s)

leképezéseinek halmazát, amelyek esetén az S mindazon s elemeinek halmaza, amelyek-
re a(s) 6= 0 teljesül, véges vagy üres. Nem nehéz ellenőrizni, hogy F[S] kommutat́ıv
csoportot alkot az

a+ b : s 7→ a(s) + b(s)

műveletre nézve. Továbbá F[S] vektortér F felett, ha egy α ∈ F skalárral való szorzást
az alábbi módon értelmezzük:

(αa) : s 7→ αa(s).

Definiáljunk az F[S] halmazon egy szorzást a következőképpen: valamely a, b ∈ F[S]
elemek szorzata legyen az a c ∈ F[S] elem, amelyre

c(s) =
∑
xy=s

a(x)b(y)

teljesül tetszőleges s ∈ S elem esetén. Nem nehéz belátni, hogy ezzel a müvelettel F[S]
egy F feletti algebra.

Tetszőleges s ∈ S elem esetén jelölje s(t) az F[S] következő elemét:

s(t) =

{
1, ha t = s

0, ha t 6= s.
.

Itt 1, illetve 0 az F test egységelemét, illetve nullelemét jelöli. Nem nehéz belátni,
hogy ezen s(t) leképezések S halmaza az F[S] algebra multiplikat́ıv félcsoportjának olyan
részfélcsoportja, amely izomorf az S félcsoporttal (s 7→ s egy izomorfizmus). Továbbá,
S az F[S] egy bázisa.
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Ha a ∈ F[S] tetszőleges, és s1, . . . sk az S mindazon elemeinek halmaza, amelyekre
a(si) 6= 0 (i = 1, . . . , k), akkor

a = α1s1 + · · ·+ αksk, (15.1)

ahol αi = a(si) (i = 1, . . . , k).
Ha az S elemeit azonośıtjuk az S elemeivel, akkor a (15.1) egyenlőség a következő

alakban is ı́rható:
a = α1s1 + · · ·+ αksk.

Véges S = {s1, . . . , sn} félcsoport esetén F[S] tetszőleges a eleme

a = α1s1 + · · ·+ αnsn

alakban ı́rható, mert azoknak a tagoknak az együtthatói, amelyek ténylegesen nem
szerepelnek az összegben választhatók 0-nak. Így ha a = α1s1 + · · · + αnsn és b =
β1s1 + · · ·+ βnsn az F[S] tetszőleges elemei, valamint ξ ∈ F, akkor

a+ b = (α1 + β1)s1 + · · ·+ (αn + βn)sn,

ξa = (ξα1)s1 + · · ·+ (ξαn)sn,

ab = γ1s1 + · · ·+ γnsn,

ahol γk = 0, ha sk /∈ S2, egyébként pedig

γk =
∑

1≤i,j≤n;sisj=sk

αiβj.

Bizonýıtás nélkül közöljük a következő tételt (lásd az [5] könyv 5.2 alfejezetében
található Maschke’s Theorem néven szereplő tételt).

15.24. Tétel (Maschke-tétel) Legyen G egy véges csoport, F pedig egy tetszőleges test.
Az F[G] algebra akkor és csak akkor féligegyszerű, ha az F test karakterisztikája nem
osztja a G csoport rendjét.

15.25. Defińıció Legyen S egy 0-elemes félcsoport, F pedig egy test. Jelölje F0[S] azt
az F feletti algebrát, melynek van olyan B bázisa, amelyre B ∪ {0} az F0[S] algebra
multiplikat́ıv félcsoportjának az S félcsoporttal izomorf részfélcsoportja.

Az világos, hogy egy 0-elemes S félcsoport esetén F[0] az F[S] félcsoportalgebra egy
ideálja. Továbbá az is igaz, hogy F0[S] ∼= F[S]/F[0]. Az F[S]/F[0] faktoralgebrában
B = {s+ F[0] : s ∈ S \ 0} egy bázis.
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15.26. Megjegyzés Ha egy S félcsoporthoz adjungálunk egy nullelemet (függetlenül at-
tól, hogy S-ben van-e nullelem vagy nincs), akkor az ı́gy keletkezett S ∪ {0} félcsoportra
F0[S ∪ {0}] ∼= F[S] teljesül.

15.27. Tétel Bármely S félcsoport tetszőleges T ideálja esetén F[S]/F[T ] ∼= F0[S/T ].

Bizonýıtás. Legyen T az S félcsoport tetszőleges ideálja. Az világos, hogy F[T ] ideálja
F[S]-nek. Ha s, t ∈ S \ T és s 6= t, akkor

(s+ F[T ]) ∩ (t+ F[T ]) = ∅.

Ellenkező esetben s − t az F[T ]-nek lenne eleme, ami s, t ∈ S \ T miatt nem lehetsé-
ges, hiszen F[T ] elemei a T elemeiből F-beli együtthatókkal képezett formális összegek.
Legyen

B = {s+ F[T ] : s ∈ S \ T}.
Világos, hogy B ∪ F[T ] az F[S]/F[T ] algebra multiplikat́ıv félcsoportjának az S/T fak-
torfélcsoporttal izomorf részfélcsoportja. Az is igaz, hogy B az F[S] algebra bázisa. Így
F[S]/F[T ] ∼= F0[S/T ].

15.28. Tétel Véges 0-elemes S félcsoport esetén az F[S] algebra akkor és csak akkor
féligegyszerű, ha az F0[S] algebra féligegyszerű.

Bizonýıtás. Jelölje 0 az S nullelemét. Legyen F tetszőleges test. A 15.24. Tétel miatt
F[0] féligegyszerű. A 15.27. Tétel szerint

F0[S] ∼= F[S]/F[0].

Mivel
F[S] ⊇ F[0]

az F[S] algebra egy relat́ıv ideálsorozata, ezért a 15.20. Tétel szerint F[S] akkor és csak
akkor féligegyszerű, ha F[S]/F[0] ∼= F0[S] féligegyszerű.

Egy véges S félcsoport mindig tartalmaz

S = S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sn ⊃ Sn+1 = ∅

fősorozatot (lásd a 4.34. Defińıciót). A 4.36. Tétel szerint S bármely két fősorozata
egymással izomorf.

15.29. Tétel Egy véges S félcsoport esetén az F[S] algebra akkor és csak akkor féligegy-
szerű, ha az S félcsoport tetszőleges

S = S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sn ⊃ Sn+1 = ∅

fősorozatához tartozó F[Si/Si+1] (i = 1, . . . , n) algebrák mindegyike féligegyszerű (megje-
gyezzük, hogy Sn/∅ ∼= Sn).
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Bizonýıtás. Legyen
S = S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sn ⊃ Sn+1 = ∅

egy véges S félcsoport fősorozata. Megállapodva abban, hogy F[∅] jelölje az F[S] félcso-
portalgebra {0} ideálját, az

F[S] = F[S1] ⊃ F[S2] ⊃ · · · ⊃ F[Sn] ⊃ F[Sn+1] = {0}

sorozat az F[S] félcsoportalgebra ideáljainak egy sorozata. A 15.27. Tétel szerint

F[Si]/F[Si+1] ∼= F0[Si/Si+1]; (i = 1, . . . , n− 1).

Ugyanakkor
F[Sn]/F[Sn+1] = F[Sn] ∼= F0[Sn] = F0[Sn/Sn+1].

A 15.20. Tétel szerint F[S] akkor és csak akkor féligegyszerű, ha a fenti F[Si]/F[Si+1]
(i = 1, . . . , n) faktorok mindegyike féligegyszerű. Így, a 15.28. Tételt is használva, F[S]
akkor és csak akkor féligegyszerű, ha az F[Si/Si+1] algebrák mindegyike féligegyszerű.

A 4.33. Defińıció szerint egy S félcsoportot féligegyszerű félcsoportnak nevezünk, ha
főfaktorai (azaz a fősorozatainak faktorai) egyszerűek vagy 0-egyszerűek.

15.30. Tétel Ha egy véges S félcsoport esetén az F[S] félcsoportalgebra féligegyszerű,
akkor az S félcsoport féligegyszerű.

Bizonýıtás. Legyen S olyan félcsoport, amely esetén F[S] féligegyszerű algebra. Legyen

S = S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sn ⊃ Sn+1 = ∅

az S egy fősorozata. A 15.29. Tétel szerint az F[Si/Si+1] algebrák mindegyike féligegy-
szerű. A 15.28. Tétel szerint az F0[Si/Si+1] algebrák mindegyike féligegyszerű. Ebből
már következik, hogy az Si/Si+1 faktorfélcsoportban nem lehet bármely két elem szorza-
ta nulla, mert ha az lenne, akkor az F0[Si/Si+1] algebrában is bármely két elem szorzata
a nulla lenne, ami viszont ellentmondana annak a ténynek, hogy az F0[Si/Si+1] algebra
féligegyszerű.

A fejezet végén bizonýıtás nélkül megemĺıtünk speciális félcsoportok félcsoportal-
gebrájával kapcsolatos néhány tételt (lásd az [5] könyv Theorem 5.21., Corollary 5.24.,
Corollary 5.25. és Theorem 5.26. eredményeit).

15.31. Tétel Legyen S egy véges kommutat́ıv félcsoport, F pedig egy test. Az F[S] fél-
csoportalgebra akkor és csak akkor féligegyszerű, ha S előáll olyan csoportok uniójaként,
melyek rendje nem osztható az F test karakterisztikájával.
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15.32. Tétel Ha egy véges egyszerű S félcsoport valamely F test feletti F[S] algebrája
féligegyszerű, akkor S csoport.

15.33. Tétel Ha egy véges S félcsoport valamely F test feletti F[S] algebrája féligegy-
szerű, akkor S magja (azaz S összes ideáljának metszete) az S részcsoportja.

15.34. Tétel Egy véges inverz S félcsoport valamely F test feletti F[S] algebrája akkor
és csak akkor féligegyszerű, ha az F test karakterisztikája 0 vagy olyan pŕımszám, amely
nem osztja S egyetlen részcsoportjának rendjét sem.

Feladatok

15.1. (Megoldás: 17.43.) Mutassuk meg, hogy tetszőleges G véges, kommutat́ıv p-
csoport (p pŕımszám) és tetszőleges p-karakterisztikájú F test esetén az F[G] csoportal-
gebra minden bal oldali nullosztója nilpotens.

15.2. (Megoldás: 17.44.) Mutassuk meg, hogy ha G egy véges p-csoport (p pŕımszám)
és F egy p-karakterisztikájú test, akkor tetszőleges g ∈ G elem esetén e − g az F[G]
csoportalgebra nilpotens eleme, ahol e a G csoport egységeleme!
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16. fejezet

Félcsoportok mátrixreprezentációi

Ebben a fejezetben egy speciális mátrixreprezentációval, véges félcsoportok jobbreguláris
reprezentációjával kapcsolatos mátrixreprezentációval foglalkozunk.

16.1. Jobbreguláris reprezentáció

Legyen S egy véges félcsoport, F pedig egy test. Az S × S halmaznak az F testbe
való egyértelmű A leképezéseit F test feletti S-mátrixoknak nevezzük. Ha rögźıtjük egy
n-elemű S félcsoport elemeinek egy

{s1, . . . , sn}

sorrendjét, akkor minden S-mátrix feĺırható a szokásos ”táblázatos” formában: egy A
mátrixhoz tartozó n × n-es táblázat i-dik sorának j-dik eleme megegyezik az F test
A(si, sj) elemével. A bizonýıtások egyszerűbbé tétele végett a vizsgált S félcsoporthoz
tartozó S-mátrixokat a félcsoport valamely rögźıtett sorrendjéhez tartozó, az előzőekben
részletezett táblázatos formában fogjuk tekinteni.

Jelölje 1, illetve 0 egy F test egységelemét, illetve nullelemét. Egy véges S =
{s1, . . . , sn} félcsoport tetszőleges s eleméhez tekintsük a következő S-mátrixot:

R(s) = [r
(s)
i,j ]n×n,

ahol

r
(s)
i,j =

{
e ha sis = sj,

0 különben.

Ezt a mátrixot az S elemhez tartozó F test feletti jobb mátrixnak nevezzük (lásd az 1.
Fejezetet). Az 1.11. Tétel szerint

RF : s 7→ R(s)
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az S félcsoport F test feletti n-edfokú reprezentációja. Ez lényegében az S félcsoport
jobbreguláris reprezentációja. Ez a reprezentáció akkor és csak akkor hű (azaz injekt́ıv),
ha S bal redukt́ıv, azaz tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén az xa = xb feltételnek minden
x ∈ S elemre való teljesüléséből a = b következik.

Tetszőleges n-elemű véges S félcsoport és tetszőleges F test esetén jelölje A(RF(S))
az F test feletti n × n t́ıpusú mátrixok Mn(F) teljes mátrixalgebrájának az RF(S) által
generált részalgebráját.

16.2. Félcsoportok direkt szorzatának jobbreguláris

reprezentációja

16.1. Tétel Tetszőleges véges bal redukt́ıv S1 és S2 félcsoportok, valamint tetszőleges F
test esetén

dim[A(RF(S1))]dim[A(RF(S2))] = dim[A(RF(S1 × S2))].

Bizonýıtás. Legyenek S1 = {ai : i = 1, . . . , |S1|} és S2 = {bj : j = 1, . . . , |S2|} tetszőleges
véges bal redukt́ıv félcsoportok, F pedig tetszőleges test. Tekintsük az S1 és S2 félcso-
portok jobbreguláris reprezentációit. Jelölje A(ai) és B(bj) az ai ∈ S1 és bj ∈ S2 elemek
F feletti (a fenti sorrendhez tartozó) jobb mátrixait. Tekintsük az S1 × S2 félcsoport
eleminek következő elrendezését:

S1 × S2 = {(a1, b1); . . . , ; (a1, b|S2|); . . . ; (a|S1|, b1); . . . ; (a|S1|, b|S2|)}.

Nem nehéz észrevenni, hogy egy (ai, bj) ∈ S1×S2 elemhez (az előbb részletezett sorrend

szerint) tartozó F feletti C(ai,bj) jobb mátrix olyan C
(ai,bj)
k,t (k, t ∈ {1, . . . , |S1|}) mátrixok

blokkmátrixa, amelyekre

C
(ai,bj)
k,t = a

(ai)
k,t B(bj)

teljesül, ahol a
(ai)
k,t (k, t = 1, . . . , |S1|) jelöli az A(ai) mátrix k-dik sorának t-dik elemét.

Mivel S1 és S2 bal redukt́ıv félcsoportok, ezért S1×S2 is bal redukt́ıv. Így annak jobbre-
guláris reprezentációja hű. Tegyük fel, hogy dimA(RF(S1)) = m és dimA(RF(S2)) = n.
Jelölje B1 és B2 az A(RF(S1)), illetve a A(RF(S2)) részalgebrák egy-egy bázisát. Tegyük
fel, hogy B1 = {A(a1), . . . ,A(am)} és B2 = {B(b1), . . . ,B(bn)} . Megmutatjuk, hogy a
C(ai,bj) (i = 1, . . .m; j = 1, . . . n) mátrixok az A(RF(S1×S2)) részalgebrának egy bázisát
alkotják.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a C(ai,bj) (i = 1, . . .m; j = 1, . . . n) mátrixok lineá-
risan függetlenek F felett, tegyük fel, hogy

Σn
j=1Σ

m
i=1γj,iC

(ai,bj) = 0mn×mn
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valamely γj,i ∈ F skalárokkal. Akkor tetszőleges k, t ∈ {1, . . . |S1|} indexekre

Σn
j=1Σ

m
i=1γj,iC

(ai,bj)
k,t = 0n×n,

azaz
Σn
j=1Σ

m
i=1γj,ia

(ai)
k,t B(bj) = 0n×n

adódik. Ekkor viszont
Σn
j=1(Σ

m
i=1γj,ia

(ai)
k,t )B(bj) = 0n×n,

amiből tetszőleges j = 1, . . . , n (and every k, t = 1, . . . , |S1|) index esetén

Σm
i=1γj,ia

(ai)
k,t = 0,

mert a B(b1), . . . ,B(bn) mátrixok lineárisan függetlenek F felett. Mivel a γj,i együtthatók
nem függnek k-tól és t-től, ezért

Σm
i=1γj,iA

(ai) = 0m×m

adódik minden j = 1, . . . , n indexre. Mivel a A(a1), . . . ,A(am) mátrixok lineárisan füg-
getlenek F felett, ezért γj,i = 0 minden j = 1, . . . , n és i = 1, . . . ,m indexre.

A következőkben megmutatjuk, hogy a C(ai,bj) (i = 1, . . .m; j = 1, . . . n) mátrixok
generálják az A(RF(S1 × S2)) részalgebrát. Legyen (x, y) ∈ S1 × S2 tetszőleges elem.
Mivel B2 bázisa az A(RF(S2)) részalgebrának, ezért megadhatók olyan βj ∈ F (j =
1, . . . , n) skalárok, amelyekre

B(y) = Σn
j=1βjB

(bj)

teljesül. Ekkor viszont tetszőleges k, t ∈ {1, . . . , |S1|} indexek esetén

a
(x)
k,tB

(y) = Σn
j=1βja

(x)
k,tB

(bj).

Mivel B1 bázisa az A(RF(S1)) részalgebrának, ezért magadhatók olyan αi ∈ F (i =
1, . . . ,m) skalárok, melyekre

A(x) = Σm
i=1αiA

(ai),

azaz,
a
(x)
k,t = Σm

i=1αia
(ai)
k,t

teljesül tetszőleges k, t = 1, . . . , |S1| esetén. Így

a
(x)
k,tB

(y) = Σn
j=1βj(Σ

m
i=1αia

(ai)
k,t )B(bj) =

Σn
j=1Σ

m
i=1(βjαi)(a

(ai)
k,t B(bj)),

amiből
C

(x,y)
k,t = Σn

j=1Σ
m
i=1(βjαi)C

(ai,bj)
k,t
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következik tetszőleges k, t = 1, . . . , |S1| indexekre. Mivel az αi (i = 1, . . . ,m) és βj
(j = 1, . . . , n) együtthatók nem függnek k-tól és t-től, ezért

C(x,y) = Σn
j=1Σ

m
i=1(βjαi)C

(ai,bj).

16.2. Tétel Legyen F egy test és legyenek S1, S2 tetszőleges véges bal redukt́ıv félcsopor-
tok. Akkor

A(RF(S1))⊗A(RF(S2)) ∼=Alg A(RF(S1 × S2)),

ahol ⊗ a tenzori szorzás, ∼=Alg pedig az algebra-izomorfizmus jele.

Bizonýıtás. A 16.1. Tétel jelöléseit használjuk. Tekintsük az A(RF(S1)) és A(RF(S2))
vektorterek

A(RF(S1))⊗A(RF(S2))

tenzori szorzatát.
Az

A(ai) ⊗B(bj) (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . n)

tenzorok egy bázisát alkotják aA(RF(S1))⊗A(RF(S2)) tenzori szorzatnak, melyek között
a szorzás a következőképpen van értelmezve:

(A(ai) ⊗B(bj))(A(ak) ⊗B(bt)) = (A(aiak) ⊗B(bjbt)).

A 16.1. Tétel szerint

{C(ai,bj) : i = 1, . . .m; j = 1, . . . , n}

bázisa az A(RF(S1 × S2)) algebrának. Közöttük a szorzás:

C(ai,bj)C(ak,bt) = C(aiak,bjbt).

Mivel
dim(A(RF(S1))⊗A(RF(S2)) = dim(A(RF(S1 × S2)))

a 16.1. Tétel miatt, ezért a

φ : (A(ai) ⊗B(bj)) 7→ C(ai,bj) i = 1, . . .m; j = 1, . . . n

leképezés az A(RF(S1)) ⊗ A(RF(S2)) vektortérnek az A(RF(S1 × S2)) vektortérre való
izomorfizmusa. Mivel

φ((A(ai) ⊗B(bj))(A(ak) ⊗B(bt))) = φ((A(ai,ak) ⊗B(bj ,bt))) =

= C(aiak,bjbt) = C(ai,bj)(ak,bt) = C(ai,bj)C(ak,bt) =

= φ((A(ai) ⊗B(bj)))φ((A(ak) ⊗B(bt))),

ezért φ az A(RF(S1))⊗A(RF(S2)) tenzori szorzatnak az A(RF(S1×S2)) algebrára való
algebra-izomorfizmusa.
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16.3. Félcsoportok félhálójának jobbreguláris repre-

zentációja

16.3. Tétel Legyen S olyan véges félcsoport, amely valamely bal redukt́ıv A és B félcso-
portok félhálója. Akkor

dimA(RF(S)) ≥ dimA(RF(A)) + dimA(RF(B)).

Bizonýıtás. Világos, hogy A és B valamelyike ideálja S-nek. Tegyük fel, hogy A teljeśıti
ezt a feltételt. Ha c, d ∈ S olyan elemei S-nek, amelyekre xc = xd teljesül minden x ∈ S
elemre, akkor c2 = cd és dc = d2. Mivel S az A és B félhálója, ezért cd és dc mindketten
vagy A-ban, vagy mindketten B-ben vannak. Így c és d mindketten vagy A-ban vagy
B-ben vannak. Mivel A és B bal redukt́ıv, ezért c = d. Tehát S bal redukt́ıv, és ı́gy az S
jobbreguláris reprezentációja hű. Legyen A = {a1, . . . , an} és B = {b1, . . . , bm}. Legyen
A(ai) (i = 1, . . . n), illetve B(bj) (j = 1, . . . ,m) az ai ∈ A, illetve a bj ∈ B elemhez (a
fenti sorrend szerint) tartozó jobb mátrix.

Tekintsük az S elemeinek következő sorrendjét:

S = {a1, . . . , an, b1, . . . , bm}.

Az S félcsoport s elemeihez (ezen rögźıtett sorrend szerint) tartozó C(s) jobb mátrixok
olyan

C
(s)
k,t (k, t ∈ {1, 2})

blokkok 2 × 2-t́ıpusú mátrixai, amely blokkokra a következők teljesülnek: a C
(s)
1,1 blokk

n×n-t́ıpusú, a C
(s)
2,2 blokk m×m-t́ıpusú, továbbá tetszőleges ai ∈ A elem esetén C

(ai)
1,1 =

A(ai), C
(ai)
2,2 = 0m×m, tetszőleges bj ∈ B esetén pedig C

(bj)
2,2 = B(bj). Tegyük fel, hogy

dimA(RF(A)) = k és dimA(RF(B)) = t.

Legyen A(ai) (i = 1, . . . , k) illetve B(bi) (j = 1, . . . , t) egy-egy bázisa az A(RF(A), illetve
A(RF(B) algebrának. Megmutatjuk, hogy a C(ai) és C(bj) (i = 1, . . . k; j = 1, . . . t)
mátrixok együtt egy lineárisan független rendszert alkotnak. Tegyük fel, hogy

Σk
i=1αiC

(ai) + Σt
j=1βjC

(bj) = 0(n+m)×(n+m).

Akkor
Σk
i=1αiC

(ai)
2,2 + Σt

j=1βjC
(bj)
2,2 = 0m×m,

és ı́gy
Σt
j=1βjB

(bj) = 0m×m,
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mert C
(ai)
2,2 = 0m×m és C

(bj)
2,2 = B(bj) minden ai ∈ A és bj ∈ B elem esetén. Mivel a B(bj)

(j = 1, . . . t) mátrixok lineárisan függetlenek, ezért βj = 0 minden j = 1, . . . , t indexre.

Így
Σk
i=1αiC

(ai) = 0(n+m)×(n+m),

amiből

0n×n = Σk
i=1αiC

(ai)
1,1 = Σk

i=1αiA
(ai)

következik. Mivel az A(ai) (i = 1, . . . k) mátrixok lineárisan függetlenek, ezért αi = 0
minden i = 1, . . . , k indexre. Tehát a

C(a1), . . . ,C(ak),C(b1), . . . ,C(bt)

mátrixok lineárisan függetlenek. Így

dimA(RF(S)) ≥ dimA(RF(A)) + dimA(RF(B)).

16.4. Tétel Legyen S olyan véges félcsoport, amely előáll valamely bal redukt́ıv A és B
félcsoportok erős félhálójaként úgy, hogy AB ⊆ A. Ha dimA(RF(B)) = |B| akkor

dimA(RF(S)) = dimA(RF(A)) + dimA(RF(B)).

Bizonýıtás. A 16.3. Tétel jelöléseit használjuk. Mivel S az A = {a1, . . . , an} and B =
{b1, . . . , bm} félcsoportok félhálója, és mert A ideálja S-nek, ezért megadható B-nek A-
ba olyan ϕ homomorfizmusa, hogy bjai = (bj)ϕai teljesül minden bj ∈ B és ai ∈ A
elemre. Ez a homomorfizmus indukálja az {1, . . . ,m} halmaznak az {1, . . . , n} halmazba
való következő ϕ∗ leképezését: ϕ∗(j) = i akkor és csak akkor, ha (bj)ϕ = ai. Ebből

követketik, hogy a C
(ai)
1,2 mátrix j-dik sora (j = 1, . . . ,m) megegyezik az A(ai) mátrix

(ϕ∗(j))-dik sorával tetszőleges ai ∈ A elem esetén. Igy, ha egy
∑k

i=1 βiA
(ai) lineáris

kombináció egyenlő egy A(a) (a ∈ A) mátrixszal, akkor
∑k

i=1 βiC
(ai)
2,1 egyenlő a C

(a)
2,1

mátrixszal. Mivel dimA(RF(B)) = |B| = m, ezért a 16.3. Tétel bizonýıtása szerint a

C(a1), . . . ,C(ak),C(b1), . . . ,C(bm)

mátrixok lineárisan függetlenek. Megmutatjuk, hogy generálják is az F(n+m)×(n+m) al-
gebra A(RF(S)) részalgebráját. Ehhez elegendő azt megmutatni, hogy minden C(aj)

(j = k + 1, . . . , n) mátrix előáll az C(a1), . . . ,C(ak),C(b1), . . . ,C(bm) mátrixok lineáris
kombinációjaként. Legyen C(a), a ∈ {aj+1, . . . , an} tetszőleges mátrix. Akkor

A(a) =
k∑
i=1

βiA
(ai)
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valamely βi ∈ F skalárokkal. A fentiek szerint ebből az egyenlőségből

C
(a)
2,1 =

k∑
i=1

βiC
(ai)
2,1

következik, és ı́gy

C(a) =
k∑
i=1

βiC
(ai).

Tehát a
C(a1), . . . ,C(ak),C(b1), . . . ,C(bm)

mátrixok az A(RF(S)) részalgebra egy bázisát alkotják. Következésképpen

dimA(RF(S)) = dimA(RF(A)) + dimA(RF(B)).

16.5. Tétel Ha egy véges S félcsoport valamely bal redukt́ıv Sα (α ∈ Y ) félcsoportok Y
félhálója, akkor

dimA(RF(S)) ≥
∑
α∈Y

dimA(RF(Sα)).

Bizonýıtás. Az álĺıtást az n = |Y |-re vonatkozó teljes indukcióval végezzük. Az n = 1
esetben az álĺıtás nýılvánvaló. Az n = 2 eset a 16.3. Tételből adódik. Tegyük fel a
továbbiakban, hogy n ≥ 3. Tegyük fel azt is, hogy az álĺıtás igaz minden n-nél kisebb
számosságú Y félháló esetén. A továbbiakban tekintsünk egy olyan esetet, amelyben
szereplő Y félhálóra |Y | = n teljesül. Legyen S olyan véges félcsoport, amely bal redukt́ıv
Sα, α ∈ Y félcsoportok Y félhálója. Mivel Y félháló és |Y | ≥ 3, ezért megadhatók olyan
α, β ∈ Y elemek, amelyekre

αβ 6= β

teljesül. Jelölje Iβ az Y félháló β eleme által generált ideálját. Világos, hogy

Iβ = {ξ ∈ Y : ξβ = ξ}.

Mivel
β, αβ ∈ Iβ,

ezért az αβ 6= β feltételből
|Iβ| ≥ 2

következik.
Először tekintsük azt az esetet, amikor Iβ 6= Y . Ekkor |Y \ Iβ| ≤ n − 2. Mivel Iβ

részfélcsoportja Y -nak, ezért az S félcsoport Sξ (ξ ∈ Iβ) részfélcsoportjainak Aβ-val jelölt
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uniója az S félcsoport egy részfélcsoportja. Mivel Iβ ⊂ Y , ezért (az indukciós feltétel
miatt)

dimA(RF(Aβ)) ≥
∑
ξ∈Iβ

dimA(RF(Sξ)).

Mivel Iβ ideálja Y -nak, ezért az S félcsoport az Sη (η ∈ Y \ Iβ) részfélcsoportok és az
Aβ részfélcsoport félhálója. Mivel |Y \ Iβ| + 1 ≤ n − 1, ezért (az indukciós feltételt is
használva)

dimA(RF(S)) ≥ dimA(RF(Aβ)) +
∑

η∈Y \Iβ

dimA(RF(Sη)).

Ez és a fenti
dimA(RF(Aβ)) ≥

∑
ξ∈Iβ

dimA(RF(Sξ))

egyenlőtlenség együttesen a

dimA(RF(S)) ≥
∑
α∈Y

dimA(RF(Sα))

egyenlőtlenséget eredményezik.
A következőkben azt az esetet vizsgáljuk, amikor Iβ = Y . Ebben az esetben β az

Y egységeleme, és ı́gy ξη 6= β minden β /∈ {ξ, η} elemekre. Valóban, ha lennének olyan
ξ, η ∈ Y elemek, amelyekre ξ 6= β, η 6= β és ηξ = β teljesülne, akkor minden α ∈ Y elem
esetén azt kapnánk, hogy αηξ = αβ = α, amiből αξ = α következne. Ez azt jelentené,
hogy ξ az Y egységeleme, amely nem lehetséges amiatt, mert β is az Y egységelem
és ξ 6= β. Igy X = Y \ {β} az Y egy részfélhálója. Jelölje S∗ az S félcsoport azon
részfélcsoportját, amely az Sτ , τ ∈ X részfélcsoportok X félhálója. Akkor S az S∗ és Sβ
részfélcsoportok félhálója, s ezért a 16.3. Tétel miatt

dimA(RF(S)) ≥ dimA(RF(S∗)) + dimA(RF(Sβ)).

Mivel |X| = |Y | − 1, ezért (az indukciós feltételt is használva)

dimA(RF(S∗)) ≥
∑
τ∈X

dimA(RF(Sτ )).

Következésképpen

dimA(RF(S)) ≥
∑
α∈Y

dimA(RF(Sα)).

16.6. Tétel Legyen S olyan véges félcsoport, amely valamely bal redukt́ıv Sα (α ∈ Y )
félcsoportok Y félhálója. Ha minden α ∈ Y index esetén dimA(RF(Sα)) = |Sα|, akkor
dimA(RF(S)) = |S|.
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Bizonýıtás. A 16.5. Tétel felhasználásával∑
α∈Y

|Sα| = |S| ≥ dimA(RF(S)) ≥
∑
α∈Y

dimA(RF(Sα)) =
∑
α∈Y

|Sα|

adódik, és ı́gy dimA(RF(S)) = |S|.

16.7. Tétel Ha egy véges S félcsoport Sα (α ∈ Y ) monoidok Y félhálója, akkor

dimA(RF(S)) = |S|.

Bizonýıtás. Az világos, hogy minden M monoid bal redukt́ıv, és dimA(RF(M)) = |M |.
Igy az álĺıtás a 16.6. Tétel következménye.

16.8. Tétel Ha S véges Clifford félcsoport, akkor tetszőleges F test esetén

dimA(RF(S)) = |S|.

Bizonýıtás. A 10.28. Tétel szerint egy félcsoport akkor és csak akkor Clifford félcsoport,
ha csoportok félhálója. Igy az álĺıtás a 16.7. Tétel következménye.

16.9. Tétel Ha S véges félháló, akkor tetszőleges F test esetén dimA(RF(S)) = |S|.

Bizonýıtás. Mivel egy félháló egyelemű félcsoportok félhálója, ezért az álĺıtás a 16.7. Tétel
következménye.

Feladatok

16.1. (Megoldás: 17.45.) Mutassuk meg, hogy véges S = {s1, . . . , sn} félcsoport és
tetszőleges F test esetén

∑n
i=1 αiR

(si) = 0 akkor és csak akkor teljesül valamely αi ∈ F
skalárok esetén, ha

∑n
i=1 αisi az F[S] félcsoportalgebra jobb annullátorának eleme.

16.2. (Megoldás: 17.46.) Tetszőleges véges, n-elemű S = {s1, . . . , sn} félcsoport és tet-
szőleges F test esetén jelöljeR∗F az F[S] félcsoportalgebrának az Mn(F) teljes mátrixalgeb-
rába való következő reprezentációját: R∗F(α1s1+· · ·+αnsn) = α1RF(s1)+· · ·+αnRF(sn).
Mutassuk meg, hogy R∗F magja (KerR∗F = {a ∈ F[S] : R∗F(a) = 0) megegyezik az F[S]
félcsoportalgebra jobb oldali annullátorával!
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17. fejezet

Megoldások

Az 1. fejezet feladatainak megoldásai

17.1. (az 1.1. feladat megoldása) Világos, hogy

R(a) =

[
0 1
0 1

]
, R(b) =

[
1 0
1 0

]
és (R(a))2 = R(a), R(a)R(b) = R(b), R(b)R(a) = R(a), (R(b))2 = R(b). Tehát SRF félcsopor-
tot alkot a mátrixok szorzására nézve. Ugyanakkor R(a)R(b) = R(b) 6= R(a) = R(ab). Így
S nem félcsoport a vizsgált műveletre nézve (pl. (ba)b = b2 = a 6= b = ba = b(ab)).

17.2. (az 1.2. feladat megoldása) Tetszőleges a1, a2, a3 ∈ A és b1, b2, b3 ∈ B elemek
esetén ((a1, b1) ∗ (a2, b2)) ∗ (a3, b3) = (a1, b2) ∗ (a3, b3) = (a1, b3) = (a1, b1) ∗ (a2, b3) =
(a1, b1) ∗ ((a2, b2) ∗ (a3, b3)). Tehát a művelet asszociat́ıv. Továbbá, tetszőleges (a, b) ∈
A × B esetén (a, b)2 = (a, b) ∗ (a, b) = (a, b), és ı́gy az ((A × B); ∗) félcsoport minden
eleme idempotens.

17.3. (az 1.3. feladat megoldása) Tetszőleges a, b ∈ S és tetszőleges x, y ∈ A elemek
esetén (ab)(xy) = a(b(xy)) = a((bx)y) = (a(bx))y = ((ab)x)y. Tehát S zárt az A-beli
műveletre nézve. Mivel tetszőleges a, b, c ∈ S esetén a(bc) = (ab)c, ezért S az A gruppoid
egy részfélcsoportja.

17.4. (az 1.4. feladat megoldása) Az világos, hogy véges félcsoportnak véges sok rész-
félcsoportja van. Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S olyan félcsoport, amelynek véges sok
részfélcsoportja van. Az S tetszőleges eleme által generált ciklikus részfélcsoport nem
lehet végtelen, mert végtelen ciklikus részfélcsoportnak végtelen sok részfélcsoportja van,
amelyek az S-nek is részfélcsoportjai. Mivel S minden eleme benne van az általa gene-
rált részfélcsoportban, ezért S előáll véges ciklikus részfélcsoportok úniójaként. Mivel a
feltétel miatt a ciklikus részcsoportok száma véges, ezért S előáll véges sok véges ciklikus
részfélcsoport úniójaként. Ebből már következik, hogy S véges sok elemet tartalmaz.
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A 2. fejezet feladatainak megoldásai

17.5. (a 2.1. feladat megoldása) Az világos, hogy σ reflex́ıv és szimmetrikus. A σ
tranzitivitásának igazolásához tegyük fel, hogy valamely a, b, c ∈ S elemekre teljesülnek
az (a, b) ∈ σ és (b, c) ∈ σ feltételek. Akkor abn = bn+1, ban = an+1, bcn = cn+1 és
cbn = bn+1 teljesül valamely n pozit́ıv egész számra. Így a2n = an+1an−1 = banan−1 =
ba2n−1 = · · · = bnan. Hasonlóan adódik, hogy c2n = bncn. Így ac2n = abncn = bn+1cn =
bbncn = bc2n = bcncn = cn+1cn = c2n+1. Az előzőekhez hasonlóan igazolható, hogy
ca2n = a2n+1. Tehát (a, c) ∈ σ. Így σ tranzit́ıv. Következésképpen σ ekvivalencia
reláció.

17.6. (a 2.2. feladat megoldása) Legyen S tetszőleges jobbzéró félcsoport! Legyen α az
S halmazon értelmezett tetszőleges ekvivalenciareláció! Ha (a, b) ∈ α valamely a, b ∈ S
elemekre, akkor tetszőleges s ∈ S elem esetén as = s = bs, és ezért (as, bs) ∈ α.
Tehát α jobb kongruencia. Továbbá, sa = a α b = sb, amiből következik, hogy α bal
kongruencia. A 2.22. Tétel szerint α az S egy kongruenciarelációja. Balzéró félcsoportok
esetén a megoldás hasonló.

17.7. (a 2.3. feladat megoldása) Legyen S olyan jobbzéró félcsoport, amelyben bármely
két kongruencia felcserélhető egymással. A 2.1. Feladat szerint S minden ekvivalencia-
relációja kongruenciareláció, ezért S bármely két ekvivalenciarelációja felcserélhető egy-
mással. Tegyük fel, hogy |S| > 2. Legyenek a, b, c ∈ S páronként különböző elemek.
Jelölje αa,b az S azon ekvivalenciarelációját, melynek osztályai az S kételemű {a, b}
részhalmaza, valamint ezen részhalmaz komplementerében lévő elemek mint egyelemű
részhalmazok. Jelölje αb,c a kételemű {b, c} részhalmazzal az előzőek mintájára definiált
ekvivalenciarelációt. Mivel (a, b) ∈ αa,b és (b, c) ∈ αb,c, ezért (a, c) ∈ αa,b ◦ αb,c. Mivel a
feltétel szerint αa,b ◦ αb,c = αb,c ◦ αa,b, ezért (a, c) ∈ αb,c ◦ αa,b, azaz létezik olyan x ∈ S
elem, hogy (a, x) ∈ αb,c és (x, c) ∈ αa,b. Mivel a /∈ {b, c}, ezért a = x és ı́gy (a, c) ∈ αa,b,
amiből c ∈ {a, b} következik, ami viszont ellentmond annak a feltételnek, hogy a, b, c
az S félcsoport páronként különböző elemei. Tehát szükségképpen |S| ≤ 2 A ford́ıtott
álĺıtás igazolása igen egyszerű. A megoldás hasonló abban az esetben, amikor S balzéró
félcsoport.

17.8. (a 2.4. feladat megoldása) Legyen S egy háromelemű félháló. Mivel S véges, ezért
S-nek van 0 nulleleme (ez az S három elemének szorzata). Jelöljük a másik két elemet
a-val, illetve b-vel. Ha ab = 0, akkor I = {0, a} és J = {0, b} ideálok. Legyen α az S
azon ekvivalenciarelációja, melynek osztályai I = {0, a} és {b}, továbbá jelölje β az S
azon ekvivalenciarelációja, melynek osztályai J = {0, b} és {a}. Könnyen ellenőrizhető,
hogy α és β az S kongruenciarelációi. Mivel (a, 0) ∈ α és (0, b) ∈ β, ezért (a, b) ∈ α ◦ β.
Ha α ◦β egyenlő lenne a β ◦α relációval, akkor (a, b) ∈ β ◦α teljesülne, azaz lenne S-nek
olyan y eleme, hogy (a, y) ∈ β és (y, b) ∈ α teljesülne. Az első feltételből y = a adódna,
ami miatt (a, b) ∈ α teljesülne, ami viszont nem lehetséges. Tehát α ◦ β 6= β ◦ α. Ha
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ab = ba 6= 0, akkor ab = ba = a vagy ab = ba = b. Vizsgálhatjuk csak az egyik (pl.
ab = ba = a) esetet. Jelölje γ azt az ekvivalenciarelációt, melynek osztályai {a, b} és
{0}. Legyen α az előzőekben definiált ekvivalenciareláció. Nem nehéz belátni, hogy α
és γ az S kongruenciarelációi. Mivel (0, a) ∈ α és (a, b) ∈ γ, ezért (0, b) ∈ α ◦ γ. Ha
(0, b) benne lenne a γ ◦ α relációban, akkor lenne S-nek olyan x eleme, hogy (0, x) ∈ γ
és (x, b) ∈ α teljesülne. Ebből x = 0, illetve (0, b) ∈ α következne, ami ellentmondás.
Tehát α ◦ β 6= β ◦ α.

17.9. (a 2.5. feladat megoldása) Az világos, hogy a % reláció ekvivalenciareláció. Meg-
mutatjuk, hogy % az S félcsoport jobbkongruenciája, illetve balkongruenciája. Tegyük
fel, hogy (a, b) ∈ % valamely a, b ∈ S elemekre, azaz xa = xb minden x ∈ S elemre
teljesül. Legyen c ∈ S tetszőleges elem. Akkor xac = xbc, azaz (ac, bc) ∈ %. Tehát
% jobbkongruencia. Mivel x(ca) = (xc)a = (xc)b = x(cb), ezért (ca, cb) ∈ %. Tehát %
balkongruencia. Így a 2.22. Tétel miatt % az S félcsoport kongruenciája.

A 3. fejezet feladatainak megoldásai

17.10. (a 3.1. feladat megoldása) Legyen FX egy X halmaz feletti szabad félcsoport.
A 3.15. Tétel szerint tetszőleges S félcsoport és tetszőleges f : X 7→ S leképezéshez
megadható az FX szabad félcsoportnak az S félcsoportba való olyan homomorfizmusa,
amelyre ϕ(x) = f(x) teljesül tetszőleges x ∈ X esetén.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy F olyan félcsoport, melynek van olyan X részhalmaza,
amely generálja F -et és minden S félcsoport esetén X-nek S-be való tetszőleges f le-
képezése kiterjeszthető F -nek S-be való ϕ homomorfizmusává. Válasszuk S-et és f -et
speciális módon; legyen S = FX és f = idX , azaz X-nek S = FX-be való azon leképezése,
amely X minden elemének (S-beli) önmagát felelteti meg. A feltétel szerint van F -nek
FX-be olyan ϕ homomorfizmusa, amely X minden eleméhez önmagát rendeli. Legyenek
x1, . . . , xn ∈ X tetszőleges elemek. Legyen x1 · · ·xn ∈ FX tetszőleges elem. Mivel az
F -beli x1 · · ·xn szorzathoz ϕ az FX félcsoport ϕ(x1) · · ·ϕ(xn) = x1 · · ·xn elemét rendeli,
ezért ϕ szürjekt́ıv. Ha ϕ(x1 · · ·xn) = ϕ(y1 · · · ym) valamely x1, . . . , xn, y1, . . . ym ∈ X ese-
tén, akkor (mivel ϕ homorfizmus és X elemein az identikus) FX-ben x1 · · ·xn = y1 · · · ym,
amiből n = m és xi = yi következik minden i = 1, . . . , n indexre. Tehát F -ben
x1 · · ·xn = y1 · · · ym. Így ϕ injekt́ıv. Következésképpen F izomorf FX-szel.

17.11. (a 3.2. feladat megoldása) Legyenek X és Y olyan halmazok, amelyekhez lé-
tezik egy f : X 7→ Y bijekt́ıv leképezés. Tekintsük az FX és FY szabad félcsopor-
tokat. a 3.1.Feladat szerint megadható olyan ϕ : FX 7→ FY homomorfizmus, amely
az f kiterjesztése. Legyen y1 · · · yn ∈ FY tetszőleges elem. Mivel az FX félcsoport
f−1(y1) · · · f−1(yn) eleméhez ϕ az FY félcsoport ϕ(f−1(y1)) · · ·ϕ(f−1(yn)) =
= f(f−1(y1)) · · · f(f−1(yn)) = yx1 · · · yn elemét rendeli, ezért ϕ szürjekt́ıv. Ha ϕ(x1 · · ·xn)
egyenlő ϕ(x′1 · · ·x′m)-mel valamely x1, . . . , xn, x

′
1, . . . x

′
m ∈ X esetén, akkor FY -ban
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f(x1) · · · f(xn) = f(x′1) · · · f(x′m), amiből n = m és f(xi) = f(x′i) következik minden
i = 1, . . . , n indexre. Mivel f bijekt́ıv, ezért xi = x′i minden i = 1, . . . , n indexre. Tehát
F -ben x1 · · · xn = x′1 · · ·x′m. Így ϕ injekt́ıv. Tehát az FX és FY szabad félcsoportok
izomorfak.

A 4. fejezet feladatainak megoldásai

17.12. (a 4.1. feladat megoldása) Indirekt módon, tegyük fel, hogy van olyan S nil
félcsoport, amely 0-egyszerű. Akkor S2 6= {0} (ekkor S \ {0} 6= ∅)és S nek csak két
ideálja van: S és {0}. Legyenek a, b ∈ S \ {0} tetszőleges elemek az a 6= b feltétellel.
A 4.7. Tétel szerint SaS = S = SbS. Igy megadhatók olyan x, y, u, v ∈ S elemek, hogy
a = xby és b = uav. Ekkor a = xuavy, amiből a = (xu)na(vy)n következik tetszőleges
pozit́ıv egész n-re. Mivel a 6= b, ezért xu ∈ S vagy vy ∈ S. Igy (xu)m = 0 vagy (vy)k = 0
valamely pozit́ıv egész m, illetve k számokra. Igy a = 0, amiből b = 0 is következik.
Tehát S \ {0} csak egy elemet tartalmazhat. Ha a jelöli ezt az elemet, akkor a2 = 0,
mivel S nil félcsoport. Ekkor viszont S2{0}, ami ellentmondás. Tehát nem fordulhat elő,
hogy egy nil félcsoport 0-egyszerű lenne.

17.13. (a 4.2. feladat megoldása) Legyen S egy R-kommutat́ıv félcsoport. Az S fél-
csoport Green-féle R ekvivalenciája bal oldali kongruencia. Először megmutatjuk, hogy
jobbkongruencia is. Legyenek a, b, s ∈ S tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy (a, b) ∈ R.
Akkor megadhatók olyan x, y ∈ S1 elemek, hogy a = bx és b = ay. Ha a = b, akkor
as = bs és ı́gy (as, bs) ∈ R. Ha a 6= b, akkor x, y ∈ S. Mivel az S félcsoport R-
kommutat́ıv, ezért as = bxs ∈ bsxS1 és bs = ays ∈ asyS1. Tehát (as, bs) ∈ R. Így
R jobb oldali kongruencia. A 2.22. Tétel miatt R az S félcsoport kongruenciája. Mivel
tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén ab ∈ baS1 és ba ∈ abS1, ezért (ab, ba) ∈ R. Tehát R
az S félcsoport kommutat́ıv kongruenciája.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S olyan félcsoport, amelyen a Green-féle R ekvivalencia
kommutat́ıv kongruencia. Akkor tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén (ab, ba) ∈ R, azaz
abS1 = baS1, amiből következik, hogy ab ∈ baS1.

Az 5. fejezet feladatainak megoldásai

17.14. (az 5.1. feladat megoldása) Legyen S olyan félcsoport, melynek van bal oldali
egységeleme. Legyenek a, b ∈ S tetszőlegesek. Tegyük fel, hogy xa = xb teljesül minden
x ∈ S elemre. Ha x helyébe az S egy bal oldali egységelemét ı́rjuk, kapjuk az a = b
egyenlőséget.

17.15. (az 5.2. feladat megoldása) Egy S félcsoport esetén az a 7→ %a (a ∈ S) leképezés
akkor és csak akkor injekt́ıv, ha tetszőleges a, b ∈ S elemek esetén a %a = %b feltételből,

230



azaz az (x)%a = (x)%b egyenlőségnek minden x ∈ S elemre való teljesüléséből a = b
következik. Mivel az (x)%a = (x)%b egyenlőség az xa = xb egyenlőséget jelenti, ezért már
következik a feladat álĺıtása.

17.16. (az 5.3. feladat megoldása) Csak a balzéro esetet vizsgáljuk. Legyen L tetszőle-
ges balzéró félcsoport. Ha λ az L tetszőleges önmagába való leképezése, akkor tetszőleges
a, b ∈ L elemek esetén λ(ab) = λ(a) = (λ(a))b. Tehát λ az L egy bal transzlációja, azaz
L minden önmagába való leképezése bal transzláció. Legyen % az L tetszőleges jobb
transzlációja. Akkor tetszőleges a, b ∈ L elemek esetén a = a((b)%) = (ab)% = (a)%.
Tehát L-nek csak egyetlen jobb transzlációja van; ez az L identikus leképezése. Ha λ
az L tetszőleges önmagába való leképezése, és ι jelöli L identikus leképezését, akkor tet-
szőleges a, b ∈ L esetén a(λ(b)) = a = ab = ((a)ι)b. Tehát (λ, ι) láncszemet alkotnak.
Az L transzlációs burka (Ω(S)) az összes olyan (λ, ι) párból áll, ahol λ az L tetszőleges
önmagába való leképezése. A (λ, ι) 7→ λ leképezés Ω(L)-nek az L összes önmagába való
leképezéseinek félcsoportjára való izomorfizmus.

17.17. (az 5.4. feladat megoldása) Legyen G tetszőleges csoport. Jelölje (λ, %) a G
transzlációs burkának egy elemét. Jelölje e a G egységelemét. Akkor λ(e) = e(λ(e) =
((e)%)e = (e)%. Legyen g ∈ G tetszőleges elem. Akkor λ(g) = λ(eg) = λ(e)g és
(g)% = (ge)% = g((e)%). Tehát λ, illetve % a G ugyanazon eleméhez tartozó belső bal-,
illetve jobb transzlációi. Így Ω(G) izomorf Ω0(G)-vel. Mivel G gyengén redukt́ıv, ezért
G izomorf Ω0(G)-vel. Következésképpen G transzlációs burka, Ω(G) izomorf G-vel.

17.18. (az 5.5. feladat megoldása) Legyenek (a, b) és (c, d) tetszőleges L×R-beli elemek.
Tegyük fel, hogy minden (x, y) ∈ L×R elemre (a, b)(x, y) = (c, d)(x, y) és (x, y)(a, b) =
(x, y)(c, d). Akkor (a, y) = (ax, by) = (a, b)(x, y) = (c, d)(x, y) = (cx, dy) = (c, y), és ı́gy
a = c. Továbbá, (x, b) = (xa, yb) = (x, y)(a, b) = (x, y)(c, d) = (xc, yd) = (x, d), és ı́gy
b = d. Következésképpen (a, b) = (c, d).

A 6. fejezet feladatainak megoldásai

17.19. (a 6.1. feladat megoldása) Legyen x ∈ S az a ∈ S elem, y ∈ S pedig a b ∈ S
elem inverze. Akkor axa = a, xax = x, byb = b és yby = y. A 6.2. Tétel szerint ax,
xa, by, yb idempotens elemek, ı́gy egymással felcserélhetőek a 6.20. Tétel szerint. Ekkor
ab(yx)ab = a(by)(xa)b = a(xa)(by)b = (axa)(byb) = ab és (yx)(ab)(yx) = y(xa)(by)x =
y(by)(xa)x = (yby)(xax) = yx. Tehát (ab)−1 = b−1a−1.

17.20. (a 6.2. feladat megoldása) Legyen S egy kommutat́ıv reguláris félcsoport. Akkor
S teljesen reguláris, és ezért a 6.16. Tétel szerint S kommutat́ıv csoportok úniója.
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17.21. (a 6.3. feladat megoldása) Legyen a egy S reguláris félcsoport tetszőleges eleme.
Akkor van olyan x ∈ S elem, amelyre

axa = a

teljesül. A 6.2. Lemma szerint ax és xa idempotens elemek. Ha S-nek csak egyetlen
idempotens eleme van, akkor

ax = xa,

és ezért az a elem teljesen reguláris. Így S teljesen reguláris félcsoport. A 6.16. Tétel
szerint S csoportok uniója. Mivel S csak egyetlen idempotens elemet tartalmaz, ezért S
csoport.

A 7. fejezet feladatainak megoldásai

17.22. (a 7.1. feladat megoldása) Legyen U egy bal egyszerű S félcsoport jobb unitér
részfélcsoportja. Legyenek a, b ∈ U tetszőleges elemek. Mivel S bal egyszerű, ezért
a 7.2. Tétel duálisa szerint van S-nek olyan x eleme, amelyre xa = b teljesül. Mivel
U jobb unitér, ezért a, xa ∈ U az x ∈ U tartalmazást eredményezi. Tehát Ua = U
tetszőleges a ∈ U esetén. Ez a 7.2. Tétel szerint éppen azt jelenti, hogy U bal egyszerű.

17.23. (a 7.2. feladat megoldása) Legyen b ∈ N tetszőleges elem. A 7.1.Feladat szerint
N bal egyszerű. Így van olyan x ∈ N elem, melyre b = xb teljesül. Tekintsük a H által
definiált PH főkongruenciát (2.32. Defińıció). A 2.38. Tétel szerint (figyelembe véve,
hogy S-nek önmagától különböző ideálja) PH az S félcsoport csoport-kongruenciája; H
ennek egyetlen osztálya, mégpedig a faktorcsoport egységeleme. Ezért tetszőleges h ∈ H
elem esetén (b, hb) ∈ PH . Igy (xb, hb) ∈ PH . Mivel PH csoport-kongruencia, ezért
(x, h) ∈ PH . Mivel h ∈ H és H egyetlen calPH-osztály, ezért x ∈ H, amiből x ∈ N
miatt N ∩H 6= ∅ következik.

17.24. (a 7.3. feladat megoldása) A 7.2. Feladat szerint N ∩H 6= ∅. Könnyen igazolha-
tó, hogy N ∩H reflexiv unitér részfélcsoportja S-nek, ı́gy N -nek is és H-nak is. Mivel az
N félcsoport N ∩H reflex́ıv, unitér részfélcsoportja szerinti főkongruencia csoportkong-
ruencia, ezért az N -re vonatkozó feltétel miatt N ∩ H = N . Hasonlóan adódik, hogy
N ∩H = H. Tehát N = H.

A 8. fejezet feladatainak megoldásai

17.25. (a 8.1. feladat megoldása) Legyen S egy kommutat́ıv, 0-egyszerű félcsoport.
Tegyük fel, hogy ab = 0 teljesül valamely S-beli a 6= 0 és b 6= 0 elemekre. Mivel
A = {x ∈ S : xb = 0} ideálja S-nek és a ∈ A, ezért az S félcsoport 0-egyszerűsége
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miatt A = S. Így Ab = {0}. Legyen B = {y ∈ S : ay = {0}}. Világos, hogy B
az S egy ideálja, és b ∈ B. Ezért B = S, amiből S2 = {0} következik. Ez viszont
ellentmond az S félcsoport 0-egyszerűségének (ugyanis S2 6= {0}). Tehát G = S − {0}
az S félcsoport részfélcsoportja. Ha I ideálja G-nek, akkor I ∪ {0} 6= {0} ideálja S-nek,
amiből I ∪ {0} = S következik. Ebből pedig I = G adódik. Tehát G egy kommutat́ıv
egyszerű félcsoport, ami miatt G egy csoport. Így S = G0. Az világos, hogy kommutat́ıv
G csoport esetén G0 egy kommutat́ıv 0-egyszerű félcsoport.

17.26. (a 8.2. feladat megoldása) Legyen S egy 0-egyszerű nil félcsoport. Akkor |S| ≥ 2.
Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek az a 6= 0 és b 6= 0 feltétellel. Akkor SaS = S és
SbS = S a 4.7. Tétel szerint. Így megadhatók olyan x, y, u, v ∈ S elemek, hogy a = xby és
b = uav. Ebből a = xuavy adódik. Mivel S nil félcsoport, ezért van olyan n pozit́ıv egész
szám, hogy a = (xu)na(vy)n = 0a0 = 0. Tehát a = b. Következésképpen S = a ∪ {0}.
Mivel S nil félcsoport, szükségképpen a2 = 0, és ı́gy S2 = {0}, ami ellentmondás.

A 9. fejezet feladatainak megoldásai

17.27. (a 10.1. feladat megoldása) Legyen L egy balzéró, R pedig egy jobbzéró félcso-
port. Ha |L| = |R| = 1, akkor S = L × R egyelemű, s ezért teljesen egyszerű. Tegyük
fel, hogy |S| ≥ 2. Legyen I az S egy ideálja. Legyen (a, b) ∈ I tetszőleges elem. Akkor
tetszőleges (x, y) ∈ S elemre (x, y) = (xax, yby) = (x, y)(a, b)(x, y) ∈ I, amiből követke-
zik, hogy S = L×R egyszerű félcsoport. Az világos, hogy S minden eleme idempotens.
Legyen (e, f) ∈ S tetszőleges elem. Ha valamely (a, b) ∈ S elemre (a, b) ≤ (e, f), azaz
(a, b) = (a, b)(e, f) = (e, f)(a, b), akkor (a, b) = (a, f) = (e, b), amiből (a = e és b = f ,
azaz (a, b) = (e, f) adódik. Tehát S minden eleme primit́ıv idempotens. Így S = L× L
teljesen egyszerű.

17.28. (a 9.2. feladat megoldása) Legyenek A és B tetszőleges félcsoportok. Legyen
S = A × B. Tegyük fel, hogy A és B teljesen egyszerű félcsoportok. Feltehetjük, hogy
|A| > 1 és |B| > 1. Legyen (a, b) ∈ S tetszőleges elem. Mivel A és B egyszerű, ezért
AaA = A és BbB = B. Így (A × B)(a, b)(A × B) = AaA × BbB = A × B. Tehát
A×B egyszerű félcsoport. Legyenek e ∈ A és f ∈ B primit́ıv idempotens elemek. Akkor
tetszőleges (a, b) ∈ A × B idempotens elem esetén az (a, b) ≤ (e, f) feltételből, azaz az
(a, b) = (a, b)(e, f) = (e, f)(a, b) feltételből (a, b) = (ae, bf) = (ea, fb), amiből pedig
a = ae = ea és b = bf = fb következik. Mivel e és f primit́ıv idempotensei A-nak,
illetve B-nek, ezért a = e és b = f , azaz (a, b) = (e, f). Tehát (e, f) az S = A×B direkt
szorzat primit́ıv idempotens eleme. Tehát S teljesen egyszerű félcsoport.

Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S = A×B teljesen egyszerű. Feltehetjük, hogy |A| > 1 és
|B| > 1. Ha IA az A félcsoport egy ideálja, akkor IA × B az A × B félcsoport ideálja,
és ı́gy megegyezik A × B-vel, amiből IA = A következik. Tehát A egyszerű félcsoport.
Hasonlóan igazolható, hogyB is egyszerű. Legyen (e, f) azA×B egy primit́ıv idempotens
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eleme. Akkor e az A idempotens eleme. Ha a = ae = ea teljesül valamely A-beli a
idempotens elemre, akkor (a, f) = (a, f)(e, f) = (e, f)(a, f), amiből (a, f) = (e, f), azaz
a = e következik. tehát e az A primit́ıv idempotens eleme. Hasonlóan igazolható, hogy
f a B primit́ıv idempotens eleme. Tehát A és B teljesen egyszerű félcsoportok.

17.29. (a 9.3. feladat megoldása) Legyen S egy teljesen 0-egyszerű félcsoport. A 9.25. Té-
tel szerint S izomorf egy reguláris Rees-féle mátrixfélcsoporttal. Legyen (a)ij tetsző-
leges nem nulla idempotens elem. Legyen (b)kt egy tetszőleges nem nulla idempo-
tens elem a (b)kt ≤ (a)ij feltétellel. Akkor (b)kt = (b)kt(a)ij = (a)ij(b)kt, amiből

(b)kt = (bptia)kj = (apjkb)it következik. Így k = i, t = j és b = bptia = apjkb következik.
Mivel (b)kt 6= 0, ezért b = p−1tk , és ı́gy a b = bptia egyenlőségből b = p−1tk ptia = p−1ti ptia = a
adódik. Igy (a)ij = (b)kt. Tehát (a)ij primit́ıv idempotens. Következésképpen S minden
nem nulla idempotens eleme primit́ıv.

A 10. fejezet feladatainak megoldásai

17.30. (a 10.1. feladat megoldása) Az nyilvánvaló, hogy σJ az S félcsoport ekvivalen-
ciarelációja. Legyenek a, b, s ∈ S tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy (a, b) ∈ σJ . Ha
a, b ∈ F valamely F filterre, akkor sa, sb ∈ F vagy sa, sa /∈ F attól függően, hogy
s ∈ F , vagy s /∈ F . Ha a, b /∈ F , akkor tetszőleges s ∈ S esetén sa, sa /∈ F , mert F
komplementere pŕım ideál. Tehát σJ bal oldali kongruencia. Hasonlóan adódik, hogy σJ
jobb oldali kongruencia. Tehát σJ az S félcsoport egy kongruenciája. Mivel minden F
filterre és minden a ∈ S elemre a2 ∈ F akkor és csak akkor teljesül, ha a ∈ F , ezért
(a, a2) ∈ σJ minden a ∈ S elemre. Tehát az S/σJ faktorfélcsoport egy köteg. Tegyük fel,
hogy ab ∈ F teljesül S valamely F filtere és valamely a, b elemei esetén. Akkor a ∈ F és
b ∈ F , de ekkor ba ∈ F . Ezért (ab, ba) ∈ σJ , s ezért az S/σJ faktorfélcsoport egy félháló.

17.31. (a 10.2. feladat megoldása) Legyen σ egy félháló-kongruenciája egy S félcsoport-
nak. Jelöljük az S/σ félhálót Y -nal, és a σ-osztályokat Sα-val (α ∈ Y ). Adott α ∈ Y
elem esetén legyen Fα = ∪β≥α, β∈Y Sβ. Ha β ≥ α és δ ≥ α, azaz βα = α és δα = α,
akkor βδα = α, és ezért βδ ≥ α. Ebből az adódik, hogy Fα részfélcsoportja S-nek. Ha
βδ ≥ α, azaz βδα = α, akkor βα = α and δα = α, és ı́gy β ≥ α és δ ≥ α. Ez viszont
azt jelenti, hogy Fα filter. Legyen J az Fα filterek halmaza. Megmutatjuk, hogy σ = σJ .
Ha (a, b) ∈ σ, akkor a, b ∈ Fα vagy a, b /∈ Fα minden α ∈ Y -ra. Ezért (a, b) ∈ σJ . Tehát
σ ⊆ σJ . Tegyük fel, hogy (a, b) ∈ σJ . Jelölje ξ és η az Y azon elemeit, amelyekre a ∈ Sξ
és b ∈ Sη teljesül. Mivel a ∈ Fξ, ezért b ∈ Fξ, amiből η ≥ ξ következik. Mivel b ∈ Fη,
ezért a ∈ Fη, amiből ξ ≥ η következik. Ezért ξ = η, azaz (a, b) ∈ σ. Tehát σJ ⊆ σ.
Következésképpen σ = σJ .

17.32. (a 10.3. feladat megoldása) Legyenek a és b egy S arkhimédeszi félcsoport tet-
szőleges elemei. Akkor an = xby és bm = uav teljesül valamely pozit́ıv egész n és m
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számra, valamint S valamely x, y, u, v elemeire. Legyen τ tetszőleges félháló-kongruencia
S-en. Akkor

a τ an = xby τ xbm+1y τxbmyb = xuavyb τ(xby)(uav) =

an(uav) τuan+1v τuav = bm τb.

Tehát τ az S félcsoport univerzális relációja. Így S félháló-felbonthatatlan.

17.33. (a 10.4. feladat megoldása) Legyen S gyengén kommutat́ıv félcsoport. A 10.15. Té-
tel miatt elegendő azt megmutatni, hogy S Putcha-félcsoport. Legyenek a, b ∈ S tet-
szőleges elemek. Tegyük fel, hogy a osztja b-t, azaz xay = b teljesül valamely x, y ∈ S1

elemekre. Akkor (bx)a(yb) = b3. Mivel bx, a, yb ∈ S, ezért megadható olyan m pozit́ıv
egész szám, valamint olyan u, v ∈ S elemek, amelyekre v(bx)a = ((bx)a(yb))m = a(yb)u.
Ebből b6m = ((bx)a(yb))2m = v(bx)aa(yb)u adódik. Tehát a2 osztja a b elem 6m-edik
hatványát.

17.34. (a 10.5. feladat megoldása) Legyen S gyengén kommutat́ıv félcsoport. Az előző
feladat szerint S előáll Sα (α ∈ Y ) arkhimédeszi félcsoportok Y félhálójaként. Legyen
α ∈ Y tetszőleges. Akkor tetszőleges a, b ∈ Sα elemekhez megadható olyan m pozit́ıv
egész szám, valamint olyan x, y ∈ S elemek, amelyekre xa = (ab)m = by teljesül. Ha
x ∈ Sξ és y ∈ Sη, akkor az αξ = α és ηα = α, azaz SαSξ ⊆ Sα és SηSα ⊆ Sα.

Így (ab)x,∈ Sα, y(ab) ∈ Sα és ((ab)x)a = (ab)m+1 = b(y(ab)). Tehát Sα gyengén
kommutat́ıv.

A 11. fejezet feladatainak megoldásai

17.35. (a 11.1. feladat megoldása) A félcsoport sźıve: K = {0, k1, k2}.

17.36. (a 11.2. feladat megoldása) A félcsoport sźıve: K = {0, u, v}.

A 12. fejezet feladatainak megoldásai

17.37. (a 12.1. feladat megoldása) Legyen S egy háromelemű félháló. Akkor S-nek
van nulleleme (a három elem szorzata). Jelölje a nullelemet 0, a másik két elemet pedig
a és b. Tegyük fel, hogy S kongruencia-felcserélhető. Ha ab = 0, akkor I = {0, a} és
J = {0, b} az S ideáljai. A 12.5. Tétel szerint kongruencia-felcserélhető félcsoport ideáljai
láncot alkotnak a tartalmazásra nézve, ı́gy ab 6= 0. Vizsgáljuk az ab = a esetet. Akkor
I = {0, a} az S ideálja. Legyen α az S félháló azon ekvivalenciája, melynek osztályai
{a, b} és 0. Világos, hogy α az S félháló kongruenciája is. A 12.4. Tétel szerint I-nek
benne kellene lenni valamely α-osztályban, vagy elő kellene állni α-osztályok uniójaként.
Itt viszont egyik sem teljesül. Tehát az ab = a feltétel is ellentmondáshoz vezet. Hasonló
a helyzet az a = b feltétel esetén is. Igy S nem lehet kongruencia-felcserélhető.
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17.38. (a 12.2. feladat megoldása) Elegendő azt megmutatni, hogy ha a főideálok láncot
alkotnak a tartalmazásra nézve, akkor az ideálok is láncot alkotnak a tartalmazásra nézve.
Legyen tehát S olyan félcsoport, melynek főideáljai láncot alkotnak a tartalmazásra
nézve. Legyenek A és B az S tetszőleges ideáljai. Tegyük fel, hogy A 6⊆ B és B 6⊆ A.
Akkor vannak olyan a ∈ A és b ∈ B elemek, hogy a /∈ B és b /∈ A. A feltétel szerint
J(a) ⊆ J(b) vagy J(b) ⊆ J(a). Az első esetben J(b) ⊆ B miatt a ∈ B, ami ellentmondás.
Hasonló okok miatt a második feltétel is ellentmondásra vezet. Igy S tetszőleges A és B
ideáljai esetén az A ⊆ B vagy B ⊆ A feltételek egyikének kell teljesülni. Tehát S ideáljai
láncot alkotnak a tartalmazásra nézve.

A 13. fejezet feladatainak megoldásai

17.39. (a 13.1. feladat megoldása) A 13.1. Tétel szerint, ahhoz, hogy egy S félcsoport
beágyazható legyen egy csoportba, szükségképpen S-nek egyszerűśıtésesnek kell lennei.
Ford́ıtva, tegyük fel, hogy S gyengén kommutat́ıv, egyszerűśıtéses félcsoport. Legyenek
a, b ∈ S tetszőleges elemek. Mivel S gyengén kommutat́ıv, ezért van olyan n pozit́ıv
egész szám, hogy

(ab)n ∈ Sa.

Mivel
(ab)n ∈ Sb

nýılvánvalóan teljesül, ezért
Sa ∩ Sb 6= ∅.

Tehát S jobbreverzibilis. A 13.4. Tétel szerint minden jobb reverzibilis, egyszerűśıtéses
félcsoport beágyazható egy csoportba.

17.40. (a 13.2. feladat megoldása) Tegyük fel, hogy egy S félcsoport beágyazható egy
periodikus G csoportba. Feltehetjük, hogy S ⊆ G. Legyen s ∈ S tetszőleges elem. Mivel
G periodikus, ezért megadható olyan n pozit́ıv egész szám, hogy e = bn ∈ S. Ebből már
következik a feladat álĺıtása.

A 14. fejezet feladatainak megoldásai

17.41. (a 14.1. feladat megoldása) Legyen S gyengén szeparat́ıv félcsoport. Legyenek
a, b ∈ S tetszőleges elemek. Tegyük fel, hogy ax = bx és xa = xb teljesül minden
x ∈ S elemre. Akkor az első egyenlőségből az x = b választással ab = b2, a második
egyenlőségből az x = a választással a2 = ab adódik. Tehát a2 = ab = b2. Mivel S
gyengén szeparat́ıv, ezért ezen utóbbi egyenlőségből a = b következik. Tehát S gyengén
redukt́ıv.
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17.42. (a 14.2. feladat megoldása) Legyen S gyengén kommutat́ıv félcsoport. Akkor S
előáll gyengén kommutat́ıv arkhimédeszi Sα (α ∈ Y ) félcsoportok félhálójaként. Tegyük
fel, hogy ezek mindegyike gyengén egyszerűśıtéses. Legyenek a, b ∈ S tetszőleges elemek.
Tegyük fel, hogy a2 = ab = b2. Akkor van olyan α ∈ Y elem, hogy a, b ∈ Sα. Az

a2 = ab = b2

feltételből
(ba)(ba) = b(ab)a = b3a = b2(ba) = (ab)(ba)

és
(ba)(ba) = b(ab)a = ba3 = (ba)a2 = (ba)(ab)

következik. Mivel ab, ba ∈ Sα és Sα gyengén egyszerűśıtéses, ezért

ab = ba.

Így
a2 = ab = ba = b2.

Mivel Sα gyengén egyszerűśıtéses, ezért a = b. Tehát S gyengén szeparat́ıv.

A 15. fejezet feladatainak megoldásai

17.43. (a 15.1. feladat megoldása) A véges p-csoportok szükségképpen p-hatvány ren-
dűek. Jelölje q = pn a G rendjét. Legyen a ∈ F[G] tetszőleges elem. Akkor g =
α1g1 + · · · + αqgq valamely α1, . . . , αq ∈ F skalárokkal. Ha a bal oldali nullosztó, ak-
kor van olyan 0 6= b ∈ F[G] elem, hogy 0 = ab, amiből aqb = 0 következik. Mi-
vel az F[G] csoportalgebra kommutat́ıv, ezért érvényes benne a binomiális tétel, és
ı́gy (figyelembe véve, hogy F karakterisztikája p) aq = (alpha1g1 + · · · + αqgq)

q =
αq1g

q
1 + · · ·+ αqqg

q
q = αq1e+ · · ·+ αqqe = (αq1 + · · ·+ αqq)e, ahol e jelöli a G csoport egység-

elemét. Igy 0 = aqb = (αq1 + · · ·αqq)eb = (αq1 + · · ·αqq)b, amiből b 6= 0 miatt (αq1 + · · ·αqq)
következik. Igy aq = (αq1 + · · ·+ αqq)e = 0e = 0. Tehát a nilpotens elem.

17.44. (a 15.2. feladat megoldása) Legyen a G rendje pk. Mivel e felcserélhető g-vel és F
karakterisztikája p, ezért a binomiális tétel alkalmazásával (e−g)p

k
= e−gpk = e−e = 0.

A 16. fejezet feladatainak megoldásai

17.45. (a 16.1. feladat megoldása) Jelölje (F)n az F test elemiből képezett n-elemű soro-
zatok vektorterét. Jól ismert tény, hogy megadható az F[S] félcsoportalgebra {s1, . . . , sn}
bázisának seǵıtségével az F[S] vektortérnek az (F)n vektortérre való ϕ izomorfizmusa.
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Egy a ∈ F[S] elem ϕ(a) képét az a elem {s1, . . . , sn} bázisra vonatkozó koordinátás alak-
jának nvezzük. Jelölje ei az si ∈ S ⊆ F[S] elem koordinátás alakját, azaz azt az n-elemű
sorozatot, melynek i-dik eleme az F egységeleme, a többi pedig az F nulleleme. Jelölje
k ∗ i azt a t ∈ {1, . . . , n} indexet, amelyre sksi = st teljesül. Világos, hogy az R(si)

mátrix k-dik sora egyenlő ek∗i ∈ (F)n vektorral, és ı́gy
∑n

i=1 αiR
(si) = 0 akkor és csak

akkor teljesül, ha minden k = 1, . . . , n indexre
∑n

i=1 αiek∗i = 0 teljesül, ahol 0 az (F)n

nullvektorát jelöli. Ezen utóbbi egyenlőség akkor és csak akkor teljesül (F)n-ben minden
k = 1, . . . , n indexre, ha

∑n
i=1 αisksi = 0, azaz sk(

∑n
i=1 αisi) = 0 teljesül az F[S] fél-

csoportalgebrában minden k = 1, . . . , n indexre. Ez pedig éppen azzal ekvivalens, hogy∑n
i=1 αisi az F[S] félcsoportalgebra jobb annullátorának eleme.

17.46. (a 16.2. feladat megoldása) α1s1 + · · · + αnsn ∈ F[S] akkor és csak akkor van
benne azR∗F magjában , ha α1R

(s1)+· · ·+αnR(sn1) = 0. Az előző feladat szerint ez akkor
és csak akkor teljhesül, ha α1s1 + · · ·+ αnsn benne van F[S] jobb oldali annullátorában.
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fő balideál, 53
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zéró félcsoport, 14

241



Irodalomjegyzék
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