5. gyakorlat

Hatarozzuk meg a ktvetkezd A matrix rangjit a paraméter (paraméterek) fiigg-
vényében:

96. Az els§ és a mésodik sort feleserélve, majd az 4j matrixban az elsd sor meg-
felel t6hbszortsét a tobbihez hozzdadva:

A1 101 1 A 1 A
1 A1 ,\] ~ [0 (1-A%) (1-2) (1-A"-)J.
11 & A 0 (1= (A=1) (A2-=X)

Az els§ oszlop (—1)-szeresét a harmadik oszlophoz, (—A)-szorosit a masodik
és a negyedik oszlophoz adva:

A=

1 0 0 0
~ 10 (-2 (1=-X) (=A%),
0 {(1-X2) (A=1) (A =) _
1000
Jeloljiik a legutébbi matrixot B-vel. Ha A = 1, akkor B = {0 0 0 0],
0000

tehat B rangja 1, és igy A rangjais L.
Ha A # 1, akkor a 2. és 3. sort oszthatjuk (1 — A)-val, és igy azt kapjuk, hogy

1 0 0 0

0 (14+A) 1 (14X
0 1 -1 =A
Az 1., 3. és 4. oszlopbdl képzett determindns értéke 1, nemnulla, tehat A
rangja 3.

A~

97. Hasonlé feladatokra érvényes elv, hogy ha valamelyik elem sordba és oszlopa-
ba is nulldkat kivanunk behozni, 1igy olyan elemet vilasszunk, ha lehet, ami
1 vagy —1 és amelynek sorsban és oszlopiban sincsen paraméter. Legyen az
elsé ilyen elem az 1. sor 2, eleme (ezt félkévér szdm jelzi)

1 -1 2 0 -6

2 1 -11 9
A= -3 1 2 3 3
A0 5 4 0
1 -1 2 0 -6 0 -1 00 O
3 0 11 3 3 0 11 3
-2 0 4 3 -3 -2 0 4 3 -3
A0 5 4 0 A 0 5 4 0
A masodik ilyen elemnek valaszthatjuk a 2. sor 3. elemét:
0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 0
3 0 1 1 3 0 0 1 0 0

~“l <14 0 0 -1t <15/ -14 0 0 -1 -1
(A-15) 0 0 -1 -15 (A=15) 0 0 -1 —15

A kovetkezd ilyen elemnek a 3. sor 4. elemét célszeril valasztani:



0 -1 0 0 © 0 -1 0 0 O
0 010 0] _ 0 6 1 0 0
Yl -1 0 0 -1 15 0 0 0 -10
(A-1) 0 0 0 O (A-1) 0 0 0 0
-1 0 0
0 1 0 =130, tehdt a méatrix rang definiciéja (D 19.12) szerint
0 0 -1

rang A > 3. A kérdés az, hogy kivilaszthaté-e nemnulla értékil negyedrendd
determinans. Ez az utolsd oszlopot biztosan nem tartalmazhatja.

0 -10 0
0 0 1 0f_ ~
R EE R IR EEO E

(A-1) 0 0 0
Tehdt, ha A 3 1, akkor rang A = 4, illetve A =1 esetén rang A = 3.

1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1
Loroe st 0 2 3 4 5
98. A= -3 5 a & 9 | ™~1lg 2 (a43) (b-3) 5
0 2 3 5 b-3 0 2 3 5  (b-3)
10 0 0 0 Lo o 0
L |0 2 3 4 5 lo20 0 :
02 (at3) (b-3) 5 00 a (b-7) 0
02 3 5 (b-3) 000 1 (b—8)
100
0 2 0|=2#0, tehdt rang A > 3 minden a-ra és b-re.
6 0 1
1 00 0
0 2 0 0 )
00 a (b=T) = 2a, igy ha a # 0, akkor rang A = 4.
000 1
. 0 2 0 0 0
Ha a = 0, akkor A 000 (-7 0
000 1 (b-8)
g 3 (bE’f) g =2:(b—T7)-(b—8) #0,hab#£T7,és b+# 8, és ekkor
00 1 (-9

rangA =4. Haa=046b=17, vagy a = 0 és b = 8, akkor A-bdl csak nulla
értékid negyedrendi determindnsok valaszthatok ki, tehat rang A < 3, vagyis
rang A > 3 miatt rang A = 3.

Hatdrozzuk meg a kdvetkez& matrixok sajitértékeit és sajatvektorait:
78. [4 3] 79. 2 0 80. 0 -
1 2)° [0 2] ' {2 4] !
81. [—2 4] 82. 5 6 83. 3 1
4 13]° {3 2]' - {—1 9}’

-



Megoldasok:

78. T 20.9 alapjan irjuk fel a matrix karakterisztikus egyenletét:

(4-3) 3

1 @-n=%

A determindns kifejtése utén a kovetkez6t kapjuk: A* — 64 +5 = 0.
Ennek gyskei a sajatértékek: Ay =1, Ay = 5.

A Aj-hez tartozd vy = [;] # 0 sajatvektorra
{(4—)«;):1:-{—31;:0 Je+3y=0
azaz
T4 (2-Ay =0, r+y=0.
Eunek az egyenletrendszernek a megoldasa: y = —z, igy tetszleges x # 0-
ra vy = {_;] A X = 5 sajatértékhes tartozd vo = [;] sajitvektorra
T

hasonldan adédik, hogy vy = { TJ, ahol @ # 0 tetszGleges.

79. A karakterisztikus egyenlet (2 — X)? = 0; Ay = Ay = 2. A X = 2-hoz tartozé
V= {:] sajatvektorra
(2-ANz+0y=0 0z +0y=0
0z+(2-MNy=0, ' Jz+0y=0

egyenletrendszer adédik, amelynek bérmely z, y szdmpar megoldésa. Tehat
a koordindtasik barmely nem nullvektora sajitvektor.

80. A karakterisztikus egyenlet: A2 — 41 46 = 0,
Mivel ennek nincsenek valds gydkei, ezért nincs sajatértéke a valds szamok testében.

Ha a matrixot ugy tekintjik, mint a komplex szamok teste feletti matrix, akkor a feladat
megoldasa:
A sajatértékek: Ay =24+ V21, Ay =2 — /24,
A )i-hez tartozé v = [Z] sajatvektorra
(0—(2+ V2i))z —3y =0
{2.1-+ (4 -2+ v2i))y =0;

ebbdél ¢ = (“1 + %) y, igy
1 .
v, = [(_1 + ﬁz) y] , ¥ # 0 tetsz8leges.
Y

A ) =2 — \/Zi esetében hasonlé médon adédik:

l .
vy = [(“1 “yﬁz) y] , ¥ # 0 tetszéleges.



—41
tl}, tl # 0'

Minthogy a matrix szimmetrikus, a Ap-héz tartozé sajatvektorokat a megfelel
egyenletrendszer megolddsa helyett azon az alapon is megkaphatjuk, hogy a
T 20.13 f6tengely tétel szerint a matrixnak van vi-re merdleges sajatvekiora.
Igy t

2

81. A = —3 és Ay = 14, a A;-hez tartozd sajatvektorok vy = [

B2, Mi=-1, M =8, vi=1

83. ,\1=—5-—~\—§3~i, Ay =

ey E

P ——

__”, v =1g [12], t1, t2 # 0 tetsz8leges.

V3.

+ ; =1t 1 i 0 tetszdl
5 G vVi=t _(%+32@z-), 1 # 0 tetsz6leges

[V e

1 1o
v = iy [__% N ﬁi]’ ty # 0 tetszSleges.

2

Hatarozzuk meg a kbvetkez6 matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!

90. 0 2 —1 91.

2 2 1 92. 2 -1 2
-2 0 3], 1 3 1], 5 -3 3
-1 -3 0 1 2 2 -1 0 -2

Megoldasok:

90. A karakterisztikus egyenlet: A* + 14X = 0; A\ =0, Mg = —iV14, A3 = /14,
A sajétvektorok:

3 3+ 214 -1
vi=t - |1, 1 #0 va=ty: 13 \ tg;é[}.
2 23144
(3 —214 -4
vy =13 - 13 ) 13-',‘50.
24 3v14-i

(Figyeljiikﬂ meg, hogy a matrix ferdén szimmetrikus, 1. D 20.10, és minden
sajatértéke T 20.12-el dsszhangban képzetes szam.)

91. A karakterisztikus egyenlet: A3 — TA2 +1IA =5 =0; \; =5, ha = A3 = 1.

i
A )\ = 5-héz tartozd sajatvektorok: vy = ¢y - |11, ¢ # 0.
1
2 1
A Az = 1-hez tartoz vy sajitvektorok: vo =3 | —11] +t3-| 0], ¢ ésts
0 -1

egyszerre nem nulla, de egyébként tetszSleges.

92. A karakterisztikus egyenlet: -3 —3X2 —3A—-1=0; )\ =) = )3 = —1L.
-1
A sajatvektorok: v=1-]-1}, t#0.
1



86. feladat:

Adjameg az A linedris leképezés matrixat a standard bazisban és hatarozza
meg az A(a) vektort, ha A elforgatja a teret a z-tengely koriil a0 szoggel, majd

tiikrozi a teret az xy-sikon. Az a vektor pedig az

1

0| vektor.
1

Megoldas: Az A linearis leképezés két linearis transzformécié szorzata.
Ha ¢ jeloli az xy-sikra vald tikrozést, n pedig a z-tengely koriili o szoggel
valé forgatast, akkor A = &n. Igy A matrixa egyenlé a & matrixdnak és n

matrixdnak szorzataval.
A £ marixa

1 0 O
01 0
0 0 -1
Az n matrixa
cosae —sino 0
sinae  cosa 0
0 0 1
fgy az A matrixa
1 0 O cosae —sina 0 cosae —sina 0
01 0 stna  cosa 0] = |stna  cosa 0
00 —1 0 0 1 0 0 -1
cosx
A(a) = |sina
-1



87. feladat:

Adjameg az A linedris leképezés matrixat a standard bazisban és hatarozza
meg az A(a) vektort, ha A elforgatja a teret az a-tengely koril a szoggel,
1

majd elforgatja a teret az y-tengely koriil a szoggel. Az a vektor az |1
0

vektor, az a sz0g pedig %.

Megoldas: Az A linearis leképezés két linearis transzformacié szorzata.
Ha ¢ jeloli az y-tengely koriili, 7 pedig a z-tengely koriili « széggel vald for-
gatast, akkor A = &n. fgy A matrixa egyenlo a £ matrixanak és n matrixanak
szorzataval.

A £ marixa

cosae 0 sina
0 1 0
—sina 0 cosa

Az n métrixa
1 0 0
0 cosa —sina
0 sina  cosa

gy az A maétrixa

2

cosae 0 sino 1 0 0 COSQy sinfo SINOCOSK
0 1 0 0 cosaa —sina| = 0 CoSQy —Stno
—stna 0 cosa 0 sina cosa —Sina  StNacoso cos’a
Igy
cos% SmQ% sm%cos% 1 1 2\/§ +1
Afa) = 0 coSG —sing 1| = 1 2v/3
—anX in T T 27
sing  sinfcosf  cos’§ 0 V3 -2



88. feladat:

Adjameg az A linedris leképezés matrixat a standard bazisban és hatarozza
meg az A(a) vektort, ha A elforgatja a teret az y-tengely koriil o szoggel,
1
majd elforgatja a teret az x-tengely kortl a szoggel. Az a vektor az |1
0
vektor, az a sz0g pedig %.

Megoldas: Az A linearis leképezés két linearis transzformacié szorzata.
Ha ¢ jeloli az x-tengely korili, n pedig a y-tengely koriili « széggel vald for-
gatast, akkor A = &n. fgy A matrixa egyenlo a £ matrixanak és n matrixanak
szorzataval. A szamolast nem részletezve, az A matrixa

cosQ 0 sino
sina COSQx  —SINOCOSK
—SInocosa  Stno cos’a

Innen pedig

1 23
Ala) = ; m}l
2—4/3



94. feladat:

Adja meg az A linearis leképezés matrixat a standard bazisban, majd a

0 0 1
1|, lol, lo
—1 1 1

bazisban, ahol A a tér tetszoleges vektorat merdlegesen vetiti az

y =z

x
3 4 12
egyenletl egyenesre!

Megoldas: Az egyenes egységnyi hosszusagu iranyvektora az

1 3

13

Q:
—12

vektor. A tér tetszéleges r vektora esetén

A(r) = eler) = (¢oe)(r),

azaz az A linedris leképezés megegyezik az e o e diadikus szorzattal. fgy az
A matrixa a standard bazisban:

1 9 12 —-36
169 12 16 —48
—36 —48 144

Ahhoz, hogy felirjuk az A linearis leképezés matrixat a

0 0 1
B : 11, 0], 0
-1 1 1

béazisban, meg kell hatdrozni annak a 7 bazistranszformacionak a standard
bazisbeli T matrixat, amely a standard bézis vektoraihoz rendre a B bazis
vektorait rendeli. Ez a méatrix:



Ennek a matrixnak a determinénsa 1, inverze pedig
0 10
T'=|-111
1 00

fgy az A linedris leképezés B bazisbeli A’ métrixa:

1 0 10 9 12 -36

A = 169 -1 11 1216 —48
1 0 0f [-36 —48 144

64 —48 —36

:%9 —-176 132 99
48 =36 27

— O
_— o O
[ T Y



